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a) ...in der Physik makroskophischer Systeme
e Energieverteilung der Schwarzkorperstrahlung
e spezifische Wérme bei niedrigen Temperaturen
e Kondensation
e Suprafluiditét
e Kohision von Festkorpern und Fliissigkeiten
o Gitterschwingungen (Phononen)
e clektrische Leitfdhigkeit (Normal-, Halbleiter-, Supraleiter-)
e Ferromagnetismus

b) ...in der Atom- und Molekiilphysik
e Grofle und Stabilitédt der Atome

e Ladungsverteilungen

Spektren
Wechselwirkung mit Licht (z.B. Photoeffekt)

Molekiilschwingungen
e chemische Bindungen (z.B. Van-der-Waals-Bindung)
c) ...in der Kernphysik
e Grofle und Stabilitédt der Kerne
e Wechselwirkung von ~-Strahlen mit Kernen
e radioaktiver Zerfall
e Kernspaltung und -fusion
d) ...in der Elementarphysik
e Masse, Ladung, Drehimpuls, magnetisches Moment der Elementarteilchen
e Wechselwirkung mit Strahlung (Comptoneffekt)
e Streuung, Zerfall
e Teilchenerzeugung

Die Quantenmechanik (QM) bildet die Grundlage des Verstidndnisses dieser Phdnomene.



1.1 Ursprung der Quantenphysik

1901: Planck: Schwarzkorperstrahlung

h~6,6-1073%Js=4-10"15eVs

v €

Kathode
Abbildung 1: Photoeffekt
1905:  Deutung des Photoeffekts (1) durch Einstein:

E=h-W

W: Austrittsarbeit, F: unabhéngig von der Intensitdt I des Lichts. Photon mit Ener-

gie E = hv, I « Zahl der Phtononen.

Abbildung 2: Comptoneffekt

1924: Compton-Effekt (2): Impuls der Photonen: 0 = me? = /E? — p2ct

helk| = hw=FE =|plc = |P|=hlk],

Z: Wellenvektor

E,+E.=E +E|
PetPy=Tet 7,



abh. vom
Intens. Streuwinkel.

klassische Physik: e~ wird kontinuierlich beschleunigt, AE (aus Dopplereffekt)
wéchst mit Zeit.

1923: Broglie: Alle Teilchen haben Wellennatur

D= hk o~ A= ’z| deBroglie — Wellenlange
p

A= \/{EQ’/LVA (nichtrelativistische Teilchen)
e

1927:  Davisson, Gerner: e~ an Einkristall gestreut, Laue-Diagramm
1928:  G.P. Thomsen / Rupp: Debye-Scherrer
1905: Rydberg-Ritz-Formel fiir Spektrallinien des H-Atoms

1 1
V:R<2—2>, n<m€N
n m
R: Rydberg-Konstante
1913: N. Bohr: Energie-Quantisierung:
R
E,=-h—, neN.

n

Bohr-Sommerfeld-Quantisierung: klassische Bahn des e~ um Atomkern, Hamilton-
Funktion

H(p,q) = const. ?{pdq:nh, n=123,...

—
(*)

(*) = Bahn im Phasenraum

1.2 Zustande, Observable, Operatoren

klassisch. QM

Welle
Teilchen } Zustand




Photon mit Wellenzahlvektor % und Polarisation e € {ez, ey}
Zustand : ‘Z:: e> , P =hk, E=hc|k| (3)

Nur Polarisation betrachet ~~ Doppelbrechender Kristall: Kalkspat

€x
\ unpolarisiertes Licht
/

Kalkspat

Polarisationsfilter P_:

polarisiertes Licht in
€, cosp + e_y> sing unpolarisiertes Licht

Polarisationsfilter Py

P, :=P,—g, Py:= PSD:%

B A Licht

P Py

Beobachtung: Intensitét ist bei B gegeniiber A um cos? ¢ abgeschwiicht. Das entspricht

dem klassischen Wellenbild.
Teilchenbild: Konnte die Photonenenergie abgeschwéicht sein? Nein: E = hw ist gleich-

geblieben.



statistische Interpretation: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein in ¢-Richtung polarisiertes
Photon P, passiert, ist cos? .

Kalkspat:

l€)
e
Kalkspat
Komponenten-Zerlegung:
le) = alex) + Bley) (4)

Zustande bilden einen komplexen Vektorraum H. Im Fall von Polarisationszustinden
gilt

dimH = 2. (5)

Zustandsvektroren nennt man auch Kets. Es beschreibe |e,,) den Zustand eines in € cos o+
€y sin p Richtung liniear polarisierten Photons.

\\Ei
)

|e)=cos |ex) + sing |ey)

Kalkspat

Beobachtungen:
e Es klickt entweder D, oder D,
e Welcher Detektor anspricht ist nicht vorhersehbar

e Wiederholt man das Experiment oft, so findet man, dass bei N Verscuhen D, etwa
N cos? ¢ und D, etwa N sin? ¢ anspricht.



Die Polarisationsfilter und der Kalkspatkristall vermitteln Abbildungen H — H, z.B.
P, :|ey) = cospleg) +sinpley) — cos g ley) (6)
Man schreibt:
Py ley) = |Prey) = cos @ leg) (7)
P, ist Operator auf dem Vektorraum #:

Pyles) =cosgley)

P, : . 8
v {P@re@» :smms@} ®)
Es gilt:

P,le,) =P, [cosw ley) +sinep |5y>]
=cos P, |e;) +sinpP, |e,) (9 + 10)
= cos” p |ey) +sin® ¢ |ey,)

= |ep)

Mathematischer Exkurs

Allgemein definieren wir fiir dimH = N < oo:

1.) Skalarprodukt: Eine Abbildung H x H — C, (]¢),[x)) — (¢ | x) mit:

([ Aix1 + Aaxz) = A (@[ xa) + A2 (dx2) (11)
W1x) = (x[¥), (12)
=0, |¢> =0,

13

<w|w>{>07 A (13

1Y) 1| :== +/{(¥) |1 heiit Norm von |¢). Gilt (¢ |x) = 0, so heiflen |[¢)) und |x)
orthogonal.

2.) Orthonormalbasis (ONB): Eine endliche Teilmenge { |e;) ,...|en) } C H mit
(ei]ej) = dij (14)

3.) Linearer Operator: Eine Abbildung A : H — H, |[¢) — |Ay) = A |p) mit

A A1 4 Aothg) = Ay |Avr) + Ao |Ag) (15)

4.) Zu A hermitesch konjugierter (oder adjungierter) Operator: Ein linearer Operator
At H — H mit

(x| Ap) = (ATx|) . (16)



5.) Ein hermitescher (oder selbstadjungierter Operator A ist ein Operator mit

A=Al (17)

6.) Figenket (oder Eigenvektor) von A: Ein Ket |¢y) (A € C), mit

Alpr) = Aha) (18)

7.) Existiert ein Operator A~1, so dass
AT A ) = AAT ), [9) €M (19)

gilt, so ist A invertierbar und A~" heiBt der zu A inverse Operator.

8.) Gilt U=! = UT (d.h. UTU = UUT = 1), so heiit U unitdr. In diesem Fall gilt also:
(UxIUy) = (xIUTU ) = (x[v)

9.) Matrizdarstellung: Betrachte eine ONB { | e1),... | en) }.
Aij 1= <6i‘A|€j> 5 1 < ’i,j < N (20)

definiert die Matrixdarstellung a = (a;;)i; von A bzgl. { |e1),... | en) }.
Figenschaften dieser Objekte:

a) Dreiecksungleichung:

< X)) L
1) + 19} {:7 N l.abh.} 1) +111) 22)
b) Schwarzsche Ungleichung:
[ wha [ <1 -1 D) (23)

¢) Mit A und B ist auch \;A + Ay B ein linearer Operator, wobei

(MA+ XaB) [¢) := A1 |AY) + A2 | BY)

d) Fiir AB definiert durch (AB) [¢p) = A(B |[¢)), gilt i.A. AB # BA.

e) Gilt in einer ONB { |e1),..., | en) }
N N
W)= culen), 16 =) dilex), (24)
n=1 k=1



so folgt

N
(XAl = D dicn (x| Alen)
kn=1 —agn (25)
=d'ac

mit

c=(cr,...,en)t, d=(di,....d,)".

f) Aus 25 folgt:

e o~ ! ist Matrixdarstellung von A1,

al ist Matrixdarstellung von Af

ab ist Matrixdarstellung von AB
mit |¢y) = SN 1, Jen) in 18 ist I = (Iy, . .., 1,)T EV von a zum Eigenwert \.
g) Unitérer Basiswechsel: UTU =1, |e}) := U |e;).

= (ejles) = (Ue;|Ues)

= (| U'T |es)
=1

= (ejles) = dyj
—{|é),..., | €)} ist ONB.

Wegen f) haben hermitesche Operatoren A dieselben Spektraleigenschaften, wie
hermitesche Matrizen: (26)

(i) Es gibt ONB aus Eigenkets { | e1),..., | en) } und
(ii) alle EW sind reell.

Eigenschaft (i) schreibt man tiblicherweise als

N
A= Njles) (el - (27)
j=1

Die zugehorige Matrix ist a = Zjvzl )\je(j)e(j)T, wobei el) = (egj), . .,e%))Jr EV von a

zum EW )\; ist.

Dabei ist P; = |e;) (e;| ein Projektionsoperator:

Py l) = lej) (bleg) = (Ylej) les) , (28)

= P} = lej) {ejles) (ej] = lej) (ej] = P



T
Pl =P |alv) (xl]| =a"I0) (0], aeC (29)
Zuordnung;:

ket |v)) bra v
Spaltenvektor ¢ Zeilenvektor cf

Aus (6) und (8) finden wir fiir unsere Polarisationsoperatoren:

Pj = Py, P; = P, = P, Polarisationsoperator

cosQ |ex) leg)=cos@ |ex) + sing |ey) Photonen

<
-

P Py

Statistische Interpretation: Wahrscheinlichkeit, dass fiir |e,) die Polarisation P, gemes-
sen wird ist

2B (eslen) (eales) = (eolByleg) (31)

wobei die Normierung (e,|e,) = 1 verwendet wird.

W = cos? o 2 | (ealey)

Ersetzt man P, durch P, so findet man
W, = sin? ¢ = (e|Pylee) , (32)
also
We+Wy=1, P,+P,=1und P,P,=P,P, =0. (33)

(33) motiviert die

Messpostulate der QM:

(i) Observable (= messbare physikalische Groflen) werden durch selbstadjungierte
Operatoren beschrieben.

(ii) Wiederholt man eine Messung mehrfach an im Zustand [¢) priaparierten Teilchen,
so ist der Mittelwert der durch den Operator A beschriebenen Observable durch
den Erwartungswert von A im Zustand )

(v]A[p)

="

(34)

gegeben

10



(iii) Die statistische Varianz der wiederholten Messungen ist

o _ (0l = W1)Rl)
(W10)

=W
(| A2[y) — 2W (| AJp) + W2 ()
(Wly)
(W[ A%)y) — (Y| Aly)®
(¥y) '

Die Stndardabweichung o := v o2 heifit Unschirfe von A im Zustand |¢)).

Kurzschreibweise:

(A) = W,
AA = o.

(36)

Im Fall der Polarisation P, sind die moglichen Messwerte 0 (kein Ansprechen des De-

tektors) und 1 (Detektor spricht an).

(Pr) = (p|Prley) = cos” s
(AP,)* = <5<p|Px2|5g0> —cos* ¢
=cos?p —costp
= cos? psin? ¢

1L .o
= —gin?(2
451n(<p)

(37)

(38)

=0 AP, =0 |e,—0) = |e2) ist Zustand minimaler Unschérfe (EV von P, zum

EW 1)

e=3 AP =0 |epus) = oy)
=7 AP, :% Zustand maximaler Unschérfe

Zirkular polarisierte Photonen

‘Q
A

11



1
linkshandiges Photon : ler) = ﬁ lex) + %

! i
ler) = =5 lea) = 5 ley

ly) (39)
rechtshéndiges Photon : ) (40)

ler) und |egr) stehen orthogonal:

1 . .
<€R|’5L> =3 <€:L" + ZEy|€x + ZEy)

2
1 i 41
= 2 eelea) + 5 {euley) )
=0
Operatoren:
P =ler) (er] misst finks — polams.lezrte Polarisation ... (42)
Pr = |er) (eR] rechts — polarisierte

... bzw. priapariert links-/rechtspolarisierte zirkulare Photonen aus einem unpolarisierten
Lichtstrahl.

Basiswechsel:

1 . .
Pr = ler) (enl = 5 (lea) +iley)) ((eal —iey))
1 1 i (43)
= 2Pt Pt e (el — e ey
—> Matrixdarstellung bzgl { | €;), | ;) } ist gegeben durch
1 .
pL=5 <1 11) links — zirkularer Polarisationsfilter (44)
Es gilt Pr =SP4+ 3P, — % |ey) (6o + % |€2) (54
L 11
=Pr=p=y (—z’ 1) (45)
Messung der zirkluaren Polarisation:
1 ler)
. |€)
Zahler -]
2 ler)

12



L) le) = ler):

(eclPrler) = (erler) (erler) = 1,
(e|Prler) = (erler) (erler) =0,

d.h. Zahler 1 klickt immer, 2 nie. Das kann man auch iiber die Matrixdarstellung
der Operatoren berechnen:

Culpules) = =05 (3 ) 5 (1)

eulpelen) = -0 (1 1) 75 (3) =0
0

AufBlerdem gilt fiir die Unschérfe

(eL|(APLR)?|eL) = 0.
2.) |e) = ley), Basis { | ez), | &y) }:

1 s
(eolPrley) = (cosip,sing) <1. 1@) < 30>

1 sin ¢
) 1 (e
= (cos p, sin 90)5 (iew> (46)
1 _. 1
= ie_w (cos ¢, sin @) (1) =5
—eiv
Ebenso
1
(ep|Prley) = B (47)

= Jeder Zihler spricht in 50% der Félle an.

Unschérfe:

1
<590|(APL,R)2|5<@> = <5<P|PE,R|€<P> - <5¢|PL,R|5@>2 =2

(48)
APp R(ep) = \/E = %

13



Kopenhagener Interpretation des Messprozesses

Messungen verédndern das physikalische Objekt, das der Messung unterzogen wird. Hat
die Messung der Observablen A den Wert A ergeben, so befindet sich das Objekt nach der
Messung in einem Eigenzustand von A mit Eigenwert A (,,spontane Zustandsreduktion®)

Erwartungswerte selbstadjungierter Operatoren A sind reell:

(WIA[)" = (]AT[W) = (Y| Al) (49)

Kommutator, Anti-kommutator:
[A,B] := AB — BA (50)
{A,B} := AB+ BA (51)

Seien A und B selbstadjungiert (A = Af, B = BY). Dann gilt

[A,B]f = —[A, B], (52)
{A,B} = {A,B} (53)

Operatoren mit (52) nennt man antiselbstadjungiert.

Betrachte Zustand |¢)) mit (A) = (| A|p) und (¥|¢p) = 1 und die ,, Verschiebungen*

A:=A-(4) -
B:=B— (B) (54)
Herleitung der Unschérferelation durch schwarzsche Ungleichung (23):
A - B} > [(Av|By)]
‘ (W[AB|y)] da AT =74
= 2| @I Blg) + (WI{A, BYo)
imaginér<=(49) reell<=(49)
1
> 2 (I Bl da [2| > Jfm]
1
= 5 1{wl[4, Bllv)| (55)
Unschérfe: o -
(AA)? = (Y(A = (A)?[) = (Ay[Ay) = || [Ay) ||
Mit (55) folgt:
AA-AB > %| (¥|[A, B]|¢) | Unschéarferelation (56)

14



Gilt [A, B] = 0, so nennt man A und B kommensurabel (=gemeinsam messbar) oder
kompatibel. Es gibt dann eine Basis aus gemeinsamen Eigenkets |o;f3;) , oy, f; € R mit

Alaifj) = ailaiB;)
BlaiBj) = BjlaiB;)
Fiir diese Zustinde ist AA = AB = 0.

Die Eigenwerte «;, §; nennt man auch Quantenzahlen von |o;f;) zu A und B.

Stern-Gerlach-Versuch

1922; I.Stern, W. Gerlach: Silber-Atome: paramagnetisch mit magnetischem Moment 7.

z )

zwel Maxima
der Intensitat

s \ / 4Zf\g-0fen

——
I

/|

N
Detektoren B=B(2) [ Kollimator
klassisch:
V= —ﬁE (pot. Energie)
F=-VV (Kraft)
0B . .
F, = Hag— (Kraftkomponente in z-Richtung)
z

Atome konnen mit jedem Winkel nach oben oder unten abgelenkt werden.

1925: Goudsmit und Uhlenbeck entdeckten den Elektronenspin (=Eigendrehimpuls)

=% e>0 (57)
mc

Silberatom 47 Ag: 17 aus dem 47. e~ (in 5s-Schale).

Schematisch:

SGZ fe—

L.

15



Zwei SGZ hintereinander:

a) Sz:%:

SGZ SGZ [«

-
L T 1 1 1

T
Messung von S,  Projektor P, auf S,=+ % -Komponente

Elektron mit S, = g

z

<SZ* ’Sz+> =0

izj } ’Sz+> = {|OSZ+>

Spin-Operator:

h
S ‘Sz+> = 5 ’Sz+>

S.18.) = —215.-) )
2192-) = 75 10
Erwartungswert und Unschérfe:
(52) = (S.+]8-18.) = (59)

h2
(AS.)* = (S| = [S.4) = 0

SGX SGZ j(e———

ra
x 2
ﬁ‘ga?X

7 X

a B
\ﬁ +\ﬁ|sz_>

(Sy+]S.+) =1, |a?> +|B|> = 2 ~ gleich grofie Komponenten |a| = |8] =1

|S2+) = —= [52+)

Allgemein: |¢) und €% |)) beschreiben denselben physikalischen Zustand, denn fiir
alle A gilt: ' .
(Y|Afg) = (e Ale" )

16



~» 0.B.d.A. wihle Phasen von |S,+) und |S,-) so, dass a = 3 = 1 ist:

1 1
S,+)=—|S —|S,-
|x+> \/i‘z“')'f_\/i’z)
1 1 . (60)
Sp-) =———=|5.+)+—=15.-
|S2-) \/5| +) \/5| )
Projektoren:
Pt = |Sari> <Saci|
= 18 (Serl 5 18,0} (Sum | 5 1,0) (S| + 518.-) (S
~ 9 2zt st 2 zt z~ 9 1027 zt 9 1027 z=
(61)
1/1 41
Spin-Operator:
h
Sz |S) = i§ |5+ ) (63)
Darstellung bzgl. { | S,+), | S.-) }: (Invertiere (60))
1
S2+) = —= [1S5+) = [9:-)]
2
v2 (64)
S,-) = —[|Sp+) + Sz
|5.-) 7 [152+) + 152-)]

Es gilt:

<Sz+‘5$"sz+> - [(Sm+’S$‘Sx+> - <S:E*’S$‘Sx+> - <S:E+‘S$‘Sx*> + <S:E*’S$‘Sx*>]

N | =

Ebenso (S,-15;|5.-) = 0.

~ genau gleich viele 47 Ag-Atome mit S, = % und S, = —% beobachtet.
(S22 18418.2) = 5 (1S, (S, S (S| £ (5,
()
— = <(1) é) (66)

(65) entspricht

sl 1)) -2

17



¢) Nach SGX nochmal SGZ ~» S, = % und S, = — 4.
Check:
(61) 1 1

W = P+ ’Sz+> - ’S$+> <S:c+’Sz+> = 5 ‘SzJF) + 5 ’Sz*> Sz+>

V2

Nun SGY (Apparatur drehen): z-Achse und y-Achse sind gleichberechtigt. Also:

o s
‘Ser) = 72 ‘Sz+> + ﬁ ’Sz*>
/ ¢ (7
|Sy‘> = E ‘Sz+> - E ’Sz‘>
mit o] =B8] =1, (S, |S:[Sy) =0, (S,+|S,-) = 3 [|of* — | B[] = 0. Weiter:
1, . NV «
= :I:Z(a*ﬁ + %) (68)
= :l:gRe(a*B)
Zyklische Vertauschung (z,y, z) — (2, z,y):
<Syi‘SI’Sy¢> = <Sxi|SZ‘Sa::F>
@ L[ h_h]__h (69)
T2 |TaTe| T
Andererseits mit (67):
1 h (0 1 o
(Sye1e18e) = 502005 (1 o) (55)
Y Y 2 . 2\1 0 ;6 (70)
= 220"+ 80) = FoIm(a’p)
(68)-(70) bedeuten:
Re(a*B) =0, Im(a*B)=1.
Losung z.B.: a« = 1, 8 = i. Also:
1 1
[9y) = 5 1S2+) & 7 15.-) (71)
Inverse:
1
|S24) = —= (ISy+) +15,-))
v ™)
|52-) = 7 (= 18y+) +18y-))
Matrixdarstellung:
h (0 —i
w=5 (0 ) )

18



Pauli-Matrizen:

Q
=
I
Q
8
1

[
O =
L N—

Q
w
1
Q
0
1

)
o
Il
Q
<
Il
N 7 N 7 N
O = S O
l & o |
— ~
~ —

Spin-Operatoren:
h

Sj = 505

2
Figenschaften der Pauli-Matrizen: (siehe Aufgabe 6)

3
0j0) = 5jk]l + Zigjklo'l
=1

3
[O’j,O’k] = 2i25jklal
=1

wobei €1 das Levi-Civita-Symbol ist

O'j:O'

] tro; =0

Jede hermitesche 2 x 2-Matrix M lidsst sich schreiben als
3
M = ao]l + Z apo;
=1

Aus (77) folgt

1
=—trM
ap 21‘ )

da trl = 2. Aus (76) folgt:

3 3
tr [MUk] = Z altr [U[Uk] = Z alélktr]l
=1 =1

1
= q = itr [M, o]

(75) / (76) implizieren die Vertauschungsrelationen fiir die Spinoperatoren:

3
[Sj, Sk] = ihZSjlel
=1

19
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Wegen [S;,Sk] # 0 fiir j # k sind verschiedene Spinkomponenten inkommensurabel.
Wegen (siche (76)) 0? = 05 = 03 = 1 ist jedoch

N 3
S?=S24+ 85, +57 = ZHQIL (82)
Damit ist
[52,8,] =0, j=1,2,3 (83)

D.h. der Gesamtspin S2 sndert sich durch Messung von S, Sy und S, nicht.

Seltsame Analogie:

Elektron Photon
(58) 1 [5+) lex) :
(58) ) [5.-) ley) - (5)
(60) [Spe) = L5 [1504) +15.)] | o) lopmsz)

|Syi> = % [’Sz+> +1 |Sz—>] ‘SL,R> (39)/(40)

Ubliche Schreibweise:

Syl i din @
Basiswechsel: (UTU = 1)
lef) =|Ues), j=1,...,N (85)
Sei A ein selbstadjungierter Operator mit
Alej) = Ajlej) (86)
Welcher Operator entspricht A in der Basis { | e;) }7
(86) = UAUU lej) = UA; le;)
=1
= UAU'|€]) = A;j |e})
= A’ \e;> = \e;-)
mit
A =UAUT (87)

Erfiillen zwei Operatoren A und A’ die Gleichung (87), so heiflen sie unitér dquivalent.
I.d.Fall beschreiben sie die selbe Physik, sie haben insbesondere das selbe Spektrum

{A
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Beispiel: US,UT = S,.
Matrixdarstellung von U bzgl. { | 1), | {) }:

= S, und S, sind physikalisch dquivalent (EW: —g, %)
Basisunabhénig: Spur eines Operators A:
N
trA:=Y {ejlAle;) (88)

j=1
Beweis der Basisunabhénigkeit: Es gilt die Vollstéindigkeitsrelation: S5, leg) (el = 1.

N
A= (esleh) (ehlAlel) (elle;)

S
o

T~
Il
—

= (k| Aler) (erles) (ejlel)
N
=D (ehlAlel) (eiler)

N
=Y (il Aleg)
Es ist also die Spur von A die Summe seiner Eigenwerte:
N
trA=> "X\ (89)
j=1
Ebenso basisunabhéngig:

N
trA"=> X'\ neZ (90)
j=1

1.3 Ort, Impuls, Energie

de Broglie: Elektronen verhalten sich wie Wellen, wobei p = hk.

Ket fiir Elektron mit Impuls p:

1B) ~ eF% = ¢t (ebeneWelle) (91)
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Eigenwertgleichung:

Pi|P) =p;1P), (P = (p1,p2,p3)) (92)
Idee: Pjeiy = pjeig ist erfiillt, mit der folgenden Definition:
0
P, = —ih— 93
J v axj ( )

P; ist ein Differentialoperator. P; bildet von einem Funktionenraum in einen (evlt.
anderen) Funktionenraum ab. Funktionenriume sind Vektorrdume von Funktionenen

(Standard-)Beispiele

1.) Cla,b] = Menge der auf [a, b] stetigen Funktionen f : x € [a,b] — f(z)
C[R"] = Menge der auf dem R” stetigen Funktionen, allgemeiner:
C[T] = Menge der auf ' C R" stetigen Funktionen

Klar: Mit f, g ist auch af + g mit a, 8 € C stetig = .. .] ist Vektorraum

2.) C"[T] = Menge der n-mal stetig-differenzierbaren Funktionen f:z € T — f(x)
C>®[T] = Menge der oc-oft stetig diff’baren Funktionen ...

3.) Schwartz-Raum: umfasst Funktionen die selbst und deren Ableitung fiir |z| — co
schneller abfallen als jede Potenz

k
S =SR] = {fe C®[R] : sup |zP—F| < o0 Vp, k GNO}
zeR dz
Bemerkung: x +— e’ e §
8]{31]{3”]0

| [”

S[R"] = {f € C*®[R"] : sup

zeR™

T e LY
1 DRI n

4.) L2[T] = Menge aller Funktionen f, fiir die [, |f(2)|*dz in R existiert = Vektor-
raum der quadratisch integrablen Funktionen
Es gelten:
e C*®[a,b] C C™[a,b] C ... C Cla,b] C L?[a,b],
e S[R"] C C*®[R"] Cc C"[R"] C ... C C[R"],
aber weder C[R"] D £2[R"] noch C[R"] C L2[R"].
Skalarprodukt (=Innenprodukt):

(flg) = /T f*(2)g(x) dz (94)
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sinnvoll fiir 1.) bis 3.)
Die Definitheit (13) ist jedoch fiir £2[T] verletzt, siehe z.B. fiir f € L2[R]:

sonst

1, =0
fla) = {07 (95)

Es gilt [|f[|* = (f|f) = [7 |f(2)[? dz = 0, aber f # 0.
Trick: f und g heiBen dquivalent (f ~ g), wenn

If =gl = | 1#() = gla) Pz = (96)
Also: Zwei Funktionen f, g, die (96) erfiillen werden identifiziert, sie beschreiben die selbe
Physik. Z.B. erfiillt f aus (95) f ~ 0 = Nullfunktion.
5.) Fir TCR™
L?[T] = Menge aller Aquivalenzklassen bzgl. (96) in £2[T]] (97)
(94) ist ein Skalarprodukt in £2[T].

RAume auf denen ein Skalarprodukt definiert ist heiflen unitdre Rdume oder Innenpro-
duktrdaume.

D.h. die in 1.), 2.), 3.), 5.) behandelten Rdume sind unitidre Réume.

Es sei U ein unitdrer Raum und (f,) = (f1, f2,...) eine Folge in V (z.B. f,(x) =
Lsin(nx)). (f) heift Cauchyfolge, wenn es fiir ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle

n
m,n > N gilt:
[fm — full <e.
Naiv: (f,) konvergiert gegen ein f. Problem: f musst nicht unbedingt in U liegen!
Besitzt jede Cauchyfolge (f,) einen Grenzwert f in V, so heifit V' wvollstindig.
Beispiel mit Zahlenfolgen:
14 141 1414
1071007 1000 "

cQ

.>—>\/§§é@

Q ist also nicht vollstéindig, R hingegen schon.

Gibt es eine Basis von U, die aus hichstens abzéhlbar vielen Basisvektoren besteht, so
heifit V' separabel.

Ein wvollstindiger separabler unitirer Vektorraum heifit Hilbertraum

Quantenmechanische Zustédnde entsprechen immer Vektoren (=Kets) in einem Hilber-
traum

Die drei wichtigsten Hilbertraume:
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1.) Jeder endlichdimensionale unitire Vektorraum ist Hilbertraum
2.) L?[T] mit Skalarprodukt (94), siehe (97), dim L? = oo

3.) quadratisch summierbare Zahlenfolgen:
1 = {(an) Z |an|? < oo} mit {(an)|(bn) Za b (98)
n=0

Es gilt dim [? = oo

Hilbertraume gleicher Dimension sind isomorph, insbesondere L2[T] 22 (2.

QM : math. Beschreiben in L2 : Wellenmechanik (Schrédinger)
math. Beschreiben in [? :  Matrizenmechanik (Heiflenberg, Jordan)

Basis in L?[T] = vollstéindiges orthonormiertes Funktionensystem{ fo(z), fi(z),...}, al-
S0

8) (M) = /T A" £ (1) fulx) = 55 (100)

b) Jedes f € L?[T] lisst sich entwickeln als

=> anfu(z), an€C (101)
Nun ist
/T o fi @) f(@) = i) =3 an (i) = a; (102)
k=0
und
IF12 = (£1) " Z apan (filfn) = lan|? (103)
k,n=0 k=0
Also: -
fe LT <= (fIf) <o <= |an|* < 00 < (an) € I”
k=0

f + (ay) ist also ein isometrischer (wegen (103)) Isomorphismus zwischen L?[T] und 2.

(ay) ist der oo-grofie Koeffizientenvoektor von f bzgl der Basis { f,,(x) }
Analog: g(x) = Y07, bp fu(x)

= (flg) = Z asbn (104)
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Lineare Operatoren im Hilbertraum H

Betrachte Operatoren

A:fe DA CH-—AfeH
~——
Def.—Bereich

(105)

z.B. P; in (93) ist nicht fiir alle f € L? defininiert, f muss fast iiberall diff’bar sein.

ho.

1) = [ ag@)Pf(@) = [ dag' (@) (o)
T T i Ox;
ist sinnvoll fiir f € D(P; und g € L?
Physikalische Zustinde v (x) € L? heiflen Wellenfunktionen.
Erwartungswert einer Messung von P;:
oo b D
WIFlY) = | d"zy*(z)- 5 —¢(z) (106)
T L oT;
Impulsoperator:
%
> n[% fies
P=-1[51==V 107
0z
Ortsoperator:
— Xl
X =Xy |, wobei X;:(z) € D(X;) C L*[T] — z;9(x) ((108) + (109))
X3
X, P; sind linear und es gelten die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen:
(X, P] = ihdj, (110)
(X5, Xi] = 0= [P}, Py] (111)

Nachweis:

[Xj, Pelyp(z) = (X; Pp — PeX;)9(2)

h 0 0
= eyt o]
Al 0 d 9

= [ - (ga7) ~wramv)
— _g ik (z) = ihdjp(x)
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— [Xj,Pk} = zhéjk

Beschreibt man einen physikalischen Zustand durch eine Wellenfunktion (z) mit P , X
in (107), (108), so spricht man von der Ortsdarstellung. Fur ([p) = 1 ist der Erwar-
tungswert der Ortsmessung

N (V| X1])
(WX |Y) == | (Y| Xa])
(V| X3])

:/Td":mp*(:c)jfdj(x) (112)
— [ dalp@)Po
T

= ,Schwerpunkt“ einer Dichteverteilung | (z)|?

Wahrscheinlichkeit, das e~ im Volumen V zu finden:
WV) = [ el (113)

Der zu A adjungierte Operator Al ist vermoge
(ATflg) = (flAg). f€D(4),g€D(A). (114)

A heifit hermitesch (oder symmetrisch), wenn
(Aflg) = (flAg), f,9 € D(A). (115)

D.h. A = A" auf D(A). Gilt (115) und D(A") = D(A), so heifit A selbstadjungiert, also
A = AT. Es kann passieren, dass (115) erfiillt ist, aber D(AT) D D(A) und AT # A,
d.h. (115) ist verletzt fiir f € D(A), f ¢ D(A!). Dann ist A hermitesch aber nicht
selbstadjungiert.

Impulsoperator in L2[R]:

1Pg) =% [ dog* )1 gl

—00

PI / * ! ’;?g(x) M@=,

—> [ hermitesch. Wegen [*_da(Pf)*(z)g(z) = [ffooo dzg*(z)Pf(z)| ist D(P) =
D(Pt.

Ebenso: X ist selbstadjungiert in L2[R].

A heif3t beschrinkt, wenn es eine Zahl k > 0 gibt, so dass

IAfII < slfIl, feH (116)

Beispiele
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e U unitir = ||U f|| = ||f|| = x = moglich.
e X und P sind in L?[R] unbeschrinkt.

Das Spektrum o eines Operators A besteht aus allen A € C fiir die A — A1 keine be-
schriankte Inverse besitzt. Fiir A ¢ o ist die Resolvente

Rx(A) = (A - 1)™! (117)
definiert und beschrankt.
Jeder Eigenwert gehort zu o:
(A= M)f =0 = (A — \)~! existiert nicht

Fiir A = A" (d.h. selbstadjungiert) gilt:

1.) 0 = 0, Uo. wobei das Punktspektrum bzw. diskretes Spektrum o, die Menge der
Eigenwerte bezeichnet und o, kontinuierliches Spektrum heifit.

2.) o enthélt nur relle . Fiir Im\ # 0 und A ¢ o gilt:

1

< —
IR < -

Dabei ist die Norm || A|| eines Operators A die kleinste Zahl x > 0 mit [|Af|| < x|/ f]]
3.) Zu X € 0. kann man beliebig genaue approximative Eigenvektoren finden:
Zu (jedem) £ > 0 gibt es ein f. € H mit||[(A — A1) f.|| <e (118)

Beachte:
lim |4 — A1) fe]| = 0 <= lim [ Ry fe|| = o0
e—0 e—0

Veranschaulichung
1.) Ortsoperator X in L?[R]: Es gilt stets

Xip(x) = wip() # M) i ) 0
= o, = 0.
Inverses von X — Al: .
Ry p(z) — mi/}(l')
Das ist wohldefiniert fiir A ¢ R. Fiir A € R betrachte (sieche Aufgabe 8):

1 (=02

VYe(x —\) = (ne?)"1e” 22 € L*[R] (Wellenpakete) (119)
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und
|R — Mo (z))|| — 00, e — 0, VAER.

— o0 =o0.=R.

Approximative Eigenfunktionen von X:
“Xipe(x — N) = Mpe(x — N)“,

denn

00 z—2)2 2
(X = M) (z — N[ = (m—?)—%/ Qe —Ae T =5 0, e 0

—0o0

Die Wellenpakete 1.(x — A) sind also approximative Elgenfunktionen von X zu
AeR.

2.) Impulsoperator: P = 44 in L2[R]. Betrachte

T

T .

>

Yp(x) = ¢’

(91), (93) = Pyy(x) = php(x), jedoch [% vk (x)vp(z)de = [* 1 = oo, d.h.
Up(x) ¢ L?[R].

Approximative Eigenfunktionen zu p € R: Breite Wellenpakete:

Upe(@) = 1 (2)e'h

_ ke Wﬁ % ¢ I2[R], (120)
el = 1
Es gilt:
hop. (e2\V* 252
Plye(o) =) + 58 () (-0l = pyelo) + OWEED)

= o0.=R

Ein Operator U heifit unitér, wenn er folgende Eigenschaften erfiillt:

1.) DU)=H (121)
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2.) Der Wertebereich von U ist H, d.h. zu jedem f € H gibt es ein g mit Ug = f (122)
3.) (Uf|\Ug) = (flg) Vf,g € H (,Langen- und Winkeltreue“) (123)
Zu 3.) ist dquivalent, dass (U f|U f) = (f|f) fur alle f € H erfiillt ist.

Beweis:
£+ llgll* + 2Re (flg) = |I.f + gI®
= U+ 9P
= |UfI? + |Ug|* + 2Re (U f|Ug)
d.h. Re(f|g) = Re(U f|Ug). Mit ||f +ig|| analog = Im (f|g) = Im (U f|Ug) O

Fiir einen unitdren Operator gilt:
vt=ut

und UT ist auch unitér (d.h. (121),(122) sind erfiillt.).

Stetige lineare Abbildungen ¢ : V. — C heiflen Linearformen, lineare Funktionale,
Kovektoren oder Bras:

(plaf + Bg) = alelf) + B (¢lg) (124)

= Die Bras bilden einen Vektorraum, den Dualraum V*.

Ist V ein Hilbertraum H mit Basis { | e1), | e2),. ..}, so gibt es eine Basis { (e; |, (e2 | ,...}
in H* mit (ejlex) = 0;; und H = H* mit
D ajles) <> able;) (125)
J J

Fiir L?[R] bedeutet dies: Jede Linearform ¢ : f € L2[R] — ¢[f] € C lisst sich schreiben
als

Al =telh) = [ dop@)f(a) (126)
mit einem ¢ € L?[R].
Ist V kein Hilbertraum, so gilt dies nicht:
Beispiel: V = S[R]. Betrachte

6:feS[R—d[f] = f(0)

Es gilt 6 € S*[R], da die Punktauswertung linear und stetig ist.
Symbolische Schreibweise wie in (126):

[e.9]

SIF] = £(0) =: / dz6(x)f(x), O(x) = I—Funktion = —Distribution

—00
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Dualraum zu S[R]:

S*[R] = Vektorraum der geméfigten Distributionen
= temperierte Distributionen

= tempered distribitions
( S*[R], L?[R], S[R] ) ist ein Beispiel fiir ein Gelfandsches Raumtripel:

S*[R] 2 L*[R] 2 S[R]

Mehr Bras weniger Kets (127)

Vorteil: In S* [R] konnen wir fir A = A' jedem X € o(A) eine Eigendistribution finden,
2B hp(z) = " ¢ L2[R], aber mit der Zuordnung Yi(x) < (pl gilt:

(p| P = (p|p, (128)
auflerdem ist fiir alle f € S[R]

win) = [ wg@se = [ e i) (129)

— —00
wohldefiniert und (129) beschreibt eine stetige lineare Abbildung von S[R] auf C.
D.h. ebene Wellen sind geméfigte Distributionen.

Flexible Notation:
(f 1l g )=Cagl f)

N ~—
BraeS* KeteS SO

Achtung: Fiir f, g € S*[R] ist (f|g) nicht immer definiert. Beispiel: (¢p[thp) = [* dal =
0.

verallgemeinerte Eigenfunktionen (Eigenbras) zu X gesucht:
Xty (z) = 2oty (x) mit zo € R. (130)
Losung:
Yy (x) = 6(z — 20) € S*[R] (131)
Auch hier ist (1hg,|tg,) = [0, dd(x — 20)d(x — 2y = 0o nicht definiert!

Die verallgemeinerten Eigenfunktionen selbstadjungierter Operatoren A sind vollstéindig.
Die Entwicklung nach Eigenvektoren |f) = > . |A) (A|f) wobei A[\) = A|A) im end-
lichdimensionalen Fall liest sich nun (im oo-dimensinalen Fall) wie folgt (fiir ohne ent-
artete Eigenvektoren):

H=3 N <Mf>+/

A€oy g

dA [A) (ALF) (132)
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Ortsoperator:

(133)

(134)

X ) =z )
verallgemeinerte Eigenvektoren: X(z — xg) = zod(x — o) bzw. symbolisch X |zg) =
xo |xo) .

) = | dao fao) eal)
entspricht
W(z) = / dzo 6z — a0) / Az’ 5(2/ — 20)i(a’) = ¥(x)
—00 S~——"J -
|o)

’ (rolt)

Impulsoperator:

PNe'n = pN ei%, N = Normierungskonstante

Ip)

Die Entwicklung nach Eigenvektoren [¢p) = [*_dp [p) (p|¢)) bedeutet

o ; pT & - p’ 1
Y(x) :/ dpe’h|]\7|2/ da’ e " ap(2))  fir |[N|? = —

e oo 2mh
inverse Fouriertrafo Fourier—Trafo
Speziell fiir |¢) = |zo):
1 Pz

—ig

e ,,Ortseigenzustand in Impulsdarstellung*

<p|$0> = \/ﬁ
In (134) mit |¢)) = |p)

(136)

Oo .
= [ 1) @) 2 [ ) e
R —00

Konsistenzcheck (der Vollstandigkeit):

e'n = (x
s (z|p)
> / / 1 24
= dz’ (x|z") e''n
o 27h
1 p

in (137) wurde verwendet:

(z|2) = /OO da” §(x — 2')6(x’ — 2") = 6(z — 2')

—00
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Normierung der Impulseigenzustinde:

o0 e_iT ei%
o) = [

analog zu (138).
Projektion eines Zustandes |¢)) auf Ortseigenzustand:
oo
(x|y) = / dz’ §(x — 2’)¢(2") = ¢ (z) = Wellenfunktion in Ortsdarstellung
—0o0
Projektion auf Impulseigenzustand:

wi) = [ h \/21771 (2) = $(p)

= Impulsdarstellung

= Fourier — Transformierte von v (x)

Umkehrfunktion

o0

b(a) = (al) = / (el @/l
=y(p')

1 o0 pls ~
/ B ()
—00

\V2mh

Ortsoperator in Impulsdarstellung:

oo

(IX|) = / ap’ (ol XI') (0'1)
- / " 4 X))
Nun ist

ipx ipx

o e h e n
X|p'y = der —zr—
(p|X1[p’) . 57t o

1 h O /°° d _ipe ip;:x
= Te e
2mh i Op

—00

2m5 (252 )

h 0
= **,5(17—10,)
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Einsetzen in (143):

(plX|w) = / o(p—p' <—h> 8‘;1/»@’)

145
=2 050) "
i 0p
Impulsoperator in Impulsdarstellung:
(p|P[0) = p (plts) = po(p)
Zusammenfassung:
‘ Ortsdarstellung ‘ Impulsdarstellung
Ortsoperator X x(x) ; 8pw( )
Impuloperator P ; 8I;Z)( x) pY(p)
Energie
klassische Mechanik: ~Hamiltonfunktion H(x;, p)
QM: H(X;, P)
Teilchen im Potenzial:
— - P’Q —
H(X,P)=— X 14
X P)= 1 +V(E) (146)
Eigenzustinde |E) zum Energieeigenwert F
H(X,P)|E) = E|E) (147)

Energiezusténde heilen auch stationdre Zustinde. Die diskreten Eigenwerte E,, (= Ele-
mente von op, n =0,1,2,...) von H (,Energieniveaus*) entsprechen Bindungszustanden
|Ey), da (E,|Ey,) < co. Die uneigentlichen Eigenwerte (= Elemente von o) von H ent-
sprechen Streuzusténden |E), da (E|E) =

Ortsdarstellung:
(147) lautet in der Ortsdarstellung (Z|H|E) = E (Z|E).

| €7 @) @B - £ (7)E) (115)
~—— ~——
Ye(T) ¢u(T)
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Es gilt

<3:’\H\3:”>:<?c’

1
—
&)

und
-—P>2 ]. < —> —>
(7| |7) =3 [ 07 ([P |7} (7] P])
m m (149)
1
— o [ CTFE D) @)
3D-Version von (137):
= 2\ 1 ipe
(7| D) ) (150)
Einsetzen in (149):
— ﬁ2 —>/ 1 1 2—=> =2 ip(@-7)
- - - - [|q 3
_p2 e.‘) 77
F=Z p? 1 = e : (151)
VA / 37 ik (Z-7)
2m — (27)3 dk e
5@ (Z-7)
Einsetzen in (148):
2
/ B2 (T) [:A(s@(f — )+ V(2)6B (T — z')] = Ep(T)
m
partielle Integration:
2
/ a3z [—;AW(?’) + V(z)w(?)] 0@ - T) = Epp(T) <
m
h2
[_zmA n V(z»’)] ¥5(2) = Bve(Z) (152)

(152) heiit zeitunabhingige Schridinger-Gleichung. Thre Losungen g () sind Energie-
Eigenfunktionen. Salopp:
— — h2 —
Hyp(7)=Eyg(7T), H= —Q—A + V(%) = Hamilton — Op. in Ortsdarstellung
m

(153)
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Impulsdarstellung:

2 R B . 9/op,
[Q’m + V(ihvp)} U(PB) = EY(P) mit V, = | &/ap, (154)
9/ap.

praktisch fiir lineare Potenziale V(%) = a@ und fiir Streuprobleme.

1.4 Tensorprodukt
2 Hilbertrdume H = [|e1), |e2),...] und H' = [le}),|eh) .. ].
Tensorprodukt H @ H' = [|e;) ® |e},)] (155)

dabei werden die |e;) ® |e}) auch oft mit |e;) |e}.) oder |eje}) bezeichnet.

Fiir dim* = N, dimH' = N’ ist dim [H ® H'] = N - N'. Fiir
) =) arler) und o) = ajle)
k l
ist

@) ® o) =) agaf lex) © lef) (156)
k.l

Nicht jedes Element von H ® H’ lisst sich schreiben als |a) ® |o'). Allgemein gibt es fiir
|I\) € H® H' Zahlen ayy € C, so dass

A= anler) @ lep) - (157)
Kl

Bras:

(Bl BN (le) @ o)) = (Bla) (B']e)
= (Z 52%) (Z 51/*042> , fiir [8) =) Biler) (15%)
K I I

Zu Operatoren A auf mathcal H, A’ auf H' sind
A®1 und 1A
Operatoren auf H ® H' mit

(AR 1)(|o) ® |o)) = |Aa) @ |a') und

(1@ A) (o) @) = |a) ®|A'd) (159)

Salopp schreibt man A (bzw. A’) statt A® 1 (bzw. 1 ® A').
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Insbesondere gilt
[4, A'] =0, (160)

denn AA’|a) |d/) = |[Aa) |A'd)) = A’ Ala) |o)

Anwendung: H = [|1),|})] beschreibt Spin-Freiheitsgrad (ist innerer Freiheitsgrad) und
H' = L?[R] beschreibt dufere Freiheitsgrade (z.B. Orts-Wellenfunktion). Beliebiger Zu-
stand |x) in H @ H' fir H' = [|11),|2), .. ]

00 Z ST S aplk) @ )

k=1 1
S an @)+ Y aull) @ ) (161)
l l

=[N @Yy + 1) @[y

Pauli-Spinor = zwei-komponentige Wellenfunktion

<w¢(?c’)> _ <(<T| ® (Z]) !X>) (158),(161) (@W) (162)
(7)) (U e @) X) (Tly)
Interpretation: [, d*7 | (z|¢4) |* = Wahrscheinlichkeit im Volumen V' ein Elektron mit

S, = % zu finden.

1.5 Zeitentwicklung

Klassische Mechanik: Symmetrien Nootzers Thin Erhaltungsgrofien.

z.B. Symmetrie unter Translationen ¥ — Z + @ = Impuls 7 erhalten (< = 0).

QM: % ist Generator der Translationen:

Stle.

Ta=ei %P, Tap(T) = (T + @) (siehe ATc) (163)

Analogie zwischen klassischer Mechanik und QM:

Symmetrie bzgl. ¢t — t + At = Hamiltonfunktion H ist zeitlich konstant: % = 0.

M (to +t,to) (2, to) = (T, to + t)

(164)
bzw. M(to + t,t0) [¢, to) = |1, to + 1)
mit dem Zeitentwicklungsoperator (= Translationsoerator in der Zeit)
i dH
M (to,t,tg) = e fiir 5 =0 (165)
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Differenziell:
(164) .. O

Zha¢($,to+t) = zhaM(toth,to)d)(x,to)

L0 i N
:Zhae Wy (2 10)

= He it y(Z, o)
= Hy(Z,to +1)
Fiir ty = 0:
L0 -
ith—y(Z,t) = HY(T,t) bzw.
8ta (166)

(166) heift zeitabhingige Schrédinger-Gleichung. Fiir % # 0 sind (165) und (166) nicht

. . o dH
mehr dquivalent. (166) stimmt auch fiir %= # 0.

Gilt [H(t1), H(t2)] = 0 fur alle ¢, t2, so

M(to +t,t0) = e~ o A HE) (167)
Zeitgeordnetes Produkt:
TA(t1)B(t2) = TB(t2) A(t1) = 0(t1 — t2) A(t1) B(t2) + 0(t2 — t1) B(t2) A(t1)
B {A(tl)B(tg), ty >ty (168)
B(t2)A(t1), ti1 <t

Analog T A(t1)B(t2)C(t3) = 0(t1 — t2)0(t2 — t3)A(t1)B(t2)C(t3) + 60(...) ... Fir t; =t
ist TA(t1)B(t2) i.a. nur fiir A = B definiert.

Anwendung;:
to+t to+t to+t t1 to+t
/ dt, / dts TH(t1) H (t2) / dt, / dty H (1) H(ts) + / dty H(t2)H(t)) (169)
to to to to i1
to+t to+t
%(169): / Aty TH(to + t)H(t2) + / dty TH (1) H (o + 1) (170)
to to
Regel:
d t t t t
G [ ar sy = [ roae+ [ ar s
Daraus folgt:
g - to+t
©.(169) = H(to +1)-2 /to Aty H(t) (171)

Dabei ist die Zeitordnung trivial wegen tg + t > 7.
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zeitgeordnete Exponentialreihe = Dyson-Reihe

to

to+t o 1 to+t to+t
T exp [/ A(t) dt’] =1+ ZR'/ dty . / dtpy TA(t1)... A(ty) (172)
k=1"""to to

Gilt [A(t), A(t')] = 0, so ist T'exp = exp

d to+t , > 1 to+t to+t
Texp[/ At dt:|: — / dtg.../ dt, TA(tg +1t)A(t2) ... A(t,
= A nzlm[to ) (to+ 1) A(tz) ... Altn)
to+t to+t to+t
+ / dtq / dts... / dt, TA(tl)A(to -+ t) ... A(tn)
to to to
+...
to+t to+t
+/ dty .. / dtpy TA(t1) ... A(ta_1)A(to + t)]
to to
i~ 1 to+t to+t
= A(to+t / dt.../ dt,_1 TA(t1) ... A(t,_
G0+ oy ), Mo ), A TAM) Al
Mit n — n + 1 findet man
d to+t to+t
%T exp [ / dt’A(t’)] = A(tg +t)T exp [ / dt’A(t’)] (173)
to to

Sehr praktisch fiir gekoppelte Differntialgleichung;:

cL = An(t)cl +...+ Aln(t)cn

Cp = Anl(t)cl +...+ Ann(t)cn,

also ¢ = A(t) . Losung:

t
2() = Texp [ / dt’A(t’)] 2(0), (174)
0
. t
denn 2(t) "2 A(t) T exp [ / dt’A(t’)} 2(0).
0
()
Im allgemeinen Fall ist
Z' to+t
M (tg +t,tg) = Texp {—h/ dt’H(t’)} , (175)
to
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denn ih:2 Mty +t,t0) "= H(to + £)H (to + £, o).

Bemerkung uzm Vorzeichen in (165) bzw. (166): Erfiillt ¢( 7, t) die Gleichung ih%iﬁ(?, t) =
Hy(7Z,t), so erfiillt ¢* (77, t) die zeitgespiegelte Schrodinger-Gleichung:
0
i (1) = H (1) (176)
——

1hﬁ
Das Vorzeichen in (165) ist zunéchst willkiirlich. Zum relatlven Vorzeichen zu (163):
B =Tz 1. Es gilt ih t?j)p 2m¢p

freies Teilchen: ¢, (2,t =0) =¢e &

) 2
— p(F,1) = e P(F,0)  mit B=
m

_ A(FF-B (177)

= ebene Welle

Das relative Vorzeichen ist so gewiihlt, dass Wellenfronten in p-Richtung (und nicht in
(—P)-Richtung ) laufen.

Ein Standard-L6sungsweg der zeitabhangigen Schrédinger-Gleichung:

() = ealt) | En) +/ dEc(E,t)[E) mit H|E) = E|E)

n Oc

Ho.t) = 3 eal)Ba |} + [ dE (B0 |E)

und 9

hat fiir ¢ = die Losung

dt
[, t) =Y en(0)e” wEnt >+/ dE c(E,0)e 5, (178)
d.h.
en(t) = cn(0)e 7B
o(E,t) = c(0)e #E"
Energie-Eigenzustéinde: ih g |E,t) = E |E,t):
|B,t) = e i |E)
~—
|2,0)
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1=(E,t|E,t) = (F| E) ~ stationire Zusténde.
Schréodinger Bild:

hgt oty = H |, t) = [1h,1) = U(t,0) |¢,0) (179)

mit U(t,0) = Texp {—% fg dt’H(t’)}. Zeitentwicklung steckt in den Zusténden, nicht
in den Operatoren, die jedoch eige »explizite“ von auflen vorgegebene Zeitabhéngigkeit
haben koénne. (Bsp. Magnetfeld B(t) im Labor — H(t))

Heisenberg-Bild:
W) g = UT(,0) [,1) 5
———

(179?U(0’t) (180)
= U'(t,0)U(t,0) |, 0)s
= W]v 0>S
Ap(t) =UT(t,0)Ag(t)U(t,0) (181)
A0 " SO0 +Ul0) ( §A50) U0~ L An0() o
= [ An ()] + o An (o),

wobei 4 Ay (t) = UT(t,0) [£As(t)] U(t,0).

Aus (182) folgt nach Hg(t) = Hpg(t) = H(t). (182) ist die Bewegungsgleichung im
Heisenbergbild.

klassische Mechanik £[,] — Poisson-Klammer

m

Xn(t) = 5 [H, X ()
i [ P?
n {MXH] (183)

V(Xm), PH] (184)
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(183), (184) entsprechen den Losungen der Hamilton’schen

2 Teilchen im Potenzial

2.1 V =0 (freies Teilchen)

H=L

2m

p2

Bewegungsgleichungen.

Hp,t) = E|p,t) mit E = o (185)

Zeitentwicklung zh ;p.t) = E|p,t)

p.t) = e 7 Jp) = et ) (186)
~~
|p,0)
Impulsdarstellung:
in2
(V' |p.t) = e 2md(p—p) (187)
Gaufy’sches Wellenpaket
~ 2d? _ (p—pg)?d?
Bt =0) = (ol 0,0 =0) = 25 H (189)
P(p,t) = (p| P, t)
<p ‘ e Pt = O>
= <ei%p @,0>
i Pt
. 2
= e 3 (p| 2,0)
ip2t ~
= ¢ 2 ®(p, 0)
(188) ( 2d> 1/4e (p — po)2d? Z,]921‘,2
= — X —_ P
h? P h2 2mh
Ortsdarstellung:
o(z,t) \/7 dp<1> p,t ehp’”
1/a : 2 2 72
(189) [ d? i Pt (p —po)™d
- (27r3h4> /dp xp [h (p:” 2m> 72 (190)

2N\ b\ b2
=\ ﬁ/dpexp —a\pmy) T
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mit

d? t d?po x d?p?
@=q2 g 2 T °T T2 (191)

b

Variablentransformation: p’ = p — 2.

.. . Lo LR PO IR > .. . .
tragt nicht bei { alter } tragt nicht bei

fiir Re —>o0 (neuer} Integrationsweg fiir Re —o0

U

Rep

Integrand analytisch ohne Singularitdten im Gebiet zwischen altem und neuem Integra-
tionsweg. Residuensatz —-

2\ /4 0o 2
1
o(x,t) (190) < d ) h/ dp’ exp [—ap'2 + % - c] (192)

3
27 o0

\/gexp [%70}
1 1 b2a*

d b? d
)= ———e 2Re( — —c¢ || = ——=—¢ 2Re— — ¢ 193
oot = i rrew [e(—e )| = ryew R -] o
Mit

Do th
= = A = 194
v=" und  A(t) ST (194)
ist
d* t2 d*
2 _ 2
la|* = AT e T 1+ A(t)?] (195)
und
ba* (x —vt)?
2(Re— —c) == 1
<Re P ) 24(1 + A(E)) (196)

Einsetzen von (195) und (196) in (193):

(x —vt)?

2 _ 1 1 R S A—
PP = e ™ [ 0

(197)

Das Wellenpaket bewegt sich nach rechts mit Geschwindigkeit v und ,zerfliefit, d.h. die
Breite o< d(1 4+ At) wichst linear mit ¢.
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t1

to > 11

AN

Zerflieflen ist Folge der Impulsunschirfe in (189) analog zu einer Ladung Schrotkugeln.

Aus (197) finden wir

()= (tl X 1ot = [ dealoe P =ve (99
(AX)? = \/<<p,t ‘ X2 (X)? ‘ ¢,t> = d\/1+ A(t)? (199)

mit Aufgabe 8, wobei b = v/2d(1 + A(t)).
(P) und (AP)? findet man am einfachsten aus (189):

(P) = / " dpplE. 2

—0o0

(189) (2d* & /OO donexn | —2@ — po)*d?
e ~_dppexp 2
2d2 /2 oo L 2p/2d2 (200)
= <7rh2> /_OO dp’ (p + po) exp [—hg}
=Po
= unabhéangig von ¢
h
(AP)* = (P?) —pj = 5g Wit Aufgabe 8 (201)
(199), (201) =
AXAP = g YNGR (202)
—> minimale Unschérfe fiir ¢ = 0.
2.2 Kastenpotential
Betrachte
V(z) = —Vob(a —[z]), Vo >0 (203)
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V(x)
-a a
X
Vo
Anwendung:
e abgeschirmte Storstellen in Halbleitern
e Kernphysik
Dimensionsloser Parameter:
vV 2mV;
¢ = % (204)
Bindungszusténde ¢, (x): Hi,(z) = Enb,(x), also
2 d2 E, i, (x), x| >a
2m di (Bo+ Vo)u(@), |ol <a

"
n

— { ¢} () ist stetig mit Knick bei |z| = a Losung von (205) fir |z| > a:
() ist stetig

(x) ist unstetig bei |z| = a mit Sprung + Vj

E, >0: ,(x) ~ sin(gx), cos(qx) ~» nicht normierbar ~~ Streuzustéinde.
Npe® < —a

E, <0: () = N @ 1> (206)  Paritiitsope-
mit Kk, = 7v2m§;E") und Normierungskonstante N,,, N/,

rator = Raumspiegelungsoperator:

Py(x) = () (207)
In unserem Fall:

HPY(x) = H(~2)

- [ V@) vt
PHve) = |3 T V)| v

= Hy(—x) wegen V(—x)=V(x)
— [H,P] =0 (208)
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— Es gibt eine Basis aus gemeinsamen Eigenfunktionen von H und P.
P? =1 = Eigenwerte + 1 (209)

gerade Funktionen (EW 1): Py (z) = ¢(—z) = ¢(z):

()

ungerade Funktionen (EW -1): Pi(z) = p(—x) = —¢(x)

()

x
gerade Losungen: N, = N/ in (206).
oszillierend ¢, (x) = Cy, cos(gnz) fur |z| < a mit

2m(E, + W

(206) und (210) = -V < E <0

Exponentielle Losung (F < —Vp) in |z| < a erfiillen nicht die Stetigkeit von v, (x) und
Y, (z) bei z = *a.

Stetigkeit: (206), (210) =

n(a) = Npe " =0, cos(gqna) (211)
Y (a) = —Nprpe ¢ = - 'nGn Sin(gna) (212)

n
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(213)

= kn = gn tan(gna)
fn tan(gpa)

(211)

dn

Wegen
(204) a?
52 = ﬁ2mvb
2
(206)
=" a® [qp + 3]
bedeutet (213)
£2 — (Qna)2

t = . 214

an(gna) = Yo (214)
(214) bestimmt g,a und damit E.

' tan(qa)
§2—(qa)?
q0 aq :
_ @) :
: : 4 :
% T %.71' 2w § gw qa
Zahl der geraden Losungen:
ng = E + 1]
Energie-EW
g, 20 Pa
2m

Insbesondere Ey existiert immer und
h2m?

W <E, < —5

8ma

ungerade Losungen: N, = — N/, in (206) und
() = Spsin(gnz)
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Stetigkeitsbedingungen liefern analog zu (211) bis (213):

—cot(qna) = fin _ M (218)

dn qnG

§2—(qa)?
agq

Ungerade Losungen gibt es also nur fiir § > 7, also

o2mVya? w2
> R
h? 4
Lsg:
Yn()
AT TN
T~ o \/\/ \//\ I
% N
\
-4 TS -2 - A4
4 3\\ 2 1 0 ] 2 3 o 4
N L =0
I — 1
NI L =2
1 ~—1
-1

Zustand ‘ Gna € ‘ Symmetrie | Knotenzahl

n=20 0, 5] gerade 0
n=1 [3,7] | ungerade 1
n=2 || 3n] gerade 2
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2.3 Harmonischer Oszillator

Betrachte

I— P—2+ mw2X2’
2m 2

d.h. Federkonstante x = mw?.

Algebraische Losung (H. Born, N. Wiener):

h
o — —
mw

:}H:
—~

char. Energie

1P22 1 /X\?
— + — -
2 h2 2 o
Vernichtungsoperator (= Absteigeoperator), annihilation op:

\/§ i) h

Erzeugungsoperator (= Aufsteigeoperator), creation op

(110) 17, . .
=" ——(—ih — =1
2h( ih —ih)
Besetzungszahl-Operator:
Na'a
(222) und (223) liefern:
1 /X Pz X Pxg
N_2<.1‘0_Z h ><$0+Z h )
I
=5 | X 70+ 3 +ﬁ[ , P
_H 1
w2
1
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Also: Eigenzustinde von H sind Eigenzustinde von N und umgekehrt.

N|n)=n|n) mitn e R wegen N = NT
|n) ist ein Eigenket zum Eigenwert n.

n =n(n|n)

= (n|N|n)

:<n‘aTa‘n>

= (an|an)

2
= [[Jan)]]

>0

D
_ gt
[N, a] = [af, N
- (o)

Betrachte a|n):

Naln) = ([N, ] + aN) n)
= —a|n) +an|n)
= (n—=1aln)
= a|n) ist Eigenket zu N mit Eigenwert n — 1 oder a|n) = 0.

Ist a|n) =0, soist N |n) =afa|n) =0 = n =0,
N[0) =0

Achtung: [0) # 0
Nullvektor

(227)

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

Aus (231) folgt durch vollsindige Induktion, dass a* |n) Eigenvektor zu N mit Eigenwert
n — k ist, auer wenn k —n € N. Wegen (228) muss fiir Eigenwerte n — k > 0 sein. Wére

n ¢ Np, so konnten wir mit hinreichend grofiem k Gleichung (228) verletzen

—n €Ny

Konstruktion der Eigenkets:
Zwei Moglichkeiten:
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1.) Der Grundzustand |0) ist nicht entartet
2.) Der Grundzustand ist entartet

Welche Moglichkeit realisiert ist, hingt vom Hilbertraum A ab.

(229) = Na'|n) = al N |n) + [N, al] |n)
—_— ——

nin) at
=(n+1)) al |n)
——
EZ zu N mit EW n+1
Normierung:
la® |n) |* = (a'n|a'n)
= (nfaa|n)
— T T
= (n[[a,a']|n) + (n| @'a |n)
=1 =N
=1+n
= |n+1) = \/ﬁcﬂ |n) ist normiert (234)
Im Fall 1 (nichtentarteter Grundzustand |0)) definierten wir rekursiv:
1
|n) (234) %aJr |n —1)
1
— 12
=——a""|n—-2 235
n(n—1) | ) (235)
1
— n
=—=a'"|0
N 10)
Weiter
1
a|n) (239 %aaT |n — 1)

1 1
:—[a,aT] In—1)+ — aa In—1)

Vi~ Vi~ (236)
:\}ﬁnln—l)
— Valn—1)

Zuammenfassung von (234) und (236):

a'ln)y =vn+1|n+1)

aln) = Viln—1) (27)
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und
a™ |n) = v/n!|0) (238)

Haben wir im Fall 1 mit (235) alle EZ gefunden? Ja!

Beweis: Angenommen, es gibt aufler |n) in (235) einen weiteren Ket |n/) mit N |n') =
n|n') und (n|n’) = 0, so ist n entartet. Wegen (231) ist a" |n') EZ von N zu n = 0. Da
n = 0 nicht entartet ist, folgt:

a” |n'y = e*v/n! |0) (239)
1 o1
tn n I\ _ _ip n
— J— — R 0
—ja'ta In') =e \/ma |0)
(235) ¢ |n)
1 .
= - <n’ a™a" n’> = e (n'|n)
n!
llamn’)||?
Agn. 0
= a" |n’) = 0. Wid. zu (239) O
Im Fall 2 haben wir Grundzustéinde
|0,\), A = Entartungsindex
Analog findet man:
1
In, \) = mam |0, \)
sind alle EZ zum Eigenwert n von N.
Wegen (226) sind die Energieeigenwerte
1
E, = hw(n + 5), n € Ny (240)

Streuzustédnde gibt es nicht!
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H = L%[R], Ortsdarstellung.

al0) 270
Also
_ (222) 1 X Pxg 1 jz xoh d
0=(x|al|0) = 2<:1c xo—i—z - 0>_\/§[9:0+Zhid1: (x]0)
Yo(x)
=
d
241
i+ ] vl (21)
(241) ist eine DGL 1. Ordnung. Standard-Losungsweg:
Ansatz: p
f(@)
° {dw ]lbo( )=
=
[~ @+ 5 [ () =0
dx x%
I
Wiihle //(x) = %, also f(x) = & (£)’
dhle f'(z) = 33, also f(z) = 5 5,
x 2 1 T 2
= % [eé(mo) wo(x)] =0, also ¥y(z) = C’e_i(%)
Normierung:
e’} z\2
1=(0]0) = |C’\2/ dwe () = |C2zo /7
Wiihle C = (zy/7) "2
= Grundzustand-Wellenfunktionen:
1 _l(L)Q
o(z) = (zov/m) 2 2\70 (242)

Ubrigen: n > 0

dn() = (@) E (o]t

Dimensionslose Variable
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Damit gilt:

Valvzr [T dg
(242) 111 o aj” e

mit

Operator-Identitét:

d¢ dg’
denn:
z%wozwff(f—ijefw@>
2 2 2 2 d
=% [ee¥ 00 - e e - oF Zuo)]
d
= —ge¥(©
(245) =
W d' e [, d]" ¢
==t e g e
Einsetzen von (245) in (244):
e 4 e
H(€) = (<1)"e e

Ho(§) =1

Hy(§) =2¢

Hy(§) = 46* -2
Hy(€) = 86% — 12¢

Hy(€) = 166* — 4862 4+ 12
Hs (&) = 3265 — 16063 + 120¢
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Aus Opm = (n|m) = [7_ daB, kb, (2)* ¢ (x) folgen mit (243) die Orthogonalititsrela-

tionen
| e € @ (o) = VRzatdn,

Aus Y7 |n) (n| =1 folgt die Volistindigkeitsrelation

D al@)dn(a) = (z|n) (n]x)
n=0 n=0
= (z]a’)
=d(x — 1)
Mit (243)
> H(€)Ha(€) = Vni2"e 5 — €)
n=0
Weitere Eigenschaftende:
Erzeugende Funktionen:
—t2—q S 1 n
(& t t = Z(]n‘t Hn(&)

Hermitescher DGL:

2 d
[dg? gt 24 Ho(€) =0

klassische Physik: niedrigste Energie F =0

QM: . Ey = %M »Nullpunktsenergie

Ein Zustand mit E = 0 wiirde AXAP > g verletzen.
Inverse von (222)/(223):

Damit folgt:
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2
— 5[ (| a®|n) + (n] aal +ala|n) + (naf [n)] -
o leaeN|m =0
=28 (o ) +2.(n| V| )
= ‘7”2‘2)(271 +1)
(AP)?* = (n| P?|n)

2L !~ P
_ j (n]ata-+adl n) (256)
= hg;‘; (2n+1)

:;AXAP:Z@n+n (257)

—> Grundzustand |0) hat minimale Unschérfe

V()
AT TN
N o \/\/\//\ J+
\« N
\
1T 0 DERANNENE
-4 =4 -2 - .
A 3\\ 2 1 0 ] 2 3 o 4
N ) =[0
I — 1
LA n =2
N -
-1

Z

klassisch: Aufenthalt nur dort, wo E > V ist, also o

giezustand FE,,.

< v/2n + 2 fiir den n-ten Ener-
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QM: [, (2)]? > 0 auch fiir |z| > v/2n + 2

Zeitentwicklung

Schrodinger — Bild @ |n, t) = o~ Ent In)
Heisenberg — Bild : a(t =0) = a

Aus (182) folgt

%a = %[I‘L al
(226) w [N + ;,a}
= iw[N, a
(239) —iwa
Auflerdem
a(t) = a(0)e™!
al(t) = al(0)e™
Also
— x(t) & %(ae‘“’t + ale™!)
_ % (a + a¥) cos(wt) + (aF — a)isin(wt)
(253).(254) 1 cos(wt) + Q;E)P sin(wt)
(220)

X cos(wt) + %P sin(wt)
wobei X = X (0) und P = P(0).
Analog;:
P(t) = P cos(wt) — mwX sin(wt)
= klassische Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators

Welche Zusténde zeigen die Schwingungen des klassischen Oszillators?

Nicht die Energie-Eigenzusténde:

(n]| X(t)|n) (181),(165) <n ‘ it X e nHt ‘ n>

o6
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jedoch
(N X ()| N) = V2z0A cos(wt — \)

fiir sogenannte kohdrente Zustinde |\).

Nachtrag zum Thema Heisenberg-Bild:

(183), (189) implizieren fiir jeden Zustand 1):

i<w|xw>=%< Y1 PY)
9 w1P1v) = w‘ 'w>
2
:m%m d?_ < 8mv<x>> (263)

(263) heiBt Ehrenfest’sches Theorem.
Damit (¢ | X 1) die klassischen Bewegungsgleichung erfiillt, muss

<] ‘w> O viwixiw (264)

gelten. (264) gilt sogar fiir alle 1)) € H, wenn V hochstens quadratisch ist.

3 Drehung, Drehimpuls, Spin

3.1 Drehungen und ihre Erzeuger

passive Drehung in R? um Achse 7 (mit 72 = 1) mit Winkel ¢:
Aufgabe 6e): Vektor @ € R? wird in a, gedreht, wobei
ag

o =cospd + (1 —cosp)(d-m)7 —sinp(n x @) (265)

Kurznotation: @ = ¢n beschreibt die Drehung.
Suche Matrix R($) € R3*3 mit

a, = R(p)a@ fiir alle @ € R? (266)
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(265) =

Ayl = COS Py + (1 — cos ) < g amnm) nE — sin @ E ERlmNIAm,

m,l=1

m=1
—
3
[R(P)] e = €OS @Ok + (1 — cos @)ngnm, — sin ¢ Z Extmny, d.h. (267)
=1
cos ¢ + (1 — cos p)n? (1 — cosp)ning +sinng (1 — cosp)ning — sin pne
R(P)=| (1 —cosp)ning —sinpns  cosp+ (1 —cosp)n3 (1 — cosp)ngng + sin pn;
(1 — cosp)ning + singpng (1 — cos )nans — sinng cos i + (1 — cos p)n3
(268)
Spezialfall: Drehung um z-Achse: 7 = (0,0,1)"
0 cose sing O
R 0 = | —sing cosp O (269)
%) 0 0 1

Drehmatrizen sind orthogonal: R(@) " R(#) = 1 mit det R($) = 1. Auch: Alle Matrizen
T mit R"R =1 und det R = 1 sind Drehmatrizen.

Bestimmung von ¢ und 7 aus R(y):

e 71 ist Eigenvektor zum EW 1

RR)R =7 (270)

e ¢ kann iiber die Spur von R({) berechnet werden:

— (267)
trR(p) = cospitrl +(1—cosg0);ni:1—|—2<jos<p (271)
=3

=1

Die Menge aller Drehmatrizen bildet eine Lie-Gruppe.

Definitionseigenschaften einer Lie-Gruppe

1.) Es gibt ein Einselement 1:

R($)1 = 1R(P) = R(¥)
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2.) R(¢7)- R(i3) ist Drehmatrix und in R(p3) = R(p1)R(p32) ist p3 eine stetige Funk-
tion von ;7 und 3 (sogar analytisch)

3.) R71(7) ist Drehmatrix
4) (R(PD)R(P2)) R(23) = R(21) (R(P2)R(#3))

Die Lie-Gruppe der Drehung im R3 heifit SO(3). Dabei steht ,,S“ fiir ,speziell“, d.h.
det R =1, ,,0“ fiir ,,orthogonal* und 3 fiir den R>.

Infinetissimale Drehung: dp < 1 in (267):

3
R(bpm) =1+ dpint - w=1+ iégoanw(l) (272)
=1
wobei
iwd = —eym (273)
also
0 0
iwH=10 0 1], (274)
0 -1 0
00 —1
iw? =100 0 (275)
10
0 10
iw®=[-10 0 (276)
0 00

Die w®) heifien Generatoren der SO(3).

Aufbau einer endlichen Drehung aus infinitesimalen Drehungen: §¢p = & . Dann:
N
RO = [1+i 73]
N
71 Y N . > >y
= R(¥) = lim [R <Nn>] — PnW _ ipw (277)

das ist eleganter als (267).
Alternativ: Euler-Winkel:

R(a, B,7) = R(aez) R(Bey) R(vez) (278)
Die Generatoren der SO(3) erfiillen:

3
[w(j),w(k)} =1 Z 5j;€lw(l) (279)
=1
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Bewelis:

o], = 3 [utl 2l
T
= — Z (Eljmsmkn - 5lkm5mjn)
m=1

—(01k0jn — Oinbjk — 6150kn + Sindjk)
3
= - Z €jkmElmn
m=1
3
=1 Z sjkmwm(m)
m=1

Der von {w®,w® w® 1 aufgespannte Vektorraum heifit Lie-Algebra so(3).
Also: Gw € s0(3) = €'7¥ € SO(3).

Allgemein: Ein Satz {w®, ..., w(™ } von Matrizen oder linearen Operatoren bildet eine

Lie-Algebra, wenn
[w(j)’w(k)] — iijkzw(l)
l

mit fjkl e C.
Die Zahlen fj; heiflen Strukturkonstanten der Lie-Algebra bzw. Lie-Gruppe
{79} ist dann Lie-Gruppe.

Betrachte: w) —3 w0 mit
[w(j)”w(k)] — iijklw(l)/,
l

eine sogenannte Darstellung der Lie-Algebra.

> . —>—>

Die Matrizen ¢/?%" bilden eine Darstellung der Lie-Gruppe: Aus e'P1%e!¥2¢

i iEmd i
folgt e"P1¥ P2 = g®

Darstellung der so(3) mit 2 x 2 Matrizen:

denn wegen (76) ist
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Betrachte nun

z
2

SU2) := {2} ={U e C¥?.UTU =1 und detU =1}

- —>

/%% beschreibt eine Drehung der Spin-Einstellung |S) = o |1) + 8 |{)

-

Konsistenzcheck: <S{ 'S ‘ Sé> = <51 ‘ i8S 13,133 ’52>

Aufgabe 6e) <51 ‘ @S ‘ Sg> ist unabhéngig vom Koordinatensystem.

\
|3 .
«M,
..... 7
R
L SZ,\
S|
r— 7= R(590)5’(2g5) o
W(T) — Y (T) = () — (T + 69 x T') + 0(34°)
= () + (0F x ) - V()
= w(f’) + (}'/ y 61&)(5%—0}
= (T + LB T x P(T)
o %%' Ly(3)

mit

Endliche Drehung

(282)

(283)

(284)

(285)



bedeutet:
L =¢ejuXib
Mit [Xy, P)] = ihdg; findet man
[Lj, L] = iheju Ly

(Aufgabe 18), so dass % tatséichlich (279) erfiillt.

Gesamtdrehimpuls
J=T4+35,
wobei

[Lj, Sk] =0,
[Jj, Jx] = icjp i

3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperator

3
[72,Jk} Z il Iy Im] + [, Tl Jk]
k=1

3

(250) .

="1h m JeJy + I J]
iy ek (i + i)

k=1
k und 1

~» Casimir-Operator

—> gemeinsame Eigenkets von 72 und J3

T2 |Am) = AR2 [Am)
J3 |Am) = mh | m)

Es gilt
<)\m’72‘)\m>20:>)\20
Leiteroperatoren: J+ = Ji +1i.Js, also

JL = Uz

Dann:
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antisym. sym. bzgl. Austausch

(286)

(287)

(288)

(289)
(290)

(291)

(292)

(293)

(294)



a) [Js, Ji] = [, Ji] £i[Js, Jo] = (iJy + J1)h = £Jih (295)
b) [Jy,J_] = 2J3h (296)
Q) J2=JyJ_ +J2— Jsh=J_Jy + J2+ Jsh (297)
d) [72,J:] =0 (298)

Wegen (298) ist J2J4 [Am) = Jo T2 |Am) = JeAh|Am). = Jo |Am) ist EZ zu J2 mit
EW A2 oder Ju |Am) = 0.

Jade Am) ) I Ty IAm) £ Ik [ Am)
———
hm| Am) (299)

= (m £ 1)hJy |Am)
= Jy |Am) ist EZ zu J3 mit EW (m + 1)A oder Ji [Am) = 0.
0 < [[Jym [Am)||* = (Am | J¢Jx | Am)
B0 Am| T2 — J2 F Jsham)
=A-—m’Fm (301)

(300)

= A>m?4+m = \>|m|(Jm|+1) >0 (302) = Es gibt fiir jedes A ein maximalex
m:

7 = Mmax (303)

[A7) heiBBt Zustand hichsten Gewichts:

Jo M) =0 (304)
—
0= 174 )2 B a2 =
—
A=3j+1) (305)
Analog fiir mpin und J_ [Ampin):
(305

0) 3G +1) = m2.. + muin
s M = —j (306)

2
0=XA—mp;, + Mmin

m nimmt also die Werte
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an. —

2j € Ny, also

1.3 (308)
i =0,-,1,-,2,...
j 727 ?27 )

Bessere Notation:

J2|im) = j(j + 1)h* |jm)

4 . (309)
Js|jm) = mh|jm)
und der Zustand hochsten Gewichts ist |57).
Eigenwerte des Bahndrehimpuls:
L=XxP = Quantenzahlen [, m;
Spektrum gegeniiber (308) weiter eingeschrénkt.
1 Xj ,I‘()Pj
e 1
a; \/i[ﬂfo—i_z 3 } (310)
a4 = L(a + iag)
1 .
al = E(af —iaj)
| (311)
a_ = —(a1 —ta
\/5( 1 — iaz)
1
at = —(af +iaf
\/5( 1 2)
(dabei ist z¢ beliebiger Parameter mit [xzo] =Lénge) erfiillen (vgl (224))
(arsaf] = fa_,a¥] = 1 (312)
(~ Auf- und Absteigeoperatoren) und
l[at,a_] =0 (313)
Weiter
Ly = X,py - X, P,
310)
B 2 a1+ af) a2 — af) (a2 + af) a1 — o] )]
Mt ] -
i
Y hlata_ —alay]
=h(N- — Ny)
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mit Besetzungszahloperator N, und N_.
(235) = EW von Ny sind ganzzahlig
= L3 hat nur ganzzahlige EW
my=—-l,—l+1,...,—-1,0,1,...01 — 1,1
— Die Quantenzahl [ in der EW-Gleichung (vgl. (309))
L2 |lmy) = K21(1 + 1) |lmy)

ist ebenfalls ganzzahlig.

Normierung:

(300) = J_ |jm) < [jm —1)
(301) A (305) = |- |jm) [ = j(j + 1) — m(m — 1)
Wihle

1
GG+ D) —m(m— 1)

jm=1): J-ljm)

,Condor — Shortley — Phasenkonvention

1
Vi +1) —m(m+1)

Fm+1) = Ty |jm)

Analog
1
\/l(l + 1) — ml(ml — 1)

[lm; —1) :=

mit L:t = L1 + ZLQ
Graphisch:
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(315)

(316)

(317)

(318)

(319)

(320)



Ortsdarstellung: Polarkoordinaten r, ¥, ¢:

= {Xj [Xj7 E] + [Xj’ E]XJ} (321)

Eigenfunktionen:
(Pllm) := (rdp|lm)

(m steht fir my)

<7~" EQ‘lm> = K+ 1) (7] Im) 522)
(7| Ls|lm) =hm (7 |lm)

In der Ortsdarstellung bedeutet (321):
2, L] =0,
d.h. T enthilt keine Ableitungen nach r.

= Wir suchen nach Eigenfunktionen, die nicht von r abhiéingen: (7 |Im) = Y}, (0, ¢)
(323)

LY (9, ) = K211 + 1) Y (9, )

(324)
L3Y2m(197 30) = hmy'lm(ﬁa 90)

wobei L; ein Differentialoperator bzgl. ¥ und ¢ ist. Mit Yy,,, (¢, ¢) ist auch f(r)Y, (9, )
mit beliebigen f(r) eine Losung von (324).

= 0 10 - 1 0
V:e’_)f—i—egff

— 325
"or r819+€<p7“sin198<p (325)
mit Z =re;, €, X €) = éj = €y USW
L=1%x¥
i
hl,0 _, 1 0
= |leg— —€ —
i 709 Usind 0p (326)
5 —sinp 9 — cot ¥ cos ¢
== cosy | =—=+ | —cotIsing | —
i 0 oY 1 ®



wobei

f2 = —h2A19730
- 1 09 sin ¥ — 4
%2 Sind O 00 o

Laplace-Operator in Kugelkoordinaten:

(326) =

(324) —

A =

% 20 1
87+r37‘+ A

h 0

Ly =—-—

3 1 0p

R
sin? ¥ Op?

vartheta,p-

0

Yirn (9, 0) = €™ Vi (9, 0)

Aus (326) finden wir

Aus Ly |l1)

Losungsweg

Ly =Ly +iLly = hexp {iw [i

= 0 folgt

331),(330
0= LY, ¢) ( ):(

2 + i cot ﬁi
oY dp

)hexp{ |:+ZCOt198 :|}}/l11990

:exp{i(l+1> <—lcot19)} ,0)

wie (241) — (242) =

Normierung;:

(333) =

Yll(llga 0)

= C)(sin 9)"

T 2w
0 0

G =

LYzmﬁso

20411
?W

21
l

>m

NS
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- 1)FL}/Z,m—l (19) 80)

(327)

(328)

(329)

(330)

(331)

(332)

(333)

(334)

(335)

(336)



Mit (330) und (331):

apm exp{i(n — 1)p} Y) —1(0,0) = exp {—icp {—5{; + icot 19;;] } Yim (9, 0)

e 8
amYim—1(9,0) = [_819 — mcot 19} Yim (9,0)
Standardtrick:
0 . on—m -m
amYi,m—1(9,0) = [&9 + m cot 19] (sind) "™ sin"™ Yy, (9, 0)
5 (337)
= —(sin ﬁ)_m%(sin D)"Y (9,0),
denn 9
—(sin®)™™ = —m(sin®) "™ L cos¥ = —m(sin )" cot ¥
09
also 5
[879 + m cot 19] (sind)™™ = 0.
Mit ¢ := cotd, sin®9 =1 — ¢2 ist
o _dtd_ sind—
09 diddt dt
und (337) ist
Qi Yim1 (9, 0) = (sin 19)*<m+1>%(sm 9™V (9, 0)
= (1= 2)7"7 21 - )3Yin(9,0)
—> Rekursionsformel:
n— 1 d m
(=) Yimoy = o [ = 2)TYi(9,0)] (338)
fl,mfl(t):ﬁ% Jim(t)
Anfangsbedingung m = [ aus (333):
Yi(d,0) = Ci(1 — 12)
= fillt) = (1= ) 2Y(9,0) = Ci(1 — 12 (339)

68



Losung von (338)

— fu(t), (340)

340) 1 1 d?
1 dl—m
Jim(t) = fu(t)

ay - Qe dt™

(338), (339) =

Vim(9,0) = - .(’Zl’ml (1-)"% ;Zl_ql(l — 2)!
Die Losung schreibt man iiblicherweise als
Yim(9,0) = Cim ™ (1) (341)
mit
- [
und den zugeordneten Legendre-Funktionen
RO = () ) o -y (343)
Eigenschaften:
B0 = (1" (P (344
also (via m — —m in (343)):
1 w [ d I+m
RO = -2 () @ (315
Die
Yim (9, ¢) = Cip P™ (cos 9)e'™? (346)
heiflen Kugelfidchenfunktionen. Es gilt
Yim (0, 0) = (=1)"Yp,, (9, ¢) (347)
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Physik Chemie

Ybo — %ﬂ— s-Orbital
}/11 [ % sin ve'¥
Yip = /15 cos ¥ Ot
Yiy = Y]} =sinde ¥
Yoo = /iy sin? e’

_ 15 '
Ya1 = —/ 52 sin ¥ cos Je'? d-Orbitale
)/2771 = _)/2*1
Yo, o= -Y5

Normierung: (I'm/|lm) = dypdpmm —>

/ df2 Y;km’ (197 (P)Y}m (197 90) = 5ll/6mm’ (348)

Vollstandigkeit: 1 = 0%, S0 _ |1m) (I m| =

[e.9]

l
SN V@, 0)Yim(¥, @) =6(Q - ) =

=0 m=—1

6(0 = 9")d(p — ¢')
sin 9

(349)

[Yim (9, 0)|? dQ ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raumwinkelelement df2 um
(9, ¢) fiir Elektron mit Drehimpuls —QZ (I, n)

=0, m=0: I=1,m=1:
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Paritét:

Pp(T) — (=7)

=2, m=0:

Fiir ¢(?) = f(r)Ylm(ﬂ’ (10) ist 1/)(_?> = f(r)}/lm(ﬂ- v, 0+ 7T)
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Aus (346) und (343):

Yim(m = 9,0+ 1) = (=1) Vi (0, ¢)

— Die Paritit von Y}, ist (—1)".

4 \Wasserstoffatom

4.1 Zentralpotentiale

mit R? = X? + X2 + X2 und V(R) = V(r) = V(VZ2) in der Ortsdarstellung.

In beliebiger Darstellung:

(350)

(351)

(352)

(353)

(354)

(355)

Rotationsinvarianz: . .
en??V(R)e 197 = V(R)
Infinitesimal: ) .
[1 + ;zﬂ V(R) [1 - ;z] = V(R) + O(¢?)
—
[J, V(R)} —0

Auch

[J, 132] —0,
also

[J,H] =0
Energieeigenkets:

|Ejim)

Ist V(R) zusétzlich auch von g unabhéngig (7), so ist [S,V(R)] = 0, also auch (wegen
L=J-25)

[f, V(R)} =0
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So kénnen wir die Energieeigenkets mit

|Elmysmg)

bezeichnen.

(354) = [H,J+] =0. Aus H |Ejm) = E |E jm) folgt also

HJ|Ejm)=Ji:H|Ejm)=EJL|Ej ,m)

H|Ejm+1)=E|Ejm+1)

= F héngt nicht von m ab.
Zunichst [3’), V(R)]=0

2

P
H=+—+V

2m

Spin-Entartung: F hidngt nicht von mg = :i:% ab.

(R),
|Elm;smg) = |Elmy) & |smg)

H|Elm;) = FE|Elmy)

mit Yy, (7) = (7 | Elm) =

hQ
[_QmA + V(’")} VEim, (T) = EYgim, (T)

bzw. mit (327), (329):

P%F#A:ﬁ+%
r
wobei
02 20
PP= B |+ =
T {37‘2 + r Or
Radialimpuls
h(f O 1
Po==(ot-
) (67" 7“>
erfillt
Pl =p,
h
P, R = 1
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(356)

(357)

(358)

(359)

(360)

(361)
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(358) bedeutet also

1 1
_— p2
2m- " + 2mr2

L2+ V(1) | g, (7) = Egim, (7)
Mit

L2 i, () = W21+ 1) i, (7)
folgt (siehe Text (324)):

wElml (?) = fEl(r)iflml (19’ 90)
und (363) wird zu

P21+ 1)

2mr?

1
{Pf +

2m
Und mit (360):
(o> 20 R21(1+ 1)
= tatséchlich keine m;-Abhéngigkeit.
In (366) 0.B.d.A. fg(r) reell:
Trick: Ug(r) := r fg(r), dann

osUn) = o[ () fmte) + )]

——
=1
2

0 0
= 2§fEl(T) + TﬁfEl(T)
> 20
=T |:arg + 7“87“] fe(r)
und (366) wird zu

Rz 0% RA(+1)
~5mat g T V(r)} Upi(r) = EUg(r).

Das entspricht 1-dim Schrodinger-Gleichung mit

R2(L + 1)

VEH(T) = V(T) + 22

Zentrifugalpotenzial

Jedoch r > 0. d*7 = r2drdQ.
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n vm} Fo1(r) Yime (8, 0) = E fia(r)Yiony (9. 0)

T vm] fr(r) = Efn(r)

(363)

(364)

(365)

(366)

(367)

(368)



Bindungszustande:

oo>/oo7“2d7"f1%31(7")_/oo dTUJ%l(T)
0

0
—
Uk (r)|v/r — 0 fiir r — oo (369)
Nun r — 0:
Zwei Fille:

L) UO0)#0= f(r) " =
9 2
=gV £ (0.0 2 |56+ VL Vi (0.)

— V(r) hat 6®)(7)-singuliren Anteil.
2.) Ugi(0) = 0 = V(r) hat keinen 6®)(7)-singuléiren Anteil

Fiir die Meisten Potenziale gilt
2V (r) — 0 fiir r — 0,

so dass Veg(r) in (368) fiir r — 0 vom Zentrifugalpotenzial dominiert ist, sofern [ # 0.

dQUEl B l(l + 1)

r —> 0 . dr2 T2 UEZ — O
reguldre Losung:
Ugi(r) "2 v fiir [ £ 0 (370)
irregulare Losung:
Upi(r) ~ 17"
im Widerspruch zu Ug;(0) = 0.
4.2 Wasserstoffatom
Es gilt m, = 1800m,. ~
Vir)= -2 (371)
T
mit
o2
= = h 372
7= e bea (372)
N—— in jedem
ST— Einheitensystem
Einheiten
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R ﬁ heifit Sommerfeld’sche Feinstrukturkonstante.
Bindungszustinde: E < 0:
Welllenfunktion:

BOLED () Yy (9, )

= rUgi(r)Yim (9, ¢)

Die Radialgleichung in (367) wird mit

YEim, (T)

p = KT,
2m|E
K? = n;_LL ‘, Kk >0,
~ 2my
pO— h2/€
zu
d2 l(l+1) £0
- = — —1|U =0
ap? pe +p E1(p)

Asymptotik: Ug;(rho) e~ p!L, siehe (370).
Fiir p — oo wird (375) zu

d?Ugi(p)
— U =0
dp? m1(p)
—
Ugi(p) "<~ e=r
Ansatz:

U(p) = pe "W (p)
Einsetzen in (315):
PW"(p) +2(1+ 1= p)W(p) + [po — 21+ 1)] W (p) = 0

Losung mit Potenzreihenansatz:

o0
W(p)=> app®
k=0
Ideal fiir Potenzreihenansatz:
d
0=p—
P iy
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(374)

(375)

(376)

(377)

(378)

(379)

(380)



denn 0p* = kp* (gleiche Potenz)

(378) wird zu
00 —1)+2(l+1—p)0+ (po —2(1 +1))p]W(p) =0

Einsatzen von (349(:
S g Kk — 1) + 21+ 1 p)k + (s — 20+ 1)p)] = 0
k=0

Koeffizienten von pF*1:

[(E+DE+2(l+1)(k+1D]ags1 +[-2k+po—2(l+1)]ar=01fir k>0
Der Koeffizient von p¥ in (382) ist 0 = ag beliebig.
(383) =

a . 2(k+l+1)—p0
T D+ 20+2) "

Noch mehr Asymptotik:
Entweder die Reihe bricht ab, oder (384) bedeutet

k41 k—oo 2
o0 2

aK k

k—oo 9k
also ap,  ~ %,

W PR e2e
Widerspruch zu (376).
= Die Reihe muss abbrechen!

(384) = Es gibt ein N € Ny mit
po=2(N+1+1),

so dass in (384) ay4+1 = 0 und

N
W(p)=>_ arp®.
k=0

Die Hauptquantenzahl n = N + [ + 1 erfiillt wegen N > 0,1 > 0, N,l € Ny:

n € N.
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(382)

(383)

(384)

(385)

(386)

(387)



Also wegen (385)
po = 2n. (388)

(374) =
2

2 po
Mit (388) sind die Eigenwerte durch die Balmerformel

mey?

En:—m, n = 1,2,37... (389)
gegeben.
(372) =
4
me 1
SI — System : En=——5—
ystem " T T 9 (4meg)2R2 2
2 2
me o
jedes System : Ey=—7"— 390
jedes System N 5 2 (390)
Statt |E'lmy) schreibt man |nlm). Wegen (385), (387) ist
I<n-—1. (391)

[ heifit auch Nebenquantenzahl und m; (was |my| < [ erfiillt) magnetische QZ.
Speziell fiirs Coulomb-Potenzial V' (r) = —1: E,, héngt nicht von [ ab.
Ursache: Runge-Lenz-Vektor ist Erhaltungsgrofe.

Die DGL (378) lautet in der Variablen ¢t = 2p:

d*W aw
t +R204+1+1 -t — + [+l -2+ 1)]W =0 (392)
dt? dt
(392) heilt Laguerre’sche DGL. Die Losungen
t
W(3) =L ®) (393)
heiflen zugeordnete Laguerre-Polynome.
Es gilt:
d\? , [ d\’
I3 — (= t | = —t_r 4
(0= (—5) (%) (301
explizit:
Li(t) = —iet [—e't+e ] =1
! dt
1
Li(t) = §t2 —3t+3 (395)
3

Li(t) = -5 3t% — 15t + 20
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Die Radialfunktionen fg;(r) in (373) ist also mit (377) und (393):

fra(r) = fe.(r) = an(QKr)le_”rLil_i_Jrll(Zir)

Normierungsfaktor:

5 (n—1—1)1(2K3)

" on[(n+ )1
k héngt von n ab:
my 1
" hn an
mit dem Bohr’schen Radius:
h? h?

= ~0,529-107"%m

a g pry
my  mca
Nullstellen:
O N flo(’r‘) — 2a_3/2€_r/a
. _ _3/2 _ L _
1: Fao(r) = 2(2a) (1 2@) e
2: for(r) = \}3(260_3/226‘22

Anzahl der Knoten: N =n —1[ —1 (,radiale QZ*“).

(396)

(397)

(398)

(399)

(400)

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron zwischen r und r + dr anzufinden ist p(r) dr mit

22
p(r) == fa(r)-
TN
U = ]’l - 0
YRR Y
Uenir: Ty A
L == A ] = l
|~ ~
= N // \\\\\
1 T~ 1 ~
~ /| I~~~
T //> \Q\‘===

groferes n = grofleres (R)

()=l ,m|R|nlm)

= [ g
= 2 [3n? =10+ 1)]
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5 Zeitunabhangige Storungstheorie

5.1 Nicht entartete Storungstheorie

H = Hy+ H; (402)
Gelost:
Ho ‘n(0)> — E© ‘n(0)> (403)
Gesucht:
H|n) = E, |n) (404)
H, sei klein gegen Hy, genauer:
<m<0> ’Hl ‘ n<°>> < |E® — O (405)

insbesondere, Nichtentartung von |N), d.h. B # BY fiir n # m und |n) ist Bindungs-
zustand.

Storungstheorie: Losen von (404) durch Entwickeln in
<m(0) | H, }n(0)>
-

Zweckméfig: reeller Parameter A und
H = Hy+ )\H,; (406)

~» Organisation der Storungstheorie in Potenzen von A.

Storungsreihe:

E,=EY + EM + N2ED) + ...

407
m) = IO} + A In) + 22 n®) + ... o

|n) ist unnormiert: La. (n|n) # 1.

(407) ist Potenzreihenansatz fiir (404)

(Ho + \H1) <\n<o)> + A M) + . ) =(EO+ED 1) (yn>(0) + A M) + . )
(408)
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Wir 1osen (408) fiir alle A

A0 Hy|n¥) = EO) | also(403
Al H [n©) + Hy [n™) = BV [n™) + BQ) |n) (409)
% Hy|nM) + Ho [n®) = ER [n®) + B [n)) + EP) |n®) (410)

Entwickeln nach ungestérten EZ:

M) = 3 k) <k:(0) ‘n(1)>, usw (411)

k

Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten <k(0) ’n(1)> und von Efll) multiplizieren
wir (409) mit |£(©):

<k<o> ) H, ‘ n<o>> + kO Hyln® = W <k(0> ‘n<o>>+E7<lo> <k<o> ‘ n<1>> (412)
EL (k) | n(©) S

Fiir k = n liefer (412) die erste Korrektur zu Energie:

EW — <n(0> ‘ H, ‘ n<0>> (413)
Fiir k # n folgt aus (412):
0 (0)
o], @ (K | H1[n)
(kO [nV) = 50— B0 (414)

Jedoch (n(®|n(0) ist unbestimmt!
Wir wihlen
<n(0) ’n(1)> =0 (415)

Also mit (411):

1(0) ‘H ’n(0)>
M\ — Z AR { ! 416
n 0 0 (416)
> Pred Er(z ) _ El(c )
(E,io) + BY fiir k # n; fiir k # k' ist aber E,(go) = E,(;,)) erlaubt, solange k, k' # n)
In hoheren Ordnungen kénnen wir auch
<n(0> ’n(k)> —0, k>1 (417)

fordern, denn zu jeder Losung [n®)) von (408) ist auch |n®)) = [n()") + o [n(9)) Losung
von (408) zur Ordnung A*.

0= <n(o> )n<k>> _ <n<o> ‘ n<k>’> TLa <n<0) ‘ n<0)>
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o= — <n<o> ‘ n<k>’>
Aus (410) finden wir dann:
<n<0) ‘ H, ‘n<1>> I <n<o> ‘ H, ‘ n(z)> — E®@ <n<o> ‘ n<o>>
£O <n(o> ‘ n(2>> =t

N———

=0

ED = <n<o> ‘ H, )n<1)>
(416) (nO | Hy | k(0)> (kO | Hy [ ()
P>

k#£n B - E,(CO) (418)
-y [ (& \ H1 \n O

Intepretation: Wéhrscheinlichkeit, ein im Zustand |n(0)) prapariertes System nach Ein-
schalten im Zustand [k(©) # |n(9)) anzutreffen:

[ )" !n>\

n—k(0) —
T )P
_ 10w
(0) ONE
(4i6) ‘<k ’)\Hl ‘ n 2>’ [1 + O()\Q)]
-]
< ‘ ANH, ‘ n! > nennt man auch Ubergangsamplitude und P 1 (0) Ubergangswahrschein-

lichkeit.
Zu ET(?) in (418) tragen Zusténde mit beliebig hoher Energie bei.

Ist Ex > (n| H|n), der Zustand also klassisch unerreichbar, so spricht man von einem
virtuellen Effekt.
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(0)

Mit Prizisionsmessungen kann man Zustéinde |k(©)) erforschen, selbst wenn E. 7 fiirs
Experiment unerreichbar ist.

~» Wichtig fiir Teilchenphysik.

5.2 Entartete Storungstheorie

E,(0) sei N-fach entartet
Hy|ln®a) = E9 n®a mita=1,...,N) (420)

Entarteter N-dimensionaler Unterraum:

£ = [{ | n©a) }] (421)
<n(0)a ‘ n(0)5> = 0ap (422)
Jede Linearkombination
N
n@y) =" [nVa) coy (423)
a=1

mit cq € C ist ebenfalls Eigenket von Hy zu ET(LO).

Wir wihlen denselben Ansatz wie im nichtentarteten Fall in Gl. (404), (406)-(411).
Mit der Entartung |n) — |ny) wir (409) zu:
(Ho ~ BY) [n®) = ~(Hy ~ ED) ]n®)

Linksmultiplikation mit |n(?)8) ergibt

0=— <n(°> 3 ‘ Hy — EW ‘ n(o)'y> (424)
also ist (423):
N
S cap (nO81Hi[nOa) = EMes, (425)
a=1
Matrixdarstellung:
hlﬁa = <n(0),8 ‘ H1 "I’L(O)Oé> (426)
(425) =
N
> h1gaCa, = BNy, (427)
a=1
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Eigenwertproblem einer N x N Matrix. =
det (m - E,G)) ~0 (428)

(428) hat N Lésungen E, ), die nicht alle verschieden sein miissen. Die zugehorigen
Eigenvektoren (siehe (427)) sind

= 1, v=1,...,N (429)
Cny

mit (27)7 @7 = §,.,. Der Basiswechsel zwischen [n(®a) und [n(9'~) in (423) diagonali-
siert wegen (427) also hq, die Matrix C' = (c,g) ist unitér.

(427) bedeutet
CThiC = diag (E}}), . ,E<2>> (430)

nn

D.h. (423) diagonalisiert mit (427) die Stérung H; im Unterraum &:
<n(0)/7 ‘ H, ’n(oy,yf> =EYs,, (431)

— Bedingung (405) iiberlistet.
Wir beobachten, dass H; die N-fache Entartung i.a. aufhebt (oder reduziert)

0 A

Im Fall Ey(LIW) wird jedoch aus (428) bestimmt. (416) wird nun zu:

kO | H al y ,
’n(1)7> _ Z ’k( > < E(L 1 ‘ n Z < ’Y/ n(O) ’}’/>
k)& n :i
< ’Hl ‘n(o)/ > / / (432)
In®M'y Z k() 70 + Z In©® <n(0) v | n® 'y/>
k#n EY - k

’Y?é’Y
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n(l)/7>!

(410) entspricht im entarteten Fall:

Neu: Komponenten <n(0)/7’

Hy [n"'y) + Ho [n®'q) = B [nD') + EY) [nV'5) + B (') (433)
Multiplikation mit ]n(o)/fy’ )
(n®"y | | ') + B (0 [n®) = EZ6,0+ (434)

E,(;Y) <n(0)/fy’ n(l)/7> +
=0 fir z=z' wg. (415)
EO <n<0)'¢ n(2>'7>

Fiir v =+

Y (0O HynM7)

(50 ) e

ED

ny

(432)

k#n
Der zweite (432) trigt nicht bei wegen

<n(0)/’y ’ H, ‘ n(o),7'> (431 5WIE7(117) =0 firy=+"
Fiir v # 4/ liefert (434):
B <n<o>'7/ n<1>’7> - <n<0>',y/ H, ’n(1>’7>
(432) Z <n(0) ,y/
k#n

+ Z <n(0)/'y'

V' #Ey - (436)
ET(V‘/)/ 6’Y’W”
(n©~'| Hy | K©) <k<o> ’ o, ( (0 7>
- g: E7(10) E}(€0)

1 ’
+ Efw), <n(0) v

n<1>’7>

Ist die Entartung aufgehoben, also E,%) # ESY)/, so liefert (436) uns die fehlenden Kom-
ponenten in (432).

n(l),7> - . D Z

- 1
E7(W) - Eq(‘w’ k#n

<n(o>’7/ H, ‘ k<0>> <k<0> ‘ H, ‘n<0>/7>

E7(10) . E’(€0)

(437)

<n(o>’,/
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Fiir Zusténde, die auch inerster Ordnung Storungstheorie entartet bleiben (d.h. ET%) =

Er(if), fir 1 <~v,7 < N’ < N) muss man nun im entarteten Unterraum den Operator

) (1)
Hy ) =i Hy (438)
(0) (0)
k#n En’ — E
(siehe (436)) diagonalisieren.
Gilt E%) #* E%), so liefert die Ordnung \® die Koeffizienten in (437).

Das Verfahren kann man zu beliebig hohen Ordnungen treiben.

5.3 Anwendung: Feinstruktur des Wasserstoffspektrums

J=T+5 (288)

[Lj, Sk] =0 (289)
Gemeinsame EZ von 327 Ls, S'), S3:

[lmy s myg) (439)

Auch:
72 72 = [72.3) =0
—> Betrachte Basis aus gemeinsamen EZ von 72, Js, EQ, g2
lgmls) (440)
Wegen J3 = L3 + S3 ist |l my smg) EZ von J3 zum EW m = m; + my:
J3[lmysms) = (L3 + S3) |[lmy sms) = (my +ms) [l my smy) (441)

D.h. |[jmls) in (440) ist LInearkombination aus |l m; s ms) mit m = my + ms.

|jml8):Z]lmlsml> (Imysmg|gmls) (442)
Clebsch—Gordan—Koeff.
J = Mmax = \rn?i(z (ml + mS) < Mimax + Msmax =1+ 8 (443)
m|<
ms|<s

Betrachte Lg = Js — S3 und mgs — —my
l= Mimax < Mjnax — Msmax < .7 +s (444)
(443) und (444) (und die spezielle Betrachtung von [ = 0) =

[l —s| <j<l+s (Auswahlregel) (445)
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d.h. CG-Koeffizienten, die (445) verletzen, sind gleich null.

Ausgehend von [jjls) = |llss) berechnet man die CG-Koeffzienten in (442) mit Hilfe
von J_ =L_+5_.

Wasserstoff:
H = HO —+ H1
Relativistische Korrekturen:
Hy=Hip. g+ Hixin + Hipot (446)
1 - —
Hiz.g= S2e2 S - L% heifit Spin — Bahn — Kopplung (447)
S~L:§[(L+S)—L2752}ZQ{JQ—LQ—SQ (448)
Die Eigenkets |njmls) von Hy erfiillen
Hy|njmls) = EO) Injmls) (449)
mit
£(0) 3%0) mc2a?
n 2n?

Die Storung Hip.g ist in der Basis {|n;mls)} im entarteten Hilbertraum bereits
diagonal, denn
njml5>

3
[j(j +1)—-1(l+1)— 4] 051011 Oyrm/ O’

(448) 7y 1 /- - =
<n§-m’l's"H1f,§|njmls> = 4m262<n;-m’l’s’ ﬁ(J—L—bﬂ)

T im2e?
. <njmls -3 njmls>
R
(450)
Frr [ > 1:
2 3
ay 7k . B 31 /1
Enf 3= 747?1262 [](] + 1) l(l + 1) 4:| <7“ y (451)
wobei
1 o0 2 (r) (396) 2
e 452
<r3 >nl /0 T adndl(l+1)(20+ 1) (452)
Einsetzen in (451) liefert:
1 |
M - " G [Tt 453
"8 T 9m2e2n3a3 1 I=j—L1+0 (453)
e’ 7(25+1)° =J 2

<389)£<399)_E7<10) %
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fir [ = 0ist j = s = §, also j(j +1) — (I +1) -4 =0. =

1 _ ——
Enf.g—o firl =0 (454)

In (446) fOlgt Hiy;, aus:

E = Vm2c +pc
21 (455)
:mc2+p7_7p4m362+“.
2m 8
1 P*
8 m3c?
2
. s6)

“2me2 \ 2m

3

Hlkin =

Wegen
[Hlkim JQ} = [Hikin, J3] = [Hlkina LQ] = [Hlkin, JQ] =0 (457)
ist Hyyy, in der Basis {[jmls) } diagonal. =

Enl(<]1-1)1 = (n; mls|Hign|n; mls).

Weiter
o Is| H2 + 2y Hos + 22 l 458
Tkin T 9,2 njmis|Hy+ 2y OE—F’Yﬁ n; mls (458)
Wir bendétigen
1 1
n; mls = njmls) = —
1 1 (459)
<njmls 2 njml8>:a2n?’(l+%)
—
2
E,. — E =
b g (5
(389),(399) —E(O) _0‘72 o? Oﬁ 1
= n 4n2 n2 n l—l—%
2/ 3 1
— _po* )2 _ A
" n |4n l+% (460)
= _E(O)i — 4+ J+1° 2 (461)
" n |4n 7%7 l=j-1
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Summe aus (461) und (453):

W W _ _po*|3 __1 i
Enf,g-i-Enkin— E, nLn j—l—% fir i >1
Fiir [ = 0 folgt aus (460) und (454):
2
W L pO_p0__pme[3
EnL . g + Enkln Enkm En n |:4n 2
Letzter Term in (446):
Ortsdarstellung;:
h2
Hipor = WAV(T)
7Th2'7 3) /=
- 2m2026( )(93)
Engo)t = <nj mls ‘ Hlpot ‘ n; mls>
wh?~y
= Wﬁnz(ow
mcta’
=53 10
2
- _E7(10) <_a> 510
n
Summe von (463) und (465):
—Eflo)a— 43—1}, firi =0
(1) (1) n _ noLEn
Enf.§+Enkin+Enp0t - 0 042 3 1
~EO— | = _ S|, firl#£0
no|4n j43

denn [ = 0 impliziert j = 3.

Also gilt mit (465), (466) unabhdingig von I:

(0) 1) 1
E(l) = _Enf § + Enpot + Enl((lr)l

n

3 1

4n j—i—%

:_E(O)CL2
L)

Energie-Niveaus:

2 2 2
g gy _mcat o a3 n
En; = En +E”ﬂ' - 2 n? 1 n2 \ 4 j+;
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a ~5,4-107° = Feinstruktur.
Relativistische Wellengleichung des Elektron: Dirac-Gleichung

Exakt 16sen fiir das Wasserstoff-Atom, Quantenahl j, I, s sind keine guten Quantenzah-
len.

6 Streutheorie

Detektor

Teilchenstrahl \ Y:Streuwinkel

StoBparameter b

Streuer z

Streuer: Ursprung aus dem Ubekannten, zu erforschendes Potenzial.

Einlaufender Teilchenstrahl: Stromdichte j;:(i")
AN = jdF dt (469)

Teilchen stromen in der Zeit df durch das Flichenelement dF' (= MdF).

Fiir grofie r = | 7’| verhalten sich die Teilchen fast wie freie Teilchen (gerade Trajekto-
rien). Dann ist die Definition des differenziellen Wirkungsquerschnitts bzw. diff. Streu-
querschnitt g—g sinnvoll:

do 1 dN

- 4
A Jom A2 (470)

Jaus

dF=r*dQ
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