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Aufgabe 2
a) R’ (a7 b)’ [a" b]’ (a7 b]

e R und (a,b) sind homdomorph, denn :

1 1
fi:R—(0,1);z — — arctan(z) + 3 ist hom6omorph
T

f2:(0,1) = (a,b),x — (b — a)x + a ist homdomorph
= fao f1 : R — (a,b) ist Homdomorphismus.

e (a,b) und [a,b] sind nicht homomorph, denn (a,b) ist nicht kompakt,
[a, b] aber schon. Da stetige Abbildungen Kompakta auf Kompakta ab-
bilden und Homo6om. insbes. stetig sind, kann es keinen Homomorphis-
mus (a,b) — [a, b] geben.

e [a,b] — (a,b] sind nicht homéomorph, wire f : [a,b] — (a,b] ein
Homoomorphismus, so wire f nach Zwischenwertsatz streng monoton,
d-h. f([a, b)) = [f(a), F (b))

e analog: (a,b) und (a, b] sind nicht homsom.
= R und (a,b) bzw. (a,b] sind nicht homoom.

b) S' und R/Z sind homsom.
Definiere Homdomorphismus h : R/Z — S, [z] — ( cos(2mz), sin(27x))
h ist wohldefiniert, denn seien z,y mit x ~y < Ik €Z :z=y+k
& h([z]) = (cos(2my+2mk),sin(2ry+27k)) = (cos(2my), sin(27y)) = h([y])
Die zeigt auch: h ist injektiv.
Klar: h ist surjektiv.
h ist stetig, da h o 7 stetig ist, (+ Aufgabe 4, Blatt 5)
h ist offen, denn h o 7 ist offen.
Das reicht, denn VO C R/Z : h(0) = hom(n~1(0)), da 7 surjektiv ist.)
Das iiberlegt man sich fiir Intervalle C R.



c) Wm:=0([0,1]"*!), 5" := {& € R""!|||z|| = 1} sind homdomorph.

Definiere
1
ST S W (11, .. Tpg1) P
/ ( ni1) max(|x1|,...,|mn+1)( ni1)
n n 1
g:S" = W™ (y1,. ., Ynt1) — (Y1, -y Ynt1)
maX(|y1‘7~-~>|yn+l)

f und g sind stetig zueinander.

Aufgabe 1

a) Q ist abzéhlbar b {{z}|z € Q} ist die Menge der Zusammenhangskompo-
nenten von Q.

b) Beh: (X, d) abzihlbar = die Zusammenhangskomponenten von X sind ein-
elementig.
Bew: Seilen x #y € X = [ :=d(z,y) >0
X abzéhlbar = | € M, wobei M abzahlbare Teilmenge von R
= 3Ire(0,d:{z € X|d(z,z)=r} =10
Setze Vi = {z € X|d(z,z) < r}Va = {z € X|d(z, 2z) > r}
Gébe es eine zusammenhingende Teilmenge A von X mit x,y € A, so wire
A=WVinA)U(VanA) 4 zu A zusammenhéngend.
—_—— Y=

#0 #0

Aufgabe 3
Seien jetzt aber A C B C A mit A zusammenhéingend und U, V' disjunkte offene
Teilmengen mit B=U UV
=UNAUVNA)=UUV)NA=A

—_——

=U =V

U,V sind disjunkt (wegen UNV CUNV = 0)
A zusammenhiingend = U =0 oder V=0. OBAAU=0=ACV
=UCBCACV=U=UnNV =0 = B ist zusammenhingend.

Aufgabe 4
Beh. X top., A C X,Y Hausdorffraum, f: A — Y stetige Abbildung.
= kann man f fortsetzen zu einer stetigen Abb. g: A — Y, so ist g eindeutig.
Bew: Seien g; : A — Y, go : A — Y stetige Fortsetzungen von A.
Ann: g1 # go = 2 € A : gi(x) # go(). Es muss gelten: v ¢ A. da Vo € A :
g1(2) = f(2) = ga(x).
Also: x € A\ A.
Y Hausdorffraum, ¢;(z) # g2(z) = 3 offene disj. Teilmengen Vi,V5 C Y mit
g1(x) € V1, 92(x) € Va.
g1 ist stetig = 3 offene Umg. U; von z mit ¢, (U;) C V3
g2 ist stetig = 3 offene Umg. Uy von z mit go(Usz) C Vs
Uy, Us sind offene Umgebungen von x = Uy N Us ist offene Umg. von x = x €
Ui NUs
x € 0A = Jy € (U NUz) N A mit x # y (nach Aufg. 2, Blatt 3)



=yelU=g(y) e Vi,y e Us = ga(y) € V2

Da aber y € A gilt: g1(y) = f(y) = g2(v)
= fly)eVinVe 4§z VinVy#0.



