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1 Grundlagen: Mald und Integral

1.1 AuRere MaRe und Messbarkeit

Definition
Sei X eine Menge. Eine Abbildung

p:P(X) — [0, 00]
heifst dufleres Maf auf X, falls gilt:
(1) u@) =0
(2) Fir A, A, C X, i€ Nmit A C ;5 4 gilt
p(A) <> (4.

i>1

Beobachte folgende einfache Folgerungen der Definition:

e ACBCX = u(A) <u(B)

e ACBUDUDU... = pu(A) < u(B)+ p(@) + pu@) + - = u(B)
Beispiele
#A, A endlich 1, A#0
)~ ) =
0, sonst 0, sonst
oo, A#( oo, A° endlich
p3(A) = { pa(A) = {
0, sonst 0, sonst
0, A abzihlbar
ps(A) = {
1, sonst

Fir die Konstruktion eines dufseren Mafses aus Rohdaten ist folgender Satz niitzlich:

Satz 1.1
Sei ECP(X) mit 0 € &, sein:E — [0, 00] mit () = 0. Dann wird durch

i>1

n(A) = inf{zn(A,») tA €€ eN,AC UAZ}
=1




1 Grundlagen: Mak und Integral

(inf @ = o0) fiir A C X ein duferes Mak erklirt, das von (£,7) induzierte dufsere Maf.

Beweis
Esist 0 < p(®) <> 2,n0)=0,dadcU;2;0und 0 €&.

Seien A, A; C X und A C J;»; Ai- Wir miissen zeigen: u(A) <37 p(A;).

Ist fiir ein ¢ € N bereits u(A;) = oo, so sind wir fertig. Sei also pu(A;) < oo fiir alle ¢ € N. Sei
€ > 0. Dann existiert F;; € £, j € Nmit A; C szl E;j und

u(A;) + 23 >3 y(Ey) firieN.

Jj>1
Also gilt
AC U AZ' C U Eij7
i>1 i,j>1

und daraus folgt

Mit € — 0 ergibt dies

Definition
Sei p ein duferes Maf auf X. Eine Menge A C X heifst p-messbar, falls fiir alle M C X gilt:

p(M) = p(M N A) + p(M N A°).

Die Menge aller p-messbaren Mengen wird mit A, bezeichnet.

Es geniigt bereits: A ist py-messbar genau dann, wenn fiir alle M C X gilt:
p(M) = p(M 0 A) + p(M N A).
Denn wegen
Mc(MNAUMNAYUIUD---
gilt
p(M) < p(M N A) + p(MOAY) + p(0) + - -

Es gilt stets 0, X € A,.



1.1 AuBere MaRe und Messbharkeit

Bemerkung: Fiir Y C X ist p|Y das durch
(uY)(M) = p(MOY), MCX
erklirte dufere Mak. Ferner ist A, C A,|y. Denn fiir A € A, und M C X ist
ply (M) =p(Y O M) =p(Y N MNA)+u(Y NMN A
— (u[Y)(M N A) + (u]Y) (M N A°),

Ferner gilt
Ae A, = p=(plA)+ (u[A%).

Proposition 1.2
Fiir ein dufseres Maf p auf X gelten die folgenden Aussagen:

a) 0, X € A, sowie A€ A, < A°e A,.

)
b) Fir A C X mit u(A) =0gilt A e A,.
c) Fir 4; € ‘AM? 1 € N gilt Ui21 A; € AH und miZl A; € .A‘LL.
)

d) Fir Ae A,, BC X gilt
(AN B) + (AU B) = p(A) + p(B).
e) Fir A; € Ay, i € N, paarweise disjunkt, gilt
w40 =3 (A
i=1 i=1
f) Fir A; € Ay, i € Nund A; C Ay fiir alle ¢ € N gilt

M(H Aj) = lim ().
g) Fiir A; € Ay, i € Nmit (A1) < oo und A; O Ay fiir alle ¢ € N gilt:

p([)Ai) = lim p(A4y).

! 1—»00
=1

Beweis
c) Seien A1, Ay € Ay, M O X. Dann folgt

p(M) = p(M N Aq) + p(M N AS)

MnNAy) + (M0 AT N Ag) + (M N AT N AS)

= u(
> p(M N (AU (A7 N Ag))) + p(M N AT N AY)
=u(M N (A1 UA))+ pu(M N (AU A2)°).



1 Grundlagen: Mak und Integral

Daraus folgt A; U As € A,. Per Induktion sieht man dann, dass fiir Ay,..., A4, € A, gilt:
U?:l A; € AH'

e) Sind Ay,..., A, € A, und paarweise disjunkt, dann gilt

(A1 U Ag) = pu((Ar U A2) N A1) + p((A1 U Az) NAT) = p(Ar) + p(Az),

woraus
M(Lnjl Aj) = En; 1(As)
folgt. Wegen
_Z";wm < u(QA»
gilt
f} (A < M(Q Aj) < i 1(Aq)

und damit Gleichheit.

f) Wir definieren By := Ay, By := Ay \ Ay, B3 := A3\ Az... Nun ist B; € A, fiir alle i € N
und die B; sind paarweise disjunkt. Es folgt

k
Jim w4 = Y (U B9

— ZM(BZ») (nach e))

g) Esist

(A1) = p(A2 U (A1 \ A2)) = pu(Az2) + (A1 \ Az),

das heifst
(AL \ As) = (A1) — u(As).

10



1.1 AuBere MaRe und Messbharkeit

Damit zeigt man

p(An) = () Ai) = p(Ar\ () A2)

i>1 i>1

= (A1 0 () 40°)

i>1

= (A0 ((J 49)

1>1

= u((J (A1 n 45)
i>1
= lim pu(A; N A7) (nach f))
1— 00 N—_——

=A1\A;

= lim (u(A1) — p(A;))

1—00
= p(Ar) — lim pu(4A;)
71— 00
und damit die Behauptung.
¢) Sei M C X. Wir definieren Cj, := Ule A; € Ay Damit gilt C; C Cy C - -.
Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit p(M) < co. Dann gilt
00 > p(M) = (p[M)(X)
= (u[M)(Ck) + (u[M)(CF)
— lim (u[M)(C) + Jim (u[2)(CF)
—00 k—o00
= (p[M)(| C) + (ulM)(() C5)

i>1 i>1

= (ulM)(|J &) + (el (| €)%

i>1 i>1

= u(M 0 (| 40) + p(M 0 () A40)°)

i>1 i>1
und somit (J;5; A; € Ay
d) Fir Ac A, und B C X gilt:
w(AUB) = n((AUB) N A) + u((AU B) N A9
= pu(A) + p(BN A%
sowle
w(B) = u(BNA) + p(B N A%).
Hiermit so erhiilt man
1(A) + p(B) = p(A) + p(BNA) + p(B N A)
=u(BNA)+ u(AUB). n

11



1 Grundlagen: Mak und Integral

Hinweis: Es ist A, eine (beziiglich p vollstdndige) o-Algebra und g ist ein o-additives Maf
auf A, wobei A, ist p-vollstandig* heifit, dass jede p-Nullmenge in A, liegt. (X, .A,) ist ein
messbarer Raum und (X, A, p) ist ein Mafraum.

Definition

Sei A eine o-Algebra auf X. Ein duferes Maf p auf X heifit A-regulér, falls A C A, gilt und
zu jeder Menge M C X ein A € A existiert mit M C A und u(M) = p(A). Das dufere Maf p
heift reguldr, falls 4 ein A, -reguléres Maf ist.

Proposition 1.3
Sei A eine o-Algebra in X, p ein A-reguldres dufseres Maf auf X. Dann gilt:

a) Ist M; C X, M; C M;;q fiir alle i € N, so ist

p(lJ Mi) = lim (D).

) 1—00
i>1

b) Zu jedem M C X mit u(M) < oo existiert ein A € A, so dass fiir alle B € A, gilt:

u(B M) = u(B N A)

c) Ist My UMy € A und pu(My U My) = p(My) + p(Ms) < oo, so existiereren Aq, Ay € A
mit M; C A;, i = 1,2 und pu(A; \ M;) = 0. Insbesondere ist My, My € A,,.

Beweis
a) Zu jedem i € N finden wir ein 4; € A so dass M; C A; und pu(M;) = p(A4;). Dazu definieren
wir B; = ani Aj. Damit gilt M; C B; C A;, B; C Bj+1 und B; € A, i € N. Es folgt

w(lJ M) < ([ Bi)
i>1 i>1

= lim u(B;)

1—00
< lim p(A;)

1—>00

= lim pu(M;)

1—00

< lim p(|J My).

1—>00 )
i>1

b) Zu M existiert ein A € A mit M C A und pu(M) = p(A). Sei B € A,. Dann folgt
u(A) = p(M) = p(M N B) + p(M N B°)
< (AN B)+ p(M n B°)
< (AN B) 4+ u(AN B°) = p(A),

12



1.1 AuBere MaRe und Messbharkeit

woraus Gleichheit in obigen Ungleichungen folgt. Wegen (M) < oo ist auch u(MNB€) < oo,
und wir konnen dies von zwei obigen Termen abziehen und erhalten
uw(M N B)=pu(ANB).

c) Zu M, existiert Ay € Amit M; € Ay und wu(My) = ,u(fll). Wir definieren A; := A; N (MU
M>). Fiir diese Menge gilt nun My C A1 C My U M,. Wir folgern

p(My) < p(Ar) < p(Ar) = p(My)
und wegen M1 U My = A1 U My weiter

p(Ar N Mz) + p(Ay U M) = p(Ar) + p(Msz)

woraus p(A; N M) = 0 folgt.

Nun ist Ay \ My C A1 N My, also gilt (A1 \ Mi) = 0 und somit A; \ M; € A,. Damit gilt
dann M7 = A1 N (Al \ Ml)c € .A/J,. u

Satz 1.4
Sei A eine o-Algebra in X und v ein Maf auf A. Dann wird durch

w(M) =inf{v(A): Ae A, M C A}

fir M C X ein A-reguldres dukeres Mak auf X erklart mit pujq4 = v. Ist M € A, und
(M) < oo, so existiert ein A € A mit M C A und u(A\ M) =0.

Beweis
Fir M C X sieht man leicht, dass

o0

u(M):inf{Zu(A,-):AieA,ieN,MC GAZ}.

=1 =1

Also ist p das von (A, v) induzierte dufere Mafs. Da v monoton ist und nach der Definition von
wist plaq = v.

Um die A-Regularitit zu zeigen, nehmen wir ein A € A und ein M C X. Fir B € A mit
M C B gilt:

p(MNA)+p(MNA) <v(BNA)+v(BnNA9
=v(B)

und daher
p(MNVA) + p(M N AC) < p(M).

13



1 Grundlagen: Mak und Integral

alsoist A € A,. Sei nun M C X beliebig und ohne Beschrankung der Allgemeinheit (M) < oo.
Es existiert also eine Folge A; € A, i € Nmit M C A; und v(A;) — p(M). Setze A = (\;51 4Ai.
Dann gilt A € A, M C A, sowie

n(M) = lim v(4;) > v(() 4) = u(() A) = n(A) > p(M),
=1 =1

11— 00

woraus p(M) = u(A) folgt.

Sei schlieklich M € A, mit (M) < co. Es gibt ein A € Amit M C A und pu(M) = p(A) < oco.
Dann folgt

00 > u(A) = (AN M) + (AN M)

(M) + p(AN M)
= p(A) + (AN M),
Wegen p(A) = u(M) < oo gilt also u(A\ M) = 0. n
Anwendung: Sei 9 ein beliebiges duferes Maf auf X. Dann ist | 4, ein Maf. Durch
u(M) :=inf{9(A) : A€ Ay, M C A}
wird also ein Ay-reguléres duberes Maf auf X erklart, das ) fortsetzt (also p|a, = 9|4,)-

Definition
Seien X, Y Mengen, p ein duferes Mafs auf X und f: X — Y. Dann wird durch

(fu)(M) == u(f~H(M))

fiir M C Y ein dufleres Mafs fu auf Y erklart. Man nennt fu das Bild von p unter f oder auch
wpush forward” von p beziiglich f und schreibt hierfiir auch fupu.

Bemerkung: Fiir B C Y gilt
I (B)e Ay < VM C X :B€E A, )
Seien hierzu M C X, A, B C Y. Dann gilt
p(M O FHA) N fHB)) + (M N fHA) 0 fTH(B))
= (M) (f7HANB)) + (u[ M) (f7H (AN BY))
= f(p[M)(AN B) + f(u|M)(AN BY).
Insbesondere gilt: Ist f~1(A) € Ay, so ist A € Ag(,.

Sprechweisen: Sei p ein duberes Maft auf X. Eine Menge N C X heiftt u-Nullmenge, falls
1(N) = 0. Eine Eigenschaft & gilt fiir y-fast-alle x € X bzw. u-fast-iiberall, falls

p({x € X : £ gilt fiir x nicht}) = 0.

Mit F,(X,Y) wird die Menge aller Abbildungen f : D — Y bezeichnet mit D C X und
w(X\ D) =0.

14



1.1 AuBere MaRe und Messbharkeit
Definition

Seien X,Y Mengen, p ein duferes Maft auf X und C eine o-Algebra in Y. Dann heifit f €
F,(X,Y) p-messbar beziiglich C, falls f~1(C) C A,,.

Beachte, dass fiir f: D — Y mit u(X \ D) =0gilt: D= f~1(Y) € A,.

Lemma 1.5
Seien X,Y Mengen, p ein dukeres Maf auf X und & C P(Y). Fir f € Fu(X,Y) sind
aquivalent:

a) f7HE) C Ay

b) f ist p-messbar beziiglich o(&).

Definition
Ist (X, T) ein topologischer Raum, so nennt man die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra
o(T) die Borelsche o-Algebra des topologischen Raumes (X, 7") mit der Notation B(X).

Spezielle Borelsche Algebren sind B(R), B(R"), B(R) := {B € R: BNR € B(R)}.

Definition

Sei X eine Menge, u ein duferes Maf auf X und f € F,(X,R). Man nennt f eine pu-messbare
Abbildung, falls f dies beziiglich B(R) ist.

Im Folgenden schreiben wir fiir eine Relation p auf R, Mengen D, D’ C X und Abbildungen
f:D—=R,g: D —R:

{fogy={reDnD": f(x)og(x)}

Lemma 1.6 B
Sei p1 ein duferes Maf auf X und f € F,(X,R). Genau dann ist f eine p-messbare Abbil-
dung, wenn eine der folgenden Bedingungen fiir alle a € R erfiillt ist:

{f>a} €A, {f za} € Ay, {f <a} €A, {f<a}eA,.

Lemma 1.7
Sei p ein duberes Mak auf X, seien f, g, fr, € F (X, R), n € N, p-messbar. Dann gilt

(@) {f<g} {f <g}, {f =9} {f # g} sind p-messbare Mengen.

15



1 Grundlagen: Mak und Integral

(b) Die Funktionen
I +g. f—9 f - g (falls p-fast-tiberall definiert),

sup fn, inf f,,,
n n

er = max{f,()}, fﬁ ::_min{f70}’ ‘f‘7

limsup f,, liminf f,
n n

sind p-messbar.

Satz 1.8

Ist p ein dukeres Maf auf X, so ist f € F (X, R) genau dann p-messbar, wenn fiir alle
M C X, a,be R mit a < b gilt

(M) > p(M O {f < a}) + p(M LS > b)).

Beweis
Sei f zunéchst p-messbar. Dann gilt mit a < b, M C X:

(M) > u(M O {f < a}) +p(MN{f > a})
> u(M O {f < a}) + p(M N {f >b})

Jetzt gelte die Bedingung des Satzes fiir alle M C X, a < b. Zu zeigen ist: {f < r} € A, fiir
beliebige r € R. Sei M C X beliebig mit u(M) < oco. Fiir i € N sei

1 1
A =Mn — < f< y
i {r—l—i+17f77“+i}

Wir zeigen mit vollstéandiger Induktion, dass

n

/-L(U A2i+l) > Z :U’(AQi—‘,-l)
=1

1=0

gilt.

16




1.1 AuBere MaRe und Messbharkeit

Fir n = 0 ist dies klar. Die Ungleichung gelte fiir ein n € N.

n+1 n+1 n+1
n(U Azi) 2wl Az 04 2 55D+l A N {F < vt Y
) ) n+2 ) 2n+3
=0 1=0 N———— =0
b a
= M(U Agit1) + p(Aznys)
i=0
> > p(Agigr) + pu(A2n43)
i=0
n+1
2 p(Aziv1)
i=0
Analog zeigt man
p(l A2i) =D n(Az)
i=1 i=1
und erhélt zusammen -
Zu(Ai) <2u(M) < .
i=1
Sei e > 0. Dann gibt es ein n € N mit } ;5 pu(A;) < e. Zunéichst schitzen wir ab
1 1
pM{r < f<r+=h)<pMn{r<f<r+—})
= p(MnN G{T+L<f<r+1})
=n i+l B U
= M(U Ai)
< Z,u(Ai) <e
>n
und damit
p(MOAf <rh)+pMO{f>r})
1 1
SpMOff<r)+pMa{r <f<r+-H+uMn{fzr+—})
<pu(M)+e. .

Satz 1.9
Seien p ein duferes Maf auf X, f : X — [0, 00] eine p-messbare Abbildung und (7,)nen
eine Folge in [0, 00) mit lim,, oo rp, = 0 und > 7 | r, = 0o. Dann gibt es eine Folge (Ay)nen

17



1 Grundlagen: Mak und Integral

p-messbarer Mengen mit

=Y rala,.

n>1

Beweis
Setze Ay ={f>ri}und 4, ={f >r, + Z;”:_ll rila}, n> 1

Behauptung: Es ist f > """ ri14,, n € N. Dies gilt fiir n = 1, und wenn es fiir ein n € N
gilt, dann folgt: Ist x ¢ A, 41, dann ist

>ZT’]1A +7"n+1]lAn+1( x)
—_————
=0

nach Induktionsvoraussetzung. Ist dagegen x € A,,41, so gilt nach der Definition von A, 41

) > Z rill g, () + g1 = Z rilla,(z) + g1 La, ().
=1

Folglich ist f > Y72 rila,.
Annahme: Es gelte f(z) > > .2, rila,(x) fir ein z € X.

Alsoist Y o2 rila, (z) < 0. Day ;2 r; = oo gilt, muss es eine Folge natiirlicher Zahlen (jj)ken
geben mit ]lAjk () = 0 fiir alle £ € N. Wegen limy,_,o, 7, = 0 gibt es ein k € N mit

rj, < f(x Zr]]lA

und damit
) > Z rila, () + 75
je—1
> Z rila, (@) + 1),
Das bedeutet « € A;, im Widerspruch zu 14, (z) = 0. n

1.2 Integration

In diesem Abschnitt wird generell vorausgesetzt, dass X eine Menge und u ein dufseres Mafs auf
X ist.

Definition

Eine p-Treppenfunktion auf X ist eine p-messbare Abbildung h € F,(X,R) mit abzéhlbarer
Wertemenge im(h) und

Z r-u({h=r})>—oco oder Z r-u({h=r}) <oo
re&im(h) reim(h)
r<0 r>0

18



1.2 Integration

Ist h eine p-Treppenfunktion auf X, so wird durch

[rdn= 3 reutth=rp)

reim(h)

das p-Integral von h erklart, wobei ,,0 - 0o := 0“ gelte.

/hd,u: /h+d,u—/h_du.

(2) h =14, A€ A, ist eine p-Treppenfunktion, [ 1adp = p(A).

Bemerkung: (1) Es gilt

Lemma 1.10
Seien h,g p-Treppenfunktionen auf X. Es gelte [htdy < oo und [gtdp < oo oder
Jh™du < 0o und [ ¢g~du < co. Dann ist h + g eine p-Treppenfunktion und es gilt

/(h+g)du:/hdu+/gd,u.

Beweis

Es gilt zunéchst h4g € F, (X, R). Zur Additivitat: Wir definieren A(r, s) :== {h = r}n{g = s} fiir
r,s € R. Die Voraussetzungen des Lemmas stellen sicher, dass die nachfolgend vorgenommenen
Vertauschungen der Summationsreihenfolge zuldssig sind. Es gilt damit

[rdus [gin=3° rutth=rh+ ¥ sonlo=sh

reim(h) s€im(g)
= Z D DI Z
reim(h s€im(g) s€im(g)  reim(h)
= Y (r+s)-u(Ars))
reim(h)
s€im(g)

= Z t- Z
teim(g+h) reim(h)

s€im(g)
r4+s=t

:Zt- UArs

teim(g+h) reim(h)
s€im(g)
r+s=t

= Y tulfgrh=1))

teim(g+h)

= /(h + g)dp.

Ubung: Zeige, dass [(g + h)Tdu < oo oder [(g+ h)~du < oo gilt. =

19



1 Grundlagen: Mak und Integral

Bemerkung: Sei h eine p-Treppenfunktion mit & > 0, dann gilt [ hdp > 0. Mit Lemma 1.10
folgt fiir p-Treppenfunktionen h, g:

h<g = /hduﬁ/gdu

Definition
Sei f € F,(X,R). Eine u-Oberfunktion (bzw. u-Unterfunktion) von f ist eine p-Treppenfunktion
h auf X mit f < h p-fast-iiberall auf X (bzw. h < f p-fast-tiberall auf X).

Durch .
/ fdu = inf {/ hdp : h ist eine p-Oberfunktion von f}

wird das p-Oberintegral von f erkldrt. Analog wird durch

/fd,u = sup {/ hdp : h ist eine p-Unterfunktion von f}

das p-Unterintegral von f erklart.

Lemma 1.11
Fiir f,g € F,(X,R) gelten die folgenden Aussagen:

1) [, fdp=— ["(=f)du.
2) Gilt p-fast-iiberall f < g, so ist f* fdu < f* gdp und [, fdu < [, gdp.

4) Gilt f* fdp < 0o, so auch f* ftdp < oo und f < oo p-fast-iiberall.

5) Fiir ¢ € (0,00) gilt [“(cf)dp=c- [* fdpund [ (cf)du=c- [, fdu.

)
)
3) Gilt p-fast-iiberall f > 0, so ist f* fdp>0und [ fdu>0.
)
)
6) Ist [* fdu < oo und [~ gdu < oo, so ist f + g € F,(X,R) und

(
(
(
(
(
(

/*(f+g)du§/*fdu+/*gdﬂ.

Analog gilt: Ist [, fdu > —oco und [, gdu > —oo0, so ist f + g € F,(X,R) und

/*(f+g)du2 /*fd,u—l—/*gdu.

(7) [, fdp < [* fdp.

Beweis
Ubung n

Bemerkung: Ist h eine u-Treppenfunktion, so ist A eine pu-Oberfunktion und eine p-Unterfunktion
von h. Das heifit insbesondere

/hd,ug/hdug/ hd,u,S/hd,u,.
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1.2 Integration

Definition
Ist f € F,(X,R) eine y-messbare Abbildung und stimmt das p-Oberintegral mit dem -
Unterintegral von f iiberein, so wird durch

[ sau= [ sau= [ sa

das p-Integral von f erkdrt. Man sagt in diesem Fall, dass das p-Integral von f existiert. Ist
| fdp € R, so heifit f p-integrierbar.

Satz 1.12

Sei f e F (X, R) nicht-negativ und p-messbar. Dann existiert das u-Integral von f. Es gilt
J fdp >0 und

/fd,u = sup {/ hdp : h ist p-Unterfunktion, im(h) ist endlich} .

Beweis
Ist p({f = oo}) > 0, dann ist fiir jedes n € N die Funktion n- 17— eine y-Unterfunktion von
f und

/*fduZ/fd,uZ/n-]l{fOo}d,u:n-u({f:oo})%ooﬁirn—)oo.

Also ist [~ fdp = [, fdu = .

Sei jetzt f < oo p-fast-tiberall. Fiir ¢ € (1, 00) sei

Ut = Ztn . ﬂ{t"gf<t”+1}'
nez

Offenbar ist
U < f <tU;

p-fast-tiberall, d.h. Uy ist eine u-Unterfunktion von f, tU; eine p-Oberfunktion von f. Damit

gilt
/ fd,ug/tUtd,u—t‘/Utd,ugt/fd,u.

Ist [, fdp < oo, dann folgt f* fdp < [, fdp aus t — 1. Ist dagegen [, fdu = oo, so ist
[ fdp = [, fdu = oco. .

Satz 1.13
Seien f,g € F,(X,R) g-messbar. Dann gilt:

(1) Seice R\{0}. Es existiert | fdu genau dann, wenn [(cf)dp existiert. In diesem Fall

N /(Cf)du = c-/fdu.
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1 Grundlagen: Mak und Integral

(2) Angenommen, es existieren [ fdp und [ gfp und ([ fdp, [ gdu) # (00, Foo). Dann
ist f+ g €Fu(X,R), [(f+ g)du existiert und

/(f+g)du—/fdu+/gdu-

(3) Ist f < g p-messbar und existiert [ gdu (bzw. [ fdu), so existiert auch [ fdu (bzw.

[ gdu), und es gilt in jedem Fall
[t < [ gan

Beweis
(1) Es existiere [ fdp. Sei ¢ > 0. Dann folgt

[ enan=c- [ sau=c- [ san= [(erin

Sei ¢ < 0. Dann folgt
[ €nin= [ aenin=-o [ nan=-- ¢ [ sau

e [gau=c [ ran= (-0 [nan= [onau= [(erin

(2) Seien f, g p-integrierbar. Dann ist f, g < oo u-fast-iiberall, und somit ist f+g € F, (X, R).
Ferner gilt

/fdu+/gdﬂz/*fdu+/*gdu2/*(f+g)du
> [(+ganz [ gau+ [oau= [ sau+ [ gan

Sei nun [ fdu = co. Nach Voraussetzung gilt dann [ gdp > —oc0 und damit g > —oo
p-fast-iiberall. Das heikt f 4 g € F,(X,R). Ferner gilt

woraus die Aussage folgt.

OOZ/ (f+g)du2/(f+g)duz/fdﬂ+/gdﬂzoo,
Analog kann der Fall [ fdu = —oco gezeigt werden.

(3) Sei [ gdu < oo, das heifit f < g < oo p-fast-iiberall. Dann ist (f —g)T{g> oo} € Fu(X, R)
nicht positiv. Wegen f < g < oo p-fast-iiberall ist g + (f — g)1{y>—oc} = f und damit

ergibt (2)
Joan= [adu+ [t =0 ocrn= [ sn .
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1.2 Integration

Satz 1.14
Sei f € F,(X,R) y-messbar. Dann gilt:

(1) [ frdu, [ f~dp existieren stets. Es existiert [ fdu genau dann, wenn [ fTdu < oo
oder [ f~dp < co. In diesem Fall ist

/fdu—/ﬁdu—/fdu-
‘/fdu‘ S/!fldu-

(2) Ist f p-integrierbar, so auch |f].

Ferner ist

Beweis
(1) Es existiere [ fdp. Ist [ fdu < oo, so ist [ fTdu < oo nach Lemma 1.11 (4). Ist dagegen
[ fdp = o0, soist [(—f)du = —oco und daher [ f~du= [(—f)Tdu < cc.

Umgekehrt sei [ fTdp < oo oder [ f~dp < co. Dann existiert nach Satz 1.13 (2) das
Integral [(f™ — f7)du wegen Satz 1.13 (1) ist [ fdp= [ fTdu— [ f~dp.

Stets existiert das Integral von |f| und

/!f\duz/(f++f)duz/f+du+/fduz ‘/f*du—/fdﬂ‘ - )/fdu‘.

(2) Ist f p-integrierbar, so folgt aus (1), dass [ fTdu < oo und [ f~du < co. =

Satz 1.15 (Lemma von Fatou)
Sei fp, € Fp(X,R), n € N, mit f, > 0 und p-messbar. Dann gilt

/hggloréf fndp < l%nl)géf/fndu.

Beweis
Sei € € (0,1). Sei h eine p-Unterfunktion von liminf, . fr, mit im(h) = {ry,...,rn} C [0,00)
(vergleiche Satz 1.12). Fiiri=1,...,m und n € N sei

Ai,n = {h = 7"1‘} N {égf fre>e€- ’f‘z‘} S A'u.
Es gilt A;p C Ajpyr fiir i =1,...,m und n € N. Fiir p-fast-alle z € X mit h(z) = r; gilt:

er; < 1 < liminf f,(z) = sup inf fi(x).
n—00 neNk>n
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1 Grundlagen: Mak und Integral

Es gibt ein n € N mit er; < infy>, fi(x), das heifit x € A4;,,. Also

p({h =mr}) = U Ain).

neN

Die Mengen A;,, i = 1,...,m, sind paarweise disjunkt und aus ihrer Definition folgt, dass

m
E Eri]lAi,n
i=1

eine p-Unterfunktion von f,, ist.

Hiermit gilt

m
I%Iggf/fndu > I%Igioféfxgriﬂ(fli,n)
i=1

m
= Z er; liminf pu(A; )

= Zgrzﬂ U Azn

neN

ZTZN {h=ri})

=€ / hdy.
Es folgt
1
/liminf frndu < liminf/fnd,u
n— 00 £ n—oo
fiir ein beliebiges € € (0,1). Lésst man € gegen 1 gehen, so folgt die Behauptung. n

Satz 1.16 (vor_l der monotonen Konvergenz)
Ist fr, € Fu(X,R) p-messbar, n € N, 0 < f; < fo < -+, so gilt

lim fndu:/ lim f,du.
n—oo

n—oo

Beweis
Grenzwerte und Integrale existieren offenbar. Es gilt

lim [ fudu < / lim_

n—oo

< limsup/fnd,u. (nach Satz 1.15)

n—00
|
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1.2 Integration

Satz 1.17 (Lebesgue)

Sei f, € Fu(X, R), n € N eine konvergente Folge pi-messbarer Funktionen. Es existiere eine
p-integrierbare Funktion g € F,(X,R) mit |f,| < g p-fast-iiberall fiir jedes n € N. Dann
sind f, und f := lim,,_,~ fn p-integrierbar und

Tim. / Fodp = / fdp.

i [ 1f = foldu = 0.

Schérfer gilt sogar

n—o0

Beweis

Wegen | ful, |f] < gist [ |fuldp < cound [|f|du < oo. Die Folge (2g—| fn— f|)nen nichtnegativer
Funktionen in F,(X,R) konvergiert fiir n — oo p-fast-iiberall gegen 2g. Mit dem Lemma von
Fatou (Satz 1.15) folgt:

n—oo

/2gdu—limsup/\fn —fduzlirginf/@g— | fr = fl)dp

> /lirginf@g— | fn —f!)du:/2gdu

:29

also

lim/\fn—f\du—o. ]

n—oo

Notation: Fiir A C X und f € F,(X,R) sei

/. = [ tafin und | gau= [nafan.

Existiert das p-Integral von 14 - f, so setzt man

/A fau= [ Lasdn

Lemma 1.18

Ubungsblatt 2, Aufgabe 4) Sei f,, € F,(X,R), n € N, eine Folge nichtnegativer Funktionen.
nw

Dann gilt

/*g:lfnduﬁgl/*fndu-
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1 Grundlagen: Mak und Integral

Satz 1.19
Sei g € F,(X,R) eine nichtnegative Funktion. Dann wird durch

B(A) = /A gdu, AC X,

ein duReres Maf auf X definiert. Es gilt A, C Ay. Ist g sogar y-messbar und f € F,(X,R)
p-messbar, dann existiert | fdiy genau dann, wenn [ fgdu existiert. In diesem Fall gilt

[ #dv = [ fodn

Beweis
Es gilt () = 0. Die Subsigmaadditivitit folgt direkt aus Lemma 1.18.

Sei Ae A, und M C X mit ¢)(M) < co. Sei € > 0 beliebig. Dann existiert eine y-Oberfunktion
hzu 1y - g mit A > 0 und

/hd,ug/ Targdp +e.

Dann ist 1 4-h eine p-Oberfunktion zu 1asn4-g und 1 gc - h ist eine p-Oberfunktion zu 1 prnac-g.
Daher folgt

§/]IA-hd,u+/]lAc~hdu

= [hdu< [ targdu+ =) +e

Sei nun g p-messbar und f € F,(X,R) und sei zundichst f > 0. Also existieren [ fdi und
[ gfdpu. Es gibt eine Folge (7;) jen in (0, 00) und (A;) en in A, mit f = Z]Oil i1, Zweimalige
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1.2 Integration

Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz (Satz 1.16) ergibt

[rav= | grjmjdw

Sei nun f eine beliebige p-messbare Funktion. Wegen (fg)* = f* - ¢ gilt / frdiy < 0o genau
dann, wenn f(fg)idu < co. Somit existiert [ fdi genau dann, wenn [ fgdu existiert und

[t = [ [5aw= [1rgdu- [ £ gt = [ =59 = [ sodn. w

Satz 1.20
Sei f € F,(X,R) p-integrierbar. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0 derart, dass fiir alle

Aec A, mit p(A) <o gilt
‘/VWM<6
A

Beweis
Betrachte g,, :== min{|f|,n}, n € N. Es gilt 0 < g, /| f| fiir n — co. Damit ist

gg/%w=/mm<w

Zu einem vorgegebenem € > 0 gibt es ein N € N mit

3
0< [1fldn~ [ gin <.
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1 Grundlagen: Mak und Integral

Fiir A € A, mit u(A) < 55 =: 6 folgt nun

J 1= [ (51 gN>du+/gNdu

S/(If!—gzv)dquN-u(A)
——

Seien X,Y # () Mengen mit dukeren Mafen p auf X, v auf Y. Durch

(uxv)(M mf{zlu )A€ A, Bie A, i €N, MCUA x B;)}
=1

wird ein dufseres Mafs auf X x Y erklart, némlich das von & == {AxB:Ac A,, Be€ A,} und
A mit A(A x B) == u(A) -v(B) fir Ae A,, B € A, induzierte dufiere Maf.

Satz 1.21 (Fubini)
Seien X,Y # () Mengen mit duferen Mafen p auf X und v auf Y. Dann gelten folgende
Aussagen:

(1) Au® A, C Apuxp und (u x v)(Ax B) = pu(A) -v(B) fir Ac A,, Be A,.
(2) Das Mak p x v ist A, ® A,-regulér.

(3) Existiert das (u x v)-Integral von f € F,x, (X x Y,R) und gilt {f # 0} c U2, M;,
M; € Ayxy, (< v)(M;) < oo, i €N, so gilt:

f(,y) € Fu(X,R) ist y-messbar fiir v-fast-alle y € Y. Es ist [ (=, y)u(dz) v-messbar
und [ f(z,y)u(dz)v(dy) existiert (und symmetrisch in 2 und y) und schlieflich:

[ ftu ) = [ @ ppntdonias) = [[ $(.pvidynio).

Beweis
Wir setzen

E={MC X xY :1py(,y) € F,(X,R) ist y-messbar fiir v-fast-alle y € Y,
/]IM(x,y)u(d:L‘) € F,(Y,R) ist v-messbar}.

Fir M € & sei
o(M) = [ (2, y)p(dz)v(dy).

Wir zeigen zwei Hilfsbehauptungen:
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1.2 Integration

() Ist Mj € &, j € N, eine Folge paarweise disjunkter Mengen, so ist U;’;l M; € &, denn:

]lU]Oil M; ('a y) = Z ]le ('a y)
j=1
ist p-messbar fiir v-fast-alle y € Y und

[ 10z wntdn) = Y- [ @ pputdo)
j=1
ist v-messbar.
(B) Ist M €&, j €N, My DMy D -+ sowie (M) < 00, so gilt [);5 M; € &, denn:

]lﬂ;ile(ay) - hm ]lM](7y)

J—00

ist p-messbar fiir v-fast-alle y € Y und

[ 10 o wntde) =l [ g o pudde)

J—00

ist v-messbar.
Betrachte nun folgende Mengensysteme:
Eo={AxB:Ac A, Be A},

& ={JGi:Gie &},

i=1

Ey = {m Hj : Hj € 51}.
Jj=1

Fir Ax B € & ist Laxp(,y) =1a-1p(y) p-messbar fir alle y € Y und [ Ly p(z, y)p(dz) =
u(A) - 1p(y) ist v-messbar. Also ist A x B € £, und damit & C €.
Fir Ax Be &, CxD €& ist
(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)eé&
und

(Ax B)\(Cx D)= ((A\C)x B) U ((ANC) x (B\ D)).
€& €&o

Jede abzéhlbare Vereinigung von Mengen aus & kann als abzidhlbare Vereinigung von paarweise
disjunkten Mengen aus & erhalten werden, das heift & C & nach («).

Da &; stabil beziiglich der Bildung endlicher Durchschnitte ist, folgt mit Hilfe von (3)

{(]I‘IZI‘IZ €&,ieN, Q(Hl) <OO} c €.
=1
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1 Grundlagen: Mak und Integral

Behauptung: Fir M C X x Y gilt
(uxv)(M)=if{o(V): M CV,V €&}
und es gibt zu M ein W € & mit M C W und (pu x v)(M) = (u x v)(W) = o(W).
Nachweis: Fiir i € N sei 4; x B; € & mit M C |J;2,(A; x B;) = V € &. Dann gilt
Iy <> laxs,
i=1

wobei Gleichheit gilt, falls die Mengen A; x B; paarweise disjunkt sind. Somit erhélt man

o(V) <> 0(Ai x Bi) =Y u(Ai)v(By),
i=1 i=1

wobei auch hier Gleichheit gilt, falls die Mengen A; x B;, ¢ € N, paarweise disjunkt sind.
Der erste Teil der Behauptung folgt somit aus
o0 oo
(nx v)(M) =inf{) _ p(A)v(B;) : A x B; € &,i € N,M C | J(A; x B;)}
i=1 i=1

=inf{o(V): M CV,V € & }.

Ist (u x v)(M) < o0, so existieren V; € £, 9 € N, M C V; mit
lim o(Vi) = (u < v)(M).
Setze M C W =2, Vi € &. Es gilt
(1 V)(M) < (ux )(W) < Tim o(Vi) = o(IV) = (u x v)(M).
Ist (uxv)(M) =00, sosetze W :=X xY € &.
Nun beweisen wir die eigentlichen Aussagen des Satzes:
(1) Sei A x B € &. Zunéchst gilt offenbar
Fiir ein beliebiges V € & mit A x B C V gilt

(uxv)(Ax B)=inf{o(V): Ax BCV,V €&} =0(Ax B)=u(Av(B).

FirTCc X xY und U € & mit T C U sind U N (A x B) und U N (A x B)¢ disjunkte

Mengen in &;. Wir erhalten so

(Lxv)(TN(AxDB))+ (pxv)(TN(AxB))
< o(UN (A x B)) + o(U N (Ax B)) = o(U).
Bildet man das Infimum iiber alle U € & mit U D T, so ergibt diese Ungleichung
(1% V)(T 0 (A x B)) + (u x v)(T 1 (A x B)) < (ux v)(T),

woraus A x B € A, folgt.
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(2)

3)

1.2 Integration

Ist M C X xY und (ux v)(M) < oo, so gibt es W € & mit o(W) < oo und mit der
gewiinschten Eigenschaft (u x v)(M) = (u x v)(W).

Sei f =1y, M € Ayx, und (u x v)(M) < co. Zu M existiert ein W € & mit M C W
und (1 % v)(M) = (5 x )(W) = o(W).

Fall 1: (uxv)(M) = 0. Dann gilt o(W) = 0 und 1/(-,y) = 0 p-fast-iiberall fir v-fast-alle
y € Y. Insbesondere ist M € £ und po(M) = 0.

Fall 2: (u x v)(M) > 0. Dann gilt (u x v)(W\ M) =0, M C W. Fall 1 liefert W\ M € &
und o(W\ M) = 0. Also ist 1ps(,y) = (Tw — Ly ar) (-, y) p-messbar fiir v-fast-alley € Y
und 1p/(-,y) = L (-, y) p-fast-iiberall fiir v-fast-alle y € Y. Insbesondere ist M € £ und
o(M) = o(W) = (u x v)(M), u
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2 AuRere MaRe auf metrischen Riumen

2.1 Regularitat und metrische auBere Male

Sei (X,d) ein metrischer Raum mit der von d induzierten Topologie 7. Sei B(X) die Borel-
o-Algebra. Ist p ein dufieres Maf auf X und sind alle offenen (alle abgeschlossenen) Mengen
in A, so gilt B(X) C A,. Wir nennen p Borel-regulér, wenn p B (X)-regulér ist, das heifst
B(X) C A, und zu jedem M C X existiert ein B € B(X) mit M C B und (M) = pu(B).

Lemma 2.1

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C P(X). Fiir jede Folge (4;)ien in A gelte [ J72, A; €
Aund 2, A; € A. Enthiélt A ferner alle offenen Mengen oder alle abgeschlossenen Mengen,
so gilt B(X) C A.

Beweis
Ubungsblatt 2, Aufgabe 2 (a). n

Satz 2.2
Sei p ein dukeres Maf auf dem metrischen Raum (X, d) mit B(X) C A, und A € A,,. Dann
gilt:

(1) Ist p Borel-regulidr und pu(A) < oo, so existieren By, Bs € B(X) mit B, C A C By
und p(B; \ Bz) = 0.

(2) Gilt pu(A) < oo und ist A € B(X) oder p Borel-regulér, so existiert zu jedem ¢ > 0
eine abgeschlossene Menge C' C A mit u(A\ C) < e. In diesem Fall gilt

w(A) =sup{u(C) : C C A, C abgeschlossen}.
(3) Gibt es eine abzithlbare, offene Uberdeckung (U;)ieny von A mit u(U;) < oo fiir alle

i € Nund ist A € B(X) oder p Borel-regulér, so existiert zu jedem £ > 0 eine offene
Menge U D A mit u(U \ A) < e. In diesem Fall gilt

pu(A) =inf{u(U) : U D A, U offen}.

Beweis
Teil (1) und (2): Ubungsblatt 2, Aufgabe 2. Zu (3):
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Seien A und (U;);en wie vorausgesetzt. Sei ¢ > 0. Zu jedem i € N existiert nach (2) eine
abgeschlossene Menge C; C U; \ A mit u((U; \ A) \ C;) < &. Setze U == [J;2,(U; \ C;). Dann
ist U offen und A = J;2,(ANU;) € U2, (Ui \ C;) = U. Ferner ist

o0

WU\ A) = u(J 0 €O\ A) < 3 @\ C\ A) < OCARNES

i=1 =1

)
g
2
=1

Definition
Seien X eine Menge, (Y, T) ein topologischer Raum, x ein duferes Maf auf X und f € F,(X,Y).
Man nennt f p-messbar, falls f p-messbar beziiglich B(Y)) ist, das heift f~1(B(Y)) C A,.

Fiir einen metrischen Raum (X, d), fiir Mengen A, B C X und x € X sei

d(xz,A) == inf{d(x,y) : y € A}, d(A, B) = inf{d(z,y),z € A, y € B}.

Satz 2.3
Seien X eine Menge, (Y,d) ein metrischer Raum, p ein duferes Maf auf X sowie f €
F,(X,Y). Dann sind dquivalent:

(1) f ist p-messbar.

(2) Fiir jede Menge M C X und alle Mengen A, B C Y mit d(A, B) > 0 gilt

p(M) = p(M 0 F(A) + u(M 0 f(B)).

Beweis

(1) = (2): Sei f p-messbar. Seien M C X, A,B C Y mit d(A, B) > 0. Es gibt UA DA Uy
offen mit Uy N B = 0. Somit gilt f~1(B) C f~1(US) = f1(Ua)¢ und f~1(A) C f~1(Ua). Nach
Voraussetzung ist f~1(U4) € A,. Es folgt

p(A) = p(M O FHUA)) + (M O FHUA)) 2 n(M 0 fTHA)) + p(M 0 fHB)).
): Zeige f71(C) € A, fiir eine beliebige abgeschlossene Menge C' C Y. Fiir y € Y sei
y,C). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei C' # (). Fiir a,b € R mit a < b gilt

d({g < a},{g > b}) > b—a>0.
—_—— ——
=A =B
Fir M C X erhéilt man nun
p(M) > p(M 0 f7HA) + (M0 fH(B) = (M N {go f <a})+uMn{go f>b}).

Da go f: X — R die Bedingung von Satz 1.8 erfiillt, folgt die Messbarkeit von g o f, das heift
insbesondere ist {go f = 0} € A,. Ferner ist

fHO) ={z € X :d(f(2).C) =0} = {go f =0} € Ay,

wobei die Abgeschlossenheit von C' verwendet wurde. n
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2.2 Vitali-Relationen

Satz 2.4 (Kriterium von Carathéodory)
Fiir ein duferes Mafs p auf (X, d) sind dquivalent:

(1) B(X) C A,
(2) Fur A, B C X mit d(A, B) > 0 gilt u(AU B) > u(A) + p(B).

Beweis
(1) = (2): Ist B(X) C Ay, soist idx : X — X p-messbar. Fiir Mengen A, B C X mit
d(A, B) > 0 folgt nun aus Satz 2.3, (1) = (2), dass

W(AUB) > (AU B) Nid5(A)) + u((AU B) Nid5 (B)) = p(A) + ju(B).

=A =B

(2) = (1): Seien M C X, A,B C X mit d(A, B) > 0. Dann ist auch d(M N A,M N B) >0
und daher

u(M) = p(M N (AUB))
— (M N A)U (M N B))
> (M N A)+ u(MnB)
— (M iz (A)) + p(M Nidg (B)).

Nach Satz 2.3, (2) = (1), ergibt dies die pu-Messbarkeit von idx, das heit B(X) C A,. =

2.2 Vitali-Relationen
In dem metrischen Raum (X, d) sei

M(X) := {u : p ist ein Borel-reguldres Maf auf X und

u(A) < oo fiir alle beschdnkten Mengen A C X'}.
Motivation: Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] = R monoton wachsend. Fiir z € [a,b) sei

L¢(z) == limsup fwth) - f(x)
N h

Mit A wird das duflere Lebesguemafs auf R bezeichnet, das heifst

AM) = inf{) (b — a;) - a; < b, M C | s, bi]}-
i=1 i=1

Behauptung: Fiir M-fast-alle z € [a,b] ist L(z) < oo.
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Zum Nachweis sei
¥ ={[z,z+h]:z€[a,b],0<h<b-—uz}

Fiir ¢ > 1 sei
¥, ={lr,x+hle¥: f(x+h)— f(x)>1t-h}.

Wir wollen zeigen, dass die Menge

A ={x € [a,b) : limsup Jla+ h}i — /(@) = o0}
N

Lebesguemafs Null hat.

Firz e A, t > 1 gilt:
inf{h>0:[z,z+h] € ¥} =0.

Falls es gelingt, eine disjunkte Folge ([x;,z; + hi])ien in ¥ zu finden mit

AA\ U[mx + hi]) =0,
=1 ~

dann folgt

AA) = A(ANS)+ AANSY) = \ANS)

> Ll + k) — Flx; b) — f(a
S/\(S):;hi<;f( 1) = f(0) _ 0= Se)
Da ¢ > 1 beliebig ist, folgt A(A) = 0.
Wichtig war hierbei:
(1) Die betrachteten Intervalle sind beliebig kurz.

(2) Bis auf eine Nullmenge lasst sich eine abzdhlbare disjunkte Teiliiberdeckung finden.

(3) Oft geniigt es auch, den Grad der Mehrfachiiberlappung beschridnken zu kénnen.

Definition

Sei p ein duferes Maf auf (X,d), M C X, A C P(X). Man nennt A eine (offene, abge-
schlossene, Borelsche) p-Uberdeckung von M wenn pu(M \ Jye 4 A) = 0 und A aus (offenen,
abgeschlossenen, Borelschen) Mengen besteht.

Definition
Sei p € M(X). Eine p-Vitali-Relation V' auf X ist eine Teilmenge des Mengensystems {(z, S) :
x € 85,5 € B(X)} mit folgenden Eigenschaften:

(1) inf{diam(S) : (z,S) € V} =0 fiir alle z € X.
(2) Fir Z ¢ X, C C V mit inf{diam(S) : (z,5) € C} = 0 fiir alle z € Z enthélt die Familie
C(Z):=1{S: (2 8) € C fiir ein z € Z} eine abzihlbare disjunkte p-Uberdeckung von Z.

Im Folgenden werden Methoden und Kriterien zum Nachweis von Eigenschaft (2) vorgestellt
und Vitali-Relationen bei der Differentation von Mafsen verwendet.
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2.2 Vitali-Relationen

Beispiel

Seien X =R, V = {(z,[z,z + h]) : [z,2 + h] € ¥}. Dann ist (1) erfiillt. Spéter wird (2) fiir
= X gezeigt, so dass V eine \-Vitali-Relation ist. Wahle Z = A wie oben, C' = {(z, [z,x+h]) :
[z, z+h] € ¥;}. Dann ist die Voraussetzung fir Z aus (2) erfiillt und es existiert eine abzéhlbare
disjunkte A\-Uberdeckung von Z, das heit es existiert ([z;, 2; + hi])ien paarweise disjunkt mit
[z, x; + h;] € ¥ und M(A\ U2, [z, xi + hi]) = 0.

Rahmensituationen, in denen (2) verifiziert werden kann:

(1) Der metrische Raum (X, d) ist allgemein, p erfiillt eine diametrische Regularitéitsbedin-
gung.

(2) Der Raum (X, d) ist spezieller, geeignet ist etwa (R™, || ||), p ist ein beliebiges Radonmafk.

Satz 2.5
Sei § € P(X) mit sup{diam(S) : S € S} < o0, 1 <t <oound ) ¢ S. Fiir T € S sei
S ={Se8:5NT #0, diam(S) < ¢-diam(7)}. Dann existiert eine disjunkte Familie

Beweis
Definiere

Q:={R C S: R ist eine disjunkte Familie von Mengen, fiir alle S € S gilt:

SN |J BR=0oder S € S}, fiir ein R € R}.
ReR

Dann ist (€2, C) eine geordnete Menge. Nach Voraussetzung gibt es ein T' € § mit sup{diam(S5) :
S e S8} <t-diam(T). Daher ist {T} € Q.

Behauptung: Jede linear geordnete Teilmenge A C €2 hat eine obere Schranke.

Nachweis: Die obere Schranke ist (Jgcp R. Dies ist eine disjunkte Familie: Wenn R, R’ €
Urea R, so ist R € R, R" € R' mit R,R" € A. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
R' D R,also R, R € R'. Da aber R’ eine disjunkte Familie ist, ist RN R = () oder R = R’. Sei
S e 8. Ist nun SN (Uger Urer R) # 0, so ist fiir ein R’ € A schon SN Jpers R # 0. Wegen
R’ € Qist dann S € Sk, fiir ein R’ € R’ und damit auch S € S} fiir ein R € Ugep Urer Sk-
Folglich ist (Jgecp R € 2.

Aufgrund des Zornschen Lemmas existiert ein maximales Element 7 € 2. Sei

K={Ses:5n ) T=0}
TeT

Angenommen, K # (). Dann existiert ein K € K mit sup{diam(S) : S € K} < ¢ - diam(K). Es
ist 7 U {K} eine disjunkte Familie. Ist schlieRlich S € S und SNUY{T : T € T U{K}} # 0.
Dann gilt SN UperT # 0, und somit S € St fiir ein T € T, oder SNK # 0 und S € K,
diam(S) < t - diam(K), so dass S € Sk. In jedem Fall ist T U {K} € Q im Widerspruch zur
Maximalitéat von 7.

37



2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Folglich ist K = ). Fiir jedes S € S existiert also ein 7' € T mit SNT # (. Da T € Q, folgt
S e Sk firein T € T, also ist S = Jper Sk =

Dieser Satz ist ein entscheidentes Hilfsmittel im Beweis des folgenden Satzes.

Satz 2.6
Seien € M(X), A C X, A # 0 sowie t > 1 und r > 0. Sei S eine abgeschlossene
Uberdeckung von A mit

(1) sup{diam(S):S € S} < o0,
(2) inf{diam(S): S €S,z € S} =0fir allex € A,

(3) M(USE‘S‘% S) < r-u(B) fir alle B € S.

Dann gibt es zu jeder offenen Menge U C X eine abzihlbare, disjunkte pu-Uberdeckung C
von ANU mit C C S und Jgeo C C U.

Beweis

Sei zunéchst A beschriankt. Sei U C X offen. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit ANU # ()
und U beschréankt. Wir betrachten ¢ := {S € S : ) # S C U}. Nach Satz 2.5 existiert eine
disjunkte Familie C C ¢ mit der Eigenschaft U = JpeeUs C Upee S Wegen € M(X) ist
w(U) < oo und wegen (3) ist p(B) > 0 fir B € C. Da |Joee C C U und C disjunkt, folgt die
Abzahlbarkeit von C.

Weiterhin gilt

Sou( | <D rou@) <ropU) < .

cec  crest, cec
Somit gibt es zu jedem € > 0 eine endliche Menge D C C mit

ou|J <.

cec\D  Crest,

Sei nun x € ANU \ Upep D- Da |Jpep D abgeschlossen ist und nach (2) gibt es ein S € S
mit SN UpepD = 0, x € S C U. Insbesondere ist S € U C Jpee St Dann gilt aber
S € Uceerp Sf. Nun kann man abschétzen:

wAnUN\ |J ) <wAanU\ |J D)
ceC ceD

<wly U

CeC\D C'est,

<> Y oh<e

CeC\D C'eSt

Da e > 0 beliebig ist folgt u(ANU \ Upee C) = 0.
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2.2 Vitali-Relationen

Sei nun A beliebig. Wahle a € A. Induktiv werden beschrankte Mengen A; C X, offene Mengen
W; C X und endliche disjunkte Folgen C; C S abgeschlossener Mengen konstruiert. Setze
hierzu Wy := U, Ay == 0, Cp := () und falls W;_1, Aj_; und C;j_; fiir j > 0 schon definiert
sind, so sei W; = Wj;_1 \ UCecj_l C, Aj = {x € A:dax) < j}. Da A; beschrinkt ist
und Wj_q \ UCecj,l C = Wj offen, gibt es eine endliche disjunkte Teilfamilie C; C S mit
Ucee, © € Wy und (W0 A5\ Ugee, C) < 55 Die Mengen W; = U\ 2 Ugee, C, 5 €N,
sind absteigend, (4;);en sind aufsteigend, C = (J;5, C; ist nach Konstruktion eine abzéhlbare
disjunkte Mengenfolge in S. Ferner ist U \ Jpee C C W fiir jedes i € N. Fiir k € N beliebig
gibt also:

pn Ay ) = ulJuw\ U e)nay)
j=1

ceC ceC
=p(Jw\ Joyn4y)
=k cec
= u(|JWjs1 0 4;)
=k
<uJwina\ {J )
i=k CGCj
— 1
< Z YR
=k
Da k € N beliebig, folgt u(U N A\ Ugee C) = 0. n

Beispiel
Sei V = {(z,[z,z+h]): x € [a,b), 0 < h < b—z}. Dann gilt:

(1) inf{diam([z,x +h]) : 0 < h <b—z} =0 fir alle z € [a,b).
(2) Seien Z C [a,b), C C V mit inf{diam(S) : (z,5) € C} =0 fir alle z € Z.
Betrachte C(Z) :={S: (2,S5) € C fir ein z € Z}.
Wir werden Satz 2.6 verwenden und weisen die folgenden Voraussetzungen nach:
(i) sup{diam(S): S e C(Z)} <b—a < 0.

(i) inf{diam(S): S € C(Z), z € S} = inf{diam(S) : (z,5) € C firein z € Z,z € S} <
inf{diam(S) : (z,5) € C} =0 fiir alle z € Z.

(iii) Sei B := [z,z + h] € C(Z) = S. Dann ist S eine abgeschlossene Uberdeckung von
Z. Ferner: [y,y + h] € S§ impliziert [y,y + h] N [z, 2 + h] # O und diam([y,y + h]) <
t - diam([z, > + h]), das heift h < h, also gilt [y,y + h] C [x — th,x + h + th] und
damit )‘(Usesg S) < X[z —th, (L +t)h]) = (1 + 2t)h = (1 + 2t)A\(B).

Nach Satz 2.6 existiert eine abzdhlbare disjunkte A-Uberdeckung von Z mit Mengen aus
S=0C(2).

Somit ist V' eine A\-Vitali-Relation.
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Definition
Eine metrische abgeschlossene Kugel in (X, d) ist B(x,r) = {z € X : d(z,z) < r} fir r > 0.

Korollar 2.7
Seien p € M(X), AC X, 7 >0,t> 1. Sei S eine Uberdeckung von A durch abgeschlossene
Kugeln mit

(1) sup{diam(S) : S € S} < o0,
(2) inf{diam(B(y,s)):y € A,z € B(y,s) € S} =0 fiir alle z € A,
(3) fiir alle z € A und alle B(xz, s) € S gilt: pu(B(z, (1 + 2t)s)) < - pu(B(z,s)).

Dann gibt es zu jeder offenen Menge U C X eine abzihlbare disjunkte p-Uberdeckung
CC SvonUNA, mit C CU fiir alle C € C (wobei alle C' € C ihren Mittelpunkt in A
haben).

Beweis

Sei 8" := {B(z,s) € S:z € A}. Dann ist S’ eine abgeschlossene Uberdeckung von A wegen (2).
Bedingung (1) in Satz 2.6 folgt aus der Voraussetzung (1) hier, die Bedingung (2) in Satz 2.6
folgt aus der Voraussetzung (2) hier. Wir weisen die Bedingung (3) in Satz 2.6 nach. Hierzu sei
B(z,s) € &', das heift z € A.

Behauptung:
U S B (1+2t)s)
Sesg(m)
Nachweis: Sei S = B(y,0) € Sg(x 5 Dann ist B(y,0) N B(z,s) # 0 und auferdem gilt
diam(B(y, 0)) < t - diam(B(x, s)). Sei z € B(y, 0) und 2y € B(y, o) N B(z, s). Dann gilt

d(z,x) <d(z,20) + d(z0,2) < diam(B(y, 0)) + s <t-2s+s=(1+ 2t)s.

Hiermit:
(| 9) < u(Bla,(1+20)s) < - u(B(z, s)).
SeSI{Bf<m)
Die Aussage des Korollars folgt nun mit Satz 2.6. m

Bemerkungen: (1) Die Bedingung (2) ist insbesondere dann erfiillt, wenn inf{diam(B(s, x)) :
B(z,s) € S} = 0 fiir alle x € A. Falls jetzt p eine diametrische Regularitdtsbedingung
erfiillt, dann ist V := {(z,B(z, s)) : z € X, s > 0} eine p-Vitali-Relation.

In Satz 2.8 werden wir einen Uberdeckungssatz formulieren, mit dessen Hilfe zum Beispiel
fir X = R", d = | - ||, gezeigt werden kann dass V fiir jedes (!) Mak p € M(R") eine
u-Vitali-Relation ist.

(2) Ist p € M(X) und gibt es 0 < u < v, n € N mit

0<u< MBI

STL
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2.2 Vitali-Relationen

fir alle a € X, s > 0, so folgt

p(B(r, (2t + 1)s)) < " -

4
—~
[\
~
+
—_
S—
3

Satz 2.8 (Besicovitch)

Zu n € N existiert ein N, € N so dass gilt: Ist F eine Familie abgeschlossener Kugeln
mit positiven Radien in R™ und sup{diam(B) : B € F} < oo und ist A die Menge der
Mittelpunkte dieser Kugeln, dann gibt es Gy,...,Gy, C F derart, dass G; eine abzéhlbare
disjunkte Teilfamilie von F ist und

ACCj U B.

=1 BEG;

Beweis
Ubung bzw. Literatur (Evans & Gariepy, Mattila, allgemeiner Federer) n

Korollar 2.9

Seien 4 ein Borel-reguldres Maft auf R” und F eine Familie abgeschlossener Bélle mit posi-
tiven Radien in R™. Sei A die Menge der Mittelpunkte dieser Bélle. Sei pu(A) < oo und
inf{r > 0 : B(a,r) € F} = 0 fur alle a € A. Dann gibt es zu jeder offenen Menge
U C R" eine abzdhlbare disjunkte Teilfamilie G C F, so dass B C U fir alle B € G
und p(ANU\ Upeg B) =0, das heifit, G ist eine p-Uberdeckung von ANU.

Beweis

Wiihle 6 € (1 — §-, 1).

Behauptung: Es gibt M; € N und disjunkte Bélle By, ..., By, € F mit B; C U und

My
wANUN\ | B) <0-u(ANTD).
=1

Nachweis: Sei F; .= {B € F : diam(B) < 1, B C U}. Die Menge der Mittelpunkte von Béllen
aus Fi ist gerade ANU. Wegen Satz 2.8 gibt es zu F; Teilfamilien Gy, ...,Gy, C Fi, wobei G;
abzihlbar viele disjunkte Bélle enthdlt mit ANU C ANUN vaznl Upeg, B- Hieraus folgt

Ny, Np,
wANU) <pAnUnJ | B) <> wAanUn | B)
i=1 Beg; i=1 Beg;
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2 AuBere Mafe auf metrischen Rdumen
Es gibt ein i € {1,..., N,}, so dass

mAnUN | B) >
Beg;

1
NoHAND).

Da p Borel-regular ist, gibt es M; € N und By, ..., By, € G; mit

My
wANUN|JB) > (1-0)u(ANB).
=1

Nun folgt

M1 Ml
00> pANU) = AnUN|JB)+wAnU\ | B))
=1 =1

My
> (1= 0OuANU)+u(AnU\ | B)),
=1

also die Behauptung.

Im Folgenden wenden wir die bewiesene Behauptung wiederholt an. Setze Uy :== U \ UM1 B;
sowie Fo = {B € F : diam(B) < 1, B C Us}. Wie eben findet man My € N, My > M; und
disjunkte abgeschlossene Bélle By, 11, ..., By, € F2 mit

Mo Mo
pANUN\JB) =wAnT:\ | B)

=1 i=Mi+1
< 9/1,(A N UQ)

My
= 6u(ANU\ | Bi)

=1

<O?u(ANnU).

Man erhélt so eine Folge disjunkter Bélle in F, die in U enthalten ist, so dass

M,
W ANUN\JBi) < 6% u(ANT) — 0 fiir k — o .
i=1 %

2.3 Differentiation von MalRen

Definition
Seien p € M(X), V eine u-Vitali-Relation auf X, z € X. Seien D C P(X) und f : D — R.
Dann wird fiir jede Teilfamilie C' C V' mit inf{diam(S) : (z,5) € C'} = 0 erklart:

C- hmsupf C-limsup f(S) :== limsup{f(S) : (z,5) € C, S € D, diam(S) < €}
e\0

S—x
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2.3 Differentiation von Mafen

und

C-liminf f = C- ligninff(S) = lim\%lf{f(S) i (x,8) € C, S €D, diam(9) < e}.
T —T €

Falls C-limsup, f = C-liminf, f gilt, so wird erklért:

C- hmf C- lim f(S) := C-limsup f = C-liminf f.

S—x

Insbesondere: Seien p, v € M(X) und V eine p-Vitali-Relation. Dann wird erkléart:

D(v, p, V,z) = V- limz7
v p

falls dieser Grenzwert existiert.

Satz 2.10
Seien p, v € M(X). Fir M C X sei

v (M) =1inf{v(A) : A € B(X), u(M \ A) = 0}.

Dann ist v, € M(X). Es gibt ein B € B(X) mit v, = v|B und u(B¢) = 0. Ferner ist v, = v
genau dann, wenn jede u-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

Beweis
Sei M C X. Wir zeigen zunéchst, dass es A € B(X) gibt mit p(M \ A) =0 und v, (M) = v(A).
Hierzu sei v, (M) < oo (sonst wihle A = X). Zu k € N existiert Ay € B(X) mit u(M\ Ax) =0

und

0 < v(Ag)— VM(M) <

?r\H

Setze A =\ Ar € B(X). Es gilt:

8

MO A) = J O\ ) < 3000\ A1) =0

k=1 =1

und damit

(M) < V(A) < w(A4) < (M) + 7 = vu(M)

fir kK — oc.
Behauptung: v, ist ein duleres MaR.

Hierzu ist

0<wv,(0) <v(®) =o0.
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Seien M, My, Ms,... C X mit M C (J;2; M;. Zu jedem i € N gibt es A; € B(X) mit p(M; \
A;) =0 und v, (M;) = v(A;). Damit ist

pM N\ A < u((J M)\ (U 4)
i=1 i=1 i=1

< p(J(Mi\ 43))
=1

Folglich ist

Behauptung: B(X) C A,,.

Sei A e B(X), M C X. Zu M existiert C € B(X) mit (M \ C) = 0 und v, (M) = v(C). Es

gilt nun
p(MOAN(CNA) =p(M\NC)NA) <u(M\C)=0
und ebenso
p((M A\ (CNAY)) = p((M\C)NAY) <u(M\C) =0.
Daher ist
vu(M) = v(C) = v(C N A) + v(C' N A®) > 1, (M N A) + 1,(M N A°).

Dies zeigt A € A, .

Sei A € B(X) beschénkt. Dann existiert ein C € B(X) mit C C A, u(A\ C) = 0 und
vu(4) = v(C).

Behauptung: Fiir M C A gilt v,(M) =v(M NC).

Fall 1: M C A, M € B(X). Es gilt

p(MA (CNM)) = p((MOA)\(CNM)) <p(A\C) =0
€B(X)

und ebenso

p((MENA)N (CN M) < p(A\C) = 0.
|
€B(X)
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Daher ist v,(M) < v(M NC) und v, (M°NA) <v(M°NC) und weiter
(M) + v, (MNA) =v,(MNA)+v,(M°NA)
(A

v

~—

(©)
v(CNM)+v(Cn M (wegen M € B(X) C Ay)
(

I
N

v

v(MNC)+ v, (M°NA)
> v (M) + v, (MNA).
Es besteht also iiberall Gleichheit, insbesondere ist
00 >v(MNC)+v(M°NC)=v,(M)+v,(MNA).
Da der erste (bzw. zweite) Summand links grofer gleich dem ersten (bzw. zweiten) Summand

rechts ist, folgt insbesondere v, (M) =v(M N C).

Fall 2: M C A beliebig. Dann existieren Dy, Dy € B(X) mit M C D; und v(MNS) =v(D1NS)

und p(M N S) = p(De N S) fiir alle S € B(X), da B(X) C Ay, A, (vgl. Proposition 1.3 (b)).

Setze D :== D1 N Dy N A€ B(X). Es gilt M C D C A. Ferner ist
v(MNS)<v(DNS)<v(DiNS)=v(MnNS)

also v(DNS) = v(MNS) und ebenso (D NS) = pu(M N S). Insbesondere ist dann auch
p(M\S)=pu(D\S). Wegen D € B(X), D C Aist v,(D) =v(CnND)nach Fall 1. Zusammen

erhéalt man
vu(M) =inf{v(S) : S € B(X), u(M \ S) =0}
= inf{v(S) : § € B(X), p(D\ S) =0}
=v,(D)=v(CND)=v(MnC).

Wir zerlegen nun X in der Form X = |J,»; A; mit beschrénkten disjunkten Borelmengen A;.
Zu jedem i € N existiert C; € B(X) mit C; C A;, u(A; \ Ci) = 0 und v, (M) = v(M N C;) fiir
alle M C A;. Setze
B =[] C; e B(X).
i>1
Dann folgt

pl(B%) = n(X \ B) = u(((J 40\ (J €)= nlJ(4:\ €)= 0

i>1 i>1 i>1

Es folgt fiir M C X, wobei fiir die zweiten Gleichung B(X) C A,, C A, |ar) verwendet wird,

vu(M) = (v [M)(|J 40) = D (v M) (A)

i>1 i>1

=) n(MNA)=) v(MnNA4NC)
; ' a ; =MNC;

=) wIM)(G) = (M) Ci) = (v[M)(B)
i>1 i1

=v(MNB).
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Dies zeigt v, = v|B.

Zu M C X existiert C' € B(X) mit MNB C C und v(MNB) =v(C). Damit ist M C B°UC €
B(X) und
vu(M) <v,(B°UC)=v(BNC) <v(C)=v(MNB)=v(M),

das heifst
v (M) = v, (B°UC).

Dies schliefst den Nachweis ab, dass v, Borel-regulér ist. Ist M beschrénkt, so ist v, (M) =
v(M N B) < oo.

Ist jede p-Nullmenge eine v-Nullmenge, so ist v(B¢) = 0, also v = v|B = v,,. Ist schlieklich
M C X und p(M) = 0, so ist v, (M) = v(0) = 0. Aus v, = v folgt damit v(M) = 0, so dass
jede p-Nullmenge eine v-Nullmenge. n

Bemerkung: Fiir pu, v € M(X) schreibt man v < p und sagt v ist absolut stetig beziiglich p,
falls fiir alle M C X gilt:
uw(M)=0=v(M)=0.

Das Maf v, ist absolut stetig beziiglich y und v, = v| B mit u(B¢) =0, B € B(X). Also ist

v=1vu+ v —vy)
——

—., L
_'V,u

wobei Vj € M(X) wegen l/lf = v| B¢ d.h ij_uu. Letzteres bedeutet, dass es eine Menge
B C X gibt mit v,(B¢) = v, (B) = 0.

Lemma 2.11
Seien p, v, 7 € M(X),V eine pu—Vitali-Relation, ¢ € (0, 00) und

v(S)
7(5)

A C{z e X :V-liminf <c}.
SN\

Dann gilt:
vu(A) < - u(A).

Beweis

Sei € > 0. Aufgrund des Beweises von Satz 2.10 gibt es zu A ein B € B(X) mit u(A\ B) =0
und 7,(A) = 7(B). Wegen Satz 2.2 gibt es zu B eine offene Menge U C X mit B C U und
T(U\ B) <e. Also ist u(A\U) < u(A\ B) =0 und

T(U)=7UNB)+7(U\B) <7(B)+¢e=1,(A) +e.

Sei

C::{(x,S)EV:SCU,@<c}.

7(5)

Fiir z € ANU gilt: V-liminf % < ¢, also inf{diam(S) : (2,5) € C} =0 fiir alle z € ANU.
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2.3 Differentiation von Mafen

Da V eine p—Vitali-Relation ist, enthélt C(A N U) eine abzihlbare, disjunkte p-Uberdeckung
Svon ANU. Aus u(A\U) =0, u(ANU \ UgesS) =0, v, < ppund v, < v folgt

vu(A) =v(AnUN ] 9)
SeSs

<c-71(U)
<c-(Tu(A) +e)
=c-1u(A)+c-e.
Da ¢ < 0o und € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. n

Bemerkungen: (1) Sind v,7 < pu, so gilt v, = v,7, = 7 und in Lemma 2.11 lautet die
Folgerung v(A) < c-7(A).

(2) Es gilt p, = p.

Korollar 2.12
Seien p,v € M(X), V eine p—Vitali-Relation, ¢ > 0. Seien ferner
AC{xGX:liminf@<c} und BC{xEX:limsup@ > c}.
S\ pi(S) S\ ()
Dann gilt:
vu(A) < - p(A),  vu(B) 2 c- pu(B)
Beweis
Wegen Lemma 2.11 gilt v,(A) < epy(A) = cu(A). Ferner gilt:
V-liminf G = : 1 5 < 1
S\e v(S)  v- limsupg ;55 ©
und damit aufgrund von Lemma 2.11 p(B) = p,(B) < 1v,(B), so dass v,(B) > cu(B). n
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Lemma 2.13
Seien p,v € M(X) und V eine p-Vitali-Relation. Dann ist D(v, i, V, ) € F,(X,R) und
0 <D(v,u,V, ) < oo p—fast-iiberall in X.

Beweis
Seien

C={(z,5) e V: u(5) = 0},
P :={r e X :inf{diam S : (z,S) € C} = 0},
Q= {xGX:limsupK = o0}
z M
und fiir a,b € R mit a < b sei

R(a,b) ={zx € X : Voliminf 2 < a < b< V-limsup K}.
r  p z M

Da V eine u-Vitali-Relation ist, enthiilt C(P) eine abzihlbare, disjunkte u-Uberdeckung S von
P, so dass

0<uP)<uPn ]S <ulJs)=> us) =o,
Ses Ses ses 5~
das heifst p(P) = 0.
Seien nun a < b, a,b € Q und A C Q, B C R(a,b) beschriankt. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 gilt:
00 > v, (A) > ¢ pu(A),
also u(A) = 0. Ebenso gilt
b u(B) < wvu(B) < a-p(B)
fiir a < b. Wegen pu(B) < oo folgt u(B) = 0.

Es folgt u(Q) = p(R(a,b)) = 0 und damit die Behauptung. n

Lemma 2.14
Sei pu,v € M(X), V eine u-Vitali-Relation. Dann ist D(v, i, V, ) eine p-messbare Funktion.

Beweis
Seien a < b,
My = {D(v,u,V,:) <a} und My :={D(v,u,V,-)> b}

Seien weiter A; C M; beschrénkt (i = 1,2). Es existieren B; € B(X) mit A; C B;, so dass fiir
alle C' € B(X) gilt

p(A;NC)=pu(B;NC) und v, (A;NC) =v,(B;NC). ()

48



2.3 Differentiation von Mafen

Wegen a < b gilt mit Korollar 2.12 und (x)

a-pu(B1NBy)=a-u(A N By)
> v, (A1 N By)
= v,(B1 N Bs)
=v,(B1 N Az)
> b p(B1NAp)
=b- pu(B1N By)

<o
und damit u(B; N By) = 0.
Nun folgt:

(A1 U Ag) = pu((A1 U Ag) NBy) + pu((Ar U Az) N BY)
——— —
DA :AgﬂBf

v

1(Ar) + p(Az N BY)
(A1) + p(Az2 N Bi N By)
1

(A1) + p( Az NBy)
~—
CB2

= p(Ar) + p(Az2).
Sei T' C X beliebig, y € X. Fiir ¢ = 1,2 setze
Ain=MNTNB(y,n).
Esist A;p C M;, Aip /* M;NT und Ay, U Ay, CT. Somit erhélt man
p(T) > Tim (A1 U Agn)
> nh_}ngo p(A1n) + nh_}nolo p(Aszp)
=u(MiNT)+ pw(MaNT).

Die Behauptung folgt nun aus Satz 1.8. ™

Satz 2.15
Seien v, p € M(X) und V eine p-Vitali-Relation. Dann gilt A, C A,, und fiir A € A, ist

va(A) = /A D(v, 1, V, 2)u(dz).
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Beweis

Sei A € A, beschriankt. Dann gibt es eine Borelmenge B € B(X) mit A C B und u(A) =
w(B), also u(B \ A) = 0. Dann ist auch v, (B \ A) = 0, das heift B\ A € A,, und folglich
A=B\(B\A) €Ay, daB(X)C A, (vgl Satz 2.10). Wegen A = |J;Z; A; mit beschrankten
A; € A, folgt allgemein A € A, das heift A, C A,,

Sei nun Zy = {D(v,u,V,:) = 0}, Zoo = {D(v,u,V, ) = oo}. Da aufgrund von Lemma 2.13
1(Zs) = 0 ist, ist v,(Zs) = 0 und daher ist

Vu(Zso) =0 :/ D(v, p, V, x)pu(dzx).

Ferner ist Zop = |U,2 | Z, mit Z, beschrinkt. Aus Korollar 2.12 erhilt man fir ¢ > 0 die
Abschétzung v,(Z,) < € - u(Zy), das heifit v,(Z,) = 0, also auch v, (Zy) = 0. Daher ist
——

<o

u(Z) =0= [ Dl V,a) (o).
Zy S———~—

Sei schlieflich ¢ € (1,00), n € Z und P! == {t" < D(v,pu,V,-) < t"1}. Man erhilt

AN\ (ZyU Zs) = | J (P A)

nez €A,

mit disjunkter Vereinigung und daher

A)=> v (PinA).

nez
Andererseits ist wegen p(Z) =0

e [ Do Vewtdo) = S0 [ Dl Vi) )

tNA
neL n <gn+l

<Zt”- (PN A)
nez

< (PN A) = v,(A)

nel

<> M (PN A)
nez

<Y / D(v, 1, V, 2)u(dz)

nez
—t. / D(v, 1, V, 2)u(dz).
A

Da t > 1 beliebig war, folgt die Behauptung. n
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Satz 2.16
Sind p,v € M(X) und Vi, V5 zwei beliebige p-Vitali-Relationen auf X, dann gilt

D(Vnu'a‘/lv') = ]D)(Vnuv Va, )

pu-fast-iiberall.

Beweis
Sei y € X fest. Fur 4,5 € {1,2}, i # 7, sei

n 1
A’L] = {‘T € B(yvn) : D(V,,U,,V;‘,JZ) Z D(V),Uﬂ‘/jax) + H}

Hiermit ist

T n(AD) < [ (P Vi) = Dl Vi 0)ilde) = v, (A5) = w,(43) = .

ij
Dies zeigt ,u(A%) = 0 fiir alle n € N. Die Behauptung folgt nun aus

/‘L(D(%M? Vi, ) 7é ]D)(Va/‘tvvéa )) = ,LL( U A?Q U U Agl) = 0.
neN neN |

Satz 2.17 (Lebesguescher Dichtesatz)
Seien p € M(X), V eine p-Vitali-Relationen auf X , f : X — R sei p-messbar und
J41fldp < oo fiir jede beschrénkte Menge A € A,. Dann gilt:

1

V—;ig}w(s)‘/sfdu:f(w)

fiir p-fast-alle x € X.

Beweis
Sei zunéchst f > 0. Sei A € X, A € A, und v(A) = [, fdp. Dann ist 7 ein Mak auf der
o-Algebra A,,. Setze

v(M) =inf{p(A): Ae A,, M C A}.

Dann ist v ein Aj,-reguléres duferes Maf (vgl. Satz 1.4). Ferner ist B(X) C A, C A,. Ist
M C X, so gibt es ein A € A, mit M C Aund v(M) =v(A). Zu A € A, existiert B € B(X)
mit A C B und u(B\ A) =0 (vgl. Satz 2.2 (3)). Daraus folgt

o) = v(a) = [ fdu= [ g [ = | fdn =),

da B € B(X) mit M C A C B. Also ist v € M(X), denn fiir ein beschrénktes A € A, ist
v(A) = [, fdu < oo nach Voraussetzung.
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2 Aufere Mafe auf metrischen Réumen
Offenbar ist ¥ < p und daher v, = v. Wegen A € A, ist aufgrund von Satz 2.15
[ s = o) = 1, 4) = [ D V.t
fir alle A € A,,. Dies zeigt f = D(v, 1, V,-) p-fast-iiberall, das heift, fiir py-fast-alle z € X gilt

B B . v(S) oL
f(x)—D(V,u,V,x)—V—g‘gM(S) _V_sl'lglmu(S)/SfdM?

wobei S € B(X) C A, benutzt wurde.
Fiir die allgemeine Aussage wird die Zerlegung f = f+ — f~ verwendet. n

Definition
Seien p € M(X), V eine p-Vitali-Relation, M C X und x € x. Dann nennt man

opMnsS) o (p[M)(S)
V-lim =gy = V- im e

die (p, V')-Dichte von M in z, falls der Limes existiert.

Satz 2.18
Seien p € M(X), V eine p-Vitali-Relation, M C X. Dann existiert die (u, V')-Dichte von
M fiir u-fast-alle x € X. Setze

p(S N M)

. U i S OVM)
P={zeX:V-lim ——— BTG

dm =S =1} und Q:Z{“‘GX:V‘éﬂ = 0}.

Dann gilt P,Q € A, und u(M N P¢) = pu(QNM) =0.
Ferner sind aquivalent:

(1) M e A,,

(2) w(PNM?) =0,

(3) u(M°NQ°) =0.

Beweis

Zu M C X existiert A € A, mit M C A und pu(M N B) = p(AN B) fiir alle B € A, (vgl.
Aufgabe 2, Ubungsblatt 1). Es gilt u|A € M(X) und daher ist {D(ulA,p,V, ) = 1} € A,.
Ferner existiert wegen S € B(X) der Limes

fiir p-fast-alle z € X. Dies zeigt insbesondere P,Q € A,,.

Fir p-fast-alle z € X gilt wegen Satz 2.17

Lux)ZXlel1ULnA¢@M@m):xalmlﬂ@4“59

S—az u(S) S5 u(S) =D(ulA,u, V, ).
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2.4 Hausdorflmafie und Hausdorfldimension

Sei nun z ¢ P. Dann ist ¢ A fiur p-fast-alle € X, das heifst u(A\ P) = 0. In analoger
Weise sieht man p(P\ A) = 0 ein. Wegen M C A ist u(M \ P) < u(A\ P) = 0. Hieraus folgt
p(M N P¢) =0 und damit M \ P € A,,.

Ist M € A,, so wihle A = M, das heifit u(P\ M) = 0.

Ist dagegen p(P\ M) =0,s0ist P\M € A, und M = (M \ P)U(MNP)=(M\P)U(P\
(P\M)) € A,

Die Argumentation fiir () verlauft analog. n

2.4 Hausdorffmalle und Hausdorffdimension

Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren fiir § > 0 und M C X

Q5(M) = {(As)ien : A; C X, diam(4;) < 5,i e N,M | ] Ai},
i>1
Q5(M) = {(Ai)ien : X D A; offen, diam(4;) < 6,i € N, M C ] A}
i>1
und

Qs(M) == {(A;)ien : X D A; abgeschlossen, diam(4;) < 6,7 € N, M C U A},
i>1

wobei diam(() := 0.

Lemma 2.19
Sei s € [0,00). Fiir § >0 und M C X sei

s (M 1nf{z diam(A))® : A€ Qs(M)},
AcA
f3(M) = inf{)  (diam(A))* : A € Q5(M)}
AcA
und
s (M 1nf{z (diam(A))® : A € Qs(M)}.
AcA
Dann gilt:

(1) p3, 15, pi5 sind dukere Make auf X,

(2) (M) < @3(M) = (M) < (M) fir alle 0 < 6 < <.

Beweis: Ubung.
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Satz 2.20
Sei s € [0,00). Fir M € X wird durch

u* (M) = sup{u3(M) : § > 0}

ein Borel-regulires, dufseres Mak auf X erklart, das s-dimensionale Hausdorffma® auf (X, d).
Es gilt:

(1) (M) = sup{3(M) : § > 0} = sup{jg3(M) : 5 > 0}.

(2) p*(M) = limg\ o pi(M) = limg\ o fig (M) = limg\ o fi5(M).

Beweis
Die Aussagen (1), (2) sind klar. Ebenso ist offenbar p(0)) = 0. Sei A C U5 4i, A, 4 C X.

Dann ist fur 6 > 0:
N SIS St

i>1 i>1

)<Y A

i>1

Wir zeigen B(X) C A, mit Hilfe von Satz 2.4. Hierzu seien A, B C X mit d(A4, B) > 0 und
0.B.d.A. sei i(AU B) < co. Wir setzen § := $d(A, B) > 0. Sei (M;);en € Q5(M). Es folgt

Hieraus folgt aber

{M; : M;NA#0} N {M;: M;N\B# 0} =0,

€Qs(A) €05 (B)
und daher
> (diam(M;))* > (diam (M) + Y (diam(4;))* > p5(A) + p3(B).
i>1 i>1 i>1
MZQA#@ M;NB#)
Das zeigt
s —1; s > i s : s — 8 s )
(AU B) = T 3 (AU B) > lim 1i5(A) + lim p5(B) = (A) + p*(B)
Sei jetzt M C X und 0.B.d.A. p*(M) < oo. Zu jedem n € N existiert C" € Q1 (M) mit
. - 1
> (diam(C))* < a5 (M) + =
Cecn n n
Setze
B = ﬂ U C
neN CeCn
Dann ist M C B € B(X) und
1
) < [i d S <y (M — .
% _M% U o Z (diam(C')) _H%( )+n7 neN

cecn cecn
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Insgesamt erhélt man

- - 1 o
W#(M) < 1*(B) = lim 4 (B) < lim (7% (M) + 2) = Tim 78 (M) +0 = g*(M),
n—oo n n—oo n n n—oo n
d.h. p*(M) = p*(B), was die Borel-Regularitét ergibt. n

Proposition 2.21
Zu M C X gibt es genau ein s € [0, oo] mit

0, p>s,

pP (M) = {
oo, p<s.

Man nennt diese Zahl s die Hausdorffdimension von M, dimg (M ). Also:

dimpg (M) == inf{p > 0: uP(M) = 0}.

Beweis
Seien p,q € [0,00) mit p < ¢. Sei puP(M) < oo. Dann existiert zu § > 0 eine Folge (A;)ien €
Qs(M) mit 7,5, (diam(A;))” < p§(M) +1 < pP(M) + 1. Hieraus folgt

1) < 3 (diam(Ay)?
i>1
= Z (diam(A;))P - (diam(A;))?P
i>1 <5

Z (diam(A .017P
i>1

<OTP (P (M) + 1),
<oo
und damit
< P — <1 a=PY . (P =0.
0< W) = Jian (M) < Hn(57) - (M) +1) = 0
Sei nun s = inf{p > 0 : pP(M) = 0}. Ist p > s, so gibt es ein ¢ € (s,p) mit p9(M) = 0 und
daher pP(M) =0

Sei jetzt p < s. Wére puP(M) < oo, so wiirde p?(M) = 0 fiir alle ¢ > p gelten, im Widerspruch

zur Definition von s. Also ist u?(M) = oo fiir p < s. ™
Beispiel
#M, M endlich,
u’ (M) = {
00, sonst.

und dimg (M) = 0 fir #M < oco.
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Definition
Seien (X, d) und (X, d) metrische Riume. Eine Abbildung f : X — X heikt Isometrie, falls
d(f(a:),f( )) = d(x, ) fir alle z,y € X.

Zu f: X — X wird
di
Lip(f) = SUP{M :x,yEX,x#y}

erklart. Ist Lip(f) < oo, so nennt man f eine Lipschitzfunktion und Lip(f) die Lipschitz-
Konstante von f.

Lemma 2.22
Ist f: (X,d) — (X,d) eine Lipschitzfunktion, so gilt i*(f(M)) < Lip(f)® - u*(M) und
ding (f(M)) < dimpg (M),

Beweis
Sei (A;)ien € Qs(M). Dann gilt f(M) C UZ-21 f(A;) und

diam(f(4;)) = sup{d(f(z), f(y)) : x,y € A}
< sup{Lip(f) ’ d('x:y) 1T,y € Al}
= Lip(f) - diam(A;) < Lip(f) -4,

d.h. (f(Ai))ien € Quip(p).s(f(M)) und

:u’Llp < Z dlam * < Llp(f)s : Z(dla‘m(A’L))s
i>1 i>1
Dies zeigt
i ip( )6 (fF(M)) < Lip(f)* - ps(M).
Aus § N\, 0 folgt die Behauptung. n

Sei nun K(X) :={f: X — X : Lip(f) < 1}. Fiir m > 2 induziert ¥ = (¢1,...,¢y) € K(X)™
eine Abbildung

U P(X) - P(X), M G bi(M)
=1

Man erkliart U** := ¥* o ... o U* fiir k € N. Offenbar gilt M C M’ = U**(M) C U**(M’).
h/—/

k mal

Ist A; C X, i € N, so sei

limsup A; = {z € X : z liegt in unendlich vielen A;} = m U A;.

=00 neN>n
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Lemma 2.23
Seien ¥ = (¢1,...,%y) € K(X)™ und () # C C X kompakt mit U*(C') C C. Dann gilt fiir
eine beliebige beschrankte Menge M C X die Inklusion

lim sup U** (M) ¢ C.

k—o0

Beweis

Sei M C X beschrinkt. Sei y € limsupy_,., Y**(M), d.h. y € N1 Uisn U*k(M). Zu jedem
n € N existiert also ein k > n mit y € ¥*¥(M), d.h. Jyp € M und iy,...,i, € {1,...,m} mit
Y =ty 0oty (yk).

Sei z € C beliebig. Dann gilt ¢);, o--- o, (2) € C sowie

d(ya O) S d(y7 T,Z%k ©---0 %’1 (Z))
< Lip(v,,) - d(vsy,_, 0 - 0 iy (Yk), i,y © -+ - 04, (2))
< Lip(yi, ) - - - Lip(yiy) - d(yk, 2)

< max{Lip(i) : 1 <7 < m}" - d(yy. 2)

=ir<1

<r*.diam(M UC).
—_——

<o

Mit n — oo (und damit £ — oo) folgt d(y,C) =0, d.h. y € C, da C abgeschlossen ist. n

Satz 2.24

Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und ¥ = (¢1,...,%y) € K(X)™. Dann gibt
es genau eine kompakte Menge () # F C X mit U*(E) = E. Ist s € [0,00) die eindeu-
tig bestimmte Losung der Gleichung Y ", Lip(¢;)® = 1, so gilt p*(E) < oo und daher
dimy(E) < s.

Beweis
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat jedes 1; einen Fixpunkt z; € X, das heift ¢;(z;) = z;.
Setze F' == {z1,...,2m} C X und

o0

E = w(F).

k=1
Zunéchst ist U*F(F) ¢ U*EHD(F) fiir k € N, da

iy 00ty () = iy 0+ 0y, 0b(x;) € WHETD(R),
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Ferner gilt

o0 m [e. 9]

v wtE) = JwlJ v )

k=1 =1 k=1

i=1 k=1

clJw (U Uk (F)
i=1 k=1

c 6 U (G \p*k(F)>
i=1 k=1

= D Uk (F) = E
k=1

Wir zeigen als néchstes, dass E totalbeschriankt ist. Sei hierzu
r=max{Lip(¢;) : i € {1,...,m}} < 1.

Sei € > 0. Dann gibt es ein k € N mit

diam(U*(F)) -y "1t <
i=k

<0

DN ™

Sei x € E. Nach Definition von FE gibt es ein p € N, ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit
p>k+1,und ein y € ¥*P(F) mit d(z,y) < 5. Also gibt es Indizes iy,...,4, € {1,...,m} und
J€4l,...,m} mit y = ¢, o--- 0y (x;). Wiederholte Anwendung der Dreiecksungleichung
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2.4 Hausdorflmafie und Hausdorfldimension

ergibt

d(x, UV*H(F)) < d(z,y) + d(y, ¥*(F))

p—k
<d(w,y)+ Y dti, 00y, 00 0y, (7))
=1

d(z,y) +er d(s, (x5), x5)
\—v—’

<diam(¥*(F))

Dies zeigt, dass E total beschriankt ist. Als abgeschlossene Menge in einem vollstdndigen metri-
schen Raum ist F selbst vollstdndig, und somit ist £ sogar kompakt.

Hiermit zeigen wir nun £ C ¥*(E). Sei z € E. Es existieren dann z; € (J;o, ¥**(F) mit z; — 2.
Hierbei ist z; = ¢y (y) mit y; € Upey U*F(F) = Upe; Y**(F) € E und 1(i) € {1,...,m}. Es
existiert eine Teilfolge von (y;)icn, ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Folge selbst, mit
y; — y € E. Ferner gibt es ein [ € {1,...,m} mit [(i) = [ fiir unendlich viele ¢ € N. Hieraus
folgt: z <= z; = Yi(yi) = ¥i(y). Daher ist z = ¢;(y) € U*(F), das heilt £ C U*(E).

Zur Eindeutigkeit: Sei () # E ¢ X kompakt und ¥*(E) = E. Aus Lemma 2.23 folgt:

E =limsup U**(E) ¢ E = limsup V**(E) C E,

k—oo k—oo
das heikt E = E.

Zur Hausdorffdimension: Ist § > 0, so existiert zunichst & € N mit r* - diam(E) < §. Wegen
Uk (E) = E folgt {1, 0oty (E) :i1,...,i, € {1,...,m}} € Qs(E) und damit

E) < Zdiam(wik o0y (E))°

i1yt =1
< Lip(yy,)° - Lip(¢y,)*(diam(E))*
i1yt =1

= (diam(E))* - (Lip(11)* + - - - 4+ Lip()*)* = diam(E)*.
=1

Dies impliziert

() = lim 155(E) < (diam(E))" < ox. .

Zusatz: Sei ) # C C X kompakt mit ¥*(C) C C. Dann ist E = (72, ¥**(O).

In der Tat ist £ = limsup,_,., V**(E) C C nach Lemma 2.23, U**(E) = E, **+1)(C) ¢
U**(C) und damit, wiederum mit Lemma 2.23,

E=()U*E) c()¥*C)=limsup T*(C) C E.

k—o0
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Satz 2.25 (Hutchinson, 1981)
Fir ¥ = (¢1,...,¢m) € K(R™)™ seien die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) Firi=1,...,m gibt es r; € (0,1) mit |¢;(x) — i (y)| = ri|x — y| fur alle z,y € R™.

(2) Es gibt eine beschrinkte, offene Menge () # U C R™ derart, dass 11(U), ..., ¢ (U)
paarweise disjunkt sind und ¥*(U) C U.

Dann gilt fiir die durch )", 77 = 1 festgelegte Zahl s > 0 und das ¥*-invariante Kompak-
tum E C R™ die Abschéitzung 0 < p®(E) < oo, das heilt insbesondere dimy (E) = s. Man
nennt s die Ahnlichkeitsdimension von R.

Beweis
Ubung. ]

Konstruktion von Mengen mit Hausdorffdimension s € [0,n]. Fiir r € (0,3] und fiir o =

(1,...,00) " €{0,1}" sei ¥, : R* — R erkliirt durch

Vo) =1 =+ Z(l — r)ogeg,

k=1

wobei ey, . . ., e, die Standardbasis des R™ ist. Nun sei ¥ = (¢, : a € {0,1}"). Setze U := (0,1)".
Fir x € U ist

0< (a(@) =1 2p+(1—r)oag <r+(1—7r)=1,
das heifst ¥(z) € U.
Seien o, 5 € {0,1}", a # (. Dann gibt es k € {1,...,n} mit |ax — Bx| = 1. Seien z,y € U.
Wegen 0 < r < % gilt
[(Yal@))k — (Ya(Y)kl = |rzx + (1 = r)ag — rye — (1 — 1) By
> |(1 = r)(ek — Be)| = Ir(zr — yi)l

>(1—-7r)—r>0,

das heifst (Yo ()i # (Yg(x))k. Ferner gilt [¢o () —g(x)| = r|lz —yl, z,y € R™. Nach Satz 2.25
erhélt man fiir die ¥*-invariante Menge E die Abschitzungen 0 < p*(F) < oo.

Genauer: Wegen r1 = ... =ron =1 € (0,3] ist 1 = S22 rs =27 % und damit
~ nln2
~ Inr
Beispiele
(1) Firn=1,r =  ist dimy(E1) = iggg
3

(2) Fiir n =2, r = 7 ist dimpy(E?) = 1.
4
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2.5 Hausdorflmake auf euklidischen Raumen

2.5 HausdorffmalRe auf euklidischen Raumen

Definition
Das n-dimensionale dufsere Lebesguemafs A" auf R" ist erklért durch

A (M) = inf{z H(bgj) - al(»j)) :—00 < agj) <) < o0

i
i=1j=1

1eN,j=1,...,.n, M C U(agl),b(l)) X oo X (G(n),bin))}

(2

Bei der Definition kann man sich auf Uberdeckungsmengen mit Durchmesser kleiner ¢ fiir jedes
g > 0 beschrinken oder halboffene bzw. abgeschlossene Intervalle verwenden. Wie beim Haus-
dorffmafl zeigt man dann, dass A" Borel-regulér ist. Ferner ist A" das einzige Borel-regulédre und
translationsinvariante dufere Maf auf R”, das [0, 1]™ den Wert 1 zuordnet. Auferdem gilt

AM=Al®. .. @A,
| —

n-mal

(a1, b1] x -+ x [an, bn]) = H(bj — a;)
j=1

und
ANr - M) =7r"-\"(M)

fir r >0, M C R™

Satz 2.26 (Brunn-Minkowski-Ungleichung)
Seien A, B C R™ nicht leere Mengen. Dann gilt

A" (A + B)n > \"(A)n + \"(B)n,

wobei A+ B:={x+y:z€ A, ye B}

Beispiel
Sei B =sA, s > 0.

3=

A(A+ sA)n = N((1 4 5)A)n = (14 5)A"(A)

—
3=

AT(A) 4 (s"AT(A))n = NY(A)n + A (sA)n = A"(A)n + \"(B)7.

Beweis
Seien zunéchst A = Iy x --- x I, B = J; x --- x J, mit beschranken Intervallen I;,J; C R
mit nichtleerem Inneren. Dann gilt A+ B = (I; + J1) x -+ x (I, + Jp,). Wir setzen \ == \!,
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

_ _AJk)
= AMIx+Jk)

fir kK =1,...,n. Dann folgt

AA)T +AMB)n ([Tpey M) ™ + ([T M)

AY(A + B)x [Ty ATk + Ji)
L L |
=[[wr +1]vr
k=1 k=1

1 1
= 622:1 n Inug, + 622:1 n In vy,

< (i yun) 4 (i o)
1 n

= *Z(Uiﬂrvk) =1
L

Hier wurde verwendet, dass In konkav und die Exponentialfunktion monoton wachsend ist.

Seien nun G, F endliche Familien von paarweise disjunkten Elementen aus
{[al,bl) X -+ X [an,bn) oo < a; < by < oo Vi = 1,...,77,}.

Sei A= Jpeg P, B = UQe]—' Q. Durch vollstandige Induktion iiber #G + #F wird nun gezeigt,
dass die Brunn-Minkowski-Ungleichung fiir solche Mengen A, B gilt. Der Induktionsanfang ist
bereits oben gegeben.

Die Brunn-Minkowski-Ungleichung gelte fir #G > 1, #F > 1 mit #G + #F < p fir ein
p > 2. Sei nun #G + #F < p+ 1 (ohne Beschrankung der Allgemeinheit #G > 1). Wéhle ein
i€ {l,...,m} und a € R derart, dass

Ay ={z=(21,...,2p) € A: x; < a}, Ay ={x = (z1,...,2n) €EA:2; > a}

jeweils mindestens ein Element aus G enthalten. Wéahle dann b € R derart, dass fir

By ={z = (21,...,2) € A:x; < b}, By :={x = (x1,...,2n) € A:x; > b}
gilt:
A"(Bi) _ A"(A)
AUB) - An(A)
fiir i = 1,2.

Sei G, ={PNA;:PeG PNA #0}und F;, ={QNB;: Qe F,QNB; # 0} fiiri =1,2.
Dann ist A; = Upeg, P Bi = Uger, @, #Gi < #G und #F; < #F fiir i = 1,2. Folglich gilt
die Induktionsannahme fiir (4;, B;), i = 1,2. Die Mengen A; + By und Ay + By werden durch
die Hyperebene {z € R" : z; = a + b} getrennt. Also ist wegen

A+B:(A1UA2)+(31UB2)D(A1+Bl)U(AQ+BQ)
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2.5 Hausdorflmake auf euklidischen Raumen

und der Induktionsannahme
> (W (AD)w + N (B1)n) "+ (A (Ax) 5+ A(By) )

(o) v« (st s

v (X0 1) v (X))

= (V(B1) +X"(By)) (A"(Aw + A”(B)n>

3=

3=

:

1
=\ (B) AM(B)

1 1\7
= (\() +x(B)7)"
d.h. die behauptete Ungleichung im betrachteten Fall.

Seien schliefslich A, B nichtleer und kompakt. Setze fiir p € N

Cp ={[0,27P]"+27P.2:2€Z"},

Ay = U C,

CcecCy
CNA#D

B, = U C.

Ccecyp
CNB#()

Dann gilt A, \, A, B, \, B fiir p = co. Auferdem ist A+ B kompakt und 4, + B, \, A+ B.
Es folgt

N'(A+ B) = lim N'(4,+ By) > lim (N(A)7 + 2a(By)7) " = (A(A)7 + a(B)7 )

Fiir beliebige beschrankte Mengen folgt die Behauptung nun aus der inneren Regularitit des
Lebesguemafes (vgl. Satz 2.2), die allgemeine Aussage erhélt man mit Hilfe von Proposition 1.3
a).

Satz 2.27 (Isodiametrische Ungleichung)
Fiir jede Menge A C R" gilt

yia) < MBO.D)

S - diam(A)".
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2 AufBere Mafie auf metrischen Riaumen

Beweis
Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit A beschriinkt und kompakt, da diam(A) = diam(A)

und A"(A) < A"(A). Setze A — A=A+ (—A) ={z —y: 2,y € A}. Aus Satz 2.26 folgt

)\”(%(A —4)) = QinA”(A +(=4)) = Qin NUA)T + XY= A)r | = A"(A).
—An(A)

Ils(tAZ Ej)(A —B?O), ?1;0 z a)%)(x 1— y) mit z,y € A, so ist |2| = $|z — y| < 5 diam(A). Folglich ist
5(A-A) C , 5 diam(A)), also

1 1 1
A"(A) < )\"(g(A —A)) < \'(B(0, 3 diam(A))) < on diam(A)"™ - A"(B(0,1)). n
Bemerkung: e Ein alternativer Beweis der vorangehenden beiden Ungleichungen kann mit
Hilfe von Steinersymmetrisierung erfolgen.

e In den obigen beiden Ungleichungen ist es natiirlich, nach dem Gleichheitsfall zu fragen.
Die Schwierigkeit bei der Beantwortung der Frage hdngt dann wesentlich von der betrach-
teten Mengenklasse ab.

Definition
Fir 6 > 0,p > 0 und M C R" sei
AP = inf { Z a(p)27P diam(A)P: A e Q(;(M)}
AcA

und

Notation: Fiir p > 0 sei

Fir p € N ist dann «a(p) = M\(BP(0,1)) mit BP(0,1) = {z € RP: ||z| < 1}.

Lemma 2.28
Im euklidischen Raum R™ gilt: 7" < A™.

Beweis
Ein allgemeines Argument folgt aus Ubungsblatt 6, Nr. 1.

Die iiberdeckenden Mengen A = (a1,b1) X -+ X (an, by) bei der Definition des Mafes A\ konnen
so gewéhlt werden, dass diam(A) < ¢ fiir ein vorgegebenes 6 > 0 und

lai — b;j| <2min{|b; —aj|: 1 < j <n} =2[bj, — ai,l, i0 € {1,...,n}. (2.1)

Dann gilt:

v

A"(A) = H(bi —a;) > (biy — aip)"

64



2.5 Hausdorflmake auf euklidischen Raumen

und

n Bl

diam(A)" = <Z(bz~ - ai)2>
i=1
< 2"/n" biy — ai|"

< 2"nz \"(A).
Sei nun M C R™ mit \*(M) = 0. Sei § > 0 fest. Zu e > 0 gibt es A; C R™, wie oben beschrieben,
d.h. diam(A4;) < 6 und mit (2.1), M C [J;2; 4; und > 2, A(4;) < e. Dann folgt

oo
Zdiam(Ai)” <2".n2-¢g
i=1

also
5" (M) < a(n) -n2 -e.
Da € beliebig war, ist 77" (M) = 0. Folglich ist auch " (M) = 0. n
Satz 2.29

In R™ gilt: 72" = \" = JZ§" fiir 6 > 0.

Beweis

Sei M C R™ und § > 0. Zu € > 0 existiert eine offene Menge U mit M C U und A\"(U) <
A (M) + ¢ (vgl. Satz 2.2 ¢)).

Sei § die Menge aller Kugeln in R™ mit Radius kleiner als %. Wegen Korollar 2.9 und Ubung
Nr. 1 auf Blatt 4 gibt es eine abzédhlbare Folge (B;);en in S paarweise disjunkter Kugeln in U
mit A"(M \ ;2 Bi) = 0. Mit Lemma 2.28 folgt

A (M) < oM\ | B) +47( By)

i=1 =1

=0

<> a(n)-27" diam(B;)"
i>1

=A"(B;)

=" By)

i>1

folglich also
A5 (M) < A" (M) < X'(M).
Sei (A;)ieny € Qs(M). Dann ist mit Satz 2.27
XYM < A A <) OAMA) < a(n) - 27" diam(A4,)"

i>1 i>1 i>1
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2 AuBere Mafe auf metrischen Rdumen
Wir erhalten

AM(M) < 5 (M) < (M) < \'(M),
das heifst die Behauptung.
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

3.1 Fortsetzbarkeit und Differenzierbarkeit von
Lipschitzfunktionen

Definition B
Seien (X, d), (X, d) metrische Riume, f: A — X, ) # A C X. Setze

(f(z), f(y))

Lip(f) = sup{d d(ey) cx,y € Az # yt

Man nennt f eine Lipschitz-Abbildung, falls Lip(f) < oc.

Satz 3.1
Sei (X, d) metrischer Raum, ) # A C X.

(1) Ist f: A — R Lipschitzfunktion, so ist
g(x) =1inf{f(z) + Lip(f) - d(z,2): z € A} (x € X)
eine Lipschitzfunktion mit Lip(g) = Lip(f) und g|4 = f.

(2) Ist f: A — R"™ eine Lipschitzfunktion, so gibt es eine Lipschitzfunktion h : X — R”
mit Lip(h) < y/nLip(f) und hls = f.

Bemerkung: (1) Johnson, Lindenstrauss und Schechtman ’86 zeigen, dass im Allgemeinen
nicht Lip(h) = Lip(f) moglich ist. Siehe auch Lang ’99.

(2) Ist f: A CR™— R" Lipschitzfunktion, so existiert eine Lipschitz-Fortsetzung mit gleicher
Lipschitzkonstante (Satz von Kirszbraun ’34, Valentine '45).

Beweis
(1) Sei f: A— R. Fiir z,y € X ist

g(z) < inf{f(z) + (d(z,y) +d(y,2)) - Lip(f): z € A}
< g(y) + Lip(f) - d(z,y)

und aus Symmetriegriinden also |g(z) — g(y)| < Lip(f) - d(x,y). Insbesondere ist Lip(g) <
Lip(f). Fir z € A gilt

f(z) + Lip(f) - d(z,z) = f(x) < f(2) + Lip(f) - d(z, 2)
also g(z) < f(z) < g(x), d.h. g(x) = f(x) fiir z € A. Somit ist Lip(g) > Lip(f).
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

(2) Wir haben f = (f1,...,fu)%, fi + A — R,Lip(f;) < Lip(f). Zu i € {1,...,n} gibt es
nach (1) eine Lipschitz-Fortsetzung h; : X — R von f; mit Lip(h;) = Lip(f;). Dann ist
h = (h1,...,h,)" eine Lipschitz-Fortsetzung von f und Lip(h) < y/nLip(f), denn

1A (z) = h(y)]| = <Z(hi(x) - hi(y))2>

i=1

2

<<Z}mm%@mﬁ
=1

< Lip(f) - (nd(x,9)?)?
= VaLip(f)d(z,y) .

Satz 3.2 (Kirszbraun, Valentine)

Seien (M1, (-,-)1) und (Hs, (-,-)2) Hilbertraume, §) # D C Hy, f : D — Ha eine Lipschitz-
Abbildung. Dann existiert eine Lipschitz-Fortsetzung h von f mit Lip(h) = Lip(f) und
hlp = f.

Beweis (Reich und Simons ’05)
Es geniigt, den Fall H1 = Hy = H zu betrachten, sowie Lip(f) = 1.

Skizze: H == H1 ® Ho = {(z,y): © € H1,y € 7'[2}7~<($1ay1)7 (22, 92)) = (21, 22)1 + (Y1, Y2)2,
(zi,y;) € H1 ® Ho. Zu f : D C Hy — Ha betrachte f: D@ Ho — Hi & Ho, (z,y) — (0, f(x)),
usw. (Ubung)

Sei nun f: D C H — H mit Lip(f) = 1. Zu f gebe es keine echte 1-Lipschitz-Fortsetzung.
Seien

H2=HOH=HxH

und
X HZ — (_00700]7 X(J:?y) = Sup{Hy - f(Z)H2 - HJJ - z”Z: z € D}

Lemma A: Es gilt x > 0 und {x =0} = G(f) = {(z, f(2)): z € D}.
Beweis des Lemmas: Seien z,y € H. Ist z € D, so ergibt die Wahl z .=z € D

X(@,y) > lly = f(@)|° = llz — z[* = lly - f(=)|* > 0.

Sei nun = ¢ D. Sei f die Fortsetzung von f auf D U {z} mit f(x) = y. Da f keine 1-Lipschitz-
Abbildung ist, muss es ein z € D geben mit

ly = N7 = 11 F(x) = FIP > |z — 2],
also ist x(x,y) > 0. Damit ist x > 0 und {x = 0} C G(f) gezeigt.

Sei nun (z,y) € G(f), dh. z € D und y = f(z). Also ist fiir z € D

ly = fF()IP = 1 (2) = FI < fla = 2]
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Dies ergibt x(z,y) < 0 und daher x(z,y) =0, d.h. G(f) C {x = 0}.

Lemma B: Definiere die Abbildung ¢ : H? — (—o00,00], @(z,y) = %X(ZL‘ +y,x—y)+ (x,y)
fiir x,y € H.

(1) Fir z,y € H gilt
4-p(x,y) = sup{[| f(2)II* = 2l* + 2(z, 2 = f(2)) + 2{y, 2 + f(2)): 2 € D}.
(2) Fir z € D gilt

2+ f(z) 2= f(2)
2 2

4-¢p( ) = ll=l? = 11F ()%

(3) ¢ ist eine eigentliche (¢ # o0), unterhalbstetige, konvexe Funktion mit ¢*(z,y) > ¢(y, )

fiir x,y € H. Hierbei ist ¢* die zu ¢ konjugierte Funktion, die erklért ist durch
¢ () =sup{((,€) —p(&): €€ H?Y,  C(eH

Beweis des Lemmas:
(1) Fir z,y € H,z € D gilt:
lz =y = f)IIP = |z +y — 2|
=—Afz,y) = 2z —y, f(2) + 2z +y,2) + | F () = |12]°
= — &z, y) + 2z, 2 — f(2)) +2{y, 2 + f(2) + | F(2)]° = 2]
Bildung des Supremums iiber z € D ergibt die Behauptung.

(2) Direkt durch Einsetzen in die Definition erhdlt man fir z € D

2+ fz) 2= f(2)

4
@(2,2

) = X(z, f(2)) +{z + f(2), 2 = f(2)) = |12 = I £ ().
—_——

=0

(3) Aus der rechten Seite von (1) erkennt man, dass ¢ als Supremum von stetigen, konvexen
Funktionen konvex und unterhalbstetig ist. Aus (2) folgt, dass ¢ # oo gilt. Fir z,y € H
und z € D gilt

o> ( (OO () - (22,2210

= 1 (e z £+ 2.2~ FE) + G - 121P)

wobei zuletzt (2) verwendet wurde. Aufgrund von (1) ist das Supremum iiber z € D auf
der rechten Seite gerade ¢(y, x).

Lemma C: Sei H ein Hilbertraum, h(¢) = $ICI?, ¢ € H. Sei ferner ¢ : H — (—o0,00] eine

eigentliche, unterhalbstetige konvexe Funktion. Gilt ¥(¢) + h(¢) > 0 fiir alle ¢ € #, dann gibt
es ein v € H mit ¥*(v) + h(v) <O0.
Beweis des Lemmas: Nach Voraussetzung gilt ¢(¢) > —h(¢) fiir ¢ € H. Sei

epi(y) = {(¢,t) EH x R:9p(¢) <t}, epi(=h) ={(¢,s) € H xR:s < —h(()}.
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

Dann sind epi(%)), e;ﬁ(—h) abgeschlossene, konvexe, nicht leere Mengen, die keine gemeinsamen
inneren Punkt haben. Dann gibt es eine ,nicht vertikale* trennende Hyperebene, das heifst es
gibt ein @ € R und v € H mit:

P(¢) = (¢ v) + = —h(C)

fiir alle ¢ € H. Insbesondere

¥*(v) = sup{(¢,v) =¥ (¢) : ¢ € H}

—Q

IN

< inf{(¢,v) +h(¢) : ¢ € H}

IN

1
(~0,0) + 3ol

_ _Lp =
= Llol? = ~h(w),
also ¥*(v) + h(v) <O0.

Lemma D: Hat f: D — H keine echte 1-Lipschitzfortsetzung, so gilt D = H.

Beweis des Lemmas: Sei h(z,y) := %H(:z:,y)”z, (z,y) € H?. Es gilt fiir z,y € H:

A(p(z,y) + bz, y) = x(x +y, ¢ — y) + 4z, y) + 2]|=|* + 2|jy||
=x(z+y,z—y) +2|z+y|*>0.

Wegen Lemma B gilt somit

©*(y, ) + h(y,z) > p(z,y) + h(z,y) >0

fiir alle ,y € H. Nach Lemma C gibt es ein (xq,v0) € H? mit ©(yo, 7o) + h(yo, zo) < 0, das

heift ©*(yo, z0) + h(yo, o) = 0 = @(x0, yo) + h(xo, yo) also x (o + Yo, To — yo) + 2|0 + yol[* = 0
und somit 9 = —yo und x(0,2z) = 0. Dies fithrt wegen Lemma A auf (0,2z9) € G(f), das
heifst 0 € D.

Sei nun 1 € H beliebig. Definiere f,, : D — 21 — H durch f,, (z) = f(z + x1). Da f;, keine
echte 1-Lipschitzfortsetzung hat, muss 0 €= D — x1 gelten, also z; € D und somit D = H.

Beweis des Satzes: Sei f: D — H eine 1-Lipschitzabbildung mit () # D C H. Betrachte
S={(FE,g9): D CE,g|p=Ff,gist 1-Lipschitzabbildung}.
Durch B ~
(E,9g) < (E,§) <= FECFund glg=g

fir (E, g), (E ,g) € S wird auf § eine Ordnung eingefiihrt, in der jede Kette eine obere Schranke
besitzt. Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales Element in S, etwa (E, g). Dann ist
wegen Lemma D aber E = H, das heift (H, g) ist die gesuchte 1-Lipschitzfortsetzung von f. m

Eine Abbildung f : R™ — R™ heifst differenzierbar an der Stelle x € R™, falls es eine lineare
Abbildung L : R™ — R” gibt mit

i W) — fl@) = Ly — 2)

= 0.
y—e ly — =
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In diesem Fall schreiben wir Df(x) := D f, := L. Ferner ist

Dy f(w) = Dfo(u) = lim S+ t? — (=)

fir v € R™.

Satz 3.3 (Rademacher)
Jede Lipschitzfunktion f : R™ — R™ ist A"-fast-iiberall differenzierbar.

Beweis
Sei stets ohne Beschréankung der Allgemeinheit n = 1.

Teil 1: m =1 und f ist monoton wachsend. Definiere
l/f(M) = lnf{Z(f(bZ) — f(az)) ta; < by, M C U(az,bz)}
=1 i=1

Wie im Fall A ist vy € M(R). Beachte hierzu vy(M) < Lip(f) - \'(M). Dies zeigt auch
vy < A und daher (vf)y1 = vy. Das System

V i={(z,a,b]) : z € [a,b]}

ist eine A'-Vitali-Relation. Also ist A!-fast-iiberall D(v¢, A1, V) € [0, 00) und
b _
D(l/f, )\1, ‘/71:) — V_ hm Vf([a7 ]) — hm f(y) f(x) — f/(x)

fiir M-fast-alle z € R.

Teil 2: m =1, f: R — R nicht notwendigerweise monoton. Fiir x € R sei

() sup{d " [f(ai) = flai-1)|: 0=ap < a1 <--- < am =2z, meN}, x>0,
X)) =
! —sup{d ;" |f(a;) = flai1)|:x=apy< a1 <---<ap,=0,meN}, z<0.

Damit ist ¢ monoton wachsend. Fiir > y gilt

9(z) = g(y) + sup{> _ |f (@) = flai1)| iy =ap < a1 <+ <apm =z, meN}
=1

m
< g(y) + Lip(f) -sup{> _lai —a; 1| :y =ag < a1 < -+ < apm =z, m € N}
=1

= g(y) + Lip(f) - |y — 2|
also |g(z) — g(y)| < Lip(f) - |z — y|. Auberdem erhalten wir fiir z > y, dass
9(x) = 9(y) + 1 f(z) = f(y)| = 9(y) + f(2) = f(v),

und somit (g — f)(z) > (g — f)(y), das heift g — f ist ebenfalls monoton wachsend und
ebenfalls Lipschitz. Nach Teil 1 sind daher g und g — f A!-fast-iiberall differenzierbar.
Somit auch f=g— (g — f).

71



3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

Nebenbemerkung: Aus dem Beweis folgt zunéchst im Fall einer monotonen Lipschitz-
funktion

f(0) = f(a) = v¢([a, b]) = (vp)x ([a, b))

= / D(vs, ALV, z)\(dx)
[a,b]

= I (z)\(dx).

[a,b]
Die Gleichung
f(b) = fla) = f'(@)A(dw)

[a,b]

erhdlt man dann sogar fiir jede Lipschitzfunktion aufgrund der in Teil 2 beschriebe-
nen Zerlegung. Dies ist der Hauptsatz der Differenzial- und Integrationsrechnung fiir
Lipschitzfunktionen.

Teil 3: m > 1. Sei e € S™ 1. Sei N, die Menge aller x € R™, fiir die t + f(z +te) int = 0
nicht differenzierbar ist. Dann ist N, eine Borelmenge und #' (N, N (z +Re)) = 0 nach
Teil 2. Der Satz von Fubini zeigt A™(N,) = 0 fiir beliebige e € S™ 1.

Fir A\™-fast-alle x € R™ existiert dann
Vf(x) = (D1f(x),...,Dnf(x)),

wobei D; f(x) = D,, f() fiir die Standardbasis (e1, . . ., em,) des R™. Fiir festes e € S™~!
existiert D, f(z) fiir \"-fast-alle z € R™. Sei ¢ € C°(R™). Fiir t > 0 und e € ™! gilt

fatte) = J@) L eamian) /f )= 0@ =10) oy am (da).

Wegen |¢] < [[¢]|oo - Lsupp(p) und da f Lipschitz-stetig ist, erhidlt man mit dem Satz von
der majorisierten Konvergenz:

Do f () p(x) N (da) = — / £(2) Despla) N (d)

]Rm

= [ (e, Vf(x))p(z) A" (dx).

Rm™

Hieraus liest man D.f(z) = (e, Vf(z)) flir N"-fast-alle x € R™ ab, und zwar fiir ein
beliebiges (aber festes) e € S™71,

Sei E ¢ S™! eine abzihlbare dichte Teilmenge. Dann ist das Komplement der Menge

A= ﬂ {z eR": D.f(x) = (e, Vf(x))}

eeE
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3.2 Die Flachenformel

eine \-Nullmenge. Wir zeigen, dass f in z € A differenzierbar ist. Sei also x € A. Fiir
t>0undec S™ ! sei

[z +te) = f(z)
t

A¢(e) = — (e, Vf(x)).

Wir zeigen: As(e) — 0 fiir t — 0 gleichmiifiig in e € S™1.
Setze M = 2max{Lip(f), ||V f(z)|,1}. Dann gilt fiir e,e € S™1:

(x + te) — f(x + te)

) - )] < | LI

[+ V@) - lle —ell < M -fle —eé]].

Ferner gilt A(e) — 0 fir alle e € F, wenn ¢t — 0. Sei nun ¢ > 0 beliebig vorgegeben.
Dann gibt es eine endliche Teilmenge E C E mit d(e, E) < 577 fiir jedes e € Sgm—1
Bei fest gewdhlter Menge E gibt es ein § > 0, so dass [As(€)| < § fiir alle € € E und
0<t<§. Firee §m1 und 0 < t < ¢ gilt dann:

|A(e)] < Ié%ig{lAt(e) —Av(e)] +[Ac(e)[}
. €
< IéIél}gl{M lle — el + 5}

e €
< — M+ - =-=¢.
Wi +2 €

Dies zeigt Ay — 0 gleichméfig fiir £ — 0, und daraus folgt die Behauptung. n

3.2 Die Flachenformel

Sei U C R"™ offen und f : U — R" ein C!-Diffeomorphismus. Dann ist fiir eine beliebige
A"-messbare Funktion g : R” — [0, o0

[ 9@ Tr@xan) = [ glu)xan) ()
U )

wobei J f(x) = |det(Df(x))|.

Anséitze fiir Verallgemeinerungen:

e Abbildungen f : R™ — R™ mit m,n € N oder sogar allgemeiner f : M — N mit gewissen
m-~dimensionalen bzw. n-dimensionalen Mengen M, N.

e f nicht notwendig injektiv.
e f nicht notwendig differenzierbar, aber Lipschitz.

Ist speziell A C U eine Borelmenge und g(y) := 17(4)(y), dann geht () iiber in

/A Tf(@)A"(dz) = A"(f(A)).
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

Fiir eine lineare Abbildung ist dies fast trivial. Umformulierung ergibt

/ Jf(@)X"(dz) = / 4 (AN Yy}) N (dy),
A .

wobel

_ L, ye f(A),
Anf! =
#( f {y}) {O, sonst,
da f injektiv ist.
Beispiel
Wie sieht es dagegen in der folgenden Situation aus? Es seien n = 1, f : [-1,1] — R mit
f(t) =1—1t2 Bsist f'(t) = —2t und damit Jf(t) = 2|t|.

1
/ Jf(y)dy:/ 2ytydt:2-d/ tdi—4. L 129
[(-1,1] [-1,1] 0 2

Aber es ist f([—1,1]) = [0, 1] und ff(A) dt = M\(f(A)) = 1. Man beachte jedoch

/ AL N F{E) =21
2, te(0,1)

=41, te{0,1}

0,

sonst

Definition
Eine lineare Abbildung ¢ : R™ — R” heifst lineare Isometrie, falls

{o(z), 0(y)) = (z,y)

fiir alle z,y € R™.

Bemerkungen: (1) Eine lineare Isometrie ist injektiv und [|o(z) — o(y)|| = ||z — y|| fiir alle
xz,y € R™.

(2) H(o(A)) = A (A) fiir alle A C R™ und t > 0.

Lemma 3.4

Sei m < n und f : R™ — R"” eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine symmetrische
lineare Abbildung o : R”™ — R™ und eine lineare Isometrie ¢ : R™ — R™ mit f = poo. Ist
(a1, ...,an) eine Orthonormalbasis von R™, so gilt

[/ = | det(o)] = \/det((f (@), (a;))ist,..m:

und " (f(A)) = [f] - 2™ (A) fir A C R™.
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3.2 Die Flachenformel

Beweis
Wir definieren eine Hilfsabbildung ¢ = f* o f : R™ — R™. Sie ist symmetrisch, da

(p(x),y) = (f* o f(2),y) = (f(2), f(y)),

und ¢ ist positiv semidefinit. Somit existiert eine Orthonormalbasis aq, ..., a,, aus Eigenvekto-
ren von ¢ mit Eigenwerten Aq,..., Ay > 0. Wir setzten b; = % - f(a;), falls \; # 0. Beachte
dabei

1
VAN

falls \j, \j # 0. Wir ergénzen diese Vektoren zu einer Orthonormalbasis (b1, ..., by,,) des R™.

>

(bis bj) = (fla), flag)) = |55 as, a5) = 655,

Aj

Wir definieren nun o(a;) == V/A; - a;, @ = 1,...,m. o ist symmetrisch, da (ay,...,a,) eine
Orthonormalbasis ist. Wir definieren weiter o(a;) := b;, i = 1...,m. g ist eine lineare Isometrie.

Nun gilt fiir A\; #0
00 a(a;) = o(v/Ai - ai) = Vi bi = /i

und fiir A; = 0 ist poo(a;) = 0 und es gilt
(f(ai), f(ai)) = (p(ai), ai) = (Niai, a;) =0

1
ﬁ'f(ai) = f(a:),

also f(a;) =0.

Seien g, o und (ay, ..., ay,) wie in den Voraussetzungen des Lemmas gewahlt:
(f(ai), f(a;)) = (0o o(ai), 00 0(a;)) = (o(ai), o(a;)).
Sei S die beschreibende Matrix von o beziiglich (a1, ..., am). Dann:

(det(c))? = det(ST) - det(S) = det(ST - ) =
= det(({o(ai), o(a;)))ij=1,...m)
= det(((f(as), fa;)))ij=1,..m)-

Ferner gilt fir A ¢ R™:

H([(A)) = A" (00 a(A)) = A (0(A)) = |det(o)| - A7 (A) = [[]- #7"(A). =

Bemerkungen: (1) Sei
An,m) ={a:{1,...,m} = {1,...,n}: a ist streng monoton wachsend}

fir m < n. Fir a € A(n,m) sei po : R™ — R™ mit

pa((xl, ce- a'rn)—r) = (xoc(l)v s awa(m))—r

erkldrt. Dann gilt

[fIP= Y det(paof)*

acA(n,m)

Dies ist der verallgemeinerte Satz des Pythagoras.
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

(2) Sei f:R™ — R" linear mit f = poo und ay,...,a, eine Orthonormalbasis. Dann ist
[f] = det(o(a1),...,o(am))
< llo(an)ll - - llo(am)l

Proposition 3.5
Seien m < n, f : R™ — R" eine Lipschitzabbildung und A € B(R™). Dann ist die Abbil-
dung

y = #AN T ({))
eine ¢ ™-messbare Abbildung R" — [0, co] und

L #HAN T (b)) < Lin(1)" - 7).

Bemerkung: Eine entsprechende Aussage gilt allgemein fiir f : (X,d) — (Y, d), wobei (X, d)
ein polnischer, das heiftt separabler, vollstdndiger metrischer Raum ist.

Beweis
Betrachte Folgen von Zerlegungen fiir ¢ € N:

Ci={[0,27")™+2". 2: 2 € Z™},
B ={CnA:CeC(}.
Dies ist eine abzéhlbare disjunkte Zerlegung des R™ mit
sup{diam(C) : C € C;} — 0
fiir i — oo, und ferner ist jedes C' € C; disjunkte Vereinigung von gewissen Mengen C' € Ci ;.

Zu B € B; existiert eine Folge (Kj);jen kompakter Mengen mit K; C B und ™ (B \ K;) <
und damit (B \ U;2; K;) = 0. Wegen

B\ f(K) = fB3\ f(|J Kj) c f(B\ | K))
j=1

J=1 J=1

folgt

0<M(f \Uf ) < Lip(f)™ - #™(B\ |J K;) =0

j=1
Da f(Kj) € B(R") C Ayem und f(B) \ U2, f(K;) € Aym folgt f(B) € Aym. Wegen
D Lym S #AN T {y))

BeB;
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3.2 Die Flachenformel

fiir i — oo folgt die Messbarkeitsbehauptung.

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz erhélt man schlieflich

[ A )i = [ Jim S )7 )

BeB;
—lim [ 1))
BeB;

=lim Y #"(f(B))
71— 00 |
BEBi <pip(fym.em(B)

< Lip(f)™" - lim #™(| ] B)
BeB;

——
=A

— Lip(f)" - #™(A). .

Lemma 3.6
Ist f: R™ — R" stetig, so ist

{z e R™: f ist in z differenzierbar} € B(R™).

Beweis
Ubung ™

Definition
Sei m < n und f:R” — R” differenzierbar in x € R™. Dann heifst

Jf(x) = [Df.]

die Jakobische (Jakobi-Determinante) von f in x.

Unser Ziel im folgenden ist es, {x € R™ : Jf(x) # 0} in Teile zu zerlegen, auf denen f injektiv
ist und auf denen D f, kontrolliert ist.

Lemma 3.7
Sei m < nund f : R™ — R"” eine stetige Abbildung. Sei ¢ > 1. Dann existiert eine
abzihlbare Borel-Uberdeckung £ der Menge

B :={z € R": f ist differenzierbar in z, Jf(z) # 0}
derart, dass fiir jedes E € & gilt:

(1) flg ist injektiv.
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

(2) Es existiert ein Automophismus 7 : R™ — R mit
(i) Lip(flgoz") <t und Lip(rg o (f|g)~") <t
(i) t71 - |re(@)| < IDfy(v)|| < t-||7e(v)|| fiir alle b € B und v € R™.

(i) =™ - |det(rg)| < J(f)|g < t™ - |det(TR)|.

Beweis
Sei e > 0 mit t7! 4+ ¢ < 1 <t —e. Wihle abzihlbare dichte Teilmengen C' € R™ und T C
GL(m,R). Fiir c € C, 7 € T und i € N sei E(c, 7,i) die Menge aller b € BN B(c, 1), fiir die gilt:

(@) (7 +e) - Ir@) < IDfp(o)]| < (¢ —¢) - [I7(v)] fiir alle v € R™ und
(b) |If(a) = f(b) = Dfp(a—"0)|| <e-|7(a—0b)| fir alle a € B(e, %)
Sei b € E(c,7,i) und a € B(c, %) Dann gilt
1f(a) = fFO) < [[Dfola—b)|| + & [|T(a— D)
S@t=ellrla=b)|+e-[r(a—0b)
=t-|lr(a=0d)| =t-[I7(a) — 7(b)]|
und
1f(a) = fO) = [[Dfola—b)[| —e-[lr(a—b)
>t te)llr(a—b)—e-|r(a—0b)
=t |lr(a) = (D)
Zusammen erhélt man fir a,b € E(c, T, %)
1 r(a) — 7O < 17(@) — FB) <t (@) — 7O)].

Dies zeigt (1). Fiir a,b € E(c, T,1) gilt also

If o7 (@) = for H(r(O) < t-|Ir(a) - T(O)],

das heifdt
Lip(f|E(c,7’,i) © 7__1) <t
N————
Abbildung auf 7(E(c,7,))
sowie
70 f7 (f(a) — 7o fTHFO)I < t- || f(a) = D),
das heifdt

Lip(T © (f|E(c,7',i))_1) <t
Abbildung auf f(E(c,7,i))
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Sei b € E(c,T,i). Sei (e1,...,en) die Standardbasis. Da D f;, injektiv ist, ist in der Zerlegung
Dfy, = poo, wobei o : R™ — R™ symmetrisch und g : R”™ — R"” eine lineare Isometrie ist, die
Abbildung ¢ ein Automophismus. Wir schétzen ab

JF(b) = |det(o)| = |det(o o 771)| - | det(r)]

= | det(o 07_1(61), e, O OT_l(em))‘ - | det(7)]

<HH007’ | - | det(7)]

—HIIbe "(e))|| -] det(7)]
—
=<t (r 1 (en) =t
<™ | det(7)].

Analog erhélt man:
(Jf()~! =|det(o)| ™! =|det(o7")| = [det(r 007 )| - |det(r™")]

< |det(roo (e1),...,To0  (em))| - | det(r)|

<HHTOO’ |- |det(r)]~?

<1t -IDf(a™" el - | det(r)| !
i=1

— ™| det(r)| ",

das heifst
JF(b) > t71 - | det(7)|.
Zu zeigen ist noch, dass die Mengen E(c,7,7) mit ¢ € C,7 € T, i € N die Menge B {iberdecken.
Sei hierzu b € B. Dann ist D f, = o o 0 mit 9,0 wie oben. Wahle § > 0 so, dass
(1—=6-lc YY)t <t—e und 146-|c <@t +e)7!
und 7 € T so, dass ||o — 7|| < 6. Dann gilt:
|Too || = |lidgm + 700 — idgm ||
<1+|roc—coa™|

=1+4+|(r=0)oc}
<1+ |lr ol -[lo™"|
<1407t

<t t4e)t
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

und &hnlich folgt
loor™ <14 flo =7l - =71
<146 |71
=149~ logor 1”
<1460 - floor™

und damit

loor <@ =d-lo7 )7 <t-e.

Wahle ¢ € N mit

la — b

|f(a) = f(b) = Dfp(a—b)|| <e- Lip(r 1)

fiir alle a € B(b, 2) und wihle ¢ € C mit [|c — b]| < 3. Fiir v € R™ gilt dann
(o) llr)l =t +e) - Iroo™ (o(v)]
<@t e llroa™H - o)l
< [lo(v)]]
=D fp(v)|l
und
1D fo(w)ll = llo ()] = llo o 7= (r(v))l]
-l )l

Dies zeigt Bedingung (a).

Fiir a € B(c, 1) C B(b, 2) ist

la — b
7@~ 1)~ Dita v < - o 0L
@) - o)
Lip(t—1)

< lra—b)l.
Dies zeigt Bedingung (b). Somit ist eine Uberdeckung gegeben.

Nun kommen wir zur Borel-Messbarkeit der iiberdeckenden Mengen.

Sei M die Menge aller 2 € R™, fiir die f in z differenzierbar ist. Nach einer Ubungsaufgabe, ist
diese Menge messbar. Sei {x; : i € N} eine dichte Teilmenge von R™. Da 7 und D f(-) stetig
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sind, gilt

{beM: (a)giltinb} = (V{be M:(t™" +e)llr(ay)ll < IDfolzy)ll < (¢ —e)llr(ay)l}

jeN
eB(R™)
und
{beM: (b)giltinby= () {beM:|f(x;)— f(b) - Dfyla; = )| < elr(z; —b)l[}
eB(R™).
Zusammen ergibt dies die behauptete Messbarkeitsaussage. n
Satz 3.8

Seim < n, f:R™ — R" eine Lipschitzabbildung und A C R™ eine \"*-messbare Menge.
Dann gilt

/A TH@N ) = [ AN (Gw)) A ),

Beweis

Die Abbildung y — #(AN f~1({y})) ist messbar, falls A eine Borelmenge ist. Zu der gegebenen
™-messbaren Menge A gibt es eine Borelmenge A’ mit A C A" und (A’ \ A) = 0. Nach
Proposition 3.5 ist y — #((A"\ A) N f~1({y})) s£™ fast iiberall die Nullfunktion und damit
A™-messbar. Hieraus folgt die Messbarkeit der Abbildung y — #(A N f~1({y})) allgemein.

Aufgrund des Satzes von Rademacher, Proposition 3.5, und der Regularitit des Lebesguemafes
kann man annehmen, dass A € B(R™) und f in jedem Punkt von A differenzierbar ist. Ferner
kann \""(A) < co angenommen werden.

Fall (a): A C {z € R™: Jf(z) # 0}. Sei t > 1 beliebig. Wiihle eine Borel-Uberdeckung £ von
B :={z e R™: Jf(x) # 0} wie in Lemma 3.7. Sei G eine abzéhlbare Zerlegung von A
derart, das fiir jedes G € G gilt: G € B(R™) und G C FE fiir ein £ € £ mit 7 wie in
Lemma 3.7. Dann folgt

2 A (F(G) =t A((fle) o 75 ) (7E(G)))
<t Lip((f|g) o 7)™ - ™ (15(G))

¢
<tm

<t " . X" (te(G))
=t |det(tg)| - ™ (Q)

- / 7™ det () |dA™
G

< / JfdN™.
G

81



3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

Die Abschétzungen lassen sich nun in analoger Weise fortsetzen:
/ Jfd\™ < / t"| det(1g)|dA\™
G G

= t™ - |det(rg)| - #(G)

=t" - A" (1e(G))

=" A (rp o (fle) " (fle(G)))

< t"™-Lip(tg o (flg) ™)™ A" (f(G))
<™ AT((G)).

Da f|q fiir alle G € G injektiv ist, erhdlt man zunéchst

S AmE) =Y [ g

Geg Geg

=30 [ #En T uh) )

Geg

= [ #AN T {y)) A (dy)

R

und hiermit

g / HANF () A dy) < /A Jfdxm

<o [ AN T () ).
Dies gilt fiir jedes t > 1 und somit folgt die Gleichheit.
Fall (b): A C {x: Jf(z)=0}. Sei ¢ > 0. Dann werden Lipschitzabbildungen g, p erklért;
p:R®" x R™ — R", (y,2) —y
g:R™ 5 R" xR™, z— (f(z),e-x).

Dann ist f = pog. Fir ¢ € A gilt Dg,(v) = (Dfz(v),e - v) fiir v € R™. Somit
ist Dg, injektiv und daher Jg(z) # 0 fir z € A. Da Jf(z) = 0 fiir z € A ist
q = dim(Kern(Df;)) > 1. Sei (b1,...,by) eine Orthonormalbasis von Kern(D f,) und
(b1,...,by) eine Ergénzung zu einer Orthonormalbasis von R™. Somit gilt

[ Dga(bi) |l = [[(0,e - bi)|| = ¢
firi=1,...,q und
[1Dga(bs)ll = [I(Dfa(bs), € - bj)[| < Lip(f) + ¢
fir j =q+1,...,m. Nach Fall (a) ist
A (f(A)) = A" (pog(A)

)
<o) = [ Tgax"

< el (Lip(f) +¢)"™ - A"(A).
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Dies zeigt 2™ (f(A)) = 0 und somit #(AN f~1({y})) = 0 fiir S "fast alle y € R".
Dies zeigt die Gleichheit auch in diesem Fall. ™

Korollar 3.9
Seien m < n, f: R"™ — R" eine Lipschitzabbildung und A : R™ — R eine Funktion, deren
A"-Integral existiert. Dann gilt

Lor@as@xnan = [ | wa) | )
zef~1({y})

_ / / h(z) A°(dzx) H™(dy).
oS

Beweis
Ubung ™

Anwendung: Sei m <n, A CR™, f:R™ — R" sei C'! und injektiv. Dann gilt:
A (F(A)) = /A T (5) A (d) = /A V(@) 77 (dx)

mit g(z) = det(((D;f(x), D f(y)))i,j=1,..,m)- Ist f nicht injektiv, so nennt man

L #HAN ) ) > A

die Hausdorff-Fliache von f|4.

3.3 Die Koflachenformel

Sei jetzt m > n und f : R™ — R™. Sei ferner g : R™ — [0, 0] eine J#™-messbare Abbildung.
Dann besagt die Koflichenformel, dass

x)J f(x) 2™ (dx) = x) A" (dx) " (d
[ s@asa i = [ [ g v

gilt. Die Jakobische Jf von f wird nachfolgend erklart. Im Spezialfall g(x) = 1 4(z) mit einer
J™-messbaren Menge A C R™ besagt dies gerade

/A T3(@) A7) = [ ATAN S () A ).

Aus diesem Spezialfall erhdlt man umgekehrt die allgemeine Aussage durch die iiblichen Routi-
neargumente.

Beispiel
Fiir die Abbildung d : R™ — [0,00), z + |lz| gilt d}({r}) = {z € R™: ||z|| = r}. Die
Berechnung der Jakobischen Jd von d erfolgt in den Ubungen.
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Lemma 3.10
Sei k>m >n, AC RF und f:RF — R" eine Lipschitz-Abbildung. Dann gilt

[mmian s by e < I iy ema),

a(m)

Bewelis

Fir j € N gilt J4"(A) < #™(A) < A (A) + % Dann existiert eine Folge B; € Q1 (A) mit
j

1
J

ar@) < Y ) Gy < ey + L
I BeB; 2m J

Fir B € B;j ist f(B) kompakt, also Borelmenge. Erklare

a(m —mn)

g : R" —» R, Y =

- diam(B)™ " - 1y (1)

Insbesondere ist gp eine #"-messbare Funktion und

diam(B 1 £~ ({y})) < diam(B) - 15 (y) < .

ks

Es folgt

A @an ) < 3 M= danB0 () < Y only

BEB]‘ BEBj

Mit dem Lemma von Fatou und dem Satz von der monotonen Konvergenz erhélt man nun
*

[oemrian s iy = [ tm e an £ ) A

§/ lim inf Z gB(y) A" (dy)
R

n Jj—00 BEB
< liminf/ Z g9B(y) H"(dy)
J—00 n BEB
= lim in > / gp(y) A" (dy)
BeB;
= lim inf Z diam(B)mfn - A" (f(B)).
€B; CRn
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3.3 Die Koflachenformel

Mit Hilfe der isodiametrichen Ungleichung ergibt dies

[ s oy ey < vimine S 25 sy
BeB;

a(n)
27’L

diam(f(B))"

.. a(m=—n)a(n) . n a(m) . m
Sh}l;l)gngLlp(f) -Bze;j o diam(B)

<A(A) 5

2 = ) iy a), .

Lemma 3.11
Sei m > n und f : R™ — R" eine Lipschitz-Abbildung. Sei ferner A C R™ eine 5™
messbare Menge. Dann gilt:

(1) AN f~Y{y}) ist ™ "-messbar fiir s#"-fast-alle y € R™.

(2) yr— ™ (AN F71({y})) ist H#"-messbar.

Beweis

Sei A kompakt. Dann ist AN f~1({y}) kompakt, also Borelmenge. Sei ¢ > 0 beliebig. Fiir j € N
sei U; die Menge aller y € R", fiir die es eine endliche, offene Uberdeckung G von AN f~1({y})
gibt mit diam(G) < %(G € G) und

- 1
S A=) giam(@) <4
Geg J

Dann bestétigt man leicht
yeR: 2" AN () <ty = U;.
JEN
Wir zeigen, dass U; eine offene Menge und damit eine Borelmenge ist. Sei hierzu y € U; und G

cine offene, endliche Uberdeckung von AN f~({y}). Da A kompakt ist, ist A\Jgeg G kompakt
und somit auch f(A\ Ugeg G)- Daher ist f(A\ Ugeg C R"™)¢ offen.

Behauptung: Fir z € R" gilt:
zefA\Jreanrtdzhc e

Geg Geg

Dies ist leicht einzusehen.
Eine zweimalige Anwendung der Behauptung zeigt y € f(ANUgeg G)° € Uj. Also ist U; offen.

Sei A C R™ nun eine beliebige #"-messbare Menge. Es geniigt, 7" (A) < oo zu betrachten.
Zu A gibt es eine aufsteigende Folge kompakter Mengen A; C A mit (A \ Uizl A;) = 0.
Lemma 3.10 zeigt

A" (AN AN {wh) =0

1>1
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

fiir 7"-fast-alle y € R™. Hieraus folgt (1) und wegen
ATAN S () = lim (AN ()

auch (2). [

Notation: Zu f € L(R™ R™) ist f* € L(R™,R™) die adjungierte Abbildung, die durch die
Bedingung (f(z),y) = (z, f*(y)) fir z € R™,y € R" festgelegt ist.

Lemma 3.12

Sei f: R™ — R" eine lineare Abbildung und m > n. Dann gilt:

1) f= =

(2) fe L®™R"), ge LR",RP) = (go f)* = f*og* € LIRP,R™).

(3) Ist o € L(R™,R™) orthogonal, so gilt o* o o = idg» und Bild(p) = Kern(o*)*.

(4) Zu f existiert o € L(R™,R™) symmetrisch und p € L(R™,R™) orthogonal mit f = ogop*.
(5) Ist h € L(R™,R™), so gilt [h] = [*] = | det(h)| = | det(h*)].

(6) Setze [f] == [f*]. Dann gilt:

(a) [f] =0, falls dim(f(R™)) < n.
(b) Ist dim(f(R™)) = n und (b1,...,b,) eine Orthonormalbasis von Kern(f)*, so gilt:

(7) Ist (a1,...,a,) eine ONB von R", so gilt:

[f] = /det(fo f*) = \/det f(ag))ij=1,.n)
Beweis
Ubung "
Lemma 3.13

Sei m < n und seien h : R™ — R™ h : R®™ — R™ Lipschitz-Abbildungen. Sei ferner
E C {z € R™: hoh(x) = z} eine S -messbare Menge. Dann gibt es eine .7#™-messbare
Menge Sg C E mit #™(E \ Sg) = 0, so dass fiir x € Sg gilt:

e h ist in x differenzierbar.
e hist in h(z) differenzierbar.

L] Dilh(x) o th = idRm.
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3.3 Die Koflachenformel

Beweis

Sei Z = {x € R™: hoh(z) —x =0} = {z € R™: (hoh—id)(z) = 0}. Dann gilt (nach Ubung)
fiir #M-fast-alle z € Z, dass D(hoh —id), = 0, d.h. D(hoh), = idgm. Ist E C Z, so gilt dies
auch fiir "-fast-alle z € E.

Sei F:= {x € R™: h ist differenzierbar in z}, G == {y € R": h ist differenzierbar in y} und
D = Fn{z € R™: h(z) € G}. Dann gilt:

E\D=(E\F)U(E\{z € R™: h(z) € G}) = (E\ F)U{z € E: h(z) ¢ G},

wobei aufgrund des Satzes von Rademacher 77 (E \ F') = 0 und wegen {z € E: h(z) ¢ G} C
h(R™\ G) auch

H™({z € E: h(z) & GY) < ™R\ G)) < Lip(h)™ - #™R"\ G) = 0.

Hieraus folgen leicht alle Behauptungen. n

Lemma 3.14

Sei m > n und sei f: R"™ — R™ stetig. Dann existiert eine abzéhlbare Boreliiberdeckung
€ von B = {z € R™: f differenzierbar in x und Df;(R™) = R"} derart, dass fiir jedes
E € & eine (lineare) Orthogonalprojektion pg : R™ — R™™" und Lipschitzabbildungen
hg : R™ — R™ x R™™", ilE :R” x R™M™™ — R™ existieren mit

hp(z) = (f(x),pe(z)) und hgohg(z) =2z fir alle z € E.

Beweis
Fir v € A(m,m — n) sei p, : R™ — R~ gegeben durch

Py(T1, - Tm) = (Ty(1)s -+ > Ty(men))-
Ferner sei h, : R™ — R"™ x R™™" gegeben durch h(x) = (f(z),py(x)). Setze
Ay = {x € R™: h, ist differenzierbar in « und Dh.(z) ist injektiv}.

Die Abbildung f ist differenzierbar in x genau dann, wenn h, in x differenzierbar ist und
Kern((Dhy).) = Kern(D f;) N Kern(p, ). Hieraus folgt leicht

B =4,

yeA(m,m—n)

Nach Lemma 3.7 gibt es zu jedem ¢ > 1 eine abzihlbare Borel-Uberdeckung &, von A, derart,
dass fiir jedes E € &, ein Automorphismus 75 : R™ — R™ existiert, so dass gilt: (h,)|g ist
injektiv und Lip((h,)|g o 75') < t sowie Lip(7g o ((hy)|r)~!) < t.

Fiir z,y € F gilt dann

1h (@) = hy @)l = l(hy) | © 75 (T8(2) — (he) & 0 75 (TE(W))]

<t-|rp(z) =7yl < t-Lip(rg) - [l -yl
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

und fiir u,v € hy(E) gilt

[(hyl ) () = (hyl ) " @)l = ll7gt o T © (hy|B) ™ (w) = 75" 0 T © (e |B) ™ (V)]
< Lip(r5") -t - [lu— o]

Also sind hy|g und (h,| £)~! Lipschitzabbildungen. Somit existieren Lipschitzfortsetzungen h
von (h,|g) und h von (hylg)™ mit b : R™ — R® x R™™™ und h : R® x R™™" — R™, wobei
hlg = (hy)|e und hlyg) = (h'y|E)7l‘h7(E)~ Daher ist h(z) = (f(z),py(z)) fir z € E und
ho h(z) = z fir x € E. Hieraus folgt die Behauptung. n

Der folgende Hilfssatz stellt gewissermafsen eine lokale Version der Koflachenformel dar. Die hier-
bei auftretenden Annahmen sind nach dem vorangehenden Hilfssatz stets erfiillbar. Zusammen
erhalten wir dann schliefslich die allgemeine Aussage.

Lemma 3.15

Sei m > n, f: R™ — R” eine Lipschitzabbildung und £ C R™ eine Borelmenge derart,
dass fiir alle z € E die Abbildung f differenzierbar in z ist und D f, surjektiv. Sei p : R™ —
R™~™ eine Orthogonalprojektion und A : R™ — R"™ x R™™", h: R™ x R™" — R™ geien
Lipschitzabbildungen so dass ko h(z) =  fiir € E und h(z) = (f(x),p(x)) fir z € E.
Dann gilt fiir alle A C E mit A € A pm

/A Jf(@) A" (dz) = [ A™TAN T ({y}) A" (dy).

R"

Beweis ~
Nach Voraussetzung sind h|g und h|,(g) injektiv. Fiir y € R" gilt

WENF({y)) = {(f(z).p(x) sz € EN T ({y})}
={(.p(@):z e ENf({y}))}
= {y} xp(EN f'({y})).
Fiir y € R™ setzte hy : R™™™ — R™, hy(2) = h(y,z) fiir 2 € R™ ™ Da h auf der Menge
{y} x p(EN f~1({y})) C h(E) injektiv ist, ist h, injektiv auf p(E N f~1({y})). Ferner gilt
hy(p(E 0~ ({})) = h({y} x p(E 0 f~ ({y}))
= h(h(EN 7' ({y})))
=Enf ' ({y}). (%)

Nach Lemma 3.14 ist fiir 7#""-fast-alle z € E die Abbildung h in  und die Abbildung hin h(zx)
differenzierbar und Dhy,,) = (Dhy)~!. Fiir s#™-fast-alle x € E existiert somit die Abbildung

Ly : R™™™ — R™ mit Ly := D(hy(y))p(z), Wobei die Existenz und die erste Gleichung

L, = D(hf(m))p(m) = Dh(f(ac),p(x)) o (On,nfm, idRm—n) = (th)_l o (On,nfmy idRm—n)
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3.3 Die Koflachenformel

aus der Kettenregel (betrachte hierzu: z — (y, z) — h(y, z)) folgt. Wegen Dh, = (D f,, p) erhilt
man

Ly(R™™™) = (Dhg) " ({Ogn} x R™™") = Kern(Df,).

Dies zeigt insbesondere, dass L, maximalen Rang hat. Sei nun (by,...,b,) eine Orthonor-
malbasis von R™, so dass (b1,...,bn—pn) eine Orthonormalbasis von Kern(Df,) ist, das heifst
(bi—ns1,--.,bm) ist eine Orthonormalbasis von Kern(D f,)*. Damit folgt

Th(z) = | det(Dha(by), . ., Dha(bm))|
= | det ((0,p(b1)), sy (0’p(bm*n))a (Dfx(bmfnJrl)ap(bm*ﬂJrl))a sy (Dfx(bm),p(bm))ﬂ
= | det ((Ovp(bl))’ ceey (0,p(bm7n)), (Dfx(bm*nJrl)a 0)7 sy (Dfx(bm)v O))‘

= |det (p(b1),. ., p(bm-n))| - J f(z),

wobei wir verwendet haben, dass (0,p(b1)),...,(0,p(bm—r)) linear unabhéngig sind. Fir v €
R™" gilt

(On,m—n,idgm-n)(v) = Dhy o Ly(v) = (D fu(Ls(v)), p(Lz(v)))
und daher
po L, =idpm-n,

das heifst det(po L) = 1. Sei nun o : R™™" — R™™" eine symmetrische und o : R™~" — R™
eine orthogonale Abbildung, so dass L, = oo o. Da L, maximalen Rang hat, ist o ein Auto-
morphismus. Daher ist Kern(Df;) = Ly(R™™") = go a(R™™") = o(R™™"). Da g orthogonal

ist, gibt es eine Orthonormalbasis by, ..., by—y, in R™™™ mit o(b;) = b;. Somit folgt
1 =det(po L;) =det(popooc)=det(pop)-det(c)
= |det(poo(b1); .-, po 0(bm—n))| - [La]
— [det(p(b1), - D) - I (b ) (BL2).
Dies ergibt schliefslich
Tf(@) = Th(z) - T (hye) (p(@)).

Da h auf E und h auf h(F) injektiv sind, folgt fir A C F mit A € Am durch zweimalige
Anwendung der Flachenformel

[ @) = [ 1a@)- i) o) - Thi) 27 )
= [ a2 TR (7 AT Al )
-/ Thy)(2) 27 (dz) A (dy)
mJp(Anf=1({y}))

= /. A" (hy (AN 7 ({y})))) 27 (dy)

@ anf1{wh)

~ Jan AN FH{y)) 7 (dy). =
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

Satz 3.16
Seien m > n und f : R™ — R"™ eine Lipschitzabbildung. Fiir jede #™-messbare Menge
A C R™ gilt

/A T () A (dr) = / ATAN T () A7)

Korollar 3.17
Seien m > n, f : R™ — R" eine Lipschitzabbildung und & : R™ — [0, o] eine J#™-messbare
Abbildung. Dann gilt

/ h(z)J f(z) 2™ (dz) = / /f ; })h(x)%m_"(dx)%”(dy).
n —1 y

Beweis (von Satz 3.16)

Ist #™(A) = 0, so sind beide Seiten der behaupteten Gleichung Null (Lemma 3.10). Daher
konnen wir den Beweis wie frither auf den Fall 7 (A) < oo, f differenzierbar in allen 2 € A
sowie A € B(R™) reduzieren.

90

(a)

Sei Jf(x) > 0 fiir alle x € A. Also ist Df,(R™) = R™. Dann existiert eine abzéhlbare
Borel-Uberdeckung £ von A derart, dass fiir jedes E € & eine Orthogonalprojektion
p: R™ — R™ ™ und Lipschitzabbildungen h : R — R™ x R™™" h : R" x R™~" — R™
existieren mit h(z) = (f(z),p(z)) und ho h(z) = z fiir x € E. Wihle eine abzihlbare
Zerlegung G von A, so dass fiir jedes G € G ein F € £ existiert mit G C . Aus Lemma
3.15 folgt nun

/A Ji() () = Y /G J () ™ (d)

Geg

=30 [ e i ) )

Geg

= [ aman g b)),
Sei Jf(z) =0 fiir alle z € A, das heifit Rang(D f,(R™)) < n. Sei € > 0 beliebig vorgege-
ben. Definiere Abbildungen g : R™ x R” — R™ und p : R™ x R” — R durch
g(z,y) = f(z)+ey und  p(z,y) =y fir z € R,y € R™.
Fir x € A und y € R" erhélt man
Dg(z ) (v, w) = D fr(v) + ew, veR™ weR"
und folglich

1Dg(a,y) (v, w)|| <[ Dfa()]| + ellw] < Lip(f)|lvfl + ellwll < (Lip(f) + &)ll(v, w)l],
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also
[Dg(e,y) (v, w)|| < Lip(f) + .

Ferner ist )
Kern(Dg(y.,)) = {(v, —ngw(v)> NS Rm} ,

also dim(Kern(Dg(;,)) = m und dim(Bild(Dg(, ,)) = n. Unter (b) gibt es einen Vektor
w € Df,(R™)+ mit ||w| = 1, und wir kénnen hiermit by = (%Df;(w),w) € R™ x R"
definieren. Dann gilt

Il = (D12 (0), EDF ) ) + (w,w) = Sw, Do D) +1=1,

wobei

IDfeo Dfs(w)I =( 1w, DfsoDfzoDfso Dfz(w)) =0,

€D fo(R™)+ eDf,(R™)

also Df, o Df¥(w) = 0 verwendet wurde. Wir erhalten b; € Kern(Dg(%y))J-, da fiir alle
v ER™ gilt

(.0 =201000) = LDs2w).0) = L D1 =0,
und ferner
IDgtasy 40 = | 2010 D) +20] =
Wir ergénzen nun by zu einer Orthonormalbasis (b, ..., by,) von Kern(Dg(m’y))L. Hierfiir

gilt die Abschitzung

Jg(wv y) = ’ det(Dg(az,y) (b1)7 ceey Dg(az,y) (bn))| = H HDg(a:,y)(bZ)H < €<Lip + g)nil'
i=1
Die Translationsinvarianz des Hausdorff-Mafes zeigt, dass

A A" TAN T {y — ez})) A7 (dy)
von ¢ und z unabhéngig ist. Setze B := A x B"(0, 1), wobei B"(0, 1) die Einheitskugel im
R™ ist. Hierbei gilt wegen {(x,2) : € A, f(x)+ez =y} = {(z,2) : ® € Anf{y—ez})}
{(m,2):x € AN f1({y —ez})}, falls 2 € B*(0,1),

(Z)» sonst.

Brg t({yhnp({zh) = {

Es bezeichne a(n) das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel. Mit Hilfe von Lemma
3.10 (mit K = m + n) und Anwendung des Resultats aus Teil (a) folgt

[ ran s qyh) )

_ —1 m—n —1 — ez n n Z
mam [ AN £ ) ) )
=am™ [ [ B g (b a7 () 7 ) )

—1(m — n)a(n)

< a(n) Lip(p)" 2™ (BN g~ ({y}))-

a(m)
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Wegen Lip(p) = 1 und da Dy, vollen Rang hat, folgt schlieklich mit Hilfe von Teil (a),
der fiir die Abbildung g anwendbar ist,

- ATAN T {yY) 7 (dy)
a(m —n)

= Ta(m) Jgn

A™(BN g ({y})) A" (dy)

_a(m—n) m n
- /BJgd(%” @ ™)

a

a(m —n)a(n)

= a(m)

- HM(A) e (Lip(f) +e)"

Da € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, ist das Integral Null.

3.4 Rektifizierbare Mengen

Motivation: e Verallgemeinerung von Mannigfaltigkeit
e Allgemeine Fassung der Flachenformel und Koflachenformel

o Triagermengen fiir rektifizierbare Stréme und rektifizierbare Varifaltigkeiten

Definition

e Eine Menge M C RP heifst n-rektifizierbar, falls es eine beschrankte Menge A C R™ und
eine Lipschitzabbildung f : A — RP gibt mit f(A) = M.

e Eine Menge M C RP heifit abzdhlbar n-rektifizierbar, falls es eine Menge My C RP mit
" (Mp) = 0 und Lipschitzabbildungen f; : R® — RP? fiir j € N gibt, so dass gilt:

M C My U U fJ(Rn)
JjeN

Hinweis: Die Terminlogie im Buch von Federer weicht von dieser hier ab.

Beispiele
(1) R™ ist abzdhlbar n-rektifizierbar fir m < n.

(2) Teilmengen und abzéhlbare Vereinigungen von abzahlbar n-rektifizierbaren Mengen sind
abzahlbar n-rektifizierbare Mengen.

(3) Sei (4)ien C R? abziihlbar, dicht. Dann ist

M = U Sz, 27
i€N

abzihlbar 1-rektifizierbar, 7! (M) < oo und M = R2.

(4) Sei K C RP kompakt und konvex. Der Rand 0K von K ist (p — 1)-rektifizierbar.
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(5) Ist A C RP abzdhlbar n-rektifizierbar, so gibt es B € B(RP) mit A C B und B ist
abzahlbar n-rektifizierbar.

(6) D sei ein gleichseitiges Dreieck in R? mit Kantenlinge 1. Eine Kante von D sei parallel zur
x-Achse. Dy sei die Vereinigung von drei gleichseitigen Dreiecken in R? mit Kantenlinge
L in den Ecken von D“. Definiere D;, i > 1, analog und

3 »
o0
ﬁ = ﬂ D; C R2.
i=1
Es ist #1(D) = 1, aber " (71(D)) = 0, wobei m; die Orthogonalprojektion auf die y-
Achse ist. Seien 7y, 3 Orthogonalprojektionen auf die Geraden, die mit der y-Achse den

Winkel 120° einschlieRen. Dann gilt #! (m;(D)) = 0, i = 1,2. Somit ist D nicht abzihlbar
1-rektifizierbar.

Satz 3.18 (Struktursatz)
Sei A C RP mit s#"™(A) < oco. Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung A = RUN, so dass
gilt

(a) R = AN Ry mit einer abzéhlbar n-rektifizierbaren Borelmenge Ry C RP.

(b) Fiir jede abzéhlbar n-rektifizierbare Menge F' C RP gilt " (N N F) = 0.

Beweis
Sei s == sup{H" (AN B) : B € B(RP), abzdhlbar n-rektifizierbar} < co. Es gibt B; € B(RP),
abzéhlbar n-rektifizierbar mit 7" (AN Bj) > s — %, j € N. Dann ist

Ry =] B; € BR?)
JEN

abzihlbar n-rektifizierbar. Setze N := A\ Rp. Sei F' C R? abzihlbar n-rektifizierbar. Es gibt
F D F mit F € B(RP) und abzéhlbar n-rektifizierbar.

Dann folgt
s> (AN (RyUF))

= (A" A)(Ry U F)

= (A" A)(Ro U (F\ Ry))

= (A" A)(Ro) + (A" A)(F \ Ro)

— #™(AN Ro) +%"(wmﬁ).

=s =N

Also ist (N N F) = 0. Setze R := AN Ry. -
Definition

Eine Menge N C RP heifst rein nicht n-rektifizierbar, falls 2" (N N F') = 0 fir jede abzdhlbar
n-rektifizierbare Mengen F' C RP gilt.
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Satz 3.19 (Charakterisierungssatz)
(a) Ist N C RP rein nicht n-rektifizierbar, so gilt fiir fast alle £ € G(p, n):

H"(N | E) = 0.

(b) Ist ACRP, A=J;2, Ai, #"(A;) < oo und gilt fiir alle B C A mit 5" (B) > 0 stets
HA"(B | E) > 0 fiir eine Menge von E € G(p,n) positiven Mafkes, so ist A abzdhlbar
n-rektifizierbar.

(c) Ist A C RP abzéhlbar n-rektifizierbar und 0 < .#"(A) < oo, so ist (A | E) =0
fiir hochstens ein E € G(p,n).

Beweis
Aussage (a) ist eine aufwindig zu beweisende Aussage. Wir kénnen hier keinen Beweis angeben.

(b) folgt leicht aus (a) und dem Struktursatz.

(c) ist ebenfalls leicht zu zeigen. m

Proposition 3.20
Fir M C RP sind dquivalent:

(a) M ist abzdhlbar n-rektifizierbar.

(b) Es gibt My C RP mit " (My) = 0 und Mengen A; C R™ mit Lipschitzabbildungen
fj+ Aj — RP so dass

M C Myu U f](A])
j=1

(c) Es gibt Ny € RP mit #"(Ny) = 0 und n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
N; C RP der Klasse C! mit 5#™(N;) < oo und

o
M c Nou | N;.
j=1

Beweis
e (a) = (c): Wir verwenden den folgenden C'-Approximationssatz fiir Lipschitzabbildun-
gen, der unter anderem auf einm Spezialfall eines Satzes von Whitney beruht:

Sei f: R™ — R Lipschitz und € > 0. Dann existiert eine C'-Abbildung g: R" —
R mit

A" ({x € R": f(x) # g(x) oder Vf(z) # Vg(2)}) <e.
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Wiederholte Anwendung dieses Approximationssatz zeigt: Zu j € N existieren eine Menge
E; C R? und C*-Abbildungen ggj ). R" — RP mit

fi®") < B o o (®"),
i=1
wobei S (E;) = 0.
Setze Cyj == {x € R" : rg(Dg(j) (x)) < n}. (Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist

)

p > n). Die Flachenformel ergibt jf”(gz(])(Cij)) = 0. Fir
No = J B;ulJ g (Cy)
j=1 i=1

ist <%ﬂn(]\]o) =0.

Zu x € R"\ Cj; gibt es eine Umgebung U;j(x), so dass g](l)(Uij(x)) C RP eine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C! ist. Da R\ C;; offen ist, kann es durch
abzdhlbar viele solcher Umgebungen iiberdeckt werden. (Hierzu schreibt man R™ \ Cj;
zunéchst als abzéhlbare Vereinigung von abgeschlossenen und dann von kompakten Teil-
mengen. ) n

Beispiele
(1) M =12 {(2,2 2% : 2 € R} C R? ist eine abzéhlbar 1-rektifizierbare Menge.

(2) M =2 ([—e1,e1] + 2 - e2) C R? ist eine abzéihlbar 1-rektifizierbare Menge.

(3) [0,1] \ Q ist abzdhlbar 1-rektifizierbar. Diese Menge ist aber nicht gleich einer abzihl-
baren Vereinigung von eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten der Klasse C!, da sie
iiberabzahlbar viele Zusammenhangskomponenten hat.

Definition

Sei M C RP eine .#"-messbare Menge und (7" | M) € M(RP), das heift 7" (M N K) < oo
fiir alle kompakten Mengen K C RP. Sei z € RP und P € G(p,n). Dann heilit P approximativer
Tangentialraum von M in x, falls

M — v
ﬁf”t( . x) Yo AP fiir AN\ O,

das heift, fiir jede Funktion f € Cy(RP) gilt

fim [, S0 ) = [ 50 ")

Bemerkungen: (1) Man kann umformen:

Z—X

finy [, S0 () = fi | 1E5H @)

(2) Seimya: RP = RP, 2+ $(z — z). Dann ist

(M) = a0 a0
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

(3) Falls der approximative Tangentialraum von M in z existiert, so ist er eindeutig bestimmt
und wird mit T, M bezeichnet. In diesem Fall ist x € M.

(4) Ist N C RP? eine n-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit von R? und zy € N, dann
existiert der approximative Tangentialraum und stimmt mit dem differenzialgeometrischen

Tangentialraum 77, N iiberein.
Ansatz: NNV ={z+g(z) = G(z) 1z € (x + m) N U} mit V,U Umgebungen von

e

—_—1
zo, g (TyoN +20) NU — (T, N ), wobei g(z9) = 0 und Dg(zg) = 0. Weiter folgt fiir

f € Co(RP), falls A > 0 hinreichend klein ist,

- 2 @0\ gy — yn z+g(x) — 2o DI
a [SESTe s = [ R S

e / (24 L g(z0 + A2))JG (w0 + A2)A A2 (d)
Ty N A

0o

— f(2) 2" (dz)
Tpo N
fir A \( 0, wobei G(z) ==z + g(z), x € T, N + zp.

Definition
Ist p ein duferes Mafs auf RP; A C RP und = € RP, so nennt man

ANB
0™ (1, A, 2) = limsup A0 B@:1)
\,0 a(n) -r
die n-dimensionale obere Dichte und

ANB
07 (u, A, z) = liminf AN Bz, r))
7\0 a(n)-rm
die n-dimensionale untere Dichte von A in x beziiglich pu.
Ist 0™ (u, A, z) = 07(n, A, x), so nennt man 0" (u, A, x) == 0} (u, A, z) die Dichte von A in x
beziiglich p.

Lemma 3.21
Sei p ein Borelreguléres duferes Maf auf RP; A C RP py-messbar und | A € M(RP). Dann
gilt 0" (u, A, z) = 0 fiir #"-fast-alle x € RP \ A.

Ohne Beweis (ist kompliziert).

Proposition 3.22
Ist M C RP abzahlbar n-rektifizierbar, J#™-messbar und .#"| M € M(RP), dann existiert
T.M fir s"-fast-alle x € M.
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3.4 Rektifizierbare Mengen

Beweis

Die Menge M kann in der Form M = MyU U ;>1M; mit paarweise disjunkten Mengen M, M;

¢ "-messbar und M; C N, geschrieben werden, wobei N; eine n-dimensionale C L_Untermannigfaltigkeit
von RP ist mit %n(N]) < 0. (M(] = Ny, M7 = M NN, \ Moy, My := M N No \ (MO UMl),

...). Fiir s "-fast-alle x € M; gilt wegen Lemma 3.21:

9”(,%”",M\Mj,x) = 9”(%”,]\6 \Mj,l‘) = 0.

Fiir jedes solches z existieren die approximativen Tangentialrdume T, M und T,N;. Sei f €
Co(RP) mit supp(f) € B(0,R) (fir ein R € (0,00)). Dann gilt

zZ—XT

[ IR

<aAn / £l poam) d A"
M\M;

< fllooA™ ™ (M \ M; 0 B(z, AR))

(M \ M; N B(z, \R))

= a(n)R"| flloo a(n)(AR)"

Also gilt
lim A" FEZD () =0
ANO M\M; A ’

Ebenso folgt

lim )\‘”/ FE=E e (dz) = 0.
N;j\M; A

AN
Wegen
/ F(2)#7(dz) = lim A" / FE=5) e (d2)
Tuwg N; ANO N; A
Z—X
— lim A" n(d
= [
z—X
~ lim A" 7
Pl e P
folgt die Behauptung. ™
Definition

Sei M C RP eine .7"-messbare Menge. Man nennt eine .#"-messbare Funktion 6 : M — (0, 00),

die
/ 0dA#" < o
MNK

fiir alle #"-messbaren und beschrinkten Mengen K C 7" erfiillt, eine Gewichtsfunktion zu
M.

Bemerkung: Sind M, 6 wie in der Definition, so ist

2 0(e) = / 0(x) 7™ (dz) € M(RP).
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3 Lipschitzfunktionen und Rektifizierbarkeit

Lemma 3.23
Sei M C RP eine s#™-messbare Menge. Dann gilt:

(a) Genau dann existiert eine Gewichtsfunktion ¢ zu M, wenn M = J;5; M; mit "
messbaren Mengen M; C RP und 2" | M; € M(RP).

(b) Ist M abzdhlbar n-rektifizierbar, so existiert eine Gewichtsfunktion zu M.

Beweis
Ubung. n

Definition
Sei M C RP eine .#"-messbare Menge und 6 : M — (0, 00) eine Gewichtsfunktion zu M. Dann
heift P € G(p,n) n-dimensionaler approzimativer Tangentialraum von M in x beztiglich 6, falls

(Men)g (A1) = 0(x) (A7 P) fiir AN 0,
das heifst fiir f € Co(RP) gelte

/MI fW)0(xz + \y) A" (dy) =

,%”"(dz) /f )" (dy).

Bemerkungen: (1) Ist 6 fest, so ist der approximative Tangentialraum P von M in z
beziiglich # eindeutig bestimmt, falls er existiert. In diesem Fall schreiben wir T:f M =

P.

(2) Sei x € M. Fiir n > 0 sei M,, == {y € M: 0(y) > n}. Dann hat M,, lokal endliches
Hausdorffmaf, das heift 2" |M, € M(RP). Zu x € M existiert stets n > 0 mit
x € M,. Fiir s"-fast-alle x € M, gilt:

T, M, existiert genau dann, wenn Tﬁ M existiert.
In diesem Fall gilt T, M,, = TY M.

(3) Sind 6 und 0 Gewichtsfunktionen zu M, so gilt fiir My = {z € M: TOM existiert},
Mj = {z € M: T!M existiert}:

A (Mg A M) = A" (Mg \ Mg) U (M \ My)) =0,

und fiir #"-fast-alle & € My N My ist TOM =TI M.

Satz 3.24
Sei M C RP eine #™-messbare Menge. Dann sind dquivalent:

(a) M ist abzdhlbar n-rektifizierbar.
(b) M hat eine Gewichtsfunktion 6, so dass T M fiir #"-fast-alle x € M existiert.

(c) Fiir jede Gewichtsfunktion 6 von M gilt: TY M existiert fiir #"-fast-alle z € M.
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Beweis (Skizze) _

(a) = (c): Zu M betrachtet man eine Zerlegung M = My U|J;5, M; mit J#"-messbaren Mengen
M; C RP, wobei #™(My) = 0 und M; C N;, N; ist n-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit
von RP mit J#"(N;) < oo. Sei 6 eine beliebige Gewichtsfunktion zu M und p = J7"[6.
Betrachte € M; mit folgenden Eigenschaften:

(1) 0" (p, M\ Mj,z) =0,

(2) 07(A™", Nj \ Mj,z) =0,

(3) 0™ (1, M; \ Se,x) = 0, wobei S. = {z € M: |0(z) — 0(x)| < e}, e >0,
(4) 6™(", M\ S.,z) = 0.

Mit Hilfe von Lemma 3.21 fiir (1) und (2) und mit Hilfe des Satzes von Lusin fiir (3) und (4)
folgt, dass J"-fast-alle x € M; diese Eigenschaften erfiillen. Dann folgert man in mehreren
Schritten, dass

lim A™" - 2) A" (dz) = 0(x / 2) A" (dz

lim (@) =000) [ 7))
fiir f € Co(RP). Dies zeigt insbesondere T/M = T, N;. Die Details werden in den Ubungen
besprochen. n
Beispiel
Sei

1
M =[— — -
[—e1,e1] U U <[ e1, 1] + n62)
neN
und setze 0|y, = (%)Z und 0fj_¢, ) = 0(0). Man kann nun TYM = Re; zeigen. Die Details
werden in den Ubungen besprochen.

Das Ziel im Folgenden ist es, eine allgemeine Form der Flachen- und Kofldchenformel zu finden,
sowie eine Definition von Ableitungen von Lipschitz-Abbildungen relativ zu rektifizierbaren
Mengen.

Sei M C RP eine abzdhlbare m-rektifizierbare Menge. Dazu sei M = U —oMj eine disjunkte
Zerlegung von M in J#™-messbare Mengen M; C RP mit ™ (M) = 0, wobei M; C N; mit
m-dimensionalen C!'-Untermannigfaltigkeiten N], Jj =1, ™ (Ny) = 0 sowie ™ (Nj) < o0.

Sei U C RP offen, M C U und f: U — R eine Lipschitzfunktion. Sei x € M. Dann gibt es ein
J € No mit z € Mj. Ist j > 1 und f|y, differenzierbar in z, so erklirt man

VM f(z) = Vi f(x) ZDka .73, € Ty N,

wobei (71,...,7y) eine Orthonormalbasis von T, N; ist.

In diesem Fall existiert eine in x differenzierbare Fortsetzung f: R? — R von f| ~; und fiir diese
gilt

m

VMf(x) =Y (V(@), ) 7%,

k=1
wobei der Gradient hier im umgebenden Raum RP gebildet wird.
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Bemerkungen: (1) Ist die Zerlegung von M gewihlt, so existiert VM f(x) fiir .#™-fast-alle
x € M und ist eindeutig bestimmt.

(2) Tatséchlich ist VM f(z) von der Wahl der Zerlegung von M unabhingig.

Ist niimlich z € M; C Nj, existiert VM f(z) = Vi f(z), das heifit ist fln, in z differen-
zierbar und existiert T, M = TNy, so ist f|47, ) differenzierbar in z und VM f(z) =
Vi f(x) = V(f |(z4+1,0))- Fiir den Nachweis dieser Aussage wird verwendet, dass f Lip-
schitzfunktion auf U ist.

Fazit: Ist M C RP? eine abzéhlbar m-rektifizierbare Menge, U C RP offen mit M C U, f: U — R
eine lokale Lipschitzfunktion, dann existiert VM f(z) fiir s#"-fast-alle z € M und die Definition
VM f(z) = Vi f(x) ist korrekt.

In dieser Situation definieren wir:

dMf,: T,M — R

7= dM fo (1) = (VM f(2), 7).

Ist f: U — RY lokal Lipschitz, f = (f',..., f9)T und existiert VM fiir j=1,...,q, so sei
dM f,: T,M — RY

q
T dM fo(r) =) dY fi(r)

Jj=1 Jj=1

VMfJ t€j.

MQ

Definition (Jakobi-Determinante)
Sei f: U C RP — RY, sei M abzihlbar m-rektifizierbar und es existiere VM f(z) in 2 € M.

Fiir m < q sei

uf(z) = y/det (d f) o (d 1))

und fiir m > ¢ sei

I f(@) = \Jdet (@ f) o (@ £)).

Satz 3.25

Sei M C R? eine £ -messbare, abzéhlbar m-rektifizierbare Menge. Sei U C RP offen und
M C U sowie f: U — R? eine lokale Lipschitzabbildung. Sei schlieflich g: M — [0, oo] eine
J¢™-messbare Funktion.

(a) Dann gilt fiir m < ¢

/g<x>-JMf<x>%m<dx>= / / o(x) A0 (d) H(d2).
M Ra Jf=1({z})

(b) Dann gilt fir m > ¢:

) Jyflx) ™ (dx) = x) " Udx) Hdz).
[ o s man = [ ] g et az)
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Auch diese Fassung ldsst sich weiter verallgemeinern:

Satz 3.26

Sei M C RP eine J#™-messbare, abziahlbar m-rektifizierbare Menge, und Z C R? eine J£"-
messbare, abzéhlbar n-rektifizierbare Menge. Sei f: M — Z eine lokale Lipschitzabbildung
und g : M — [0, 00] #™-messbar. Dann gilt

[ o) s = [ f g SO ) 7).
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4 Strome

4.1 Differentialformen und duBere Ableitung

Ziel: Integration iiber orientierte Fléachen.

Definition
Sei k € R und V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.

(1) Eine Abbildung ®: V¥ — R heifit multilinear, falls ® in jeder Komponente linear ist.

(2) Eine Abbildung ®: V* — R heift alternierend, falls ® nur das Vorzeichen wechselt, wenn
zwei Komponenten vertauscht werden:

Q(v1,.. 0,V 0k) = —DP(Ur, U, U, V).

(3) A"V :={(®: V¥ - R) : & ist multilinear und alternierend}.

(4) A"V wird in kanonischer Weise zu einem Vektorraum. Die Elemente von A* V nennt man
k-Kovektoren, falls V = R™. Ist V = (R™)*, so werden die Elemente von A" (R™)* =: Ap R”
als k-Vektoren bezeichnet.

Bemerkungen: (1) A'R™ = (R")*
(2) A{R™ = ((R™)*)* = R"™ (mit der {iblichen Identifikation).
(3) Sei ey, ...,e, die Standardbasis des R" und €7, ..., e} die Dualbasis. Wir schreiben

(¢

],ei> = e;(e;) = 0.

J

Statt e} wird auch dz; geschrieben.

(4) A" R" sind gerade die Determinantenfunktionen.
Definition
Seien n1,...,m, € A' R™. Dann wird
k
771A.../\77k€/\ R"™

durch
(771 VANAN nk)(vl, - ,?}k) = det, (<77i7 'Uj>i,j:1,...,k)
erklért. Man beachte hierbei (n;,v;) = n;(v;).

Alternativ: Ist n; = Z?:l nijdrj, n;; € R, ¢ =1,...,k, so kann man auch

(m A A (v, .. o) = det () - (v1] -+ Jvg))

erklaren.
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Ergénzung: Mit 7%(V) := {(T: V¥ — R) : T ist k-linear} bezeichnet man die Tensoren der
Stufe k tiber dem Vektorraum V. Die Abbildung

T*WVY e THV) = T W)
(T,9)—T®S
ist erklart durch

(T® S)(ul,. . .,uk_H) = T(ul,. . .,uk) . S(uk+1, . ,uk_,_l).

Man bezeichnet T'® S als das Tensorprodukt von T und S. Um fiir p € N einen p-Tensor in
einen alternierenden p-Tensor zu iiberfiihren, erklirt man die Abbildung

Alt: TP(V —>/\ 1%
T — Alt(T),

wobel

Alt(T)(Ul,..., Z sgn W(l),...,vw(p)).
P! TESY
Hier ist S, die Menge aller Permutationen (Bijektionen) der Menge {1,...,p}. Fir w € A R™
und n € A'R” sei
(k+1)!
k- 1!
Man stellt fest, dass dieses ,,Dachprodukt* assoziativ ist. Ferner gilt

wAnN =

Alt(w /\ 'R,

771/\/\77]€:]€'A1t(771®®17k)

In gleicher Weise erkldren wir nun auch ein Dachprodukt fiir k-Vektoren.

Definition
Seien vy, ...,v; € R™ Dann wird

vl/\.../\vke/\kR"

durch
(’Ul VANPIRAN Uk)(ﬁl, o ,nk) = det (<7]7;, Uj>i,j:1,..l,k)

erklart, wobei n1,...,n, € (R™)*.

Man kann zeigen, dass my A ... A € /\k R eine Linearform auf A, R™ ist, wenn man

(mA AL A A ) = (A ADE) (01, -, VE)

flir vy,...,vr € R™ erkldrt. Die Wohldefiniertheit ist leicht einzusehen. Im Folgenden schreiben
wir fiir w € A*R™ und ¢ € A R"
(w, &) = w(§).

In gleicher Weise wird v A ... Av, € A\, R™ als Linearform auf /\k R"™ erklart, indem man

(i Ao Av)m A AE) = (0 A A VE) (1 M)
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setzt. Auch hier ist die Wohldefiniertheit leicht zu bestétigen.
Man kann ferner nachweisen, dass

e N Nep 1<t <---<ig<n
eine Basis von /\k R™ ist. Ebenso ist

e N Neg,, 1<y << <n

eine Basis von A\, R". Diese Basen sind zueinander dual in Bezug auf obige Deutung von k-
Kovektoren als Linearformen auf k-Vektoren.

Notation: Sei

It = {(i1,...,ip) €{1,...,n}*: 1 <iy <--- <ip <n}.
Fir I € I} ist ef == ¢e;; N...Ne;, und dzy = dx;; N--- Adw;, und so weiter.
Bemerkungen: (1) Fiir o € S, n1,...,m € (R")* = A'R” gilt

No(1) N Aoy = sgn(a) -1 A=+ A .

(2) Sei ® € A"R". Dann ist

P = Z (I)(ihu.,ik)dxil Ao Ndxg, = Z ®; - dxy.

1<iy <-<ip<n ey
Hierbei ist also &7 = ®(e;, A--- Aej, ) = P(er) € R.

Definition

Sei W C R™ offen. Eine Abbildung ®: W — A"R" heift Differentialform vom Grad k (kurz:
k-Form). Die k-Form & ist von der Klasse C", r > 1, falls p — ®(p)(v1,...,v;) von der Klasse
C" ist fiir jede Wahl von vy, ..., v € R™.

Bemerkungen: (1) Die k-Form @ ist von der Klasse C" genau dann, wenn
p = @r(p) == @(p)r = (B(p), er) = (P(p), €iy A--- Aeiy)
von der Klasse C" ist fiir alle I € I}

(2) Die k-Form @ lésst sich schreiben als

pr ®(p) = > Or(p)dar
rery

mit ®;(p) € R.

Definition (Dachprodukt)
Fiir ® € A"R” und n € A'R™ wird ® Ay € A" R” in folgender Weise erkliirt: Ist & =
Ele[g ®rdry und n = EJeIl" nydxy, dann ist

AN = Z b -nydrr Ndxy.
n n W
TEl JELY gy ANy Adaj, A Adaj,
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Eine ,invariante Definition kann mit Hilfe des Alt-Operators gegeben werden (s.o.).
Bemerkungen: (1) Assoziativgesetz: Fiir ® € A"R" ne A'R” und © € \"R" gilt:

(PANAO=DA(nAO).

2) Distributivgesetz: Fiir aj,as € R, &1, P9 € FR™ und n € A'R” gilt:
n

(a1<I>1 + Oégq)g) An= Ozl((I)l A 7]) + az((I)Q A\ 7]).

Ausblick:

e Sei S C R™ eine k-Fliche, das heift es gibt eine offene Menge U C R* und eine Abbildung
F: U — R"™ der Klasse C", r > 1, F ist injektiv, DF; ist injektiv und S = F(U).

Die Fliche S wird ,orientiert“ durch die Orientierung von R* und durch F'.

e Sei W C R" offen mit S C W. Sei ferner ® eine k-Form auf W, das heift ®(p) € A" R”
fir p e W.

e Das Integral von @ iiber S kann erklart werden durch

= o F(x a—Fx a—Fx *(dx
/Sc1>._/U<q> F(e), () A /\axk()>)\(d )

k
Rn g
6/\ e/\k Rn

Man zeigt mit Hilfe des Transformationssatz fiir Gebietsintegrale, dass diese Defintion von
der Wahl von F' unabhéngig ist.

Definition (Auferes Differential)
Sei U C R” offen und @ : U — /\k R™ eine k-Form der Klasse C" mit r > 1.

(a) Ist K = 0, so ist & = f eine Funktion und d® = df ist als 1-Form auf U erklért durch
df (p)(v) = Dy f(p), das heifit
df = ——duz;.

denn

FOE) = o 0)-dui) = 3 210) v = (VF0),0) = Dof (o)
! i=1

i=1 v

b) Istk > 1und ® = f-dxy fiirein I € I}, dann sei d® = df Adxy, das heilit d®(p) € kLl gn
k
mit k+1
d®(p) = d A dxry € R"™.
(p) = df(p) AN

EA'Rr EAFR

(c) Sei k > 1und & =) ;. I ®rdxy allgemein. d® wird durch lineare Fortsetzung erklért,
das heifst

Ao =Y d(®rde) = ) d®; Adsy.
Iery Iery
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Bemerkungen: Es gilt

k+1

(d®(p), v A~ Avger) = Y (1) HDy @(p), o1 A APEA - Avga).
i=1

Lemma 4.1
Seien ®, ¥ jeweils k-Formen der Klasse C”, » > 1, und © eine [-Form der Klasse C*¢, s > 1.
Dann gilt

(1) d(®+T) = dd + AV

(2) d(®AO)=ddAO + (—1)F- D A dO.

Beweis
(2) Seien ® = fdxy, © = gdz ;. Dann erhélt man

A@AO)=d(f -dxyAg-dry)=d((f-g) dr; Adzy)=d(f-g)Adzs Adzy
=(g-df + f-dg) Ndxy Ndxy
= g-df Adx; ANdxy + f - dg Adxg Aday
= (df Ndzr) A (g-day)+ (=) (f - dzr) A (dg A day)

=ddAO+ (—-1)F-d AdO. -

Lemma 4.2
Ist die k-Form ®: U — A*R" von der Klasse C", r > 2, so gilt dd® = 0 (als (k + 2)-Form).

Beweis
Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ® = f - dx7, I € I}}. Dann gilt

of
8.%1'

A0 = df Adxp = - - da; Ada;
i=1
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und ferner

d(d®) —dza -dzx; A dxy)
Z;

= Zd( af' ~dx; \dxy)

_Z Zax or dl‘j/\dl‘i/\dx[)
jOT;

i=1 j=1

82
Z arjazm dxj Ndxg) Ndxg

7]7

—Z( 't dx; A dx; + 't ~dx; Ndzj) Ndxp =0
= 2\ G 0m TN prag, S ) N arr =0 "
<y ~—— —dzjAdx;
o2
Oz j0z;

Bemerkung: Eine k-Form ® mit d® = 0 heifit geschlossen. Eine k-Form @, zu der es eine k —1-
Form n gibt mit dn = ® heifst exakt. Lemma 4.2 besagt, dass jede exakte Form geschlossen ist.

Frage: Gilt auch die Umkehrung? Das heifst: Ist eine geschlossene Form stets exakt?
Im Allgemeinen gilt dies nicht. Fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet U C R ist dies
jedoch richtig (Lemma von Poincaré).
Ziele:
e Integration von Differetialformen
e Satz von Stokes (Spezialfall)

Definition
Sei U C R” eine A\"-messbare Menge und w eine stetige n-Form auf U. Dann wird das Integral

von w uber U erklart durch
/w —/ ),e1 A+ Aep) N'(dx)

wobei das U im linken Integral als Menge mit Orientierung (durch die rechts verwendete geord-
nete Standardbasis) zu verstehen ist. So legt man auch fest, dass

/ w —/ )€1 A Aen) A (dx).

Niederdimensionale Mengen und Integration:

Beispiel
Sei F' = {p} eine 0-dimensionale Menge, sei w eine 0-Form, das heift eine Funktion w: U — R,
p € U. Dann wird erklart

[ &=l = 6y,
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Definition
Sein > 1.

(1) Ein (n — 1)-dimensionaler Quader F', der zur i-ten Koordinatenachse orthogonal ist, ist
von der Form

F = [al,bl] X oo X [ai,bi} X oo X [an,bn]
mit a; = b; und a; < b; fir j € {1,...,n}\ {i}.
(2) Orientierung von F' durch den (n — 1)-Vektor

é; ::/\ej =er N Agf A Aey.
J#i

(3) Integration einer (n—1)-Form w iiber F. Sei w: F — A" ' R" stetig (oder A"~ !-messbar).
Dann sei

wi= [ {w(x),é) N (dx)
F F

und

wi= | —w= [ —(w(x),é&) " (dx).
-F F F

(4) Seien oy € R, Fj, orientierte ,Seitenflichen* von n-dimensionalen Quadern, k& € N. Sei
> apFy eine formale, endliche Linearkombination. Sei w eine (n — 1)-Form auf U C R",

F;, c U. Dann sei
wi= Y ag / w.
/Z ap Fy Z Fy,
Definition (Orientierter Rand)

Sei R = [a1,b1] X -+ X [ap, by] ein Quader mit a; < b;. Dann sei fiir 1 <i<n

R:_ = [al,bl] X oo X {bl} X oo X [an,bn],
R = [al,bl] X o X{ai}X s X [an,bn]

(2

und

o= (-1 (R} — B
=1

sel eine formale Linearkombination von Flachen.

Satz 4.3
Seien R = [a1,b1] X -+ X [an, by], a; < b; und ¢ eine (n — 1)-Form der Klasse C* mit k& > 1,
auf einer offenen Menge U C R™ mit R C U. Dann gilt

Jute= ],
R OoR
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Beweis
Sei zunéchst n = 1, ¢ eine 0-form, das heift eine Funktion auf U. Es gilt dp(x) = ¢'(x) - dz.
Nun gilt
[oo=[ =] o=ow)-s@
o R} ola,bi] {6} —{a}
und

= (x)dx = "(2)dr. e N (dx
/Rd‘p/[a,b]@( )d /[a’b]@o( )1, e1) AL (d)
b
:/ () Al(dm)zw(b)—w(a):/gm%

wobei der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verwendet wurde.

Sei nun n > 2. Dann hat ¢ eine Darstellung der Form

n
@:Z%dﬂcl/\‘--/\g/z{/\m/\dxn.
i=1

Es genitigt, zu zeigen, dass fiir 1 <17 < n gilt:

/d(goi-d:cl/\---/\g/z{A---Adxn):/ @i dry A ANdag A A day,.
R AR

Zunéchst ist

Op;
d(pi - day A== Ada A Nday) =) (p'd:chdxl/\---A%/\---/\dxn

Also

i
R ox;

dzi A --- Ndzy,

/d(%'d%/\--'/\g/zf/\.../\dxn):(_1)z‘1
R

= (—1)i1/(gii(x)da:1A---/\dazn,el/\~~/\en> A" (dx)
R %

_ i— a(pl n
= (-1)"t Ra—xi(x))\ (dx)

= (-1t </RT o; A1 —/R

wobei der Satz von Fubini und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verwendet

%2 d%n—l) s

i

wurden.
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4.1 Differentialformen und dufere Ableitung

Andererseits gilt

/ cpi-dxl/\---/\g/zf/\w-/\dxn
OoR

_ /R i)y A NG A - N, 25) 27 ()

= (—U“(/I# i dA" —/R+ @i d%ﬂ”’l)

Dies zeigt die Gleichheit. n

Im vorangehenden Beweis ist die Fallunterscheidung n = 1 bzw. n > 2 nicht zwingend erforder-
lich. Der Fall n = 1 kann dem Fall n > 2 untergeordnet werden.

Spezialfall: Divergenzsatz/Satz von Gauk-Green.

Sei U C R" offen, V: U — R™ ein Vektorfeld. Setze V;(x) = (V(x),e;), € U. Sei V von der
Klasse C", r > 1. Die Divergenz von V ist

div(V)() =3 gg‘f (2).
i=1 "

Ist  eine (n — 1)-Form auf R™ mit einer Darstellung der Form

n
‘P:Z(Pi'dxl/\'”/\%/\”'/\dxn,
=1

so setzt man

¥1

n —¥2

V(z) = (-1)"'pi-ei = ©3

=1 :
(_1)n7190n

Dann gilt
dp = (zn:(—ni—l%) cdzi A Adon
i1 O

= (div(V)(x)) - dzy A -+ - A dxy,.

Bezeichnet nun n den duferen Normaleneinheitsvektor von R in dR, so folgt:
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Korollar 4.4
Fiir ein C'-Vektorfeld auf einer Umgebung von R gilt

/Rdiv(V) d%"—/aRw,m da" 1

Zuriickholen von Formen: Sei U C R” offen, F': U — R™ von der Klasse C* mit k& > 1.
Sei 2 € U und sei ¢ eine in F(z) erklirte r-Form. dann wird eine r-Form (F#)(z) erklért als
r-Kovektor durch:

(F#go) (z)(vi,...,0p) = (p(F(ﬂC)) (DFy(v1),...,DFy(vy)).
Im Spezialfall r = 0 ist ¢ eine Funktion und
(F#¢)(x) = o(F(z)) = (o F)().

Bemerkungen: (1) Ist ¢ von der Klasse C*, k > 0, und F von der Klasse C¥*1, so ist F#¢
von der Klasse CF.

(2) F#p(x) kann als lineare Abbildung A, R” — R aufgefasst werden.
(3) Sei L: V — W linear. Dann wird durch
AL AV AW
vi A Avp = L(vi) A+ A L(vy)
eine lineare Abbildung erklért.

) (FFo)(@)(vi A+ Awr) = (9o F)(@)(\, DFy(vi A Awr)).

Wir haben nun vier Operationen fiir Formen (A, d, f#, +), fiir die nun Rechenregeln angegeben
werden:

Lemma 4.5

Seien U C R™, V. C R™, W C R! offene Mengen. Seien f: U — V, g: V. — W Abbildungen
der Klasse C", r > 1. Fiir k-Formen ¢, w auf V', eine h-Form n auf V' und eine k-Form ( auf
W gelten die folgenden Aussagen:

1) fF(w+e) = fFo+ fFo,
(2) fFlpAn) = (FFe) A (fFn),
(3) d(f#w) = f#(dw),

(4) (go N)#¢ = (g% (0))
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4.1 Differentialformen und dufere Ableitung

Beweis

Die Aussagen (1), (2), (4) folgen leicht aus den Definitionen (Ubung). Zum Nachweis von (3)
sei zunéchst k& = 0 und daher w eine Funktion auf V. Dann gilt f#w = w o f. Fiir v € R™ gilt
d(f7w)a(v) = dwo z(v) = D(wo a(v) = Dwje)(Dfa(v)) = dwpe)(Dfa(v)) = (fFdw)s(v),

und damit die Behauptung im Fall £ = 0. Sei nun £ = 1 und w = d¢ mit einer 0-Form & auf V.
Dann gilt

d(fw) = d(f#d€) = d(d(f7€)) = 0 = [ (dd€) = 7 (dw).
Die Aussage (3) folgt nun wegen (1) und (2) daraus, dass jede ,einfache* k-Form &ufseres Produkt
einer 0-Form und &ufleren Ableitungen von 0-Formen ist. n

Definition

Seien R ein Quader in R”, U C R” offen mit R C U. Sei F': U — R™ von der Klasse C* mit
k > 1, injektiv und DF, injektiv fiir x € U. Dann ist F(R) eine n-dimensionale Fliche in R™,
die mit Fx R bezeichnet wird. Formal erkldrt man fiir a; € R und Quader R; in R"

F#(Z azRZ) = Z azF#R,
i i
Ist w eine n-Form auf einer Umgebung von F(R) in R™, so sei

= [ (wo xa—Fx 8—F$":):
[ o= [ oo @ g @ n @)

=DF;(e1)

_ /R (wo F(z), )\ DFslex A+~ Acy)) X'(dr)

((F#w)z,e1 A Aep)
:/F#w
R

und analog fiir formale Linearkombination von Quadern.

Definition
Fiir einen Quader R in R™ (und analog fiir formale Linearkombination) erklart man

OoFyR =Y (~1)""(FyR} — F4R;) = FudoR.
i=1

Satz 4.6

Sei R C R™ ein Quader in R™”, U C R” offen mit R C U, F: U — R™ sei C* mit k > 1,
injektiv und DF, injektiv fiir z € U. Sei w eine (n — 1)-Form auf einer Umgebung von F(R)
in R™ von der Klasse C2. Dann gilt:

/ dw = / w.
Fy4R BoF4R

Beweis
Man erhalt

/ dw—/F#(dw)—/d(F#w)— F#w—/ w—/ w. n
FyR R R doR FudoR d0FyR
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4.2 Grundlagen und Beispiele

Wir definieren im Folgenden eine Topologie auf Differentialformen und Stromen.

Sei U C R" offen und

k
ERUY = {(¢: U = /\ R™) : ¢ ist von der Klasse C*°}.

Definiere zu ¢ € Ng und K C U, K kompakt, eine Seminorm 1/}'( auf £¥(U) durch
vic(9) = sup{|| D p(x)]| : 0 < j <i, x € K}

Es sei
Olp,i, K,e) = {v € E(U) : vic(o — ¥) <€}

fiir i € Ng, K C U kompakt, ¢ > 0 ¢ € E¥(U). Diese Mengen bilden eine Subbasis einer Topo-
logie O auf £¥(U). Dann ist (£¥(U), O) ein topologischer Raum (genauer: ein lokal konvexer,
Hausdorffscher, topologischer Vektorraum; vgl. Walter Rudin, Functional Analysis, Seite 7).

Definition
Es sei

En(U) = {(T: E¥(U) = R) : T ist linear und stetig}.

Zup € EFU), a,b € R, a < b sei
O'(p,a,b) ={T € &(U) :a < T(p) < b}.

Auf & (U) wird die ,schwache Topologie* betrachtet, das heift O'(p,a,b), a,b € R, a < b,
@ € EF(U) bilden eine Subbasis dieser Topologie.

Definition (Tréiger)
Fiir ¢ € EF(U) sei

Supp(@) =U \ U{W cU:W offen, §0|W = 0}

Fir T € & (U) sei

spt(T) =U \ U{W C U : W offen, T(¢) = 0 fiir alle ¢ € E¥(U) mit supp(¢) C W}.

Lemma 4.7
(a) ZuT € & (U) gibt es M > 0, i € Ny und K C U kompakt, so dass gilt:

T(¢) < M - vic()
fiir alle ¢ € EF(U).

(b) Seien T;,T € E(U), i € N, und T; > T fiir i — oo. Dann existiert K C U, K
kompakt, mit spt(7;),spt(7) C K fiir i € N.
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Wir betrachten jetzt Teilmengen von £F(U). Sei hierzu K C U kompakt und
Di(U) = {p € £X(U) : supp(p) € K}  E*(U),
DMU) = | J{Dk(U) : K C U kompakt}.
Auf D¥(U) wird die feinste Topologie betrachtet, fiir die alle Inklusionsabbildungen
i: Dk(U) = DAU), gy

stetig sind. Das heift, W C D*(U) ist offen genau dann, wenn W N D% (U) offen ist in der
Spurtopologie von E¥(U) auf D (U) fiir alle kompakten Teilmengen K C U.

Definition
Es sei

Dy(U) == {(T: D*(U) — R) : T linear und stetig}.
Auf Dy (U) wird durch die Subbasis

{T €DL(U):a<T(p) <b}
fir a,b € R, a < b, p € Dk(U) eine Topologie festgelegt.
Bemerkungen: e Jedes ¢ € DF(U) hat kompakten Triiger.

e T € Di(U) hat im Allgemeinen keinen kompakten Triger.

e DF(U) C EF(U), &,(U) C Di(U). Dies folgt etwa aus dem nachfolgenden Lemma 4.9.

Lemma 4.8
Seien ¢;, ¢ € DF(U), i € N. Es gilt

w; = @ fliri —» oo

genau dann, wenn es eine kompakte Menge K C U gibt, so dass supp(p;),supp(y) C K fiir
i € N und fiir alle j € Ny gilt ||D;(¢; — ¢)|| — 0 fiir i — oc.

Lemma 4.9
Sei T: D*(U) — R linear. Genau dann ist T € Dy (U), wenn es zu jeder kompakten Menge
K CcUeint € Ngund M > 0 gibt mit

T(p) < M - Vi (y) fiir alle p € DE(U).

Definition
e Die Elemente von Dy (U) heifen k-dimensionale Strome auf U. (k = 0: Distributionen).

e Die Elemente von & (U) heifen k-dimensionale Strome auf U mit kompaktem Tréger.
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Beispiele
(1) Sei g : R — R stetig. Sy € Do(R) wird erklért durch

5,(0) = [ a(o)f(a)da fix | € D(R).

Zum Nachweis sei f € DY (R), K C U kompakt. Wegen

1Sg(f)l = I/g(w)f(x) d(x)] < / l9(2)| | f(9)] da < vi(f) / lg(z)| dx
R R N—~— K
<v(f) D
und Lemma 4.9 ist dies ein Strom.
(2) Sei a € R, §,(f) := f(a) fiir f € D°(R). Es ist 6, € &(R).
(3) Sei a € R, T(f) == f'(a) fiir f € D(R). Es ist T € &(R).

(4) Sei a < b, a,beR. [a,b] € D1(R) ist gegeben durch

b
la, b](f(z)dz) = / F(@)da fiir f(z)dz € D(R).

(5) Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist M orientierbar, dann gibt es
ein stetiges k-Vektorfeld x — (& A -+ A&k)y € Tp M, fiir x € M, mit der Eigenschaft
(&1 A -+ ANék)all = 1 fir alle z € M. (Die Existenz eines solchen stetigen k-Vektorfeldes
ist Aquivalent zur Orientierbarkeit von M; vgl. den Anhang, Abschnitt 5.4.) Dann ist

[M] € Dg(R) erklért durch
[M](w) :—/ w = / (@), (E1 A -+ A Eg)e) A% (da) fiir w € DF(R™).
M M
(6) Sei & € EM*(U), U C R" offen, 0 < k < n. Dann sei Ty € Dy (U) erklirt durch
Te(w) ::/Uw/\fz/U<w/\§,el/\~~/\en) fiir w € DF(U).

(7) Sei T € Dy(U), v € E™(U), m < k. Dann ist T'|¢ € Dg_,,(U) erklart durch
(T|¥)(w) = T(1h Aw) fiir w € D¥™(U).

Definition (Rand eines Stroms)

Sei U C R" offen und T' € Dy (U). Fiir k > 1 ist der Rand 9T von T erklért durch 0T € Dy_1(U)

mit
IT (w) == T(dw)

fiir w € DF1(U).

Beispiele
(1) a,beR, a < b:

b
O([a, b])(f) = [a,b](df) = [a, b](f'(z)dz) = / f'(@)dz = f(b) = f(a) = (6% — da)(f)

Also ist Ofa, b] = 6y — 0q.
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(2) Sei g € C*(R). Dann ist T, € D;(R) erklart durch

Ty(w(z)dx) :—/g(x)w(w)dm.

R

Ferner sei Sy € Dy(R) wie im vorigen Beispiel. Dann folgt

OT,() = Tyldf) = Ty(1'(w)do) = [ g(a)'(a)do =~ [ (@) (@)dx = =Sy (F) =Sy (1
R R
Also ist 0T, = S_.
(3) Sei in (2) nun g nur noch stetig, etwa g(z) = |z|. Dann ist 0Ty = S_ggn.

(4) Sei M eine orientierte, kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ mit Rand
OM und [M] € Dg(R) der induzierte Strom. Mit dem Satz von Stokes folgt: Fiir n €
DFY(U) gilt

oI = M1(an) = [ dn= [ o=[oM1()
also gilt O[M] = [OM].
(5) Sei k>j+1,£€&(U), T € Dp(U) und w € DFI=Y(U). Es ist
IT[&)(w) =T[&(dw) =T(§ A dw)

=T((=1)7d(E Aw) + (=177 dE Aw)

(=1PT(d(E Aw)) + (=1)/ 7' T(dE Aw)
= (10T (E Aw) + (1)’ (T d€) (w)
(=17 ((0T) [&)(w) + (~1)~H(T'[d&) (w),

also gilt ' '
AT[€) = (1) (7)) + (~1)~(T'|d¢)
und somit
(OT) 1€ = T|(d€) + (~1) (T [¢).
(6) 00T =0, fir T' € Dy(U) mit k > 2, da 00T (w) = 0T (dw) = T'(ddw) = T'(0) = 0.

Definition (Masse von Differentialformen und Stréomen)
e Euklidische Masse von Differentialformen w € D*(U) in z € U:

wi@)] = () wilx)?)

Ielp

=

e Komasse von w(z):

lw(z)|| = sup{w(@)(v1 A~ Awg) r v € R, [Jugl| < 1}

e Euklidische Masse eines Stromes T' € Dy (U):

M(T) :=sup{T(w) : |w(z)| <1Vzx e U}
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e Masse von T
M(T) = sup{T'(w) : ||w(z)|| <1 Vx € U}

Wegen .
@)l 2 @l = (1) leta)
folgt

o\ —1/2
(1) ) <) < i)

mit einer Konstanten ¢, die nur von n abhéngt.

Beispiel
Ist T = [M], M eine orientierbare, kompakte, k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™,
so gilt

M(T) = sup{/Mw w(@)|| <1VxeU}

= Sup{/ (w(@), &(x)) H*(dz) : ||w(z)|| < 1 Ve e U}
M e e
Sllw@)[-lE@) <1
< HF(M).
Man kann zeigen, dass hier sogar Gleichheit gilt.

Definition
Eine Folge T; € Dy (U) konvergiert in der Massenorm gegen ein T' € Dy (U), falls M(T; —T) — 0
fiir ¢ — oo.

Bemerkung: e Ist M(0) =0, so gilt "= 0.
e Gilt T; — T in der Massenorm, so gilt 7; = T, denn:
Sei Tj — 0 in der Massenorm fiir j — oo, das heift M(7}) — 0. Fiir w € D¥(U) gilt:

|Tj(w)| < M(T) - sup lw(@)[| =0

also Tj(w) > 0 fiir j — oo.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht: Seien 7; = §; € Dy(R), j € N. Dann gilt
M(T;) = 1, aber T; = 0, da T}(f) — 0 fiir j — oo und f € D(R).

Lemma 4.10
Seien T, T € Dx(U), j € Nund T; > T fiir j — oo. Dann gilt

M(T) < lim inf M(T}).

J—00
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Beweis
Sei M(T) < oo. Sei ¢ > 0. Dann existiert w € D¥(U) mit |jw(z)| < 1 fiir alle x € U und
T(w) > M(T') — €. Daher folgt:

liminf M(7}) > liminf T} (w) = T(w) > M(T') — ¢

j—00 j—00 -

also M(T") < liminf; o M(T}).

Sei M(T') = oo. Dann existiert zu m € N ein w wie oben mit T'(w) > m. Weiter wie oben. m
Beispiel

Strome mit minimaler Masse

T = [B?] € D2(R?), d.h. T(w) = [z{w(z),e1 A e2) #?(dx), w € D*(R?).

Frage: Hat T minimale Masse unter allen 2-Strémen S € Dy(R?) mit 05 = 0T = [0B2].

<F+>

Lemma 4.11
Sei T' € D, (U), U C R™ offen und M(T") < co. Es gebe ein = dp € D"(U) mit ||| <1
und M(T') = T(Q2). Dann gilt fiir alle S € D,,(U) mit 95 = 9T

M(T) < M(S).

Beweis

M(T) = T(Q?) = T(dp) = IT(p) = 95(p) = S(dp) = 5(?) < M(S). n

Zuriick zum Beispiel: Sei ) := dz1 A drg € Dy(R?). Dann ist ||Q = 1 und

T(Q) = /32 (dxy A dxg,eq A eg) % (dx) = #°*(B?) = M(T),

=1

da

T(w) = /32 (w,e1 A eg) di>,
<llwll-llernez]]

Ferner gilt fiir ¢(x) = %(mldxg — xodxy) gerade dp, = % - (dxy A dxg — dxa A dzy) = Q.
Mit obigem Lemma folgt, dass T minimierend ist. Zur Berechnung von 9T betrachten wir
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n = mdxy + nadwy € D(R?).

0 0
T (n) = T(dn) = T(£d$2 ANdzxy + Tzdml A dxg)

o Om2 Om
= T((axl — 8m2)d$1 A d$2)
= [ (O I )

B2 81’1 6%2

= /32 - <777271> A2(dx)

=n2(x)-x1—m ()2

= /1<771d1’1 + modza, —z061 + T1€2) K (d)
———
5 £eT, St

- [ g
Sl
= [S'I(n).

4.3 Strome mit lokalendlicher Masse

Fiir Stréme mit lokalendlicher Masse liefert der Rieszsche Darstellungssatz eine ,explizite* In-
tegraldarstellung. Dazu sei

Mi(U) ={T € D(U) : M(T) < o0}
die Menge der Strome endlicher Masse und
N(U) ={T € Di(U) : M(T) < oo und M(9T) < o0}

die Menge der normalen Stréme.

Beispiel
T € Di(R) mit T(w(x)dz) = w
OT(f) =T(df) =T(f'(x) dx) =

(0). Dann ist |w(z)dz| = |w(x)| und daher M(T") = 1. Aber
f'(0) fiir f € D°(R) und somit M(9T) = co.

Lokalisierung: Sei V C U C R", V und U offen, T' € Dy (U). Es sei
M, (T) :==sup{T(w) : |w(x)] <1Vz e U, supp(w) C V}

und
My (T) == sup{T'(w) : |lw(z)|| <1 Vz € U, supp(w) C V}.
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Weiter seien definiert:
M, 1,(U) == {T € Dy(U) : My(T) < 00 YV C U, V offen, V kompakt in U}
M. 10c(U) = {T € Dx(U) : My(T) < 00 YV C U, V offen, V kompakt in U}
Ny 1oe(U) = A{T € Dp(U) : Ny (T') < 00, Ny, (9T) < 0o ¥V C U, V offen, V kompakt in U}
) )

Ny 1oc(U) = {T € Dy(U) : Ny/(T') < 0o, Ny(9T) < 0o VV C U, V offen, V kompakt in U}.

Satz 4.12
Seien U C R" offen und 7T; € Dy (U), i € N, mit

supMy (T;) < oo fiir alle V C U offen , V kompakt ,V C U.
ieN

Dann gibt es eine Teilfolge (T}, )ien und T € Dy(U) mit T}, > T fiir i — oo.

Beweis (Skizze)

Verwende, dass Strome stetige, lineare Funktionale auf D¥(U) (topologischer Vektorraum) sind.
Jetzt kann man lokal den Satz von Banach-Alaoglu anwenden, der die Auswahl einer lokal

schwach* konvergenten Teilfolge erlaubt. Diagonalargument. n

Sei U C R offen und sei p ein borelreguldres Maf auf U mit u(K) < oo fiir K C R™ kompakt

(Radonmaf). Sei € : U — R™ eine p-messbare Abbildung und ||| = 1 p-fast-iiberall. Dann
wird durch

L(f) = /U (@), E@)pldr), | € Co(U,RY)

ein lineares Funktional L : C.(U,R™) — R erklért. Es gilt
PI= [ 1) elntdn) < (k) < o

falls f € C.(U,R™), supp(f) C K, K C U kompakt, || f|| < 1. In dieser Situation gilt

sup{L(f) : f € Cc(U,R™), | f[| < 1,supp(f) C K} < o0
fiir alle K C U, K kompakt.

Satz 4.13 (Riesz)
Sei L: C.(U,R™) — R, U C R" offen, ein lineares Funktional, das

sup{L(f) : f € C.(U,R™), | f] < 1,supp(f) C K} < o0

erfiillt. Dann existiert ein Radonmaf y auf U und eine p-messbare Abbildung € : U — R™
mit [[{(x)| =1 fir p-fast-alle x € U und

L) = [ (@) gantda), | € C.(U.R™)
U
Ferner gilt fir V' C U offen:
u(V) = sup{L(f) : f € C.(U,R™), supp(f) C V, || f]| < 1}.
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4 Strome

Beweis
Siehe L. Simon, Lecture Notes of the ANU, Canberra, GMT. ™

Als Folge erhélt man fiir Strome lokalendlicher Masse.

Satz 4.14
Sei U C R" offen und T' € Dy(U). Dann sind dquivalent:

(1) T € Mk,loc(U)~

(2) Es gibt ein Radonmaf pr auf U und eine pp-messbare Abbildung £ : U — A, R™ mit
|€(x)| =1 fiir up-fast-alle z € U, so dass gilt:

T(w) = / (@), E@)pr(dz), w e DHD).
Hierbei ist fiir V C U offen:

pr(V) = sup{T(w) : w € D*(U), Vo € U: |w(z)| < 1, supp(w) € V} = My (T).

Bemerkung: (1) In der Situation des Satzes sagt man, dass T als Integral darstellbar ist.

(2) Auf A*R" gibt es die euklidische Norm |- |, sowie die Komassen-Norm || - ||. Ferner existiert
auf A\, R™ neben der euklidischen Norm | - | die Masse-Norm || - ||:

1€]] = sup{{w, &) s w € /\k R, flwf] < 1}

Zusammenhinge:

N

ny k
ol 2 el 2 () el we AR

|w|| = |w| fiir einen einfachen Kovektor w. Hierbei nennt man w € A® R™ einfach, falls es
M, 0k € AN'R™ gibt mit w =11 A --- Ang. Es gilt nun

n\ 2 " B
A<t ()l e AR wdlel=le
fiir ¢ einfach. Fiir die Verkniipfung mit dem &ufseren Produkt gilt dann
p+q
€A <l - lInll, Nl Awll < < » >H¢H wll;

£\, R", ne AR g€ \PR", we \TR"™.
K, )1 < llell - €]l

fir p € APR™, £ € A, R™.

122



4.4 Produkt, Push-forward und Homotopieformel

(3) Im vorangehenden Satz setzt man ?(z) = \éggn und ||| = ||€]] - pr, wobei

1T (M) Z/HM(w)\IE(w)HMT(d@

und erhélt so:

T(w) = /U<W(x),7(x)> 17| (dz)

mit H?H = 1, ||T||-fast-iiberall auf U, || T||(V) = sup{T(w : w € D¥(U), ||w(x)| < 1 fiir x €
U, supp(w) C V}, sowie My (T) = || T||(V).

(4) Ist T durch ein Integral darstellbar, so erklért man fir A C U, A Borelsch:

(T|A)(w) = /A . T)d|T]|

oder fiir eine beschréankte Borelfunktion f: U — R:

e / f - (@, TYd|T.

4.4 Produkt, Push-forward und Homotopieformel

Produkt von Strémen. Seien U; C R", Uy C R™ offen und S € Dy, (U1), T € Dy, (U2)
Stréome. Im Folgenden sind z1,...,z,, Koordinaten von R™ C R™*"2 und yy,..., ¥y, sind
Koordinaten (bzw. Koordinatenfunktionen) von R"2 C R™*"2 (mit naheliegenden Identifika-
tionen).

Sei w € D™TM2(U; x Us). Dann kann man w in der Form

w= Zwag(x, y)dza A dyg
a’ﬂ
o] +[Bl=m1+m2
geschrieben werden.

Definition
Mit obiger Notation setzen wir

S x T(w ZS y(wap(z,y)dyg)dzy).

|a\ ml

|Bl=m2

Man kann sich leicht iiberlegen, dass diese Definition korrekt ist, das heiflt etwa, dass das
Argument von S im Definitionsbereich von S ist und S X T' € Dy, 1m, (U1 x Usz) wieder ein
Strom ist.

Satz 4.15
Seien S € Dy, (U1) und T € Dy, (Usa) Strome.
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4 Strome

(1) Seien p: R™1+m2 5 R™ (g, y) — x und q: R™+™M2 — R™2_ (g, y) — y die Projekti-
onsabbildungen. Seien o € D*(Uy), n € D™+m2=k(J;). Dann gilt:

S((p) ’ T(n)v k=my,

S x T(p#p A gfn) =
(P ANq"n) {07 ko

und fir

w—Zwa y)dza A dyg = Zwa dma ng dyg

K %/—/
=wi(z) =wa(y)

gilt
S xT(w)=S(wr) T(wa).
(2) spt(S x T) = spt(S) x spt(T).
(3) I(SxT)=0SxT+(—1)™S8 x IT.

(4) Seien P : R™ — R™T"2 x s (2,0), Q : R"™ — R™ "2 4 (0,y). Haben S und T
lokalendliche Massen, so auch S x T und

SxT(.)=/<.,(/\ P)S A A Q d(llsl @ 17])

Beweis
(3) Sei w = wap(z,y)dzy A dys € D™ T™271(U; x Uy). Dann ist

Owq, Wag
dw = Z aazf dz; A dxo A dyg + Z o0, dy; A dzo A dyg.
i=1

Hiermit folgt
IS xT)(w) =8 x T(dw)

A dxg) + (—1)lels(T Z Yap dyj A dyg)dzy)

= S(do(T(wapdys)dza)) + (1)1 S(T(dy (wapdys)dwa))

= 05(T (wapdyp)dza)) + (1) S(OT (wapdys)dza)

= 08 X T(wap(z,y)dre N dyg) + (=1)" (S x 0T )(wap(x, y)dza A dyp)
= (05 X T+ (=1)™ (S x OT))(wap(, y)dza A dyg)

=(0S x T+ (—=1)™(S x 9T))(w).

(4) Sei w = wag(z,y)dry Adyg € D™ T7M2(U; x Uy). Die Voraussetzung besagt, dass

5= /U . Dhas|
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4.4 Produkt, Push-forward und Homotopieformel

und

T = /U T

Es folgt

S x T(w) = Sz (T (wapdys)dza)
_ /(T(wagdyg)dl‘a,?WHSH
_ / T(wapdys) (dza, S)d|S|
_ /U 1 /U {eagdys, ) dIT (dra, S) dlS)|
_ /U » (was (. y)dys, T (y)){dza, S (2)) d(IS]| © | T])

_ /U el ydea Adys. (N PYE () A (N, QT @) (ISl © |7])u
Fazit: Es gilt insbesondere

IsxTI=|sl@|Tl,  SxT=(\ P)SAN QT

Beispiel
Ist T" durch ein Integral darstellbar, so auch [0,1] x 7" mit ||[0,1] x T'|| = )\[10 5y ® |T]| und

ey
[0,1] x T =,e1 A ?“ (hier wurden die Einbettungsabbildungen weggelassen).

Bild eines Stromes. Seien U C R" offen und V' C R™ offen. Ferner seien T' € Dy (U) und
f: U — V eine C*°-Abbildung. Voraussetzung: f|s,(r) sei eigentlich (das heift, fir K C V,
K kompakt sei f~1(K) Nspt(T) C U stets kompakt).

Beispiel
Seien f: U = (0,00) = V =R und T := [0,b] € Dy(U) fiir b > 0. Dann ist

F71([0,8])) Nspt(T) = (0,6] N [0,b] = (0,b] C U
nicht kompakt.

Definition
Seien f und T wie oben. Sei w € D¥(V). Sei v € Do(U) mit
spt(T) N supp(fFw) C {y=1}°.
————
Cf~!(supp(w))
Dann setzt man

([T (W) =T(v A ffw).

Bemerkungen: (i) supp(f#w) C f~'(supp(w)) und supp(w) C V ist kompakt, das
heikt spt(T") Nsupp(f#w) C spt(T) N f~(supp(w)). Dabei ist spt(T) N f~1 (supp(w))
kompakt und spt(7) N supp(f#w) abgeschlossen und damit auch kompakt.
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(ii) Auf die Einfiihrung von v kann man im Allgemeinen nicht verzichten, da supp(f#w)
nicht kompakt sein muss.

(iii) Die Definition von (f#7")(w) ist von der konkreten Wahl von ~ unabhéngig. Seien
namlich ~;,v2 wie oben. Es ist

supp((m1 — 72) A fFw) Nspt(T) = 0.
Daraus folgt mittels einer Zerlegung der Eins
T((y1 = 2) A fTw) = 0.

Dies schliefslich ergibt
T(y A fFw) =Ty A ffw).

(iv) Manchmal geht es auch ohne ~.

Lemma 4.16
Seien U C R™, V' C R™ offen, T' € Dy(U), f: U — V von der Klasse C*, wobei f|sp(1)
eigentlich ist. Dann gilt

(1) spt(f4T) < f(spt(T))
(2) O(f4T) = fx(OT).
(3) Ist T' durch ein Integral darstellbar, so gilt das auch fiir f4x7" und

IF£T < Fa(ITILICA, DfTI).

Hierbei ist fiir eine messbare Menge A C V die rechte Seite erklart durch

F(ITILIA, DHT)(4) = /f N D, T ()] || (d).

Satz 4.17 (Homotopieformel)

Seien U C R™, V C R™ offen, seien f,g: U — V von der Klasse C* und h: [0,1] x U — V
von der Klasse C* mit h(0,) = f und h(1,-) = g. Sei T" € Dy(U) und h|jg1]xspt(r) Sei
eigentlich. Dann gilt

g#T — [T = hy([0,1] x T) + Ohy ([0, 1] x T),

wobel fur £ = 0 der erste Term in der Summe entfallt.

Beweis
Wegen spt ([0, 1] x T') = [0, 1] x spt(7) und spt(9T") C spt(T") und nach Voraussetzung sind alle
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4.4 Produkt, Push-forward und Homotopieformel

Strome erklirt. Nun gilt:
Ohy([0,1] x T) = hud([0,1] x T)
= hy(0[0,1] x T+ (=1)*0,1] x oT)
= hy((01 — 80) x T — [0,1] x OT)
= hy (61 X T) — hy (8 x T) — haye([0,1] x OT)
= g4T — f4T — hy([0,1] x T).

Sei fiir den letzten Schritt 7: U - R x U,  — (0, ). Dann ist 69 x T'= 74T'. In der Tat:
do X T(w(t,x)dx) = do(T(w(t, z)dx) = T(w(0,x)dx)
und
4T (w(t,z)dz) = T(y A7 (w(t, 2)dz)) = T(y Aw(0,z)dz) = T(w(0, z)dx).
Hiermit folgt
hy (8o X T) = hy(t4T) = (ho ) 4T = fuT.
Die hierbei benutzte Eigenschaft hy o 7 = (h o 7)4 ist leicht einzusehen. ™

Beispiel
Sei T' € Di(R™) mit 9T = 0, spt(T') kompakt, & > 1. Nach der Homotopieformel gilt

g#T — f#T = 8h#([[0, 1]] X T) + 0.
Ist spezieller: g(z) ==z, f(x) =0, so gilt gxT =T, f4T = 0 und somit:

T =0hu([0,1] x T).
—

€Dg+1(R™)

Korollar 4.18
Seien die Voraussetzungen wie in Satz 4.17.

(a) Ist T durch ein Integral darstellbar, so gilt mit der affinen Homotopie h(t,z) =
(1—1)- flx) +1t-g(x):

M(hy ([0, 1] % T)) < | TI|(lg — f| - max{[|Df[|*, || Dg*})-

(b) Ist M(T') < oo und h wie in (a), so gilt

M(h4([0,1] x T)) < suplg — f| - sup {|Df[*, |Dg|*} - M(T).
spt(T) spt(T)
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Beweis
Fiir ¢» € D*1(V) folgt:

h#([O, 1]] X T

/(01 ler AT W) (AL © |IT]))(d(t, 2)

= [ RGN Py A TH (! @ [Tt 2)
~(g@)-r@n/\, Duhgp T

| S
=(1=t) D fo (T)+t-Dga(T)

= / (Rt )] - (1= BIDfell” +t- [ Dga]*) A @ T])(d(t, 2))-m
(0,1)xU

Anwendung: Sei U sternformig in R™ beziiglich u € U. Betrachte: g(z) =z, f(z) == u,x € U,
h(t,x) == (1 —t) -u+t-x. Fir ¢ € DFU) ist f# =0 (k> 1) und g7+p = . Wir betrachten
den speziellen Strom

T(8) = (B,n), Be€DU),
wobei n: U — A\, R" fest gewahlt ist mit kompaktem Tréger in U und von der Klasse C*°.

Dann gilt:
g4T(W) = T(y Agt) = T(y Av) = (y Abym) = (¥,7)
f#T () =0
hy([0,1] x OT)(¢) = [0,1] x OT(h*) = OT (h*4)o17) = T(d((h*¥)go,17))
Ohy([0,1] x T)(¢) = hy([0,1] x T)(dy)) =

Ist dyp = 0, so erhélt man aus der Homotopieformel fiir Strome:

(¥, n) = T(d((h*¥)[,17)) + 0
und damit
(¥, m) = (d((P*)o,17), )-
Dies zeigt
Y = d((h#w)ﬂo,u])-

Also ist v exakt. Dies ist ein Beweis des Lemmas von Poincaré.

Bild eines Stromes unter einer Lipschitzabbildung. Seien U C R" offen, T' € Ny, 10.(U)
und sei f: U — V Lipschitz sowie f|sr) eigentlich. Zu f gibt es eine Folge (fi)ien von
C*°-Abbildungen von U nach V mit einer globalen Schranke fiir die Lipschitzkonstante, wobei
fi = f gleichméfig konvergiert. Mit der Homotopieformel sieht man nun

|(fixT)(w) = (fi (W) Sf c-sup|fi — fjl,

~L(K)Nspt(T)

falls K C V, K kompakt und supp(w) C K°. Folglich ist (f;,T)(w) eine Cauchyfolge reeller
Zahlen, und es existiert also

(F#T)(w) = lim (fi5T) ().

Man kann zeigen:
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f#T S Nlc,loc(v)-

Die Definition ist von der Wahl der Folge unabhéngig.

OfuT = f40T.

spt(fT) C f(spt(T))-

4.5 Rektifizierbare Strome

Definition
(a) Sei U C R™. Ein Strom T" € Dy (U) heit rektifizierbar, falls es

e cine 7% -messbare, abzihlbar k-rektifizierbare Menge M C R™ mit #7*(MNK) < oo
fir K ¢ U, K kompakt,

e cine % messbare Abbildung &: M — A, R" mit ||| = 1 S fast-iiberall auf M
und & = vy A -+ Avy mit vi(z) € A\, T M fiir HF-fast-alle © € M,

e cine .#"-messbare Funktion 0: M — [0, oc]

gibt, so dass gilt
T(w) = / (w, &) dA".
M

(b) Ist 0 sogar ganzzahlig, so heifst ein solcher Strom 7' ganzzahlig rektifizierbar. Die Menge
der ganzzahlig rektifizierbaren Strome wird mit Ry (U) bezeichnet.

(c¢) T heifst integraler Strom, falls 7" und 0T ganzzahlig rektifizierbare Stréme sind. Die Menge
der integralen Strome wird mit Z;(U) bezeichnet.

Bemerkungen: (1) Ubersicht:

N N
Nk,loc(U) C Mk,loc(U)

(2) Sei T € Ry(U) und sei 0 auf M integrierbar. Dann ist

M(T) = /M 0 dA".

(3) Zi(U) € Ri(U) NN 1oe(U). Gilt ,0“? Die positive Antwort wird nachfolgenden als Satz
formuliert (Randrektifizierbarkeit).

Beispiele
(1) Sei M C R™ eine kompakte k-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gilt

[M] € Ry (R™).

(2) Sei M wie in (1) und #*~1(0M) < co. Dann gilt
[[Mﬂ € Ik(Rn)a
denn O[M] = [OM].
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4 Stréme
(3) T € Dy (R?) sei definiert durch
~ 1
T(widx 4+ wady) = / wa(s,0) ds.
0
Dann ist 7 nicht 1-rektifizierbar. Aber
1
T (widz + wody) = / wi(s,0)ds
0

ist 1-rektifizierbar.

(4) Esist
J .
1 1
Tp=Y [[{_;} x [0, 3]]] € R1(R?) NNy (R?).
=1
Es gilt M(T};) =1, M(9T}) = 25, T} 2T fiir j — co. Wir erhalten so eine Folge integraler
Strome, deren schwacher Limes nicht rektifizierbar ist.

Satz 4.19
(1) (Randrektifizierbarkeit) Sei T € Ry(U) und My (0T) < oo fiir alle V. C U mit V
offen, so dass V kompakte Teilmenge von U ist. Dann ist T € Zy(U).

(2) (Closure Theorem) Seien T; € Ry (U), j € N, und

sup(My (1) + My (97})) < Cy < o0
jeN

fir alle V' C U mit V offen, so dass V eine kompakte Teilmenge von U ist. Gilt
T; > T € Di(U) fiir j — oo, so ist T' € Ri(U).

(3) (Kompaktheitssatz) Seien Tj wie in (2). Dann gibt es eine Teilfolge T von T} und
T € Ri(U) mit Ty T

Beweis

Idee: Simultaner Beweis von (1) und (2)/(3) durch vollstdndige Induktion iiber k. Aus (2)/(3)
fir £ — 1 und dem Deformationssatz folgt (1) fiir k. Ferner geht das Konzept ,Schnitt eines
Stroms* ein. n

Polyedrische Strome Sei ¢ > 0. Dann ist [0,£]" +¢ - 2z, z € Z" ein kompakter e-Wiirfel. Ein
k-dimensionaler e-Wiirfel ist erklart als das relative Innere einer k-dimensionalen Seite eines
solchen e-Wiirfels.

Definition
Ein k-dimensionaler polyedrischer Strom in R™ der Seitenlénge € ist ein Strom der Form

P =Y aqlQl,
Q

wobei @) ein k-dimensionaler e-Wiirfel ist. Ein solcher Strom heifft ganzzahlig polyedrischer, falls
ag € Z.
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Bemerkungen: (1) M(P) =3, lag|e

(2) M(OP) < 2*M(P). QP ist stets polyedrisch.

Satz 4.20 (Deformationssatz)
Es gibt eine Konstante ¢ = ¢(n), so dass fiir jedes T € Ni(R") und jedes ¢ > 0 ein k-
dimensionaler polyedrischer Strom P existiert und ferner R € Ny 1(R™) und S € My (R"™)

existieren, so dass gilt
T=P+0R+S

mit

1 (P)<c-M(T), M(OP) < ¢-M(9T),

M
2) M(R) <c-e-M(T), M(S) < c-e-M(aT),
M

3 (OR) < c- (M(T) + € - M(0T)),

(1)
(2)
(3)
(4) sp (0) ,spt(R) C spt(T)s() und spt(9P),spt(OR) C spt(9T)s) mit d(e) — 0 fiir
e—0.

(5) Ist T € Ri(R™), so konnen P, R als rektifizierbare Strome gewéahlt werden. Ist T €
Zr(R™), so kann auch S als rektifizierbarer Strom gewéhlt werden.

Wir formulieren noch einige Anwendungen:

Satz 4.21 (Schwache Polyedrische Approximation)
Sei T € Ri(R™) N Ni(R™). Dann gibt es eine Folge P; von polyedrischen Stréomen mit

P; 2 T, wobei die Massen der P; uniform beschrankt sind.

Beweis

Wihle ¢; := 1/i im Deformationssatz. Dann gibt es Strome P;, R;,S; mit den im Deforma-
tionssatz beschriebenen Eigenschaften. Wegen (1) sind die Massen von P; und OP; uniform
beschriankt. Aus M(R;) < ¢ - M(T) — 0 folgt R; = 0 und daher auch OR; > 0. Wegen
M(S;) < c-M(IT) — 0 folgt S; 2 0. Insgesamt ist also OR; + S; = 0 und daher P, > T.

Sei T € Di(R™), 1 <k <n — 1 und spt(7) kompakt.

Gibt es S € Di1(R™) mit S = T? Notwendige Bedingung: 0T = 0. Diese Bedingung ist auch
hinreichend, wie wir schon gesehen haben.

Isoperimetrisches Problem: Finde eine Massenschranke fiir die ,Fiillung S* von T
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Satz 4.22 (Isoperimetrische Ungleichung)
Sei T € Ri(R™), 0T = 0, spt(T") kompakt. Dann gibt es ein R € Ry11(R"™) mit spt(R)
kompakt, OR = T und

k+1

M(R) < ¢- M(T)"%

mit ¢ = ¢(n).

Beweis

Sei 0.B.d.A. M(T) # 0. Setze € := (2¢M(T)'/*, wobei ¢ wie im Deformationssatz gewzhlt wird.
Zu T seien P, R,S wie im Deformationssatz gewéhlt. Wegen (2) und der Voraussetzung folgt
S = 0. Weiterhin gilt

und daher ist M(P) = 0, das heit P = 0. Somit ist P = R und

k+1

M(R) < ceM(T) = ¢(2eM(T))/*M(T) = ¢ M(T) + .

Zusammen ergibt dies die Behauptung. =

Schlielich ergeben die zur Verfiigung stehenden Satze auch einen raschen Beweis fiir eine Losung
des Plateauschen Problems in der Kategorie der Strome.

Satz 4.23 (Plateau Problem)
Sei T' € I, (R™), 0T = 0, spt(T") kompakt. Dann existiert S € Zy1(R™) mit 95 = T, spt(.5)
kompakt und

M(S) = inf{M(R) : R € Z ;1 (R"),0R = T'}.

Beweis

Zu T existiert ein R € Rp+1(R™) mit T = OR und spt(R) kompakt (vgl. den Beweis der
isoperimetrischen Ungleichung). Da T' lokalendliche Masse hat, gilt dies auch fiir R, so dass
der Randrektifizierbarkeitssatz ergibt, dass R € Zj1(R™). Damit ist klar, dass sich das Infimum
iiber eine nichtleere Menge erstreckt. Sei R;, i € N eine minimierende Folge. Wegen OR; = T
ist die Voraussetzung des Kompaktheitssatzes erfiillt. Es existiert somit ein S € Ry41(R"™)
mit 7 = 9R; = 95, also T' = 9S. Eine erneute Anwendung des Randrektifizierbarkeitssatzes
zeigt sogar S € Tj11(R™). Wegen der Unterhalbstetigkeit der Masse ist auch M(S) gleich
dem Infimum. Durch die Projektion my(R;) der Strome einer minimierenden Folge auf die
abgeschlossene, konvexe Hiille von spt(T') erreicht man, dass auch spt(.S) kompakt ist. n
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

5.1 Multilineare Algebra

In diesem Abschnitt sind V,; W stets endlich-dimensionale reelle Vektorrdume. Fiir p € N sei
VP =V x-.-xV das p-fache kartesische Produkt von V. Schliefslich sei V* der duale Vektorraum
der Linearformen auf V. Wir werden Tensoren und alternierende Tensoren auf elementarem Weg
einfithren und die Bildung von Restklassen sowie die Verwendung universeller Eigenschaften
vermeiden.

Definition. Ein p-Tensor iiber V ist eine multilineare Abbildung T : VP — R. Die Menge
TP(V) aller p-Tensoren iiber V ist mit den Operationen

(S+T)(v1,...,vp) = S(vi,...,vp) +T(v1,...,0p)
(AS)(v1,...,vp) = AS(vi,...,0p)

fiir vy,...,v, € V ein reeller Vektorraum. Wir setzen 7°(V) := R.
Die aufgestellten Behauptungen gelten offensichtlich. Ferner ist V* = T1(V).

Eine wichtige Verkniipfung von Tensoren ist gegeben durch das Tensorprodukt.

Definition. Fir S € TP(V), T € T4(V) ist das Tensorprodukt S ® T erklért durch

(S@T)(v1,. . Vp, Upiis .-, Uptq) =S (01, .., 0p)T(Vps1,- ., Upiq)

fir v1,...,vp4q € V. Es gilt S® T € TPTI(V) (leicht!).

Satz 5.1

Fiir S,5; € TP(V), T,T; € T4(V), U € T"(V) und X € R gilt
(@) (S1+52)@T=51T+ 5T,
(b) SR(T1+To)=SRT) + S ® Ty,
(©
(@

AS)®T =S ® (AT) = AS&T),

(SRT)®U =S (TaU).
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie
Wegen (d) kénnen wir

STeU:=(ST)2U

erklaren.

In der linearen Algebra erklért man zu einer linearen Abbildung f : V — W die duale lineare
Abbildung f* : W* — V*. Dies wird jetzt verallgemeinert.

Definition. Sei f : V' — W eine lineare Abbildung. Die Abbildung f* : 7P(W) — TP(V') werde
definiert durch

(f*T)(vi,...,vp) =T(f(v1),..., f(vp))
fir v,...,v, € V und T € TP(W). Die Abbildung f* ist linear (leicht!).

Man beachte, daf f* eigentlich von p abhéngt.

Definition. Ein p-Tensor w € TP(V') (p > 2) heit alternierend, wenn
WU,y Uiy ooy Uy ey Up) = —W(UL, ooy gy U4y, 0p)  fT G £

und vy, ..., v, € V gilt. Sei QP(V) die Menge aller alternierenden p-Tensoren; sei ferner Q°(V) ==
R und Q'(V) :== T74(V). Dann ist QP(V) ein linearer Unterraum von 7P(V); seine Elemente
heiflen auch p-Kovektoren iiber V.

Beispiel. Ist n := dim(V), so ist det € Q"(V).

Sei S, die Gruppe der Permutationen (Bijektionen) von {1,...,p}. Sie hat p! Elemente. Mit
(1,7) € Sp wird die Permutation bezeichnet, die ¢ und j vertauscht und die {ibrigen Elemente
fest lafst. Jede solche Permutation heifst Transposition. Jedes o € S, (p > 1) lakt sich als
Produkt von Transpositionen schreiben. Ob die Anzahl der dabei verwendeten Transpositionen
gerade oder ungerade ist, hangt nur von ¢ ab. Im geraden Fall nennt man o gerade und setzt
sgn(o) = 1, im ungeraden Fall heift o ungerade und man setzt sgn(oc) = —1. Die Abbildung
sgn ist ein Gruppenhomomorphismus von (Sp, ©) nach ({—1,1}, ).

Definition. Fiir 7' € TP(V) sei

A(T)(vr, -, 0p) = — > sgn(0)T(Ve(1)s - - - Vo))

fir vy,...,vp, € V.

Satz 5.2
Die Abbildung Alt: 7P(V) — QP(V) ist eine lineare Projektionsabbildung, d.h.
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5.1 Multilineare Algebra

(a) TeTP(V)= Alt(T) € QP(V);
(b) we QP(V) = Alt(w) = w.

Beweis. Die Linearitét ist offensichtlich gegeben.

(a) Seii # j (fest), (i,7) € Sp die zugehorige Transposition und o’ := oo (3, j) fiir 0 € Sp. Dann
ist

AL(T)(v1, ..., 05,5 Viy e, Up)

1
= ]j Z Sgn(o‘)T(UU(l), ey Uo(j)7 N ,Uo(i), N ,Uo(p))
o€Sy

1
= ]j Z sgn(a)T(v(,/(l), <o Ugl(i)y - o s Vol (G)s - - - 7’00’(1)))
oES)

1
= H Z — sgn(a’)T(vU/(l), ces 7UU’(i)7 ey Ua"(j)7 oo ,'l)o./(p))
o€Sp

= —AW(T)(v1,.. ,Vise o0y, Up).

(b) Fiir w € QP(V) und o = (i, 7) gilt

w(va(l), .. ,va(p)) = —w(vi,...,vp) =sgn(o)w(vi,...,vp).

Da jede Permutation Produkt von Transpositionen ist und da sgn multiplikativ ist, gilt diese
Gleichung fiir jede Permutation o. Also ist

1
Alt(w)(v1,...,vp) = o Z g ()W (Vg (1)s - - - 5 Vo(p))

o€Sy

1
= Zl w(vi, ..., vp) = w(vi,...,Up).

!
P 0ESy

Jetzt wird die Bildung des Tensorprodukts mit der Alt-Operation verkniipft. Man beachte, daf
la. w®@n ¢ QPTUV) fir w € QP(V), n € Q4(V). Daher wendet man noch einmal den Alt-
Operator an und normiert geeignet, um auf diesem Weg wieder zu einem alternierenden Tensor
zu gelangen.

Definition. Fiir w € QP(V), n € Q4(V) ist das alternierende (oder duflere) Produkt w An erklart

durch

|
wAn = (p T ?)'Alt(w ®1n).
pq-
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

Es gilt w An € QPT(V).

Als néchstes halten wir die wichtigsten Eigenschaften des alternierenden Produktes fest.

Satz 5.3
Fiir w,w; € QP(V), n,nm; € Q4V), A € R und fiir eine lineare Abbildung f: W — V gilt

(a) (w1 +w2) An=wi An+waAn,
(

Beweis. Die Aussagen (a), (b), (c) und (e) folgen leicht, der Nachweis zu (d) ist eine Ubungs-
aufgabe.

Fiir das alternierende Produkt von drei Kovektoren gilt auch das Assoziativgesetz. Der Nachweis
erfordert eine Vorbereitung.

Lemma 5.4
Es gilt:

(a) Fir Se TP(V), T € TYV) mit Alt(S) =0 ist

AK(S®T)=Alt(T® S) =0.

(b) Firwe QP(V),ne QUV), 0 € Q"(V) ist

Alt(Alt(w®n) ®0) = Alt(w ®n ®0) = Alt(w ® Alt(n ® 0)).

Beweis. (a) Sei G C Spyq die Untergruppe aller Permutationen von {1,...,p + ¢}, die p +
1,...,p+ q fest lassen. Fiir 7 € S, ist dann 7G eine Linksnebenklasse und LNK = {7G :
T € Spiq} ist die Menge aller Linksnebenklassen von G. Setze v, =: w; fir i = 1,...,p+¢q
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5.1 Multilineare Algebra

und ein fest gewédhltes 7 € G. Dann gilt

Z sgn(o’)S(vg(l), ey Uo(p))T(vg(p+1), e ,va(p+q))
cerG

= Z sgn(T o O',)S(’L)T(J/(l)), cee ,UT(U/(p)))T(UT(U/(p+1)), ce 7UT(U’(p+q)))
o'eG

= sgn(7) (Z sgn(a’)S(wer(1), - - - ,wg/(p))> T(Wpi1s-- -, Wptq)

o'eG
= sgn(7)(pIALE(S) (w1, ..., wp)) T (Wpt1, - - -, Wpig)
= 0.

Da die Linksnebenklassen von G eine disjunkte Zerlegung von Sy, bilden, folgt

(p+ g)NAL(S @ T)(v1,...,Vp1q)

= Z sgn(a)S(vg(I), e ,Ug(p))T(’UU(p+1), ‘e 7va(p+q))

TESp+q

= Z Z Sgn(U)S(UU(l), ce 7U0'(p))T(UO'(p+1)? AN 7Ua(p+q))
TGELNK oeTG

= 0.

Analog folgt Alt(T ® S) = 0.

(b) Es ist

Alt(Alt(w ® 1) @ 0) — Alt(w @ n ® 0)
= At(A(wen) ®0 — (wen) ®6)
= Alt([Alt(w®n) —w®n ®0)
= 0

nach (a), da Alt(Alt(w®n) — (w®@mn)) = 0 ist.

Satz 5.5
Firw e QP(V), n € QUV), 0 € Q" (V) gilt

(WA ANG=wA(nAE).
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

Beweis. Es gilt

(p+q+n)
= T2 Al
(wWAN)AO T t((wAn) ®0)
(p+q+r) <@+®! >
= Al Alt 0
(p+q)lr! plg! (wene
|
LI\ @y @0),
plglr!

wobei Lemma 5.4 (b) verwendet wurde. Fiir die rechte Seite der behaupteten Gleichung erhélt
man denselben Ausdruck.

In der Folge kénnen wir somit
WANANG =(wAn)ANd=wA(nAb)

setzen und Klammern weglassen. Die im Beweis gewonnene Gleichung

!
wAnA9=Q5¥?¥1AMw®n®m
plglr!
iibertriigt sich sofort auf mehr als drei Faktoren. Insbesondere gilt fiir wy,...,w, € QY (V) = V*

die Gleichung

1
Alb(w1 ® - Qwp) = Zwi A+ Awp.
p

Voraussetzung. Nachfolgend schreiben wir n fiir die Dimension des Vektorraums V.

Zur Erinnerung. Sei (eq,...,e,) eine Basis von V. Definiere ¢; € V* durch
(1, firi=j
%@”’ﬁ“_{o,fm1¢j
flir 2,7 = 1,...,n und lineare Erweiterung, d.h.

n n
i | D ase | =D ajeile;) = ai
=1 j=1

Dann ist (¢1,...,¢n) eine Basis des Dualraumes V*. Sie heifit die zu (ey, ..., e,) duale Basis.
Fir feV*undv=>" aje; €V gilt

n n

flo)y=f (Z Gi€i> = aif(e) =) fled)pi(v) = (Z f(%‘)%‘) (v).

i=1 i=1

Also ist
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5.1 Multilineare Algebra

was man auch einfach durch Einsetzen von ey, ..., e, bestitigen kann.

Wir verallgemeinern nun diese Vorgehensweise, um eine Basis von QP(V') anzugeben.

Satz 5.6
Sei (eq,...,e,) eine Basis von V und (1, ..., ¢,) die hierzu duale Basis von V*. Dann ist
die Menge

B={py N Npi, 1 1<y <--- <idp <nj}

eine Basis von QP(V); sie heifit die Standardbasis von QP (V') beziiglich (e, ..., e,). Insbe-

sondere gilt
dim QP (V) = (")
p

Beweis. Sei zunéchst T' € TP(V). Sei vy,...,vp, € V und

n
V; = E Ai5€j, iZl,...,p.
j=1

Dann gilt
n n
T(Ul, N ,Up) =T Z A151€4q5 -+« Z apipeip
i1=1 ip=1
n
= Z Q14 " apipT(eil, PN ,eip).
i1yeyip=1
Nun ist
Pip @ ® ‘Pip(vlv s 77)13) = 901'1(”1) T (pip(vp) = Q14; * " Qpip,
also
n
T = Z T(eil,...,eip)cpil®---®<pz~p.
i15mrip=1

Jetzt sei speziell T' = w € QP(V). Dann erhélt man

n

w=Alt(w) = Z w(€iy, .- ei,)Alt(p;, @ @ @;,)

i1yensip=1

1 n
= ] Z W€y ey i) Piy Ao ANy,

i1yenyip=1

Fiir o € S, gilt
Piy ARRRNA Saip = Sgn(g)goig(l) ARERNA SOin(p)
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

sowie

w(€ips-- -, €i,) = 8gn(0)w(€i, )y - - -5 €ipy)-
Die zweite Gleichung haben wir schon gezeigt, die erste folgt analog durch wiederholte Anwen-
dung von Satz 5.3 (d) auf 1-Kovektoren. Insbesondere ist

w(eip,..e,) =0 und @y A Ay, =0,
falls zwei der Indizes 1, ...,1, gleich sind. Man erhdlt somit
w = Z w(ejl""’ejp)cpjl/\"'/\@jp-
1<j1<<jp<n

Dies zeigt, dal B ein Erzeugendensystem ist. Sei nun eine Linearkombination

E iy .ipPiy N Ny, =0
1<iy < <ip<n

gegeben. Sei 1 < j; < -+ < jp < n. Dann ist

iy N A Soip(ejlﬂ . ,€]’p) = p!AIt((ph @ Soip)(ej17 SRR ejp)
= Z sgn(o)wi, (eja(l)) T Pip (6ja(p))'
oSy
Hier ist
1, falls iy = jo1),---sip=17J
©iy (eja(l)) - Soip(eja(p)) — { 0 const a(l) P a(p)

. 1, faHSil:jl,...,ip:jp,O':id
- 0, sonst,

da die Indizes der Grofse nach geordnet sind. Es folgt

0= E @iy ..y Piy /\---/\goip(ejl,...,ejp) = Gjy..jp-
1<iy < <ip<n

Dies zeigt die lineare Unabhéngigkeit von B.

Aus Satz 5.6 folgt insbesondere

QP(V)={0} firp>n

und
dimQ"(V) = 1.
Satz 5.7
Sei (eq,...,ey) eine Basis von V, sei w € Q"(V) und sei v; = 2?21 ajje; fir i =1,...,n.
Dann ist
w(v1, ..., vn) = det(ay)ijwler, - .., en).
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5.2 Differentialformen

Beweis. Fiir v; = Z?Zl a;jej, © = 1,...,n definiere
n(vi, ..., v,) = det(ag)f ;.
Dann gilt n € Q"(V). Wegen dim Q"(V) =1 ist w = An mit einem A € R. Ferner gilt

wler,...,en) =An(er,...,en) = A.

Bezeichnung. Im folgenden verwenden wir gelegentlich die Abkiirzung

Z Qiy.ipPin N0 N piy, = Z arpr-

1<y < <ip<n IeMy
Dabei durchlauft der Multi-Index I die Menge
My = {(i1, .. ,ip) €{1,...,n}P 1<y < -0 <y <}

Insbesondere sei
1= Qi N ANy,

fiir I = (i1, ..., 1p).

5.2 Differentialformen

In diesem Abschitt betrachten wir Funktionen, deren Werte alternierende Tensoren sind.

Definition. Sei M C R™ und p € Ny. Eine Differentialform vom Grad p (eine p-Form) auf M
ist eine Abbildung von M in QP(R"™).

Eine Differentialform vom Grad 0 ist also einfach eine reellwertige Funktion. Ist w eine p-
Form auf M, so ist w(X) € QP(R") fiir jedes X € R™ ein p-Kovektor iiber R". Algebraische
Operationen werden nun wieder punktweise erklart.

Definition. Seien w;,w,n Differentialformen auf M (wi,ws vom selben Grad), sei f: M — R
eine Funktion. Dann werden die Differentialformen w; 4+ we, fw und w A n erklart durch

(w1 +w2)(X) = wi(X)+ wa(X),
(fw)(X) = [(X)w(X) = (f Aw)(X),
(wWAN(X) = wX)An(X).

Beispiel.
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

e Sei f: M — R eine differenzierbare Funktion und M C R” offen. Fiir X € M ist das
Differential D fx : R®™ — R eine lineare Abbildung mit

o FOX+ H) = F(X) = Dfx(H)

=0.
H—0 | H ||

Fiir das Differential einer reellwertigen Funktionen schreiben wir kiinftig dfx statt D fx.
Insbesondere gilt also dfx € QY(R") = TH(R") fiir X € M. Das Differential df von f, d.h.
die Abbildung

df -+ M — QYR™), X — dfx

ist eine Differentialform vom Grad 1 auf M.
e Eine spezielle differenzierbare Abbildung auf R™ ist die Projektionsabbildung
pi:Rn%R, (ml,...,xn)lﬁxi,

wobei i € {1,...,n}. Anstelle von dp; schreiben wir pragnanter dx’, i = 1,...,n. Dies
sind also sehr spezielle Differentialformen vom Grad 1 mit

(dz')x = p; fiir X € R"

und

(dz") x (Ej) = dij,
wenn (Eq,...,Ey,) die Standard-Orthonormalbasis des R™ ist. Insbesondere ist also die
Basis ((dx!)x,...,(dz")x) die zu (Ei,..., E,) duale Basis, und zwar fiir alle X € R"™.
Aus Satz 5.6 erhalten wir folglich zu jedem X € R"™ eine Basis von 2’(R") und kénnen
wx fiir eine gegebene p-Form w in dieser Basis ausdriicken.

Definition. Sei w eine Differentialform vom Grad p auf M. Dann gibt es Funktionen a;,. ;, :
M — R fir 1 <iy <--- <1, <n, die Koordinatenfunktionen von w, mit

wx = Y. ., (X)(da")x A A(da)x, X €M,
1<i1<-<ip<n
abgekiirzt
w = Z ailmipdx“ A Adx = Z ardz’. (5.1)
1<i1<<ip<n IeMp

Ist M offen, so heift die Form w von der Klasse C" (mit r € Np), wenn ihre Koordinatenfunk-
tionen von der Klasse C” sind.

Bemerkungen.
e Gilt (5.1), so kann man die Koordinatenfunktion von w ausdriicken in der Form

a0y (X) = wx (B, ..., B;).

e Fiir eine differenzierbare Funktion f: M — R erhilt man insbesondere

n

df =Y df(E)da’ =) (0if)da’.
=1

i=1
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5.2 Differentialformen

Wir hatten fiir eine lineare Abbildung L : V. — W und p € N die duale Abbildung L* :
TP(W) — TP(V) erklart durch

(L*T)(v1,...,vp) =T(Lvi,...,Lvy), T e TP(W),v;eV.
Fir p = 0 ist L* sinngemaf als die Identitét auf R erklért. Nun sei M C R" offen und F' : M —
R* eine differenzierbare Abbildung. Fiir jedes X € M ist dann DFx : R” — RF eine lineare
Abbildung. Somit ist fiir p € N auch
(DFx)* : QP(R*) — QP(R™)
eine lineare Abbildung. Daf (DFx)*(T) fiir T € QP(RF) ein alternierender Tensor ist, folgt

direkt aus der Definition. Wir kénnen auf diese Weise jeder p-Form auf F'(M) eine p-Form auf
M zuordnen.

Definition. Sei M C R” offen und F' : M — R* eine differenzierbare Abbildung. Fiir eine
p-Form w auf F(M) ist die p-Form F*w auf M erklart durch

(F*w)X = (DFx)*wF(X), X e M.

Man sagt, F*w entstehe aus w durch Zuriickholen mittels F.

Speziell fiir p = 0 bedeutet dies, dafs
Frw=woF

gilt, da (DFx)* fiir p = 0 die Identitdt auf R ist.

Wir halten einige Rechenregeln fest.

Satz 5.8
Sei M C R™ offen und F : M — R* eine differenzierbare Abbildung mit F' = (fy,..., fi).

Sei dy’ das i-te Koordinatendifferential auf R¥. Dann gilt fiir p-Formen w;, w, Funktionen ¢
und ¢-Formen 7, die jeweils auf F'(M) erklart sind,

(a) F*dy' = df;, i=1,...,k,
(b) F*(wi 4+ ws2) = F*wi + F*wo,
(c) F*(gw) =go FF*(w),
(d) F*wAn) = Frw A F*g.

)

(e) Ist N C R offen, F(M) C N und G : N — R™ differenzierbar, dann gilt fiir jede
p-Form w auf G o F(M)
(GoF)'w = F*G*w.
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie
Beweis. Sei X € R", H € R" und (Ej,..., E}) die Standardbasis des R*. Dann gilt

(F*dy')x(H) = (DFx)*(dy")p(x)(H)
= (dyi)F(X)(DFX(H))

k

= (d)rx) | D_(Dfi)x(H)E]

Jj=1

= (dfi)x(H).

(b) und (c) gelten nach Definition, (d) folgt aus Satz 5.3 (e).

(e) folgt aus

(GoF)'w)x = (D(GoF)x)*waor(x)
x) © DFx) wa(r(x))

(( DGF(X “wa(r(x))
(G"w)re)
FH(G'w))x = (F"G'w)x.

I
e e e T
E
b
—_ — ~
*

Wir kombinieren jetzt obige Rechenregeln und erhalten so

F* (Z iy iy dy™ Ao A dg/p) = aiyiy 0 Fdfy, A Adf;, (5.2)
mit
dfi = (0;f;) da’. (5.3)
j=1

Man kann (5.3) in (5.2) einsetzen, um eine Darstellung beziiglich der Standardbasis zu erhalten.
Wir betrachten explizit nur den folgenden Spezialfall.

Satz 5.9
Sei M C R™ offen und F': M — R™ differenzierbar. Dann ist fiir eine Funktion a : F/(M) —
R

F*(adz* A --- Adz™) = ao Fdet (JF)dz' A--- A dz™.
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Beweis. Wir erhalten

F*(adz' A---ANdz™) = aoFdfy A---Ndfy,
= aOF(Z(ahfl)dxil/\”'/\Z(ainfn)dxin>
i1 in

= aoF Y Oyfi- 0 fadz Ao Ada'm
; in=1

1500y n

— aqoF Z Bo(1)f1 Do) f dzD Ao A dp® (™)
O’ES’n

= aoF Z sen(0) (1) f1 * * Op(n) [ dzt A A da”
O'ESn

= ao Fdet(dif;)i ;=1 dz' Ao A da™.
Alternativ kann man mit Satz 5.7 argumentieren:
F*(dz* A---ANda™) x(EL, ..., Ey)
= (deYx A---A(d2")x(DFx(E1),...,DFx(E,))
= (dz")x A+ A(da™)x (Z(alfi>XEi; . -vZ(anfi)XEi)
i=1 i=1
= det(é?ifj(X))ijl (dxl VANCEAN dx")X(El, - ,En),

d.h.
F*(dz" A -+ Ada™) = det(; f5)} =y da* A+ Ada™.

Von grundlegender Bedeutung ist der folgende Differentiationsprozeft fiir Differentialformen.

Definition. Sei M C R" offen und

w= Z ail.,,ipdxil Ao Adr' = Z ajdznl

1<iy <-<ip<n IeMp

eine Differentialform vom Grad p der Klasse C! auf M. Die dufere Ableitung oder das dufere
Differential von w ist die (p + 1)-Form

dw = Z dag, .. i, N dz™ A - A dx'

1<iy <-<ip<n

= Z da[/\de‘I

TeMp

= Z Z(ajailmip)dacj Adz™ A Adxt.

1<iy <-<ip<n j=1
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

Die angegebene Definition ist konsistent mit dem Fall p = 0, wo fiir f : M — R von der Klasse
C! gilt
n .
df = (0;f)da’.
j=1
Der folgende Satz faltt die wichtigsten Rechenregeln fiir die &uftere Differentiation von Differen-
tialformen zusammen.

Satz 5.10

Die p-Formen w, w; und eine g-Form 7 seien auf der offenen Menge M C R" jeweils von der
Klasse C'. Dann gilt

(a d(w1 + LUQ) = dwy + dws,
(b) dlwAn) =dwAn+ (—1)Pw A dn,

(¢) ddw = 0, falls w von der Klasse C? ist.

(d) Ist M C R™ offen, F : M — R* eine Abbildung von der Klasse C? und w eine p-Form
der Klasse C! auf einer offenen Obermenge von F(M), so gilt F*dw = dF*w.

)
)
)
)

Beweis. (a) ist klar. Zusammen mit (b) im Fall einer 0-Form w zeigt dies die Linearitét der
dufseren Ableitung.

(b) Sei f: M — R differenzierbar. Ist I € M}, J € M7, so gilt
d(f dz! Adx?) = df Adx! A da?. (5.4)

Sind die Indexmengen zu I, J nicht disjunkt, dann sind beide Seiten Null. Sonst gibt es m € N
und Indizes 1 < k1 < -+ < kpyg < n mit

dz! Ada? = (=1)"dzF Ao A datrra,

so dak die Behauptung nach Definition gilt.

Nun sei
w = Z arda?, n= Z by da?,
reMy JeMy
also
dlwAn) = Zd (aIdea:I A da:‘]) .
1,J
Mit (5.4) und der gewdhnlichen Produktregel folgert man
d(arbydz" Ndx?) = d(asbs) Adz' A da?

= (bydaj + ardby) A dz’ A da?
= day Adaz' A (bydz”) + dby A (ardz’) A dz?

= da; Adxt ANbyda? + (1) Pardat Adby A dx” .
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Summation liefert daher
(Z dar A dxf) A (Z demJ> + (—=1)P <Z a]dx1> A (Z dby A d:cJ>
I J I J

dw A+ (=1)Pw A dn.

d(wAn)

(c) Fiir eine Funktion f der Klasse C? gilt zunichst

und weiter

Wir erhalten also fiir w = 3", arda!

(d) Seien F' und w wie beschrieben mit F' = (fy,...

so gilt

dw

ddw

d(df)

df = (0if)da’,
=1

n

> d(8if) A da’

i=1

zn: (zn: 6j (Oif) A d:cj> A dx’

i=1 \ j=1
> (9,05 -
1<j

0.

0;0;) dz* A dx?

= Zdaj/\dx],
I

= Y (ddaj Ada’ + (=1)day A d1 - da') = 0.

1

F*dw

k
F*dg = F* (Z(aj )dmj)

=1

k
> (959) o F df;

5.2 Differentialformen

, fx). Ist w = g eine Funktion, d.h. p = 0,
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

Sei schliefslich r € Ny und die Behauptung schon bewiesen fiir alle r-Formen. Um die Gleichung
fir alle (r + 1)-Formen zu beweisen, die auf einer offenen Umgebung von F(M) erklért sind,
geniigt es, spezieller (r + 1)-Formen der Form w A dy® zu betrachten, wobei w eine r-Form auf
einer offenen Umgebung von F(M) und dy’ ein Koordinatendifferential im R” ist. Es gilt

F*d(wAdy)) = F*(dwAdy' + (=1)"w A ddy")
= F*(dwAdy') = F*dw A F*dy'
= dF*w A dF*y',
wobei die Induktionsannahme verwendet wurde. Mit Hilfe von Teil (c) folgt
dF*(wAdy') = d(F*w A F*dy")
= dF*w A F*dy' + (=1)"F*w A dF*dy’
= dF*w A F*dy' + (—1)"F*w A ddf;
= dF*w A F*dy'.

Ein Vergleich ergibt die Behauptung im betrachteten Fall.

Mit Hilfe des Differentialformen-Kalkiils lassen sich die Operationen der klassischen Vektorana-
lysis iibersichtlich zusammenfassen.

Beispiel. Sei M C R3 offen und V : M — R3 ein Vektorfeld der Klasse C?. Wir definieren
hierzu
(V) = wdz! 4 vpdr? + v3da®

(V) = wvida® Ada® + voda® A da' + vsdzt A da®.
Dann bestétigt man leicht

d(V) = ((rotV)), d((V)) = div(V)dz' A dz? A da?.
Fiir f: M — R von der Klasse C? gilt

df = (V).

Hiermit erhélt man

0 =dd(V) = d((rotV)) = (divrot(V))da' A dz? A da?,
also divrot(V) = 0. Aukerdem gilt

0 =ddf = d(V[) = ((rotV[)),

folglich rotV f = 0.

Allgemein ist klar, dall wenn w eine p-Form ist mit w = dn fiir eine (p — 1)-Form 7 der Klasse
C?, dann gilt dw = 0. Dies wurde oben ausgenutzt.
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5.2 Differentialformen

Definition. Man nennt eine Differentialform w der Klasse C! geschlossen, falls dw = 0 gilt.
Ferner heifit eine p-Form w der Klasse C° ezakt, falls es eine (p — 1)-Form n der Klasse C'* gibt
mit w = dn (hier ist p > 1).

Bei der Definition einer geschlossenen Differentialform wird man in der Regel an die Situation
p > 1 denken, auch wenn p = 0 zugelassen ist. Der Fall p = 0 ist ndmlich trivial, da dw = 0
fiir eine 0-Form w (d.h. eine Funktion) impliziert, daf w auf jeder Zusammenhangskomponente
konstant ist. In der somit eingefithrten Terminologie konnen wir nun sagen, daf jede exakte
Differentialform geschlossen ist.

Gilt hiervon die Umkehrung, d.h. ist eine geschlossene Differentialform stets exakt?

Wir wissen schon (etwa fiir p = 1, w = (V)), dal dies im allgemeinen nicht richtig ist. Unter
geeigneten Voraussetzungen an den zugrundeliegenden Definitionsbereich (etwa fiir sternformi-
ge Mengen) gilt dagegen der folgende Satz.

Satz 5.11 (Poincaré)
Sei M C R™ ein sternférmiges Gebiet und p > 1. Dann ist jede geschlossene p-Form der
Klasse C'! auf M exakt.

Beweis. O.B.d.A. sei M sternférmig beziiglich 0. Wir schreiben die p-Form w auf M in der Form

w= Z iy dx A -~ A da'

1<iy < <ip<n
und definieren eine (p — 1)-Form [w auf M durch

1 P — )
Iw)x = ag, i (EX)P L de — )k da™ Ao AdaiE A A dat.
1 D k
0

1<iy <-<ip<n k=1

Dabei ist X = (x1,...,x,) gesetzt, din bedeutet, daff dz'* weggelassen werden soll. Nun ist w
eine p-Form der Klasse C! auf M, fiir die wir d(Iw) und I(dw) berechnen. Als Ergebnis dieser
Rechnung werden wir

d(Iw) + I(dw) = w (5.5)

erhalten. Wegen dw = 0, folgt die gewiinschte Behauptung d(Iw) = w, d.h. die Exaktheit von
w.
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

Einerseits gilt

1
dlw)x = p Y. < /0 ail,,,ip(tX)tP—ldt> dzt A - A da'

i1 <o

+ Y Zp:(—l)kljzn; </Olajai1,__ip(tX)tP dt) i,

i1 <<ip k=1

de? Adz™ A Adxie A A dar
Andererseits erhalt man aus
n
dw = Z Z ajailmipda:j Adxt A - Adatr
i< <ip j=1

mit Hilfe einer elementaren, aber umsténdlich aufzuschreibenden Zusatziiberlegung (j muf in
i1 < --- < i eingereiht werden, bevor I gebildet wird)

n 1
I(dw)x = Y Z( /O 6jai1._,ip(tX)tpdt> zidz™ A - Ada'r

i< <ip j=1

- Z Z </ Gjail,,,ip(tX)tp dt) Z(—l)k_lxik
i <<ip j=1 YO k=1
dad Ada™ A Adzis Ao A daP
Addition ergibt nun
1 n 1

dIw)x +I(dw)x = > |p ( / aiy i, (LX) P dt) +)° < / djai,. i, (tX)tPx; dt)

. . 0 : 0

11 <--<tp j=1

Az A - A dztr

1
= Z (/ % [ail...ip(tX)tp] dt> dz™ A -+ A dx'®
0

1< <lp

= g Q.5 dx't A Ndx'?
i1 < <ip

= wy.

Dies zeigt gerade (5.5).

Wir halten i1,...,4, und j fest, wobei es geniigt, den Fall j ¢ {i1,...,i,} zu betrachten. Wir
erklaren j; < --- < jpy1 durch {j1,...,jdpy1} = {4, %1,...,0p}. Steht jetzt j an m-ter Stelle in
(jla e 7jp+1)a S0 gllt

8ja¢1,,,ip de? Adx™ A - Adz?

= ajail...ip(_l)m_l dﬂj‘jl A A dCijJrl,
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5.3 Integration von Differentialformen

Wir erhalten also

1(0;a4..4, ded Nz A - A d:r:ip)

1 p+1 o ‘
= (-1 </ Ojai,..i, (tX)tP dt> Z(—l)kilxjk dz?t A - Adxde A - A dadet,
0 k=1

Nun werden drei Félle unterschieden:

(a) jx = j. Dann ist m = k und

(=)™ (=), dat A A dzik A - A dgivet = zjdz™ Ao Adx'r.

(b) 7 < jk. Dann gilt mit j = j,, < Ji:
(=)™ (= 1)k dad' A Adak Ao A datr

= (=)™ Fx, ()™ dad AdaI A Adadm A Adade A A dadet

= (=)o, dad Ada A Adzieer A A date

= (=122, ,dad Adx Ao AdatEt A Adar,

(¢) j > jg. Dann gilt mit j = j,, > ji:
(1) H(=1)k g dadt A Adaik A A dade
= (=)™ gy de A Adaic A Adad A A da?
= (=)™ TR(—1)™ 2 dad Ada A Adai A A dat?
= —(=1)F gy dad Ada® A Adae A Ada
Insgesamt folgt daher

1(0ja4,..4, de? Adx™ A A d:rip)

P
= zidx" Ao ANdt — -1 kilac-,dmj/\dxil/\'--/\dxik/\'--/\d:ci”
J 1k )

k=1

so dafs die gewiinschte Behauptung durch Summation folgt.

5.3 Integration von Differentialformen

In den Abschnitten 3.1 und 3.2 wurden Integrale iiber geometrische Objekte wie (parametri-
sierte) Kurven und Flichen erklart. Man kann diese Integrale als Integrale geeigneter 1- bzw.
2-Formen auffassen. Unser Ziel ist es, Integrale von p-Formen auf p-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeiten im R"™ zu erkldren. Zunéachst betrachten wir allerdings Integrale von speziellen
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

parametrisierten Mengen.

Sei p € N und [0,1]” der p-dimensionale abgeschlossene Einheitswiirfel. Speziell setzen wir
[0,1]% := {0}.

Definition. Sei w eine stetige p-Form auf [0, 1]?, also
w=fdxt A ANdaP

mit einer stetigen Funktion f auf [0, 1]P. Dann sei

1 1
/ w::/ f:/ / flz1,...,zp)day ... dxyp.
[0,1)r [0,1] 0 0

In einem zweiten Schritt soll das Integral iiber allgemeine Mengen im R™ erklért werden.

Definition. Sei M C R"™. Ein singuldrer Wiirfel in M ist eine Abbildung ¢ : [0,1]? — M der
Klasse C2.

Die Differenzierbarkeitsvoraussetzung soll bedeuten, daf ¢ Einschrinkung einer C?-Funktion
mit offenem Definitionsbereich ist. Die Voraussetzung der zweimaligen Differenzierbarkeit ist
zunéchst eigentlich zu stark, einmalige stetige Differenzierbarkeit wéare ausreichend. Die stérkere
Voraussetzung wurde im Hinblick auf den Satz von Stokes getroffen.

Beispiele.
e Ein singulédrer 0-Wiirfel ¢: {0} — M.

e Ein singuldrer 1-Wiirfel ¢ : [0,1] — M ist eine parametrisierte Kurve der Klasse C2, die
nicht regular zu sein braucht.

e Ein singulédrer 2-Wiirfel ¢ : [0, 1] — M ist i.a. nicht regulir, d.h. keine Fliche. Insbeson-
dere ist c i.a. nicht lokal injektiv. Man kann ¢ auch konstant wéhlen. Dies begriindet die
Bezeichnungsweise ,singulér”.

Definition. Sei M C R" offen, w eine stetige p-Form auf M und c ein singuldrer p-Wiirfel in
M. Das Integral von w tber den singuldren p- Wiirfel c ist definiert durch

/w = / cfw, p>1
c [0,1]P

[w=ate, p=o

c

und

Sind nun M, ¢,w wie oben und ist 7 : [0,1]” — [0, 1]? eine bijektive Abbildung der Klasse C?
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5.3 Integration von Differentialformen

mit det JT > 0, so gilt

/w = / cfw :/ (C*w)y dY
c 0,1]7 [0,1]7
- / ydet Jr(X) dX
= / (cfw)x dX
= / (coT)
= / w,

d.h. es liegt eine spezielle Form der Parametrisierungs-Invarianz vor.

Beispiele. e Sei n > 2 und p = 1. Wir schreiben F : [0,1] — R" fiir einen singuldren 1-Wiirfel
der Klasse C? und w = vida! + - - + v,da™ fiir eine stetige 1-Form auf R”. Dann gilt

/w:/ F*w.
F [0,1]

Sei F' = (f1,...,fn) und dt' das Koordinatendifferential im R!. Mit V := (v1,...,v,) erhilt
man fiir die 1-Form F*w auf [0, 1]:

F*o = F*(vda' 4 -4 v,da™)
= wvioFdfi +---+v,0 Fdfy,
= vioFfjdtt +-- +w, 0 Ffl dtt
= (VoF, Fyadt.

Es folgt
1
/ w= / (VoF F'ydt' = / (VoF(t),F'(t))dt.
F [0,1] 0

Dies stellt den Zusammenhang mit Abschnitt 3.1 und Analysis II her.

e Sein=3,p=2 Sei F:[0,1]> — R3 ein singulirer 2-Wiirfel im R und
w = vidz?® A da® + vada® A dat + Ugdl’l A dx?

eine stetige 2-Form im R3. Nach Definition ist

/w:/ Fw.
2 [0,1]2

Mit F' = (f1, f2, f3) und du', du? als Koordinatendifferentialen im R? erhilt man fiir die 2-Form
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

F*w auf [0,1]%
F'w = (vi0oF)dfs Ndfs+ (va o F)dfs Adfi + (v3 o F)df1 Adfa
= (vy 0 F)[0) fodu' 4 0o fodu®] A [0y fadu' + Oy fadu?] +
— (010 F)(Bfo-Oafs — O fs- Oofo)dul Adu® + ...
= |oo PG o p ST o p U it a2,
Es folgt

_ o 2 1) (f:s’fl) o o1 fo)
/p“’ - // < Etur,ug) T2 B, ug) T Fa(ul,w)) duiy
_ /(V,N)d(’),

wobei die letzte Gleichung nur dann gilt, falls F' regulér ist.

In Abschnitt 3.2 hatten wir schon angedeutet, daf sich der Satz von Stokes in der Form

/dw:/ w
M oM

schreiben lafst. Nun haben wir aber zunéchst noch nicht das Integral einer Differentialform
iiber eine Untermannigfaltigkeit M zur Verfiigung, stattdessen steht das Integral {iber singulére
Wiirfel zur Verfiigung. Wir versuchen daher, fiir solche singularen Wiirfel einen Randbegriff zu

erklaren, so daf schliefslich
/ dw = / w
c dc

giiltig wird. Es ist naheliegend, dafs man dafiir den Rand des Parameterbereichs verwenden wird.
Andererseits ist aber auch eine geeignete Orientierung festzulegen. Der auf diesem Weg schliefs-
lich zustandekommende Satz von Stokes wird spéter beim Beweis der geometrischen Fassung
des Satzes wieder verwendet werden.

Beispiel. Sei w = fdr! + gdz? eine stetig differenzierbare 1-Form auf [0, 1]?. Man erhilt
dw = df Ndz! +dg A dz? = (019 — Do f) dat A da.
Wir betrachten den singuliren 2-Wiirfel ¢ = 1% : [0,1]2> — R?, X + X. Dann gilt

/dw = / (IZ)*dw:/ dw
12 [0,1]2 [0,1]2

_ /[ P(alg — Oof) dz' A da?
0,1

1 1
= //(819(w7y)—82f(w7y))d$dy
0 0

/01 (/01819(‘”’9) dw) - / ( / ufe) dy) s

1 1
- / (9(L, ) — g(0,)) dy — / (f(@,1) — f(z,0)) da.
0 0
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5.3 Integration von Differentialformen

Die so erhaltenen Integrale lassen sich als Integrale der 1-Form w iiber singuldre 1-Wiirfel dar-
stellen. Wir definieren zu diesem Zweck

I3 :[0,1] — R?, (
17, :00,1] — R?, (
I35:0,1] = R? s (t,0),
I3, :0,1] — R?, (
Dann gilt etwa

/ w—/ 121 w—/ f(t,1)d

I3, [0,1]
oder

1
/ w—/ /g(O,t)dt
[0,1] 0

Lo (o )+ (o
12 112,0 If,l 12 1

2

u.s.w., d.h.

Dieses und weitere Beispiele legen es nahe, den Rand 0I? als formale Linearkombination von
singuldren 1-Wiirfeln zu schreiben, d.h.

O = —(I{y = It)) + (I3 — I31),

und das Integral iiber eine solche Linearkombination als die entsprechende Linearkombination
der Integrale der 1-Wiirfel zu erklaren.

Anstatt von ,formalen Linearkombinationen“ zu sprechen, sollte man besser den Begriff einer
frei erzeugten abelschen Gruppe verwenden. Sei A eine nichtleere Menge und

F(A) ={f:A—Z: f(x) # 0 fiir hochstens endlich viele z € A.}
Fiir f,g € F(A) sei
(f +9)(x) = f(z) £ g(x), = €A
Man nennt F(A) die von A erzeugte freie abelsche Gruppe. Fiir € A sei T € F(A) erklart als

v |1, firy=ux,
7y) = { 0, sonst.

Somit gilt fir f € F(A) gerade

f=> fla)z

€A

Statt T schreibt man auch einfach z, d.h. die Elemente von F(A) sind von der Form
> s

mit ny € Z, wobei nur endlich viele dieser Zahlen # 0 sind. Die Elemente von F(A) kann man
daher auch als formale Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten der Elemente von
A auffassen.
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

Definition. Sei M C R™ und p € Ny. Sei K,(M) die von der Menge der singuldren p-Wiirfel
in M erzeugte freie abelsche Gruppe. Die Elemente von (M) (endliche formale Linearkom-
binationen von singuldren p-Wiirfeln in M mit ganzzahligen Koeffizienten) heifsen p-Ketten in
M.

Definition. Das Integral der stetigen p-Form w auf M iber die p-Kette ¢ = > a;c; mit a; € Z
und singuldren p-Wiirfeln ¢; in M wird erklért durch

fo-u -

Randbildung.

Definition.

e Der singulére p-Wiirfel IP : [0, 1]P — RP sei erklédrt durch I?(X) = X fiir X € [0, 1]P.

e Die singuliren (p — 1)-Wiirfel I} : [0, 1771 — RP und I} : [0,1]P~1 — RP fiir p > 2 und
i€{1,...,p} sind erklért durch
I;f()(X) = ([131, ey i1, 0,[]31‘, . ,xp_l),
Igl(X) = (xl, ey Lj—1, 1,.%7;, ey .’L'p_l)
fir X = (z1,...,2p-1) € [0,1]P7L.
e Setze I{((0) := 0 und I1,(0) = 1.
e Der Rand des singuldren p- Wiirfels ¢ ist erklart durch
p .
dc = 2:(—1)Z [co[ﬁo —colgl] :
i=1
e Der Rand der p-Kette > a;c; ist erklart durch

0 (Z aici) = Z a;0c;.

Man kann zeigen, daf stets d0c = 0 fiir Ketten ¢ gilt. Wir werden dies nicht benétigen. Eine
analoge Aussage gilt fiir Untermannigfaltigkeiten M des R™, d.h. hier gilt 90M = ().

Satz 5.12 (Stokes fiir Ketten)
Sei M C R" offen, p € N, w eine (p — 1)-Form der Klasse C! auf M und c eine p-Kette in

M. Dann gilt
/dw:/ w.
c dc
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5.3 Integration von Differentialformen

Beweis. Sei p = 1, also w = f eine Funktion der Klasse C'* auf M. Sei c ein singuldrer 1-Wiirfel
in M. Dann ist
df = frdz* +--- + fdz"

und
1 1
/df:/o <Vfoc(t),c’(t)>dt:/0 (foce)(t)dt = foc(l)— foc(0).

Andererseits gilt

;o= (-1 / L / f = —f(co ILo(0) + f(co 11, (0))

dc 11,0 0111’1
= —£(c(0)) + f(e(1)).

Dies zeigt die behauptete Gleichheit fiir singulére 1-Wiirfel, die Ausdehnung auf 1-Ketten folgt
wegen Linearitat.

Sei jetzt p > 2. Wir betrachten zunéchst den Fall n = p und ¢ = I? sowie

w=fdz' A---ANdzi A~ A daP (5.6)
firie {1,...,p}. Dann gilt

dw = (=110, fdzt A A daP

und

_ 1)1 .
— (-1 /Wazf

1 1 1 -
= (—1)i1/ / </ @f(a:l,...,a:p)dxi) dxyi...dz;...dx,
0 0 0

1 1
= (—1)11/0‘ /0 [f(:L’l,...,xi_1,1,$i+1,...,$p)

—f(.fl, ey Lj—1, 0, Lit1ly--- ,xp)]dacl ‘e dl‘z e d.fL'p.
Andererseits gilt
p
w:Z(—l)j [/ w—/ w].
/BIP = Y, v,

Wir formen die Integrale in den Klammern um. Zunéchst ist

Mit Iﬁo =(g1,...,gp) folgt

(Iﬁo) W:fofﬁgdm/\---/\dgl-/\---/\dgp_
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

Seien du', ..., duP~! die Koordinatendifferentiale von RP~!. Dann gilt nach Definition von I f’ 0
offenbar
duf,  k=1,...,5—1,
dgk = 07 k= j7
duF1, k=j4+1,...,p

An der Stelle U = (u1,...,up—1) erhdlt man also

|:< > i| ’ g ooy —1,Y, Wy o ooy hp— 9 ]—Z-

[a={% . j#is
v, fo "'fo flur, ..o wi—1, 0,04, . up—1) duy .. dup—y, j=1.

Mit einem &hnlichen Ausdruck fiir [ ”, erhélt man schlieklich
s

/ / ula" y Ui— 170 u’u-"aup—l)_
orr

(ul,.. JUi—1, L,y o up—1)] dug .. dug .

/IP dw = /BIP (5.7)

Da jede (p — 1)-Form auf [0, 1]? Summe von (p — 1)-Formen der Gestalt (5.6) ist, gilt (5.7) fiir
jede (p — 1)-Form w der Klasse C! auf [0, 1]P.

Es folgt also

Sei schliefslich ¢ ein beliebiger singuldrer p-Wiirfel in M C R™ und w eine stetig differenzierbare
(p — 1)-Form auf M. Dann gilt zunéchst wegen (5.7)

/dw:/ c*dw:/ c*dw:/ dc*w:/ crw.

c [0,1]? Ip Ip aIp

/ w:/ (co[fo)*w:/ (Ifo)*(c*w):/ c*w,
col? [0,1]p—1 ’ [0,1]p—=1 "~ 7

und analog fiir Ig 1- Es folgt also

/w -
dc

Ferner ist
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5.3 Integration von Differentialformen

Ist schlieRlich ¢ = Y a;¢; eine p-Kette in M, so folgt

/dw:Zai/ dw:Zai/ w:/w.
c ¢ dc; oc

Wir betrachten zur Illustration ein abschliefendes Beispiel, das in den Ubungen besprochen
werden kann.

Beispiel. Sei ¢ der singulire 2-Wiirfel im R? mit
c:[0,12 = R3,  (u,v) — (u? — 0% u, —v?)
und w die 2-Form auf R? mit
wx = 4(dzY)x A (dz3)x — z1(dz?)x A (de®) x
sowie 7 die 1-Form auf R? mit

nx = 2(d:n1)X - w%(dac?’)x.

Zunéchst gilt mit ¢ = (c1, c2, ¢3)

/w = / cfw = / (4dcy A des — cideg A des)
c [0,1]2 [0,1]2

Oler,e3) (2 3y0le2e3))
/[0,1]2 [4 O0(u,v) ( ) O(u,v) dud

1,1
= / / [—16uv + 2v(u® — v*)] du dv
0 JO
61

—I5

Mit dn = —2x1dx' A da3 gilt analog

d(c1,c3)
dn = / —2(u? — )= dudo
/c ! [0,1]2 ( )a(uav)

1,1
= —2/ / (—4uw) (u® — v3) du dv
0o Jo
1
5
Andererseits erhilt man wegen

802coI1271—60112’0—1—00[22,0—00[2271
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

und
colf 10,1 - Rt (1—171,—t7),
co]ﬁO;mJj—+Ri = (—1%,0, —t?),
coliy:[0,1] =R, t— (£,1,0),
co 122,1 :[0,1] — R3, (t2 -1)
auch

Lo = L L L L
Jdc col? col? col? col?2

i1 1,0 2,0 2,1

1 1
= / [2(—3t%) — (1 — t7)%(—2t)] dt—/ [2(—3t2) — t%(—2t)) at
0 0

1 1
—i—/ 2'2tdt—/2-2tdt
0 0

1

ga

was den Satz von Stokes exemplarisch bestétigt.

5.4 Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt werden niederdimensionale glatte geometrische Teilmengen des R™ un-
tersucht, iiber die schlieflich integriert werden soll. Die dabei betrachteten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten des R™ konnen zugleich als Einstieg in die Theorie der abstrakten
Mannigfaltigkeiten verstanden werden. Dies ist dann etwa Gegenstand einer Vorlesung {iber
Differentialgeometrie.

Um die Darstellung moglichst einfach zu halten, nehmen wir an, daf alle Abbildungen von der

Klasse C'* sind, falls nichts anderes vorausgesetzt wird. Ferner sei fiir & € {0,...,n}
Ry = {XeR":zpy; ==z, =0},
H} = {XeR":21>0,2441 ==z, =0},
OH;} = {XeR":2;=0,2441="-+=uz, =0}.

Grob gesprochen werden durch die nachfolgende Definition Mengen erklart, die lokal nach An-
wendung einer geeigneten differenzierbaren Transformation wie R}! oder H}' aussehen.

Definition. Sei M C R” und k € Ny. Die Menge M heilt k-dimensionale Mannigfaltigkeit im
R™, wenn fiir jedes X € M gilt: Es gibt eine offene Umgebung U C R™ von X, eine offene Menge
V C R™ und einen Diffeomorphismus h : U — V mit

hUNM) =V AR} (a)
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WUNM)=VNH' und h(X) e OH]. (b)

Gilt (a), so heift X innerer Punkt von M; gilt (b), so heift X Randpunkt von M.

Bemerkungen.

Die Begriffe innerer Punkt und Randpunkt beziehen sich nicht auf die Topologie des R™.

Ein Punkt X € M kann nicht zugleich innerer Punkt und Randpunkt sein. Sonst gébe es
offene Umgebungen Uy, Us C R™ von X, offene Mengen V1, Vo C R™ und Diffeomorphismen

h11U1*>Vv1 und hQZUQ%‘/Q
mit
h(UiNM)=ViNRY, hy(UsNM)=VonH" und hy(X) € OHP.

Die Abbildung
hg o hyt : hy(Uy NUz) — ha(Uy NUy)

ist ein Diffeomorphismus, der also offene Mengen auf offene Mengen abbildet. Insbesondere
ist auch hgy o hfl | hi(Ui NUz) N R} eine differenzierbare Abbildung in R} mit nicht
verschwindender Funktionaldeterminante und

hy o hi(h1(U; NU) NRY) hy o hi*(Vi NRE N hy (U N U))
= hQ(Ul ﬂMﬂUg)
c VoNnHP CRL

Also ware ho ohl_1 | h1(U1NU2)NRY ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des
R7?. Andererseits wiire haohy ! (h1(X)) kein innerer Punkt der Bildmenge dieser Abbildung
beziiglich R} als dem umgebenden Raum, ein Widerspruch.

Definition. Ist M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R"™, so wird die Menge der Rand-
punkte von M mit OM bezeichnet. Ist OM = (), so heilt M unberandet. Ist OM = () und M
kompakt, so heifst M geschlossen.

Beispiele.

0-dimensionale Mannigfaltigkeiten, d.h. diskrete Punktmengen.
Ein Ball B" ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit 0B" = S"~1.

Eine Sphiire S"~! ist eine kompakte (n— 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit 5"~ = (),
d.h. S~ ist geschlossen.

Der Volltorus im R?® (Rettungsring) ist eine kompakte 3-dimensionale Mannigfaltigkeit,
deren Rand gerade der 2-Torus T2 ist. Dieser erfiillt wieder 972 = 0.

Eine Hemisphare Si_l = S"1 N E;L ist eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, und
es gilt 85_7&71 = §n—2,
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5 Anhang: Geometrische Integrationstheorie

e Eine 2-Mannigfaltigkeit ist beispielsweise {(u,v,4 — u? —v?) : (u,v) € R? N B%(0,2)}.
Allgemeiner ist jeder Graph einer glatten Funktion f : R*~! — R eine (n—1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit in R™.

e Mdibiusband. Ein Zeigervektor a(y) beschreibe eine Kreislinie, um welche sich wiederum
mit halber Geschwindigkeit ein zweiter Zeiger windet, dessen Mitte auf der Kreislinie und
dessen Anfangs- und Endpunkt auf dem Rand des Moébiusbands liegt'.

Sei
a(p) = (cos ¢, sin p, 0), € [—m, 7]
und S
bo(v) = cos(V)alp) +sin(Wes, V€ [-Z. 7).
Sei R>1und ¢: [~m, 7] x (—=1,1) — R mit
— ¥
é(p.t) = Ralp)+tb, (%)
Ccos cos % cos ¢
= R| sing | +t| cosZsing
0 sin £

2

Die Menge Bild(¢) ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3 (M&biusband), die nicht
orientierbar ist (vgl. spéter).

Die erforderlichen Nachweise zu den vorangehenden Beispielen werden durch die nachfolgenden
drei Sétze erheblich vereinfacht.

Satz 5.13
Ist M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ und k& > 1, so ist M eine (k — 1)-
dimensionale unberandete Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ (k > 1). Sei X € dM. Dann gibt
es eine offene Umgebung U von X, eine offene Menge V' C R™ und einen Diffeomorphismus
h:U—=Vmit h((UNM)=VnH} und h(X) € 0H].

Behauptung. h(UNOM) =V NoH].

Nachweis. Sei Y € UNIM. Wire h(Y) ¢ OH}?, so gibe es eine offene Umgebung V' C V' von
h(Y) mit V' NR} C H \ OH}. Die Menge U’ := h™' (V") ist eine offene Umgebung von Y mit
MU' NM) =V'NRE. Also ist Y € M\ 9M, ein Widerspruch. Dies zeigt A(UNOM) C VNOH}.

Sei Z € VN OH}. Dann gibt es ein Y € UN M mit h(Y) = Z. Nun muk aber Y € OM gelten,
da sonst h(Y') = Z ¢ OH]} ware. Dies zeigt V NOH} C h(UNOM).
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Sei L : R" — R" ein (linearer) Automorphismus mit L(0H}') = R}_;. Die Abbildung Lo h :
U — L(V) ist ein Diffeomorphismus der offenen Umgebung U von X auf die offene Menge
L(V) CR" mit Loh(UNOM) = L(V)NR}_,. Da X € OM beliebig war, ist OM eine (k —1)-

dimensionale unberandete Mannigfaltigkeit des R".

Wir zeigen jetzt, dal sich Mannigfaltigkeiten lokal als parametrisierte Flachen beschreiben las-
sen. Hierzu setzen wir speziell

H" = {X eR*: 2y >0} = H}.

Satz 5.14

Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit in R”. Dann gibt es zu jedem X € M eine offene
Umgebung U von X, eine offene Menge W C R¥, falls X ¢ OM, bzw. eine relativ offene
Menge W C H*, falls X € OM, und eine injektive, differenzierbare Abbildung F : W — R"
mit folgenden Eigenschaften:

(a) F(W)=MnNU und X = F(Z) mit Z € 0H*, falls X € OM,
(b) F~1: F(W) — W ist stetig beziiglich der Spurtopologie,

(¢) DFy ist vom Rang k fir alle Z € W.

Jede solche Abbildung F' wird als ein Koordinatensystem der Mannigfaltigkeit um den Punkt
X bezeichnet.

Beweis. Sei X € M und X ¢ OM. Dann gibt es eine offene Menge U C R™ um X, eine offene
Menge V' C R™ und einen Diffeomorphismus h : U — V mit h(U N M) = V NR}. Setze

W={ZecR":(z,...,2,0,...,0) € V}
und definiere eine injektive Abbildung F' : W — R™ durch
F(Z)=h"Yz,...,2,0,...,0), Z = (21, 2k)

Nach Konstruktion gilt F(W) = U N M. Mit h ist auch F~! = h|U N M stetig. Definiere
H :U — R* durch

mit h = (hy,...,hy). Fir Z € W gilt H(F(Z)) = Z und damit DHpz) o DFy = idgs, d.h.
rang DFy = k.

Im Fall X € OM ist die Argumentation dieselbe.

Man kann Satz 5.14 auch umkehren.
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Satz 5.15
Sei M C R™. Zu jedem X € M gebe es eine offene Umgebung U C R"™ von X, eine offene

Menge W C RF oder eine relativ offene Menge W C H* und eine injektive differenzierbare
Abbildung F' : W — R"™ mit (a), (b), (c) wie in Satz 3.6.3. Dann ist M eine k-dimensionale
Mannigfaltigkeit im R".

Beweis. Wir betrachten wieder nur den Fall eines Punktes X € M, zu dem eine offene Menge
W C RF und eine Abbildung F : W — R” mit den behaupteten Eigenschaften existiert. Sei
X = F(Z). Aus dem Satz von der Umkehrabbildung folgert man mit (c) die Existenz einer
offenen Umgebung Wi von Z in W, einer offenen Umgebung Wy von 0 in R ¥, einer offenen
Umgebung U; von F(Z) in R™ und eines Diffeomorphismus g : Wi x Wy — Uy mit ¢(Y,0) =
F(Y) fir Y € Wy. Sei h: Uy — Wi x Wy die Umkehrabbildung von g. Da F~!': F(W) — W
stetig ist, gibt es eine offene Menge Uy C R™ mit F(W;) = Us N F(W). Setze Uy := U NU; NU,
und V := g1 (Up). Dann gilt wegen (a)

h(UgNM) = h(UNU NUzNM)
= h(F(W)NUyNUs)
= h(F(W1)NnU)
= g {(FW1)N )
= g ' (g(W1 x {0}) N Th)
= Vn x{0})
= VNRE.

Zuletzt wurde benutzt, dafl

V =g (Up) = h(Up) C h(Uy) = Wy x Wo

gilt.

Satz 5.16
Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit. Seien £} : Wi — R™ und F» : Wy — R”
Koordinatensysteme um einen Punkt von M. Dann ist die Abbildung

Eylo By FUY(Fy(Wh)) — RF

differenzierbar und vom Rang k.
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Beweis. Sei Y € Fy H(Fo(Ws)) und X = F1(Y). Dann gibt es in einer Umgebung von X einen
Diffeomorphismus H mit

Fy ' (Fi(2)) = H(F1(2))  fiie Z € F{ ' (F(W3)),

wobel W eine passende Umgebung von F, 1(X ) ist. Mit H, Fy ist also auch F{l o I differen-
zierbar (im Definitionsbereich). Ferner ist rang(D(Fy o F1)y) = k, da rang(DHp, (y)) = n und
rang((DFy)y) = k gilt.

Wir erkléaren nun zunédchst den Tangentialraum an M in einem Punkt X € M und schlieflich
Differentialformen auf M.

Definition. Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit in R”, X € M und F : W — R" ein
Koordinatensystem um X. Dann wird der k-dimensionale Unterraum

TMx = DFp-1(x)(RF) C R"

als der Tangentialraum von M in X bezeichnet.

Damit diese Terminologie gerechtfertigt ist, sollte T'Mx von der Wahl des Koordinatensystems
unabhiingig sein. Zum Nachweis sei also F : W — R" ein weiteres Koordinatensystem um X.
Nach Satz 5.16 ist
-1 .k k
D(F OF)Ffl(X) R =R

bijektiv. Wegen F o (F~! o F) = F (auf geeignetem Definitionsbereich) folgt so
DF =

(R¥) = DFp-1(xyo D(F ' o F) RF) = DFF_l(X)(]Rk),

“1(x) 0

was zu zeigen war.

Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit in R", sei p € Ny. Eine Differentialform vom Grad
p (kurz: p-Form) auf M ist eine Abbildung, die jedem X € M ein Element von QP(TMx)
zuordnet.

Beispiel. Sei A C R” offen, M C A eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ und w eine
p-Form auf A. Fiir X € A und insbesondere fir X € M ist wx € QP(R™), d.h.

wx R"x .- xR" =R
~—_——

p—mal

ist eine alternierende multilineare Abbildung. Einschrankung von wx, X € M, auf das p-fache
Produkt TMx x --- x T Mx ergibt eine Differentialform vom Grad p auf M.

Sei nun w eine p-Form auf der k-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, sei X € M und F': W — R"
ein Koordinatensystem um X sowie Z € W mit F((Z) = X. Sei ferner F : W — R" ein weiteres
Koordinatensystem um X und Z € W mit F(Z) = X. Wegen DFy : RF — T My ist

(DFy)* : QP(TMyx) — QP(R¥)
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erklart, und wir setzen
(F*w)z = (DFz)*wx.

Auf diese Weise wird eine p-Form F*w auf W erklart. Nach Satz 5.16 ist die Abbildung G =
F~1 0o F in einer Umgebung von Z ein Diffeomorphismus. Aus F = F o G folgt daher

(F*w)f = (ij)*WX = (DFZ o DGf)*WX
= (DGz)" (DFz)"wx) = (DGz)" (F'w)z
= G'(F'w)y,

also F'w = G*(F*w) im gemeinsamen Definitionsbereich. Mit F*w ist also auch Fw differen-
zierbar.

Definition. Die p-Form w auf der Mannigfaltigkeit M heifst differenzierbar, wenn fir jedes Ko-
ordinatensystem F' von M die Form F*w differenzierbar ist.

Wir iiberlegen uns jetzt, dafs man auch fiir p-Formen auf M eine dufere Ableitung erkldren
kann.

Satz 5.17

Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ und w eine differenzierbare p-Form auf
M. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte (p 4+ 1)-Form dw auf M, das dufsere Differential
von w, so dafs

F*(dw) = d(F*w)
fiir jedes Koordinatensystem F' der Mannigfaltigkeit M gilt.

Beweis. Sei F': W — R ein Koordinatensystem um X € M und Z € W mit F(Z) = X. Zu
beliebigen Vektoren Yi,...,Y,11 € TMx gibt es eindeutig bestimmte Vektoren Vi,...,V,11 €
R* mit DFz(V;) = Y; fiir i = 1,...,p + 1. Falls dw tatséchlich existiert mit der geforderten
Eigenschaft, so folgt

(dw)x(Y1,...,Yp41) = (dw)x(DFz(V1),...,DFz(Vpt1))
= [(DFz)"dwx] (Vi,...,Vpt1)
= (F"dw)z(Vi,...,Vps1)
= d(F*w)z(V1,...,Vpt1).
Dies zeigt, daft dw eindeutig bestimmt ist durch die geforderte Eigenschaft. Wir definieren nun
(dw)x(Y1,...,Ypp1) = d(F*w)z(V1, ..., Vpt1).

Wir rechnen nun nach, dafs diese Definition nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhéngt
und die gewiinschte Eigenschaft besitzt.
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Wahlunabhingigkeit: Seien F : W — M, F : W — M Koordinatensysteme von M um X
mit F(Z) = F(Z) = X. Sei G := F~' o F in einer geeigneten Umgebung von Z, d.h. G(Z) = Z.
Schlieflich seien Vi, V; € R* mit

DF4(V;) =Y; =DF»(V;), i=1,...,p+1.
Wegen F' = F o G gilt DF5(V;) = DFz(DG»(V;)) und damit DG(V;) = V;. Nun folgt
AF W)z (Vi, ..., Vps1) = d(FoG)*w)z(Vi,...,Vpi1)
= d(G"(F'w))z(V1,...,Vps1)
= (G*d(F*w))z(V1,...,Vpi1)
= d(F'w)z(DGz(V1),..., DGZ(Vpt1))

= d(F*w)Z(VI, ooy ‘/:p+1).

Geforderte Eigenschaft: Wir verwenden obige Notation, die Definition von F*(dw) und
schliefslich die Definition von dw, um so zu erhalten

F(dw)z(Vis- . Vps1) = (dw)x(DFz(Vi),..., DFy(Vps1))
= d(F'w)z(Vi,...,Vps1),

also in der Tat d(F*w) = F*(dw).

Orientierung.

In Abschnitt 3.2 hatten wir gesehen, dafs die klassischen Sétze der Vektoranalysis eine geeignete
Orientierung der betrachteten Kurven und Fléchen voraussetzen. Der Begriff einer Orientierung
ist jetzt auf Mannigfaltigkeiten und deren Rénder zu iibertragen.

Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit Basen (eq,...,e,) und (€j,...,€,). Ist &; =
> i—y ajiej filr i =1,...,n, so setzen wir

A = det (aiz) -1

Man nennt (eq,...,e,) und (é1,...,&,) dquivalent, falls A > 0 gilt. Hierdurch ist eine Aquiva-
lenzrelation auf den geordneten Basen von V' gegeben mit genau zwei Aquivalenzklassen. Die
Aquivalenzklasse zu (e1,. .., e,) wird mit

[e1,...,en]

bezeichnet, die davon verschiedene Aquivalenzklasse wird mit —[e1,...,e,] bezeichnet. Eine
Orientierung auf V ist eine Aquivalenzklasse geordneter Basen.

Definition. Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™. Eine Orientierung auf M ist
eine Abbildung o, die jedem X € M eine Orientierung ox des Tangentialraumes T'M x zuordnet,
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so daf gilt: Fiir jedes Koordinatensystem F : W — R"™ von M mit zusammenhingendem W
gilt

entweder [DFz(El), e DFz(Ek)] = O0F(2) fir ZeW
oder [DFz(El),...,DFz(Ek)] = —0F(2) fir Z € W.

Im ersten Fall heifst F' orientierungstreu, im zweiten Fall orientierungsumkehrend. Ist o eine
Orientierung auf M, so heifst (M, o) orientierte Mannigfaltigkeit.

Beispiele.

e Der R" als orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit, offene Teilmengen davon. Diskus-
sion des Zusammenhangs der Menge W in der vorangehenden Definition.

e Regulare Kurven; zumindest lokal: parametrisierte Flachen.

e Wir hatten schon erwéhnt, daf das Mdbiusband im R3 ein Beispiel fiir eine Mannigfaltig-
keit ist, auf der keine Orientierung existiert. Fiir eine (n—1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
im R™ gibt es genau dann eine Orientierung (wie man zeigen kann), wenn M ein stetiges
Einheitsnormalenvektorfeld besitzt. Dies kann man verwenden, um die Nichtorientierbar-
keit des Mobiusbandes einzusehen.

Bemerkung. Die Orientierbarkeit einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist &quivalent zur
Existenz einer nirgends verschwindenden stetigen k-Form auf M oder auch zur Existenz eines
orientierten Atlas. Ein Atlas ist hierbei eine Familie von Koordinatensystemen von M, deren
Bilder M iiberdecken. Ein Atlas heifst orientiert, wenn je zwei seiner Elemente gleichorientiert
sind.

Bei der folgenden Aussage ist die Argumentation im Beweis ebenso wichtig wie die Aussage
selbst.

Lemma 5.18

Sei (M, o) eine k-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit im R", seien F, ' zwei orientie-
rungstreue Koordinatensysteme um X, sei F(Z) = X = F(Z). Dann ist det D(Fﬁ1 oF)z >
0.

Bewets. Nach Voraussetzung gilt

[DFz(El), ce ,DFz(Ek)] = 0x — [DFZ(El), .. 7DF7(E14)]-

Zwei dquivalente Basen bleiben nach Anwendung eines beliebigen Isomorphismus dquivalent.
Also folgt durch Anwendung des Isomorphismus (DF-)~! : TMy — Rk

1

[D(F‘ o FY2(Ey),...,DF "o F)z(Ey)| = (B, ..., By,
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was die Behauptung zeigt.
Aufgrund von Satz 5.13 ist bekannt, daf der Rand OM einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit

M von R" eine (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Ist (M, o) orientiert, so kann man
auch auf OM eine (induzierte) Orientierung einfiihren.

Satz 5.19

Sei (M, o) eine k-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit in R™. Dann gibt es eine Orien-
tierung o' auf M, so daf gilt: Fiir X € OM, jedes Koordinatensystem F : W — R™ von
M um X und fiir alle Vektoren Yi,...,Yr_1 € TOMx mit

[DFZ(_El)ai/la"ka—l]:OX, Z:F_I(X)

gilt
[Yl, ce 7Yk71] = OfX.

Man nennt o die von o induzierte Orientierung.

Beweis. Sei X € M. Es gibt ein Koordinatensystem F' von M um X, so daf fiir die Basis
(DFz(*El), DFz(EQ), - ,DFz(Ek)) von TMx gilt

ox — [DFz(—El), DFz(EQ), e ,DFz(Ek)]

Dann ist zunéchst F'(0, -) ein Koordinatensystem von 0M um X und (DFz(Es3),...,DFz(Ek))
ist eine Basis von T'OM x. Wir definieren

oy == [DFz(Es), ..., DFz(Ey)].
Wohldefiniertheit: Sei F' ein weiteres Koordinatensystem von M um X mit F(Z) = X und
ox = [DFz(~E1), DF7(Ey), ..., DF7(Ey)].
Wie im Beweis zu Lemma 5.18 folgt det(D(Fﬁ1 o F)z) > 0. Ferner gilt

—_ 1 ——
(B, D(F" 0 F)z(B) =lim - (F " 0 F(Z +tEy), ) > 0.

Wegen
D(F ' o F)4(E;) € lin{E, ..., Ey}

fiir i = 2,..., k, folgt schlieRlich mit B = lin{Fs,..., E;}
det(D(F "o F)y | Ef) >0

und damit
[DFz(Es),...,DFz(Ey)] = [DFZ(EQ), .. .,DFZ(Ek)].
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Ist nun Y7,...,Y,_1 € TOMx und
ox = [DFz(—E1),Y1,..., Y 1],

wobei F' wie in der Definition von ox gewahlt sei, so gilt

k
Y;=> a;DFz(E;), i=1,....k—1,
j=2

mit det(a;;) > 0. Daher folgt
ox = [DFz(E3),...,DFz(Ey)] = [Y1,..., Yk 1]

Wir zeigen nun noch, da® o’ eine Orientierung von M ist. Sei hierzu G : W — R" eine Karte
von OM mit zusammenhédngender Menge W. Sei Zyp € W und Xy := G(Zp). Sei F eine Karte
von M um Xj, die wie in der Definition von o’ orientiert sei. Sei i : RF~t — R¥ i(z) == (0, z).
Ferner setze I := F o4 auf einen passenden Definitionsbereich. Dann gilt zunichst lokal um Zj:

[DGz(Er),...,DGz(Ek_1)]

- [D(F o (F1oG))z(Er),....D(F o (F 1o G))Z(Ek_l)}

_ [Dﬁﬁ,l(x) (D(F~ 0 G)z(En)), ... DFp ) (D(E o G)Z(Ek_l))}
= sgn(det(D(F~" 0 G)2)[DEg 1 xy(E1); -, DFgoy ) (Bg1)]
= f(2)-[DFz(Es),..., DFz(Ex_1)]

= f(Z)O/G(z)a

wobei

f(z) = sgn(det(D(F o G)z)).

Die bewiesene Gleichung zeigt, dalt f unabhéngig von der lokalen Darstellung ist und f(z) €
{—1,1}. Ferner ist f aufgrund der lokalen Darstellung stetig. Dies zeigt die Konstanz von f auf
der zusammenhéngenden Menge W.

Bemerkung. Ist (M, o) eine orientierte Mannigfaltigkeit, so 14#t man gelegentlich die Angabe
des Symbols o weg, wenn dieses aus dem Zusammenhang klar ist.

Zerlegung der Eins.

Héaufig liegt in geometrischen, topologischen oder analytischen Fragestellungen die folgende Si-
tuation vor. Ein Objekt 1aft sich lokal gut beschreiben bzw. definieren, und man will diese
lokalen Beschreibungen global ,glatt“ zusammensetzen. Ein niitzliches Hilfsmittel hierfiir ist
die nachfolgend beschriebene Konstruktion, die zu einer Menge von nichtnegativen Funktionen
fiihrt, die sich an jeder Stelle zu Eins aufsummieren. Die Vorgehensweise hier ist spezieller als
iiblicherweise bei der Untersuchung parakompakter Ridume in der Topologie. Allerdings kénnen
die zerlegenden Funktionen zusétzlich differenzierbar gewahlt werden.
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Lemma 5.20
Sei U C R” offen und C' C U kompakt. Dann gibt es eine kompakte Menge D C U mit

C c DV.

Beweis. Zu jedem X € C' gibt es ein ax > 0 mit

W(X,ax) ={Y e R": |V — X||lmax < ax} CU.

Das System {W (X, ax)?: X € C} ist eine offene Uberdeckung von C, enthélt also eine endliche
Teiliiberdeckung {W(X;,ax;) : i =1,...,m}. Die Menge

m

D = U W(X,‘, aXi)

i=1

leistet das Gewtlinschte.

Lemma 5.21
Sei U C R” offen und C' C U kompakt. Dann gibt es eine kompakte Menge D C U mit
C C D und eine differenzierbare Funktion ¢ : R™ — [0, 1] mit

1, fir X € C,
SO(X)_{ 0, fiir X e R"\ D.

Beweis. (1) Die Funktion f: R — R ist erklart durch
foy o [ (=D Pexpl—@+ 1) %), w e (-L1),
o 0, sonst.
Dann ist f > 0 auf (—1,1) und f =0 auf R\ (—1,1). Ferner ist f von der Klasse C*°.
(2) Fiir Z € R™ und a > 0 sei g : R" — R erklért durch

o(X) :=j1i[1f (252).

Dann ist g von der Klasse C°, g > 0 auf W(Z,a)° und g = 0 auf R* \ W(Z, a)".
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(3) Seien {W(Xj,ax,) :i=1,...,m} und D wie im Beweis von Lemma 5.20 konstruiert. Zu
i€ {1,...,m} sei g; die Funktion, die zu X;,ax, so erkldrt ist wie oben g zu Z, a. Definiere
1 : R" — R durch

m
P(X) =) gi(X).
i=1
Dann ist ¢ von der Klasse C™. Zu X € C gibt es cin j € {1,...,m} mit X € W(X;,ax,)" und
somit ¥(X) > g;(X) > 0. Fur X € R"\D gilt X ¢ W(Xj,ax,),also ¢;(X) =0, firi=1,...,m,

d.h. ¥(X) = 0. Da 9 stetig und C' kompakt ist, gibt es ein € > 0 mit (X) > € > 0 fiir alle
Xed.

(4) Sei f : R — R eine Funktion der Klasse C* mit f(z) > 0 fiir z € (0,¢) und f(X) = 0 sonst

(siehe (1)). Setze N .
h(x)::/o f//0 f,  z€R

Dann ist h : R — [0, 1] differenzierbar, und es gilt hA(x) = 0 fiir < 0 und h(xz) =1 fir z > €.

5) Die Funktion ¢ := ho : R® — [0,1] ist von der Klasse C*°, p(X) =1 fiir X € C und
12
©(X) =0 fiir X € R™\ D. Dies zeigt samtliche Behauptungen.

Das im folgenden Satz konstruierte Funktionensystem {¢1, ..., ¥} nennt man eine der Uber-
deckung {U,...,Up} untergeordnete Zerlegung der Eins.

Satz 5.22
Sei M C R™ kompakt und {Uj,...,Up,} eine offene Uberdeckung von M. Dann gibt es
differenzierbare reelle Funktionen 1, ..., @, auf R™ mit den folgenden Eigenschaften:

(a) 0< ;<1 firi=1,...,m,
(b) @1(X) + -+ om(X) =1 fiir alle X € M,

(c) es gibt eine kompakte Menge A; C U; mit ;(X) =0 fiir X e R"\ 4; firi=1,...,m.

Beweis. Zuniichst werden kompakte Mengen D; C U; konstruiert, so dat M c DY U---U DY,
gilt. Hierzu zeigen wir allgemeiner, um vollstdndige Induktion verwenden zu kénnen: Fir k €
{0,...,m} gibt es kompakte Mengen D; C U; (i = 1,...,k) mit

McD{U---UDSUU U UUp,.

Beweis durch vollstdndige Induktion iiber k. Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen. Seien Dy,..., Dy
schon konstruiert. Dann ist

Crp1 =M\ (DYU---UDLUUp2U---UUp)
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eine kompakte Teilmenge von Uy 1. Nach Lemma 5.20 gibt es eine kompakte Teilmenge Dy 1 C
Ugy1 mit Cqq C D2+1, also

McDYU---UDYUD)  UUgaU--UUp,.

Dies beendet den Induktionsschluf.

Insbesondere gilt mit obigen Mengen D;, i =1,...,m:
McD{u---uD? =U
Nach Lemma 5.21 gibt es eine kompakte Menge A; C U; mit D; C A? und eine Funktion

i R™ — [0,1] der Klasse C* mit 1;(X) = 1 fiir X € D; und ¢;(X) = 0 fir X € R"\ A4;,
i=1,...,m.

Zu X € U gibt es ein j € {1,...,m} mit X € DY, dh. ;(X) > 0. Somit gilt ¢ (X) +
-+ 4+ (X)) > 0. Nach Lemma 5.21 gibt es eine kompakte Menge A C U mit M C A° und
eine differenzierbare Funktion f : R™ — [0,1] mit f(X) = 1 fir X € M und f(X) = 0 fur
X € R"\ A. Setze

¥i(X)
wi(X) = f(X)‘W, XeU,
0 X R\ U,

Die Funktionen 1, ..., ¢, leisten das Gewiinschte.

5.5 Der Satz von Stokes

Bevor wir den Satz von Stokes formulieren kénnen, muf die Integration von Differentialformen
iiber Mannigfaltigkeiten erkliart werden. Alle Differentialformen seien als stetig vorausgesetzt.
Ferner sei M stets eine k-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit. Fiir eine auf einer offenen
Menge M C R erklirte Differentialform w vom Grad p und einen singuldren p-Wiirfel in M

hatten wir
/w ::/ cfw
c [0,1]P

definiert. Wir verallgemeinern dies jetzt auf den Fall einer Mannigfaltigkeit M C R".

Definition. Fiir eine p-Form w auf M und einen singularen p-Wiirfel ¢ in M sei

/w ::/ cfw.
c [0,1]P

Im folgenden werden wir tatséchlich ausschlieflich p-Formen tiber p-Mannigfaltigkeiten integrie-
ren.
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Definition. Ein singulirer k-Wiirfel ¢ : [0, 1]¥ — M heift orientierungstreu, wenn es ein orien-
tierungstreues Koordinatensystem F : W — R™ in M gibt mit ¢ = F | [0,1]*. In diesem Fall
nennen wir ¢ einen orientierungstreuen k- Wiirfel.

Der folgende Hilfssatz zeigt an, daft das Integral einer k-Form auf M iiber einen singuldren
Wiirfel ,im wesentlichen* von der Wahl des singuldren Wiirfels unabhéngig ist.

Lemma 5.23
Seien c1, ¢ : [0,1]F — M orientierungstreue k-Wiirfel in M. Sei w eine k-Form auf M mit
wx = 0 fiir X ¢ ¢1(]0,1]%) N ea([0, 1]%) =: B. Dann ist

/w:/w.
c1 co

Beweis. Sei chw =: fdx' A--- AdaF und G == c; ' o ¢; auf ¢;'(B). Dann gilt auf ¢; ' (B):
dw = [eao(cztoe)]'w=G*chw
= G*(fda' A Adab)
= foGdetJGdz' A--- AdaF
= foG|det JG|dz' A--- AdaF,

wobei zuletzt benutzt wurde, daf det JG > 0 gilt wegen Lemma 5.18. Mit dem Transforma-
tionssatz fiir Gebietsintegrale, angewandt mit dem Diffeomorphismus G : ¢;'(B) — ¢ (B)
erhélt man nun

/ cgw—/ f= foG\detJG|—/ dw.
5 '(B) 5 '(B) e '(B) e ' (B)

2

Da w auferhalb von B ohnehin verschwindet, folgt

/w:/ c’{w:/ c’{w:/ C;L«):/ czw:/w,
c1 [0,1)% i H(B) ¢y '(B) [0,1]% ca

)

was zu zeigen war.

Lemma 5.23 stellt gerade die fiir die folgende Definition erforderliche Wohldefiniertheitsaussage
bereit.

Definition. Sei c ein orientierungstreuer k-Wiirfel in M und w eine k-Form auf M mit wy =0

fiir X ¢ c([0, 1]¥). Dann sei
o [
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Der singuldre k-Wiirfel ¢ in M heiltt orientierungsumkehrend, wenn es ein orientierungsumkeh-
rendes Koordinatensystem F : W — R™ gibt mit ¢ = F' | [0, 1]*. Ist dies der Fall und ist w eine
k-Form auf M, die aukerhalb ¢([0, 1]¥) verschwindet, so ist

o=

F:0,1F 5 R",  F(xy,...,2n) = F(x1,...,25-1,1 — x3)

Zum Nachweis sei

und é:= F'| [0,1]*. Dann ist F und somit ¢ orientierungstreu, d.h.

e

Andererseits folgt wie im Beweis Lemma 5.23, daf

Jo= ]

da nun |det JG| = —det JG gilt.

Definition. Sei ¢ ein singuldrer k-Wiirfel in M. Dann heifst ¢ normal, wenn c orientierungstreu
ist und wenn

c([0,1)noM =0  oder  ¢([0,1]")NOM = coIfy([0,1]*)

gilt.
Lemma 5.24
Sei M kompakt. Dann gibt es eine offene Uberdeckung {U1,...,U,,} von M derart, dak zu
jedem i € {1,...,m} ein normaler k-Wiirfel ¢; existiert mit

U;N M C ¢([0, l]k)

Beweis. Zu X € M existiert ein Koordinatensystem F : W — R", das 0.B.d.A. so gewahlt
werden kann, daf F orientierungstreu ist, [0,1]¥ C W und

F(%,....3), falls X ¢ OM,
X:
F(0,4,...,3), falls X €M

erfiillt. Die Einschrinkung ¢ := F | [0, 1] ist dann ein normaler Wiirfel. Da F~! stetig ist, gibt
es eine offene Umgebung Ux von X mit F~1(Ux N M) C [0, 1], also mit Ux N M C ¢([0, 1]%).
Das System {Ux : X € M} ist eine offene Uberdeckung von M, enthlt also wegen der Kom-
paktheit von M eine endliche Teiliiberdeckung von M.
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Nun sind alle Vorbereitungen abgeschlossen, um die Definition des Integrals einer k-Form {iber
eine kompakte k-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit geben zu kénnen.

Definition. Sei M kompakt und w eine k-Form auf M. Sei {U7, ..., U} eine Uberdeckung von
M wie in Lemma 5.24 und hierzu {1, ..., ¢} eine der Uberdeckung untergeordnete Zerlegung

der Eins. Dann definiert man .
w = Piw.
o=,

Nachweis. Zunéchst ist festzustellen, dafs das Integral

/ piw
M

schon definiert ist. Zu U; existiert ja ein normaler k-Wiirfel ¢; mit U; N M C ¢;([0,1]%). Die
Funktion ¢; und damit die Form ;w verschwindet aufterhalb von Uj;, also erst recht aufserhalb
ci([0,1]%). Ist schlieklich V4, ...,V eine weitere offene Uberdeckung von M wie in Lemma 5.24
und {91, ...,1,} eine zugehdrige Zerlegung der Eins, so ist wegen der Linearitdt des Integrals

;/M P = ;%:/M pithjw = ;;/M Pihjw = ;/M piw,

was die Wohldefiniertheit zeigt.

Wir kommen schliellich zum Satz von Stokes.

Satz 5.25
Sei (M, o0) eine kompakte orientierte k-dimensionale Mannigfaltigkeit und w eine (k — 1)-
Form der Klasse C! auf M. Der Rand OM sei mit der induzierten Orientierung versehen.

Dann gilt
/ dw = / w.
M oM

Beweis. Sei zuniichst ¢ ein normaler k-Wiirfel in M, und w verschwinde auerhalb von ¢([0, 1]¥).
Dann gilt

/dw:/dw:/ C*dw:/ dc*w:/dc*w:/ C*WZ/M
M c [0,1]% [0,1]% Ik ork dc

wobei fiir die vorletzte Gleichheit der Satz von Stokes fiir Ketten verwendet wurde.

Fall 1: ¢([0, 1]*) N oM = 0.
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Dann gilt wy =0 fiir X € co I;fa([O, 1]*=1) fiir s = 1,...,k und a = 0,1, da ¢ Einschrinkung
eines Koordinatensystems ist und somit X H&ufungspunkt von Punkten Y € M mit wy = 0.

Es folgt daher
/ w=20 —/ w,
Oc oM

wobei auch fiir das Integral auf der rechten Seite verwendet wird, daf w aukerhalb ¢([0, 1]¥)
verschwindet.

Fall 2: ¢([0,1]%) N 9M = co IF([0, 1] ).
Dann gilt

=1 1,0

k
w= —1)° / w —/ w| = —/ w.
~/8(: Z( ) ( colﬁo co[{fl ) colk

Dafs die {ibrigen Integrale verschwinden, sieht man wie in Fall 1. Da ¢ ein normaler k-Wiirfel
ist, gibt es ein orientierungstreues Koordinatensystem F : W — R™ mit ¢ = F' | [0, 1]¥. Da Fall
2 vorliegt, ist W eine relativ offene Teilmenge von H*. Definiere

W, = {(3}1,. . .,.kal) € Rk_l : (071}17 e "xk*l) € W}

und F'(z1,...,25-1) = F(0,21,...,25_1) mit (1,...,2,_1) € W’. Dann ist F’ ein Koordina-
tensystem von OM mit F’ | [0,1]* ! =co If,O' Fir Z € W mit 2 = 0 gilt

[DFz(El), oo ,DFz(Ek)] = 0F(Z)7
da F orientierungstreu ist. Nach Definition der induzierten Orientierung o’ von OM gilt
o’F(Z) = —[DFy(E2),...,DFz(Ey)].

Hieraus folgt, dak F” orientierungsumkehrend ist. Also erhalt man

_/ w:/ o.

colfo oM
/w-/ w.
dc oM

Sei schlieRlich w eine beliebige (k — 1)-Form der Klasse C* auf M. Wihle eine offene Uberde-
ckung {U1,...,Up} von M wie in Lemma 5.24 mit zugehorigen normalen k-Wiirfeln ¢y, ..., ¢p,.
Sei schlieklich {¢1,...,vm} eine untergeordnete Zerlegung der Eins.

In beiden Féllen ist also

Fiir jedes i € {1,...,m} verschwindet die Form p;w aukerhalb ¢;([0,1]*). Nach dem schon

Bewiesenen gilt damit
/ d(piw) :/ Piw.
M oM
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Wegen > " ¢; = 1 auf M ist mit naheliegenden Rechenregeln fiir Differentialformen auf Man-
nigfaltigkeiten

Z d(pw) = Z(dgpi ANw~+ @;dw) =d (Z gpi) Aw + (Z gpi) dw = (Z g0i> dw

i=1 =1 i=1 i=1 =1
= dw.

Hiermit folgert man aufgrund der Linearitdt des Integrals

/M dw:/Mgd(%w):g/M d(%w)zg/aMwWZ/aMw»

was zu zeigen war.

Als eine abschliefende Anwendung zeigen wir einen Satz iiber die ,,Unmdglichkeit einer Retrak-
tion“. Hieraus kann man mit Zusatziiberlegungen den Brouwerschen Fixpunktsatz herleiten.

Satz 5.26
Sei M C R" eine kompakte zusammenhingende n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es keine Abbildung F : M — OM der Klasse C?, die den Rand punktweise festlift.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, F' wére doch so eine Abbildung. Dann erkldren wir die Abbil-
dung G(z,t) = z+t(F(x) —z) fir x € M und ¢t € [0, 1] sowie G =: (g1, ..., gn). Die Funktionen
gi : M — R sind 0-Formen auf M, dg; ist deren dufseres Differential. Da M als offene Teilmen-
ge von R” in kanonischer Weise orientierbar ist, kann die n-Form w = dg; A --- A dg,, auf M
integriert werden. Wir definieren also

o(t) = /M dgi A A dgy = /M[dacl b t(dfy — Az A~ A da 4 H(dfy — da™)]

Differentiation nach ¢ und Anwendung des Satzes von Stokes ergibt

o) = /ngl/\---/\(dfi—daci)/\-~/\dgn
M=

n

= Z(—l)i1/(dfi—dxi)/\dgl/\---/\@i/\---/\dgn
i=1 M

n

= YoV [ dithi—a g A g dg

i=1 M

= Z(—l)i_l/ (fi — 2y dgy A~ Adg; A~ Adgy
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wobei F(z) = z fir x € OM verwendet wurde. Nun gilt aber
©(0) :/ dz' Ao Ada™ = N\ (M) >0
M
und

p(1) = / dfl/\~-/\dfn:/detJFda:l/\---/\dx"
M M

_ / det J F () (dz) = 0,
M
da det JF(x) = 0 fiir alle x € M gelten muf. Hier wird verwendet, daf F(M) C OM gilt, OM

eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne innere Punkte im R" ist (und der Satz von der
Umkehrabbildung). Da ¢’ = 0 auf [0, 1] gilt, muf andererseits ¢ konstant sein, ein Widerspruch.

Als Folgerung erhalten wir fiir B :== {X € R": || X|| < 1}:

Satz 5.27
Jede Abbildung F : B — B der Klasse C? hat einen Fixpunkt.

Beweis. Héatte F keinen Fixpunkt, d.h. wiirde F(X) # X fiir alle X € B gelten, so kénnte man
eine Abbildung definieren durch

f:B—0B, f(z)=z+ Az)(x— F(x))
mit A\(xz) > 0 so, dak f(z) € OB gilt. Wegen
(@ + Az)(x = F(2)), 2 + A2)(z - F(r))) =1

erhalt man

—(@,x = F(2)) + /(2,2 — F(2))? + (1 — [[z]?)[l= — F(«)[?
|z = F ()| '

AMz) =

Die Abbildung f ist dann eine Retraktion von B auf 9B der Klasse C?, im Widerspruch zu
Satz 5.26.

Mit Hilfe eines Approximationsarguments (Weierstrafscher Approximationssatz) sieht man ein,
dak es auch keine stetige fixpunktfreie Abbildung von B auf sich geben kann. Damit erhélt man
schliefslich den folgenden Satz als einfache Konsequenz.
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Satz 5.28 (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Ist A € R™ hombéomorph zu einer n-dimensionalen abgeschlossenen Kugel, so hat jede
stetige Abbildung von A in sich einen Fixpunkt.
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