Kapitel 2

Hilbertraume

(Weidmann: Lin Op auf HR, Band I)

2.1 Grundlegende Eigenschaften

Definition 2.1 Ein Skalarprodukt (z|y) auf einem VR X ist eine Abbildung von
X? nach K mit

1. (x1 + 22ly) = (21]y) + (22[y)
2. (axly) = afzly)
3. (zly) = (y,x)
(a) - ¢) Sesquilinearform)
d) (z|z) >0, (z]z) =0 z =0 (positiv definit)

fir alle x1,z9, 2,y € X, a € K. Wir setzen ||z|| = \/(z|x)

Bemerkung 2.2 1. Ausa)-c) folgen (z,0) = 0 und (x, a1y1+asys) = a1 (z|y1)+
oz (x|y2) fir alle z,y1,y2 € X, ai, a2 € K.

2. Fir z,y € X gilt die Cauchy-Schwarze Ungl. (CS) |(z|y)| < ||z||||y||. Gleichheit
gilt genau dann, wenn x = ay fiir ein o € K. (Bew: LA, Werner V, 1.2)

3. || - || ist eine Norm auf X, denn:

(i) llaz| = aa(z|zr) = |af|«]

i) = + ol = (= + y\wCJSr y) = llzlI” + (zly) + (l2) + lyl* = ll=)* +
2Re (zly) +lyl* (21) < (2] + yll)*
~—
<2[lz[[[yll

(it) [|z]| =0 (z]z) =0z =0
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4. Beh: Das Skalarprodukt ist stetig.
Bew: Seien x1, x2,¥y1,y2 € X. Dann:

[(x1 = 22ltn —y2)] < [(w1 — @2lyy| + [(22|y1 — y2)] (2.1)
cs
<l — @2||[lyall + l|22lllyr — w2l (= lokal Lips¢RiR))

Definition 2.3 Sei (:|-) ein Skalarprodukt auf X. Dann heifit (X, ||-||) ein Prd Hil-
bertraum. Wenn || - || vollstindig ist, so heifit (X, | -||) Hilbertraum (HR) (mit
| - |l aus Def 2.1)

Beispiel 2.4 In a)-d) werden HR def.

L X =K" (zly) = Xpoy Tk = |Jz]]* = iy |of?

2. X = 02, (zly) = D32, 2,k (Summe konv absolut nach Hélder mit p = 2.

]l = ll]l2
3. Sel A € Lq, X = L*(A)(flg) = [, f(z)g(z)dx (ex nach Hélder mit p = p’ = 2.)
1= [1.f[l2-

4. Sei S eine Menge. Setze (2(S) = {f : S = K, f(s;) # 0 nur fiir hochstens
abzéhlbar viele s; € S (abh von f) mit >, ¢ |f(z)* = =0 |f(s;)]* < oo}

s
z)| =

Wie bei 2 = ¢%(N) sieht man, dann (f|g) = > ,cq f(s)g(s) ein Skalarprodukt

ist und || f[|? :== Y ,cq | f(s)|? ist vollsténdig.

5. Teilrdume von Pra HR sind Prd HR mit gleichem Skalarprodukt.
-1

Lemma 2.6 Ein nVR X ist ein Prd HR genau dann, wenn ||z +y||> + ||z — y||* =
2||x||? + 2||y||* (2.2) (Parallelogrammgl) fiir x,y € X gilt.

e AR 2.1 2.1
BeWéﬁBAz A7 lz +yl? = lll? + 2Re (2ly) + [lyl*. lo = yl> = [l2]? - 2Re (2]y) +
Iyl = (2.2)

~ ~

<A’A’ siehe Werner,V,1.6 [ |

Korollar 2.7 Die Vervollstindigung eines Pra HR X st ein HR.
Beweis (2.2) gilt auf X und somit auch auf X per Approximation. n

Definition 2.8 Zwei Elemeten x,y eines PriHR X heiffen orthogonal, wenn (x|y) =
0. Zwei TM A, B heiflen orthogonal, wenn (a|b) =0 Va € A,b € B. Mann schreibt
z L aufy bzw A L B. Das orthogonale Komplement A+ von A C X ist gegeben
durch A*{x € X :z L aVac A}.

FEin Orthogonalsystem (ONS) ist eine TM S C X mit ||b]| =1 und b L b fir alle
b,b € S,b#£V
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Bemerkung 2.9 Sei X ein PraHR, z,y € X, A,b C X. Dann gelten:

lL.zlez=2z=0zlyesyle

2. Pythahoras: L y = ||z + y||? ) )12 + |ly]|?

3. Xt ={0},An At = {0}.A C (A1)* nach a), {0}+ = X.

4. A+ ist UVR (klar) und abg (2, L a,z, — = = (z|a) = lim,_se0(zp|a) = 0)
5. AC B= B+ C At. At = (lim A)* (wie d))

6. (x|y):(z,y)VyGX:(a:fz)J_ng:z

Theorem 2.10 (Projektionssatz) Sei X ein HR, K C X abg + konvex. Dann
ex fir jedes x € X genau ein y, = Pg(x) € K mit ||[v — Pg(z)| = infyex ||z —
yl| = d(z,K). Wenn z € K, dann gilt Px(z)) = z (mit d(z,K), und Py o P, =
Pr,R(Pg) =K

Beweis R(p) = K : klar. .

Wenn z # 0, so kénnen wir £ = 0 und K = K — x betrachten. Sei also x =0 ¢ K.

Dann ex y, € K mit ||y,|| = & := inf{]]y||, v € K} (n — o0). k > 0, da K abg.
2

1
2.2 = (150 = ym)l* = 3 llwnll® + 3 llyml* = 115 (n + vl < 5119l + 51y * = 5% —

—_——
eK

0 (n,m — o)
= Jy* =limp 0o yn € K, K abg. Ferner ||y*|| = &.

. (2.2)
?el yo € K., # 0, [[yol| = k- = 150 — v )12 < 13 (yo + y) 1>+ 13 (wo —w)|I* =
slyoll? + 5lly«ll? = £%. Wid zu 3(yo + ys) € K n

Bemerkung Theorem gilt auch (mit dhnlichem Beweis) fiir gleichméfig konvexe
BRe, d.h.

Vee (0,2]36=0(c)>0: [z =yl =1 llz—yll>¢
1
— @+l <1-0
Beispiele:
L R2%,[|-]2) X :={(z,y) € R? : 2% + y?> = 1,z,y > 0} ist glm konvex
2. (R%,]|-)|2) X :=={(z,y) e R* : 2 +y = 1,2,y > 0} ist nicht glm konvex

7}
Ferner: LP(A), P (1 < p < o0) sind glm konvex (Dobrowdski, Satz 4.29)

HRe sind glm konvext mit § = 1 — /1 — = nach (2.2)

Korollar 2.11 In der Situation von Theorem 2.8 gilt:

y=pk(r) <= yeK und Re(zr—ylz—y) <0Vze K
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Nachtrag zu Beispiel 2.4 ¢)
AeL?:w:A— R messbar, w(z) >0Vz € A. Dann: X = L?(A,w)={f: A= C
messbar, /wf € L*(A)} (f|g) = [, fgwdx = Skalarprodukt mit vollsténdiger Norm

1 Fllze = ([ 1 f[2wdz) ?

Definition 2.12 Sei X ein PriHR. Eine Projektion P € B(X) heifit orthogonal
< R(P) L N(P)

Theorem 2.13 Sei X ein HR, Y C X ein abg UVR. Dann ist die Projektion P
aus Theorem 2.8 linear mit |P|| = 1 und es gelten: R(P) = Y,N(P) = Y+ und
X =Y @ Y*t. Insbesondere gilt:

P ist orthogonal und Xy = YL (Bsp 1.76)

Beweis Sei x € X und P = Py. Dann:y:nger,Re(:n—y\z—y)SOVZG

ng/RyEY,Re(x—yp’)§0VZ’EY<:>yEY,(a:—y|z’):0VZ’GY(\:>”:

Betrachte —z', +iz') =z —y LY (%)
Also: R(I - P) =Y+
Seien x1,22 € X, a1, 00 € C. Da Y+ UVR gilt:

al(xl — Pml) + 042(.1'2 — Pafg) € Y+
()

= y = a1 Px1 + aePry = P(ajz1 + agxy) = P ist linear.
—— ——
=T
2.8 = P? = P,R(P) =Y.
Pyth.
Ferner: |22 = Pz + (I = P)z| " | Px|? + ||(I - P)a|? > || Px|]?
= P ist stetig und ||P| < 1.
Lemma 1.73 = |[|P] >1
= 1Pl =1

Sei X HR. Fiir y € X definiere ®(y) : X — C durch (®(y))(z) = (z]y), z € X =
®(y) ist linear. Nach CS:

(@(y)) ()] < [zllllyll = @(y) € X7, [@W)lx- < llyllx ]

Theorem 2.14 Sei X ein HR. Dann ist obiges ® : X — X* “konjugiert line-
ar 7oder “..unlesbar... 7, d.h. ®(aq1y1 + aoys) = a1 ®(y1) + 2P (y2), bijektiv und
isometrisch. D.h. Yz* € X* 3 genau ein y € X, sodass ||z*||x+ = |y|lx und
(x,z*) = (z]y) Vo € X.

Beweis Offenbar ist ® konjugiert linear. Seiy € X\{0}. Setze x = HZyJill = [|®(y)||x* >
[(@(¥)(@)] = gl W] = llyllx = © ist Tsometrie.

z.z: @ ist surjektiv. Sei z* € X*\{0} = R(z*) = C. Sei U = N(z*) = U # X,U
abg. UVR. Theorem 2.11 = X = U @ U~+. 1.77 und Bsp 1.76 liefern:

JUTUL ist bijektiv = UL = 1. Sei y € U+ mit (y,2*) = 1. Fiir z € X gibt es also
eindeutige u € U, € K mit = u + ay. Damit: (z,2*) = (u, z*) + a(y, z*) = a.
(zly) = (uly) + alyly) = allyl} = 2 = (pY) -
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2.2 Othonormalbasen

Definition 2.15 Ein Orthonormalsystem (ONS) S heifst Orthonormalbasis (ONB)
<= S ist maximal, d.h. ONS S, SC S = S=5

Beispiel (zu ONS, spiter sind alles ONBs) a) X = (2, {e,, n € N} ist
ONS. Wenn X = ¢2(J), dann bilden

L
ej(i) =4~ 7 =" ein ONS.
0 ,j#1i

b) X = L%([0,2n)). S = {fn, n € Z} mit f,(t) = m (t € [0,27], n € Z. ist ein

ONS, denn:
9 2m eint 2d
1503 = [ 15
?é — (f |f ) /27r 1 int ,—imt 4 1 i(n—m)t|27r 0
n#m nlfm) = ——e"e =— ¢ =
0o V2w 2mi(n —m) 0
reelle Variante:
1
S = cos(n), sin(n), n € N} ist ONS.
(5=, —zcos(n), —zsin(n), n e )
Satz 2.16 Sei X ein HR, z,y € X, {b,,n € N}. Dann gilt:
a)
Z |(z|bn)[* < ||z||* Besselsche Ungleichung.
n=1
b)

o]
Z| (x|bn) (y|bp)| < oo fiir x,y € X
n=1

Beweis a) Sei N € Nyx € X. Setze xny = x — Z]kvzl(:z;|bk)bk = xp, L by,n =

Pyth. n—;00
Lo NS al® = llan ] + 20 | @lbi)bill? = 3250, [(2fb)[* "= Beh.
—_——
=|(=[bx)|?
b) folgt aus Holder n

Lemma 2.17 Sei S C X ein ONS und X ein HR, x € X. Dann ist die Menge
={be S: (z|b) # 0} hichstens abzihlbar. Beachte: Sx ist ONS.

Beweis Sei k € N. Nach 2.15a) ist Sy 1 := {b € S, |(z]b)|> > %} ist endlich. Sx =
UkeN vk = Sx ist abzéhlbar. .
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Sei X ein UVR, J eine Indexmenge und x; € X fiir j € J. Man sagt, dass ZjeJ x;
unbedingt konvergiert gegen z € X, wenn

i) Jo ={j € J:x; # 0} ist hochstens abzihlbar
i) =", xj, fir jede Abzihlung {j1, jo, ...} von Jo.
Dann schreibt man z =3, ; z;.

Bemerkung 1. dim X < oo: absolut konvergent < unbedingt konvergent (Rie-
mannscher Umordnungssatz)

2. dim X = oo absolut konvergent wieln R unbedingt konvergent. Riickrichtung
gilt nicht, vgl (Dvoretzky-Rogers)

Satz 2.18 Sei S ein ONS im HR X und x € X. Dann:
0) Yoes (zlb)? < o]
b) Px:= 3 q(x|b)b konv. unbedingt.
¢) P ist Orthogonalprojektion auf lin S und X = lin S & S+
d) 30ONSBDOS

Beweis Sei S; = {b1,b2,...} wie in Lemma 2.16

a) Folgt aus 2.15a) und 2.16
b) Sei N > M. Pyth+Bessel liefern

N N 2
1D @lba)ball* = Y [(@[bn) [ [[bal] = 0 (N, M — o0)
= =T

Cauchy-Folge > > a)
=3y =) (alba)be und [|yl® =Y [(2]ba)? < al® (+)
n=1 n=1
Sei {b,,(l),bﬂ@),...} eine Umordnung von S,. Wir erhalten genauso y, =
Y1 (x|brry- Sei z € X. Dann:
(Yx|2) = Z(x‘bﬂ'(n))bﬂ(n)
n=1
2.15b)

=" 21 (@[bn) (bal2) = (y]2)

= (yr —ylz) Vz € X 210 Yr =Y.
¢) Pz :=yist linear und nach (x) stetig auf X. Seiz € X = P2z =3, ¢ > pes(z[b)(0|0))b OXS
> pes(@]b)b = Pux.
Klar: R(P) C linS und S C R(P).R(P) abg. UVR = R(P) = lin S. Ferner:
S+ C N(P) = R(I—P).Seiby € S. Dann: (x—Pzx|by) = (z|bo)—(z]bo) (bo|bo) =
0= N(P) CS*=NP)=5+=Tns"

~——

=R(I-P)
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zu d) Sei “< 7eine partielle Ordnung auf einer Menge M # ().K C M heifit Kette,
wenn fiir alle z,y € K stets < y oder y < z gilt. Ein maximales Element in
M ist z* € M wenn fir x € M,z > x* folgt: x = «*
Lemma von Zorn:
Sei (M, <) eine geordnete Menge, sodass jede Kette in M eine obere Schranke
hat. Dann hat jede Kette ein maximales Element in M.

d) Betrachte S := {5’ C X : § ONS, S C S’} mit Mengeninklusion. Eine Kette

8o in & hat die obere Schranke (Jg/cg, S e § LemmaxenZom g o vimales
Element B € § = B ist die gewiinschte ONB n

Theorem 2.19 Sei X ein HR und S C X ein ONS. Dann sind dquivalent:

a) S ist ONB.
b) S+ = {0}
¢) X =1UnS

d) =73 4cq(xlb)b Vo € X (unbedingte konvergenz)
e) (xly) = D pes(2[b)(bly) Y,y € X
f) Parsevalsche Gleichung: ||z||*> =3, ¢ |(zb)]* Vo € X

Bewei} = b) Annahme: y € S*,y # 0= 5 = {7y} US ist ONS. Wid zu S ONB!

b) = ¢) = d) folgen aus 2.17, denn Pz = ), ¢(x|b)b ist orthogonale Projektion auf lin S
mit N(P) = S+

d) = e) Sei S, US, = {b,,n € N} (Lemma 2.16). Dann liefert d)

(xy) = (Z /by b|zy|b ) JZ2E ST ST (@b )bul (b))

n=1m=1

= (@1bn) (W[bm) (bnlbm) = > (@[bn) (bnly) =D (x[b)(Bly)
n=1m=1 3;7 n=1 besS

e) = f) Setze z =y.

f) = a) Annahme: S ist keine ONB = 3z € X : |z|| = 12 L S 4 |z]|? =
Yhes | (xlb) |2 Wid! ]
=0

Beispiel Sei X = L?([-1,1]). Sei weiter S die Orthonormalisierung von {f,,,n €
No} mit f,(t) =t", t € [-1,1], n € Ny. (Legendre Poynome). S ist dann ONS mit
linS =lin{f,, n € Ng}.

Nach Bsp 1.55: lin {f,, n € No} dicht in C([-1,1]) — L*([-1,1]) = lin{fn, n €
No} dicht in X = S ist ONB (vgl UB 21)
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Bemerkung 2.20 Die Koeffizienten (z]b) in 2.18d) sind eindeutig bestimmt, denn:

Sei 2 = Yyega(d)b, V' € S B (alt)) = Spes a(b)(B]D) = o)

Definition Eine Schauderbasis {z,, n € N} eines Banachraumes X ist eine
Folge (zy,) in X mit:

Fir alle v € X gibt es eindeutig bestimmte a,, € K mit x =Y 02 | oy

Die Basis heifst unbedingt, wenn diese Reihe fiir alle x unbedingt konvergiert.

Beispiel abzdhlbare ONB in HRen (Literatur: unlesbar, Basis in Banach Spaces)

Korollar 2.21 Sei X ein HR mit dim X = oco. Dann sind dquivalent
a) X ist seperabel
b) Alle ONBs auf X sind abzihlbar

c) Es gibt eine abzihlbare ONB auf X
Bewei = b) z L y und ||lz| =1 = ||y|, dann (Pyth): |z — y? = [|[* + [ly]|* = 2
wie bei £*° folgt: ONB kann nicht iiberabzidhlbar sein, wenn a) gilt.

b) = c¢) Ist klar (beachte S.2.17b))

¢) = a) Thm 2.18d) und Lemma 1.57 n

Theorem 2.22 Sei X ein HR mit ONB S. Dann ist X isometrisch isomorph zu
?2(S). Somit sind alle separablen URe isometrisch isomorph zu (2, falls deren Di-
mension oo ist.

Beweis Setze Tz = (([b)),eg filr € X. 2.18f) = T : X — (*(S) und T Isometrie.
Klar: T linear.

Sei f € (*(S). Setze x = Y, .¢ f(b)b. Wie im Beweis von 2.17h) sieht man, dass
> s f(b)b in X konvergiert. Ferner: Tz = f. n

Beispiel 1. L?(R%) = ¢?
2. L%([0,1]) = ¢2
3. Ub 22: AP, (R) = (%(R)

Beispiel 2.23 (Fourierreihen) Sei X = L2([0,27]), fu(t) = \/%emt, t€[0,2n], n €
Z.

Bsp 2.14 = S = {f,, n € Z} ins ONS. Sei Y = {f € C([0,27]), f(0) = f(2m)},

f € X und € > 0.Nach 1.44 existiert denn ein g € C([0,27]), g # 0 mit ||f —gll2 < e.
Sei 0 < v < rf—

g(t) v <t<2r

Setze: h(t) := {g(ZTr) + L(gv) —g(2m)) ,0<t<w
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=heY |lg—nl3= [ lg(t) — h(t)Pdt < v(4]|gllec)? < 14e*
Nach Bsp 1.55 ex ¢ € lin S mit ||k — ¢|lsc <& =2 |h — ¢ll2 < vV27e = ||f — ¢l|2 <

5+4€+\/27r6:>1mS:X2:1>85’ ONB.

Sei en(t) = €™, ¢ = (flen) s = o= [T f(t)e ™ dt (n € Z, f € X) 218 = f =
Y ne cnen (komplexe Fourierreihe)
Dabei unbedingt konvergent in L?. Ferner zeigt 2.19, dass

T: L*[0,27]) — £3(Z)
f=TF=((flfa)nez

ein isometrischer Isomorphismus ist.

Bemerkung a) Bsp 3.7: 3f € Y, sodass Fourierreihe nicht punktweise konver-
giert.

b) Carleson: Fourierreihe konvergiert fiir alle f € X fast tiberall.

¢) GleichmifBige Konvergenz fiir bessere f (UB 24 siehe auch AE, TH VI 7.21)

reelle Version:
Fiir reelwertige f € L?([0,27]) setze

1 27

anp = / f(t) cos(nt)nt, n € Ny
T Jo
1 27

b, = / f(t)sin(nt)nt, n € N
T Jo

wie oben:

oo
= ?0 z_: ay cos(n-) + by sin(n+))  konvergiert in X

dabei: ¢y = %, C = %(ak - ibk), C_| = %(ak + ibk), keN

Beispiel

1 [ _. 1 1 - 0 ,n gerade

2T —in — ,n ungerade
mn

= ||cokr1€2k41]]2 = \@Tlﬂ = Fourierreihe f =3, , ﬁeng konvergiert unbe-
dingt, aber nicht absolut in X.
2.3 Operatoren auf Hilbertraumen

Seien X,Y HRe und T' € B(X,Y). Fiir gegebenes y € Y definiert man ¢, (z) =
(Tzly), © € X = ¢, : X — C ist linear in X.

cs
(2:3) ley(@)] < ITzlllyll < | Tllllyl] =]} = ¢y € X*
——

konstant
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Nach 2.12 eixistiert genau ein z := 7'y € X mit

(24) (Taly)y = ¢y(z) = (x]z)x = (@[T'y)x Vo € X

Die Abbildung 7" : Y — X heifit HR-Adjungierte von T. (2.4) defniert 7" ein-
deutig wegen Bem 2.7f

Satz 2.24 Seien X,Y,Z HRe, T,S € B(X,Y), Re B(Y,Z), a € K. Dann gelten:
a) T" € B(Y,X) mit |[T'|| = |T|| und T" := (T") =T
b) (T+S)=T+5", (aT) =aT’, (RoT)=T'oR
c) N(T) = R(T")*, N(T'") = R(T)*. Damit: T injektiv = R(T") dicht.
Beweis Seien o, €K, y,ueY, z € X, z€ 2
a) (z|T"(ay+pu)) = (Tz]ay+pu) = a(Tzly)+B(Tx[u) = a(z|T"y)+B(=|T"u) =
(x|aT"y + BT'u) = T’ linear. (2.3), (2.4) = T’ € B(Y, X) mit ||T"|| < ||T (%)

=T € BX,Y) = (Taly) 2 (2[T'y) = Tyls) 2 GIT"@)) = (T"aly) "2

()
T" =T =|T| = [(T) < Tl = IT] = IT"]

b) folgt aus 2.7f) und
i) (@l(S+7)'y) 2 (Saly) + (Taly) = (@]S'y) + @IT'y) = (@](S' +T)y)
ii) (2|(aT)y) = a(Taly) = (zlaT’y)

(RTY'y) = (RTxly) = (T=|R'y) = («|T'R'y)

8

iii) (x

N

c) To =08 0=(Tzly)VyeY 0= (z|Ty) Vye Y <z L R(T")
= N(T") = R(T")* £ R(T)* .

Definition 2.25 Seien X,Y HRe, T € B(X,Y). Dann:
a) T heifst selbstadjungiert (sa.) <= T =T und X =Y, d.h.

(Tz|y) = (z|Ty) Vz,y € X

b) T heifit unitir <= T'T = idx und TT' = idy <= existsT ' =T €
B(Y, X)
¢) X =Y :T heifst normal <= TT' =T'T.
Bemerkung 1. sa = normal. unitdr = normal.

2. TT',T'T sind stehts selbstadjungiert.



2.3. OPERATOREN AUF HILBERTRAUMEN 11

Beispiel 2.26 Scien ay € C,k,1 € N mit [T := Y257 law|* < oo.
Ub 18 (Holder) definiert (Tz)x = Y10, apx; ,k € N,z € €2 ein T € B(£?) mit
IT|| < ||T||ms = Hilbert-Schmidt-Norm.

Beh:
(T'y) Z—szg% yEEletbw—aﬂ,zJEN
Beweis:
1.68 = () mit bj = (T"e;); = bi; = (T'ejle;) = (Tesle;) = ay;
Beispiel (s. 1.68) R’ =L, L' =R
. _ j=k+1
Alternativ: (Lzly) = S350, 2h 1Tk’ = > iee i1 = (z, Ry)

Insbesondere: T sa. < ay; = aj; Vk,l € N.

Schreibe z € R™*"™ als z = (z,y) mit + € R™,y € R™. Seien A € L,,,, B € L, =
AX B E Lyin.

Fir f : Ax B — C bzw [0,00) schreiben wir f¥(x) = f(z,y) (y € B fest) und
[ (y) = f(x,y) (x € A fest) sowie (soweit existent):

/facydy x€ A Gy /fa:ydac,yeB
(setze F(x),G(y) = 0, falls die Integrale nicht existieren.)

Theorem (Fubini) a) Sei f: AXx B — [0,00) messbar. Dann sind fY fir f.a.
y € B, f* fir f.a. x € A F,G messbar und es gilt:

(2.5) /AXBf(xy //fmydydx—//fxydw

b) Sei f € L'(A x B). Dann sind fY fir f.a. y € B, f* fir fa. z € A F,G
integrierbar und es gilt (2.5).

Bemerkung Analog: n-fache Integrale

Beispiel 2.27 Integraloperatoren
Sei k € L2(A x A),A € Ly, f € L?>(A). Nach Bem. 1.34 ist

(z,y) = p(x,y) := k(x,y) f(y) messbar

(Beachte, dass auch (x,y) — f(y) messbar ist.) Ferner ist (z,y) — |¢(x,y)| messbar.
Fubini a) und Hoélder liefern:

2 2052zl FI12 = kN2 FI2 (%
/mmn(/ (o y)ldy)dr < /A</A|k<wyy>\ dy)2*de]|fII3 = IKIBI 13 (%)

1.39 ,
= (/AOB o) / lo(x,y)|dy)dz)?> < ¢(n) /me(Om)(/A|g@(x,y)|dy) dz
< ¢(n) (AN B(0,n) x A) ¥n € N
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Fubiyi b)
ubini = [ k( y)dy existiert fiir f.a. 2 und ist messbar. Da |Tf(z)|? <

(fA |(x y)\dy) icrt Supn in (%), dass T'f € L*(A) und | T}z < [k]l2[l fll2 = T €
B(12(4)),IT)| < |k]l2 (MS-Norm von T)
Sei g € L?(A). Dann gilt:

(Tflg) = A(Ak($7y)f(y)dy)ﬂ@dx Hélder und Fubini/A
= /f(y)(/ k(z, y)g(x)dz)dy = (f|T"g)
A A

= T'g(t) = [, k(s,t)g(s)ds (t € A) = T sa <= k(z,y) = k(y, ) fiir fa. (z,y) €
A><A

( /A k(. ) (v)g(@)dz) dy

Satz 2.28 Seien X,Y HRe, T € B(X,Y).
T ist Isometrie < (T'Tz|z)x = (Tz|Tz)y = (z|2)x Vo, 2z € X

Insbesondere:
T unitir < T bijektiv und T Isometrie < T bijektiv und erhdlt Skalarprodukt.

Beweis, < ¢ Setze x = z.

, = “ Seia €K z,z€ X. Dann:
(T(2+a2)|T (@ +0az)) 2 |Ta|? + [aT=|? + 2Re (TwlaT=) = ||| + ]|} 2]° +
2Re (@(Tz|Tz))
Andererseits gilt:

I(7|’”(90H42r0¢2)\T(33+04Z )| = |T(a+a2)|? = z+az|? = 2]+ 2Re (@(z]2)) +
= Re(a(Tx|Tz)) = Re (a(x|z)) o=Lpe= (Tx|Tz) = (x|2). n

Satz 2.29 Sei K=C,X HR, T € B(X).
T sa < (Tzlx) € R fir allex € X
Beweis, = ¢ (Tz|x) = (z|Tx) = (Tx|z) = Beh.

< “SeiaeKz,ye X
(T(x+ oy)lz + ay) = (Tx|z) + a(Tzly) + «(Tylz) + |a*(Tyly) =:a =a =
(Tz|z) + a(y|Tz) + a(z|Ty) + |o|*(Tyly)

5 (Taly) + (Tyla) = |T) + (2l Ty) (2:3)
S i(Tzly) — i(Tyle) = —i(y|Tx) +i(z|Ty) (2.4)

= (Tylz) = (y|Tz) "2 T sa. -
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(<)

= T nicht sa, (Tz|z) =0V € R?
Satz 2.30 Sei X HR, T € B(X) sei sa. Dann gilt:

Beispiel X =R%, T =

IT[| = sup [(Tx|z)| = M
[l <1

Insbesondere:
(Tzlz) =0V e X =T=0
Beweis,, > “ Klar.

» < Seien z,y € X mit [|z]], [yl < 1.

(T(x+y)le+y) — (T(z—y)|z—y) E 2(Tzly) +2(Tyle) = 2(Tz|y) +2(Tzly) =
4Re (Tx|y) )

= 4Re (Taly) < M([|z +ylI* — [l — y[?) =" 2M(||=|* + [ly|*) < 4M
Sei (Tx|y) # 0 ersetze oben x durch |(Tx|y)|(Tx|y) tx. Dann:

2.12;sup || <1
[(Tz|y)| = [(z[Ty)| < M Lplr [Tyl < M = ||T| < M.

[
Lemma 2.31 Sei X HR, T € B(X) sei normal. Dann gilt:
1Tz = |T'2|| VaoeX
Insbesondere gilt:
N(T) = N(T') *2 R(T)*
Beweis 0 = (T'T — TT)z|x) = | Tz|? — |T'z|> Vze X n

Satz 2.32 Sei X HR, P € B(X) eine Projektion mit P # 0. Dann sind dquivalent:
a) P ist orthogonal
b) |Pll =1
¢) P=P (d.h. P sa.)
d) P ist normal
e) (Prlz)=0Vze X.

Beweisg = ¢) Fir z,y € X gilt: (Pzly) = (Pz|Py+ (I — P)y) 2 (Pz|Py).
————

EN(P)
Genauso: (z|Py) = (Pz|Py) = P = P'.

¢) = d) Klar.
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d) = a) Lemma 2.30

¢) = ) (Paz) = (PPx|z) 2 (Px|Pz) > 0Vz € X.
e) = ¢) K= C: Satz 2.29; K = R: Werner V 5.9
= b)
= a)

b) Theorem 2.11

a)
)

b a) Sei v € K,z € N(P),y € R(P). Dann:

b) (2.1) _
layl|* = |P(z + ay)|I” < [z + ay|* =" [|«]* + 2Rea(z|y) + |of |y

Wiéhle a = éﬂzg‘ = (z]y) =0. n
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