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1.5 Standardkonstruktionen

A) Produkte
Seien X,Y nVRe. Dann:

X xY ={(x,y) : x € X,y € Y}ist ein nVR bzgl.

1
@), =4 (lf+lyl)?, 1<p<oo
max{[z[|x, lylly}, p=oc

Diese Normen sind alle dquivalent.
Sind X, Y vollstédndig, dann ist (X x Y,||-||,) ein BR.

Definition Sei Z ein nVR und P € B(Z) mit P = P%. Dann heifit P Projektion.

Hier ist die kanonische Projektion auf X gegeben durch P(z,y) = (z,0).

B) Diskrete Summe

Definition 1.72 Seien X1, Xo abg. UVRe eines BRes X mit X1 + X9 = X und
X1 N Xe = {0}. Dann ist X die direkte Summe von X1 und Xo. Mann schreibt
X =X1 Xs.

Xo heifit dann Komplement von X1 in X.

Lemma 1.73 Sei X ein BR und P € B(X) eine Projektion. Dann ist Q =1 —P €
B(X) auch eine Projektion und es gelten R(P) = N(Q) =: X7, N(P) = R(Q) =:
Xo, X = X1 ® Xo. Man hat ||P|| > 1, wenn P # 0.

Beweis Q> =1—-2P+P?>=]—-P =Q.

Falls y = Pz fiir ein x € X = Qy = Pz — P2z = 0.

Falls Qr =0 fireinz € X =2 —Pr=0<= 2= Pr=— x € R(P) = R(P) =
N(Q). Also ist X1 = N(Q) = R(P) abgeschlossen (1.16). Genauso: X5.

Istce X =a2=Prx+({I—-—Plzr e X;®Xyo. Wennz € X1 NXo = Px =0
und x = Py fiir ein y € X = o = P?y = Pr = 0 = X; N X3 = {0}. SchlieBlich:
1Pl = |1P2[] < |IP|]* = ||P|| > 1, falls P # 0. u

Umkehrung:

Sei X = X1 ® Xs. Dann existiert fiir jedes z € X eindeutig bestimmte x1 € X1, 20 €
Xy mit © = x1+x9. Setze Px = 1. Dann ist P linear und P = P?. Ferner ist P stetig
nach dem Homomorphiesatz (Kap. 3). Somit ist die Existenz direkter Zerlegungen
und Projektionen dquivalent.

Beispiel 1.74 a) X = L'(R). Pf :=1p+-f, f€ X = P € B(X),||P||=1,P=
P2, Ferner: (I — P)f = 1(_co) - f- Die Abbildung J : R(P) — L*(RT), Jf =
Jir+ ist stetig und linear mit stetiger Inverser
1 [ g, aufRT
J g—{ 0, auf (—o0,0)

= R(P) = L'(R"). Entsprechend: N(P) = L'(R_) = L'R) = L'RY) @
LR



b) ¢o hat kein Komplement in ¢*° (Werner, IV 6.5)

1t
00
Projektion auf x—Achse.

¢c) X =R%P = >, t € R.P2 = Pund [|P|| =1+t bzgl. || - [|1. P ist

Quotienten
Seien X nVR, Y ein UVR.

X, ={t=z+Y, x€ X} Quotientenraum

Die Quotientenabbildung II : X — X, 11X = X ist wohldefiniert, linear und
surjektiv. Man schreibt codim Y = dim X, . Es gilt N(II) = Y. Definiere ||#|| =
infyey ||[z—y|| :=d(z,Y) Quotientennorm. Gilt z+Y = x+Y fiir gewisse 2,7 €
X,dann gilt: T—z €Y = d(z,Y) = d(7,Y) = Quotientennorm wohldefiniert.

Sei a € K\{0}. Dann:

«
o — it e — Zull = lad inf e — 21l = lal - 112
llzl] = inf [law = Zyll = |af inf [lz = 2| = |af - [|2]]

Seien x1,22 € X und £ > 0. Dann ex. y1,y2 € Y so, dass ||zx — yi|| < ||2%|| +&, k =

o . . . 0
1,2 = ||+ = infyey |21+ =yl < [Jor—yr+z2—yell < [|&1][+||22]| +26 =

|21 + 22| < [[71]] + [|2]| = [|2]] ist ein Halbnorm auf X, .

Sei nun Y abgeschlossen. Ist ||Z|| = 0, dann ex y, € Y mit ||z — yn|| = 0 (n — o0).
DaY abg =2 €Y = & =0und X, ist nVR.

Weiter: [[TI(x)|| = ||2]] < ||z[|x = 1T € B(X, X, ) mit ||| < 1.

Satz 1.75 Sei X ein BR undY ein abg UVR von X. Dann ist (X,,,||-||) ein BR
(Il - 1| Quotientennorm) und I1 € B(X,X,,), [|II|| = 1.

Beweis Sei T wie in Lemma 1.51. Dann gilt: ||II|| > |[IIZ|| = infyey [[Z—y|| > 1—-6
fiir ein bel & € (0,1) *2”||I1]| = 1.

Sei (7 )nen eine CF in X, . Dann ex eine Teilfolge (2, )ken mit |[Zp — T, || <
27F (%) fiir alle > ng. Dann ex y,, € Y mit |[@n,,, — Tn, — Yne|| < 2275 Setze
UN = Tp, +Z,]§V:1 2k, wobel 2z = Tp, | —Tn, —Yn,- X BR = dor :=limy_oo vy € X.
Weiter gilt:

N
II stetig . ~ .
UN:anH_Zynk = N —>a:1nX/Y
k=1 &
N—— MN+1
ey
Beachte: O = #p,,,. Wie in Th 1.42 folgt aus (*), dass &, — 2. -

Beispiel 1.76 a) Sei X =Y ®Z, X BR. Setze J : Z =X, Jz=2=24Y =

Jistlinearundstetig.SeiJz:0:>2:0:>z€YZ€:Xz€XﬂY:>z:O.

Firallez € X, , ex.y €Y,z € Zmit z = z+y, also: & = Jz = J ist surjektiv.
Mit dem Homomorphiesatz (Kap. 3) folgt: J~! ist steitg = Z = Xy 2.B.
DR = L),

Beachte: 6730 kann nicht mit einem Teilraum von ¢*° identifiziert werden, d.h.

C) ist allgemeiner als B).
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b) ¢ = co-C mit Projektion Pz =z —{(z)1 ({(z) = limpo0 ), alsoist ¢/, = C,
d.h. codim ¢y = 1.
Beachte: Mit anderem Isomorphismus gilt: ¢ 2 ¢y (nach Bsp 1.71)

Satz 1.77 Sei X nVR undY C X ein abg. UVR. Sei T € B(X) mit TY = {Ty :
yeY}CY.
Dann def. T := Tx einen Operator T € B(X,,, X) mit ||T|| < ||T]|.

Beweis Sei t =t =2 —ueY.Dann: T'(z —u) € Y
...Vorlesungsende, Beweis in der néchste Stunde fertig... ™
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