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Vorwort

Uber dieses Skript

Dies ist eine Mitschrieb der Vorlesung ,Differentialgeometrie“ von Dr. S. Gren-
sing, gehalten im Wintersemester 2012/13 am Karlsruher Institut fiir Technologie.
Dr. Grensing ist nicht fiir den Inhalt verantwortlich und es besteht weder eine Ga-
rantie fiir Vollstdndigkeit, noch Korrektheit der enthaltenen Aussagen.

Wer

Das Skript wurde in Zusammenarbeit von Jan-Bernhard Korda§ und Aleksandar
Sandic getippt. Bei Anmerkungen beziehungsweise beim Auffinden von Fehlern schickt
bitte eine E-Mail an

jan-bernhard.kordass@student.kit.edu
aleksandar.sandic@student.kit.edu

Wo

Das Skript wurde urspriinglich auf GitHub geschrieben, befindet sich nun aber seit
der Fertigstellung im Mitschriebwiki. Die GitHub Version ist ,,eingefroren“ und wird
nicht mehr weiterentwickelt, alle Anderungen und Korrekturen sind von nun an an
der Mitschriebwiki Version vorzunehmen.

Link zum Skript: http://mitschriebwiki.nomeata.de/DiffGeo2012Skript.pdf
Link zur Vorlesung: http://www.math.kit.edu/iagb/edu/difgeo2012w/de

Link zum Mitschiebwiki: http://mitschriebwiki.nomeata.de/

Link zur GitHub Version: https://github.com/Tarcvar/Skript-DiffGeom


mailto:jan-bernhard.kordass@student.kit.edu
mailto:aleksandar.sandic@student.kit.edu
http://mitschriebwiki.nomeata.de/DiffGeo2012Skript.pdf
http://www.math.kit.edu/iag5/edu/difgeo2012w/de
http://mitschriebwiki.nomeata.de/
https://github.com/Tarcvar/Skript-DiffGeom




Kapitel 1.

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

Definition Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit M ist ein to-
pologischer Hausdorff-Raum mit einer abzdhlbaren Basis der Topologie in dem zu
jedem Punkt p € M eine offene Menge U mit p € U existiert und ein Homéomor-
phsimus ¢: U — V auf eine offene Menge V C R".

Unu’ £0

QV e

1

¢' o™t ist ein Homdomorphismus offener Mengen des R™ bzw. R™. Nach dem Satz

von Brouwer (1912) gilt dann m = n. Damit ist die Dimension einer zusammenhén-
genden topologischen Mannigfaltigkeit eindeutig definiert.

Die Abbildung ¢: U — V C R™ heifit Karte von M um p, die Menge U heifit
Kartengebiet.

Eine Menge von Karten A = {(¢q,Us) | a € J} heiit Atlas von M, falls U,c; Ua =
M.

Ein Atlas A von M heifit C*-Atlas, wenn fiir alle o, 8 € J mit U, N Us # 0 der
sogenannte Kartenwechsel:

050 0at: Pa(Ua NUs) = ps(Us N Up)

ein C*-Diffeomorphismus ist.


http://de.wikipedia.org/wiki/Fixpunktsatz_von_Brouwer
http://de.wikipedia.org/wiki/Fixpunktsatz_von_Brouwer

Kapitel 1: Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

R™

Eine Karte ¢: U — V von M heiBt vertriglich mit einem C*-Atlas A = {(@a, Uy) |
a € J} wenn jeder Kartenwechsel

Va0 th L (UNUy) = pa(UNU)

ein C*-Diffeomorphismus ist, also A’ = A U {(¢),U)} ebenfalls ein C*-Atlas ist.
Die Menge aller mit A vertriglichen Karten ist ein maximaler C*-Atlas. Jeder
maximale Atlas enthilt alle mit ihm vertriglichen Karten. Ein maximaler C*-Atlas
heiflt auch C*-differenzierbare Struktur.

Definition 1.1 (differenzierbare Mannigfaltigkeit) Eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit der Klasse C* ist eine topologische Mannigfaltigkeit zusammen mit
einer C*-differenzierbaren Struktur.

Beispiel Einige Beispiele fiir glatte Mannigfaltigkeiten:
1) M =R", A= {(idg,R")}

2) M C R" offen, A = {(uas, M)}

3) St c RR? ist eine eindimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit:

U = {(sint,cost) | t € (0,2m)}

ist offen in S' und die Kartenabbildung

St Einheitskreis p: (sint,cost)

ist ein Hom6omorphismus.
¢’ U = {(sint,cost) | t € (—m,m)} — (—m, )
ebenfalls. A = {(p,U), (¢',U’)} ist ein Atlas von S, denn U U U’ = S*.
o ipUNU) = UNT)

t O<t<m

(0,7) U (m,2m) — (—m,0) U (0, ) t—
t—2m mw<t<2m

4) Jeder reelle Vektorraum endlicher Dimension ist in kanonischer Weise eine C'*°-
Mannigfaltigkeit.
Wihle eine Basis {vy,...,v,} von V. Diese definiert mit

(%2 (Z )\ivi) = (/\1,. . .,)\n)



eine Bijektion auf R™. Damit erhélt man eine globale Karte von V. Der zugehérige
Atlas hdngt nicht von der Wahl der Basis ab, denn ist {ws, ..., w,} eine weitere
Basis von V und ¥ (3> \iw;) = (A1,...,\,) eine weitere Karte, so ist ¢ o¢~! als
Endomorphismus des R™ schon C'°.

5) S ={(2% 2!, ... 2") | TF (2% = 1}.

Betrachte den Nordpol N = (1,0,...,0) und den Siidpol S = (—1,0,...,0) und
die Abbildung

n n z! " " v
p:U=8S"\{N} >R :1:r—><1$0,...,1x0>, ?

, x! z" z
Y: U =S"\{S} = R xr—><1+$0,...,1+$0> %@
Aufgabe: Zeige, dass (¢, U), (¢, U’) einen C*°-Atlas auf S™ definiert. a?

Definition 1.2 (Differenzierbare Abbildungen) Fine stetige Abbildung f: M —
N zwischen glatten Mannigfaltigkeiten M und N heifit glatt (C*°-differenzierbar),
wenn es zu jedem p € M Karten (p,U) in M um p und geeignete (¢',U’) in N um
f(p) gibt, so dass @' o f o™t glatt ist.

Die Menge aller glatten Abbildungen von M nach N wird C*°(M,N) genannt.

Konvention: Ab jetzt seien zundchst alle Mannigfaltigkeiten, wie auch alle Abbil-
dungen als glatt vorrausgesetzt.

Bemerkung Da Kartenwechsel C'*° sind, gilt obige Bedingung automatisch fiir alle
Karten von M und N (evtl. nach Einschrénkung).

Beispiel Es folgen zwei Beispiele fiir differenzierbare Abbildungen:
(1) (p,U) e A= ¢ € C>*°(U,R"), denn
idgn opop = popte ™.
(2) feC®(M,N), ge C®°(N,P)=go feC>®(M,P), denn
ppogofopn =(ppogowt)ol(pnofopy!)eC™.

Definition 1.3 (Diffeomorphismus) FEine Abbildung f: M — N heifit Dif=feomor=phis=mus,
wenn f bijektiv ist und f, sowie f~1 C*®-Abbildungen von M nach N sind. Insbe-

sondere haben M und N in diesem Fall dieselbe Dimension. Die Menge der Diffeo-

morphismen von M nach M wird mit Diff (M) bezeichnet. (Diff (M), o) ist beziglich

der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe.



Kapitel 1: Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1. Produkte von Mannigfaltigkeiten

Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten der Dimensionen m und n. Dann hat
M x N versehen mit der Produkttopologie, die Struktur einer Mannigfaltigkeit. Da
M und N hausdorffsch sind und abzéhlbare Basen ihrer Topologie besitzen gilt dies
auch fiir M x N. Sind (¢,U) und (¢, V) Karten von M bzw. N, so ist ¢ X 9 ein
Homdomorphismus von U x V auf sein offenes Bild in R™ x R™ = R ",

Seien A = {(¢a,Us) | @ € T} und A" = {(¢3, V) | B € J} C*°-Atlanten von M und
N. Dann ist B = {(¢a X ¥3,Ua x V3) | (o, B) € T x T} ein C*°-Atlas von M x N,

denn

(o x g) o (pu X %)71 = (¢a o 90;1) X (g o 1/};1)

ist ein C°°-Diffeomorphismus. Damit ist M x N in kanonischer Weise eine glatte
(m+n)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die kanonischen Projektionen mpr: M XN —
M, mn: M x N — N und die Abbildung 7: M x N — N x M, (p,q) — (¢, p) sind
glatte Abbildungen.

Beispiel Es folgen einige Beispiele fiir Produkt-Mannigfaltigkeiten:
T2 st 1) Zylinder R xS?!
2) T" = xSt
L R™ s R (2b, .. ™) = (2 ..., 2™,0,0,...)

s 2. Untermannigfaltigkeiten

Definition 1.4 (Untermannigfaltigkeit) FEs sei N eine glatte Mannigfaltigkeit.
FEine Teilmenge M C N heist Untermannigfaltigkeit von N, wenn fir allep € M
eine Karte (p,U) von N um p existiert, so dass

e(UNM) =e(U)NR™x{0})
N————’
{(z!,....2™,0,...,0)ER™ x R*~"x~R"}

gilt. Fine solche Karte heist an M adaptierte Karte. Die Zahl n —m heist Kodi-
mension von M in N.

\Q/ RTL*'VVL

\—>

® e(UNM)

R™

Lemma 1.5 Es seien N eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und M C N

eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N. Bezeichnet A einen C°°-Atlas

von N und m: R™ — R™, (2!, ..., 2™, ...,2") — (2',...,2™), so ist

B={(mroplunm,UNM)| (p,U) € A an M adaptierte Karte}

10



2. Untermannigfaltigkeiten

ein C°-Atlas von M.

Beweis Die Hausdorfl-Eigenschaft und die Abzéahlbarkeit der Topologie werden von
N auf M vererbt. Ist p € N, so existiert eine adaptierte Karte (¢, U) von N um p
und 7 o p|ynas ist ein Homéomorphismus von U N M auf eine offene Teilmenge des
R™. Jeder Kartenwechsel

(m o plunm) o (Toplvam) ™ = (mop)o (P o) =mo(poy™)ou
ist ein C°°-Diffeomorphismus. O

Bemerkung Erinnerung: M C R" hei$t glatte n-dimensionale Untermannigfaltig-
keit des R™, wenn fiir alle p € M eine offene Umgebung U und eine Abbildung
w: U — R™ mit folgenden Eigenschaften existiert:

(i) ¢: U = ¢(U) ist ein Diffeomorphismus auf sein offenes Bild im R".

(i) (U N M) = p(U) N (R™ x{0}).
Jedes solche M ist eine Untermannigfaltigkeit im Sinne von Definition 1.4, denn
jedes ¢ wie oben ist wegen (i) eine Karte von R" (im Sinne glatter Mannigfaltig-
keiten) und wegen (ii) eine an M adaptierte Karte. Also sind mit Lemma 1.5 glatte
Untermannigfaltigkeiten des R" glatte Mannigfaltigkeiten (im allgemeineren Sinne).

11






Kapitel 2.

Tangentialvektoren und
Tangentialraume o1 =

Betrachte in der nebenstehenden Abbildung eine differenzierbare Kurve c: (—¢,¢) —
S? mit ¢(0) = p. Dann gilt:

@

0= —| {e(®),c(t)) = 2(c(0),¢(0)) = 2(¢(0),p) = &(0) € - .
t=0
Die Kurven heiSen dquivalent, wenn es eine Karte (¢,U) von M und p gibt, so
dass gilt
d d
dt —o (pocy) = pn o (poca)

Lemma 2.1 Der oben definierte Begriff der Aquivalenz ist unabhdngig von der Wahl
der Karte.

Beweis Es sei (¢, V) eine weitere Karte von M um p. Dann gilt:

d d . » d
&tzo(qu): Etzo(@bow opocy)=Doyp )|¢(p).dt‘t0(¢ocl)
_D(’QZJO _1)| g ( OC)— —g (¢OC) 0

Definition 2.2 (Geometrische Definition des Tangentialraums) FEs sei M ei-
ne glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Ein (geometrischer) Tangentialvektor an
M in p ist eine Aquivalenzklasse von Kurven ¢ mit ¢(0) = p. Die Menge

T3 M ={l[c] | c: (—¢€,e) = M glatt, c(0) = p}
heist (geometrischer) Tangentialraum an M in p.

Bemerkung Mit den Bezeichnungen wie oben ist die folgende Abbildung bijektiv:

A: TEOM 5 R” ] > jtto (poc).

Beweis Zu jedem Vektor v € R" sei B(v) = [t — ¢ (p(p) + tv)] die Aquivalenz-
klasse der abgebildeten Kurve auf der Mannigfaltigkeit.

13



Kapitel 2: Tangentialvektoren und Tangentialraume

/
Bild(¢t — ¢(p) + vt)

ABW)= G| (9oBO)= 5| (wore i) = | )t =0,
BA( [c]) = B(v.) = [t — ¢ (p(p) + tv.)] wobei v, = % (poc).
~—~ t=0

Sc
Die Kurven ¢ und t = ¢ (p(p) + tv.) sind dquivalent, also ist BA[c] = [c] und
somit A bijektiv. O

Damit erhélt T5°® M die Struktur eines reellen Vektorraumes vermége der folgenden
Verkniipfung:

Aer] + plea] = AT (AA[er] + pAlea)).

Dabei gilt Ale1]+p[ca] = [c] fiir c(t) = ¢ (@(p)+t(Avi+pv2)) mit v; = %’t:O (poci).
Lemma 2.3 Die oben definierte Lineare Struktur ist unabhdngig von der Wahl der

Karte.

Beweis Es sei (1, V) eine Karte von M um p und A’[¢] = %’t (1 o ¢). Dann gilt:

AT ) = T (oo (0T () + 1))
t=0
= Dleov Dl 55| 00w etr) + ) = Do v

Also ist AA'~! linear,

A7 O\A[e1] + pA'[ea]) = ATHAATYNA [e1] + pA'[ea)))
ATYONAA T e) + pAA " ey))

= A (\A[e] + pAles)). O

Motivation: Richtungsableitungen im R"

Bemerkung Fir f,g € C*°(R"), z,y € R" ist die Richtungsableitung wie folgt
definiert:

0@ =D f(x) v= S| flatm)
tli—o

Diese erfiillt die Leibniz-Regel:

O(f9)(x) = 0uf(x) - g(x) + f(x) - Oug(x).

14



Definition 2.4 (Algebraische Definition des Tangentialraumes) FEs sei M ei-
ne glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Ein (algebraischer) Tangentialvektor an M
in p ist eine Lineare Abbildung X,: C*°(M) — R, welche die Leibniz-Regel erfillt:

Xp(fg) = Xp(f) - g(p) + f(p) - Xp(g)

Die algebraischen Tangentialvektoren bilden einen reellen Vektorraum Tglg M, den
Tangentialraum an M in p.

Lemma 2.5 Es sei U eine Umgebung von p € M. Dann existiert eine Umgebung
V C U von p und eine glatte reellwertige Funktion o € C°° (M) mit den Figenschaf-
ten oly = 1 und supp(c) C U.

M>U olanu =0

Beweis Man kann ohne Einschriankung annehmen, dass U das Kartengebiet einer
Karte ¢ von M um p ist und ¢(p) = 0 € R™. Es sei nun € > 0 so, dass B(0) C ¢(U)
gilt.

2 2

Ist dann 7 eine glatte Funktion auf R mit n = 1 auf [%,%} und n = 0 auf
R\ (—¢%,¢?), so hat fiir U = cp_l(B%(O)) die Funktion

o(a) = {n(H@(q)HQ) fir g € Uy

0 sonst

die gewlinschten Eigenschaften. O

Lemma 2.6 Fiir alle X, € Ts¥ M gilt:
(i) Xp(f) =0 falls f in einer Umgebung von p konstant ist.
(i) Xp(f) = Xp(g) falls f und g auf einer Umgebung tibereinstimmen.

15



Kapitel 2: Tangentialvektoren und Tangentialraume

Beweis (ii) Essei U eine Umgebung von p mit f|y = g|y. Ist dann o wie in Lemma
2.5, so gilt o f = 0g und aus

Xp(0)f(p) + 0(p)Xp(f) = Xp(of) = Xp(og) = Xp(0)g(p) + o(p)Xp(g)
folgt Xp(f) = Xp(g)-

(i) Wegen der R-Linearitat und (ii) geniigt es f = 1 zu betrachten. Es gilt
Xp(1) = Xp(1-1) = Xp(1) - 1+ 1- Xp(1) =2 Xp(1),
also X, (1) = 0. O

Bemerkung Also gilt fiir f € C°°(M) und g € C*>°(U) direkt:
ogly oge C®(M)
og =
0 sonst

Aus 0g € C®(M) folgt X,(g9) = X,(0g). Fur eine Karte p: U — V von M und p
seien algebraische Tangentialvektoren definiert:

0 al 9 -1 -1
g ETEM G| (D=8 09 T)e) = DU o s
Satz 2.7 Die Vektoren % Yo a% bilden eine Basis von TlflgM.
p p

Lemma 2.8 Es sei xg € R" und g G C>®(By(x0)). Dann ezistieren glatte Funktio-
nen h; € C®(By(xo)) mit hi(xo) = 0ig(zo) und

n
g(z) = g(xo) + Z (z* — 330
=1
Beweis (Beweis des Satzes) Die j-te Komponente ¢/ der Karte ist glatt und es
gilt:
91 iy j j
57| (71) = 0i¢’ 0 )(p(p)) = B’ (¢(p)) = &.
P

Damit sind die Vektoren linear unabhéngig.
Es sei X, € Tglg]\/f und f € C°(M). Fir zo = ¢(p) € R", B,(x9) C ¢(U) und fir
g=fop Y By (zo) 8ilt mit den Bezeichnungen wie im letzten Lemma:
Xp(f)ZX(gosO)zX( D)+ (6 = ) (hi 0 9))

= X, (g(p +ZX(90—<p ))(hiO‘P))

—ZX Y (hi o ©)(p) — Xp(e(p)')(hio @) (p) + Y _(¢" — 0(p)")(p)Xp(hi 0 @)
_ZX ) (hi 0 ©)(p)
i=1 \W—’
=hi(p(p))=hi(x0)=0:g9(x0)
=0i(fop ™ ew)= 52| (1)
=506 2| ) 0
i=1 Lolp

16



Bemerkung Ist X, = > ¢ 8(3:1'

, so gilt &8 = X, (¢").
p

Beweis (Beweis des Lemmas) Es gilt:

td - i 7 !
o(e) = gan) = [ Goolew + (1= Do)t = 32(o' —at) [ Dglte -+ (1~ o)t D

=:h;(z)

Satz 2.9 (Aquivalenz der Tangentialraumbegriffe) Die Abbildung

d
Jp: TgeOM-)T;’lgM ‘]p[c](f) = & O(foC)
t=
ist ein linearer Isomorphismus ,,c(0)(f)“.
Beweis Wegen
d d »
B = 5| (fed=g| (Feyteped
B d B
=D(f o9 )lp) dt‘t—o (poc)=D(f o )lumAld

ist J, = D(-) o A linear.
Ist [c] € Kern Jj, so folgt aus 0 = J,[c](¢) = & o (' o c), dass %)tzo (poc)=0
gilt, also [¢] = 0. Damit ist J, injektiv, also ein Isomorphismus. O

Bemerkung 1) Ist X, = > ¢ , 80 gilt X, = ¢(0) fiir c(t) = o1 (o(p) +t&).

p
2) Fiir jede glatte Kurve ¢ durch p ist %‘tfo (¢ o ¢) der Koeffizientenvektor von

¢(0) in der Basis 821.
p

9
oz’

Satz 2.10 (Transformationsverhalten bei Kartenwechsel) Es seien ¢ und ¢

0 0

- -| die damit assoziierten Basen
ox p dy p

Karten in M um p und es bezeichnen und

von Ty, M. Dann gilt

0
ozt

= S0 e 5

p

Es sei X, =& a?;i

=37

p

=0 oo ) (e(p))E bzw. n=D(y oo N (ep)):.

. Dann gilt:

8.
oy? p

Beweis Es gelte a?ci = Zaf % und nach obiger Bemerkung zum vorletzten
P P
Satz gilt:
9 4 _—
of = | (09) = 0 09 (0() =
P

17






Kapitel 3.

Differentiale

Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ®: M — N eine glatte Abbildung.
Sind p € M und X, € T, M , so ist

Q. X, CF(N) =R f=X,( fod ).
—
0= (M)
ein Tangentialvektor an N in ®(p):

D, Xp(f9) = Xp((f 0 ®)(g 0 @) = Xp(f 0 ®)(g 0 @)(p) + (f 0 ®)(p) Xp(g 0 P)
= 2. Xp(f)g(®(p)) + f(2(P)) PupXp(9)-

M S -
4
R™
@ Yodop !
differenzierbar

Definition 3.1 Die lineare Abbildung ®.,: Ty M — Tg,) N heist das Differen-
tial von ® in p. Der Rang von ®., bezeichnet man als den Rang von ® in p.

Lemma 3.2 (Differentiale in lokalen Koordinaten) Sind ¢ und ) Karten von

M und N um p und ®(p) = q, sowie 821' 821' die Standardbasen von T, M
p q

und

und Ty N beziiglich der Karten ¢ und 1, so gilt:

0 S0 (W oo™ (w(p) 5

D, ,
P Qat oyJ

p q

Die partielle Ableitung 0;(17 o ® o =) (p(p)) bezeichnet man auch kurz %‘i’f (p).

Bemerkung Aus der Linearitit von ®., folgt, dass fiir X, = 3¢

o)
ox*

e T, M
P
und ., X, = > 7/ a%]

gilt:
q

4 oPJ .
n = Z %fz, beziehungsweise 7 = D(1) o ® o ‘P_l)f-
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Kapitel 3: Differentiale

Beweis
0 - 0 - - OBI
(@*paxip)(w): gar], (V0 D) = A 0 R0 (elp) = Ho0). O
—————

€Ty N

Bemerkung (Charakterisierung durch Kurven) Ist [c] € T}, M, so gilt fir f €
C*®(N):

Bold(f)=[d(fo®) = 2| (fodoe) =[@od(f)

di t=0 “S>———~—"
(j? glatte Kurve
M auf N

also ®,,[c] = [P o]

eine Untermannigfaltigkeit in R™ mit den Eigenschaften
(i) F: U — MNF(U) ist ein Homéomorphismus,
(i) D Fl,: R™ — R™** ist injektiv fiir alle 2 € U.

Dann ist ¢ = F~! eine Karte von M. Es bezeichnen aayi die Standardbasis be-
P
o)

Bemerkung (Tangentialriume an Untermannigfaltigkeiten des R™) Ist U
F

U

Rm

ziiglich ¥ und
R™.
Dann gilt fiir g € C°°(M) beliebig:

57| die Standardbasis beziiglich der kanonischen Karte idgm des
x

0
oyt

p M

) = Fiult = x +tej] = [t = F(z + te;)]

F(z +te;) =D Fly(ei) = 0;F|s
t=0

Tt
Ty M, =“(01F g, ..., 0mF|,)

Eigenschaften des Differentials
(i) (Kettenregel) Sind ®: M — N und ¥: N — P glatt, so gilt:

(\II © q))*P = \II*CD(p) o (I)*p'

(ii) Ist ®: M — N ein Diffeomorphismus, so ist ®,, ein Vektorraumisomorphis-
mus.

(iii) (Satz von der Umkehrabbildung) Ist ®: M — N glatt und ®,, bijektiv, so
existieren Umgebungen U von p und V von ®(p), so dass ®|y: U — V ein
Diffeomorphismus ist.

Definition 3.3 (Reguldre Punkte, Submersion, Immersion) Es sei ®: M —
N glatt.
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(i) Es Punkt p € M heist reguldrer Punkt von ®, wenn ®., surjektiv ist. Ein
Punkt ¢ € N heiét requldrer Wert, wenn jeder Punkt p € ®~1(q) reguldr ist.
(ii) Die Abbildung ® heist Submersion, wenn ® surjektiv ist und alle p € M
requldre Punkte sind.
(1it) Die Abbildung ® heist Immersion, wenn fir alle p € M ., injektiv ist.
(iv) Die Abbildung ® heist Einbettung, wenn ® Immersion und Homoomorphismus
auf sein Bild ist.

Beispiel 1) Betrachte eine Abbildung ®

[ R

Immersion: % Basis von T, R, ®,, (%) ,,:“%@
2) R — R? 2 C,t — e ist eine Immersion aber ebenfalls nicht injektiv.
3) R— S' c C,t+ e ist Immersion und Submersion.

4) R — St x Rt~ (e, t) ist eine Einbettung.

-
-
-

5) Ist M C N Untermannigfaltigkeit, so ist 2: M < N eine Einbettung.

Satz 3.4 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, ®: M — N eine glatte

Abbildung und p € M, sowie ¢ = ®(p). Es bezeichnen m und n die Dimensionen

von M und N und r den Rang von ® in p. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Zu jeder Karte 1) von N um q mit 1(q) = 0 existiert eine Karte o von M um
p mit a(p) = 0 und glatte Funktionen f™1, ... f* mit

(qpofboa_1> (ml,...,xm) = (ml,...,ajT,frH(m),...,f”(m)) :

(i) Falls der Rang von ® auf einer Umgebung von p konstant r ist, so existieren
Karten o um p mit a(p) =0 und 8 um q mit 5(q) =0, so dass

(Bocboofl) (a:l,...,xm) = (ml,...,xr,O,...,O).

Korollar 3.5 (i) Falls ® auf einer offenen Umgebung von P = ®~1(q) konstanten
Rang r hat, so ist P eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension r.

(ii) Ist q ein reguldrer Wert von ®, so ist P = ®~1(q) eine Untermannigfaltigkeit
von M der Kodimension n.
Beispiel: || - [|71(1) = S D R = R,z — |z

(iii) Ist ®., injektiv, so existiert eine Umgebung U von p, so dass ®(U) =Q C N
etne Untermannigfaltigkeit von N ist.

(iv) Ist ® eine Einbettung, so ist Q = ®(M) eine m-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit von M und ®: M — Q ist ein Diffeomorphismus.
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Kapitel 3: Differentiale

Beweis (i) Seip € P = ® 1(q). Nach Satz 3.4 (ii) existieren Karten (o, U), (3, V)
mit

(Bodoa Y(at,...,2™) = (z',...,2",0,...,0)

und es gilt:

a(PNU)=(ao® ' op 1)(0)
={zeca)|zt=...=2"=0} =a(U)N{0} x R™".

(ii) Ist ¢ ein reguldarer Wert von ®, so existieren nach Satz 3.4 (i) Karten ¢, o mit
(Wodoa Y (zt,...,a™) = (z},...,2") (m>n=r)

fiir alle x € a(U). Es gilt also fiir alle u € U:
Rang ®,, = RangD(¢ o ® o o™ 1)|, = Rang 0 |=n

Damit folgt die Behauptung aus (i).
(iii) ®sp ist injektiv = r = m < n. Nach Wahl von Karten wie in (ii):

(Wodoa M)zt ..., 2™) = (2!,..., 2™, " (2),..., f(z))

Rang ®,,, = Rang E =m
0 1

0
Nach der ersten Aussage des letzten Satzes erhalten wir spezielle Karten:
(Bo®oaY)(zt,...,2™) = (z},...,2™,0,...,0) € R™ x{0},

wobei [ eine adaptierte Karte fir ®(U) = @ ist.
(iv) folgt aus (iii). O

Beweis (von Satz 3.4) (i) Es sei (¢, V) eine Karte von N um ¢ mit ¢(q) = 0.
Ist dann (p,U) eine Karte von M um p mit ¢(p) = 0, so kann man ohne
Einschrankung annehmen, dass

. oI
Qi 0@ op™h) = ( )
ozt | ..
i,j<r
invertierbar ist. Es sei ao: U — R™ gegeben durch

i {wjocl) fir j <r
o =

<pj sonst
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Betrachte nun den Kartenwechsel

(aqﬁ)
' ) i<r

(gj) :(&‘(oﬂ‘ow*l)(o))i’j: 0 : "

17]

Der Rang von « in p ist damit gleich m. Nach dem Umkehrsatz ist « ein lokaler
Diffeomorphismus, also eine Karte von M. Ferner gilt fiir j < r:

(Wodoa™!,....a™) = (W 0 oa ) (a(l)) = (¥ 0 B)(U) = o (U) = .

Damit hat 1) o ® o o~ ! die gesuchte Darstellung.
(ii) Der Rang von @ sei auf U konstant gleich r. Dann gilt fiir alle x € «(U).

1 0
0
r=RangD(Yo®oa )|, = | 1 B[
* (8:07"”) '
—_——
~~»Rang0

Somit gilt auf einer Umgebung der 0 fiir alle i, j > r: g’; Z = 0. Es gibt also glatte
g mit g™ (2t 2 = (et 2.

Setzt man nun

Funktionen g

L IET
W —glo (... ")  sonst
so gilt:
o7 =
. (W)ij@ & ‘ , ’ .
op’ P! dg’
)] = * o Bl e
oy hy oy’ ox?
J ——  —
=67 =0
Damit gilt (‘35 Z) = 63 und nach dem Umkehrsatz definiert 5 in einer Umge-
z’J
bung von ¢ eine Karte von N. Wie oben rechnet man nach:

(Bo®oaY)(z!,...,2") = (z,...,2",0,...,0). O

Bemerkung Ist &: M — N glatt mit konstantem Rang 7 auf einer Umgebung von
P =®"1(g), so ist P eine (m — r)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M.
Der Tangentialraum T, P in p an P ist ein Untervektorrraum von T, M und es gilt:

(O)=XpeTy P~ Ty doc=gq

c:J—>P
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Kapitel 3: Differentiale

Ist X, = ¢(0) € T, P, so ist ¢ glatt als Abbildung Z — M und ebenso ® o ¢ = g.
Damit gilt: )

@.,(6(0)) = Tog(0) =0,

=q

also T, P C Kern ®,,. Es gilt:
dim T, P =dim P = m —r = dim T, M — Rang ®,, = dim Kern ®,,,.

Beispiel 3.6 Die n-dimensionale Sphire S™ € R™ ! ist das regulire Urbild der glat-
ten Abbildung ®: R"™\{0} — Rwg,z + |z[|?; S” = ®~!(1). Der Tangentialraum
T, R"! ist vermdoge der Abbildung

R S v [t o+ tv] € T,R™.

gegeben. Damit gilt genau dann v € T, S™, wenn [t — z + tv] € Kern ®,,.

0 =P, [t — x+ tv]

(t — ®(z + tv))
t=0

d
— ) t
. (z + tv)

= 0,®(z) = D ®|,(v) = (grad ®(x), v)

dt

Es gilt grad ®(z) = (2z,...,22") = 22, also gilt v € T,S", genau dann, wenn
v L.
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Kapitel 4.

Tangentialbiindel und
Vektorfelder

Definition 4.1 (Tangentialbiindel) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Die
Menge T M = UpeM Tp M zusammen mit der sogenannten kanonischen Projektion
m: TM — M, T, M > X, — p heist das Tangentialbiindel von M.

1. Das Tangentialbiindel als glatte Mannigfaltigkeit

Es sei (¢, U) eine Karte von M. Setzt man T M|y = 7~ 1(U) = UpGU T, M, so ist
nach Satz 2.9 die Abbildung

.0
5:TM|y — o(U) x R™ i 21 :
P lv = ¢(U) > ¢ el (o(p), €)
CR2™ R —
=X,€T, M

bijektiv. Es sei eine Topologie auf T M dadurch erklart, dass eine Menge V C T M
genau dann offen ist, wenn fiur alle Karten (¢, U) die Menge ®(V N'T M|y) offen
in R?™ ist. Diese Topologie ist hausdorffsch und besitzt eine abzihlbare Basis, da
dies fiir M und R™ gilt. Nach Konstruktion sind alle  Hom&éomorphismen. Ist
A ={(p,U} ein C*°-Atlas von M, so definiert

A={®TM|v)|(p,U) € A}
eine glatte Struktur auf T M. Fiir Karten (¢, U), (¢, V) von M ist der Kartenwechsel

Yo L pUNV)xR™ 5 p(UNV) x R™
(2,€) = (Yo~ (2),D(¢ 0 o™ |2€),

glatt. Damit tragt T M in kanonischer Weise eine glatte Struktur. Dariiber hinaus
ist die kanonische Projektion w: T M — M beziiglich dieser glatten Struktur eine
Submersion. (Beweis als Ubungsaufgabe)

Ist N eine weitere glatte Mannigfaltigkeit und ®: M — N glatt, so ist &,: T M —
TN, X, — ®,,X, eine glatte Abbildung (ebensfalls Ubungsaufgabe).

Definition 4.2 Fine stetige Abbildung X: M — T M mit w o X = idys heist Vek-
torfeld auf M. Ist X glatt (als Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten), so
heist X ein glattes Vektorfeld.
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Kapitel 4: Tangentialbiindel und Vektorfelder

Bemerkung Ist (¢, U) eine Karte von M, so sind die Abbildungen U — T M|y, p —

a.
oxt »

Ist X ein glattes Vektorfeld, so gilt fiir jedes u € U:
Xy = “ )
Z € 8:152

wobei &(u) = (€1(u),...,&™(u)) eine glatte Abbildung U — R™ ist. Ein Vektorfeld
ist genau dann glatt, wenn fiir jede Karte (¢,U) die Koeffizientenfunktionen &% (u)

von X, = 3 & (u) aii

glatte Vektorfelder (in der Karte 3 sind diese genau die Abbildungen (z, ¢;)).

glatte Funktionen sind.

Beispiel Betrachte die n-Sphire S” € R™™! und deren Tangentialraum T,S" =
p*. Ein glattes Vektorfeld auf S™ ist also eine glatte Abbildung X : S” — R™"! mit
Xp Lp. Essein=2k—1, dann ist

X: 8" —» R (gt 2k k) = (=gt 2t =R 2R)
ein glattes Vektorfeld auf S™ ohne eine Nullstelle.

Bemerkung Der Satz vom Igel besagt gerade: Jedes glatte Vektorfeld auf einer
Sphére gerader Dimension hat eine Nullstelle.

Bemerkung Es bezeichne V(M) die Menge aller glatten Vektorfelder auf der Man-
nigfaltigkeit M. Der sogenannte Nullschnitt:

o:M—->TM pr— 0, €Ty M
ist ein glattes Vektorfeld auf M.
Ubungsaufgabe: Zeige dass der Nullschnitt eine Einbettung ist.

Bemerkung Sind X,Y € V(M) und ist g € C>(M), so sind die punktweise Summe
X +Y und das Produkt g X wieder glatte Vektorfelder auf M. Damit ist V(M) ein R-
Vektorraum beziehungsweise C°°(M)-Modul. Jedes Vektorfeld X ist eine Derivation
von C*°(M):

X(f9)(p) = X(F)()g(p) + () X(9)(p) = (¢X(f) + fX(9)) (p)-
Es seien X,Y € V(M) glatte Vektorfelder. Die Lieklammer [X,Y] von X und Y
ist dann durch den folgenden Ausdruck definiert:
(X, Y](F)(p) = Xp(Y ) = Yp(X[).

Lemma 4.3 Die Lieklammer ist eine schiefsymmetrische R-bilineare Abbildung V(M) x
V(M) — V(M). Es gilt die sogenannte Jacobiidentitdit:

[Xv [K Z]] + [K [Z7 XH + [Z> [X7 YH = 0.
Beweis Es seien X, Y € V(M), f,g € C*°(M) und p € M. Dann gilt:
(X, Y](f9)lp] = Xp(Y(f)g + fY (9)) — Yp(X(f)g + fX(g))
= Xp(Y(f)9(p) + Yo (f)Xp(9) + Xp (/)Y (9)(p) + f(P)Xp(Y (9))
= Yp(X(f)9(p) — Xp(f)Yp(g) — Yp(f) X (9)(p) — f(p)Yp(X(9))
= (Xp(Y(f)) = Yo(X(f)g(p) + f(p)(Xp(Y(9)) — Yp(X(9))
= [X,Y]p(Hg(p) + ()X, Y]p(9)-
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2. Fliisse

Damit gilt [X,Y] € V(M). Schiefsymmetrie und R-Linearitdt gelten offensichtlich.
Die Jacobiidentitéit sei als Ubungsaufgabe iiberlassen (Nachrechnen!). g

Lemma 4.4 Es seien X,Y € V(M) glatte Vektorfelder und (¢,U) eine Karte von

M. Sind dann X|y = 252%, Y = Zniazi und [X,Y ]|y = chaiz die enspre-

chenden lokalen Darstellungen, so gilt:
) ,anj ,agj
J - ¢ ol ' T .
¢ Z <£ Bri 81‘2)

Der Beweis ist als Ubung iiberlassen.

2. Fliisse

Was haben Vektorfelder mit Differentialgleichungen zu tun? Jedes glatte Vektorfeld
X definiert ein Anfangswertproblem

{#(t) = X5 7 4/%_'/7/

oder in lokalen Koordinaten:
() = §(A (1))
7(0) = 0, falls ¢(p) =0,

8.
oxt”

mit § = @ o fiir eine Karte (p,U) um p und X|y = 3 &

Definition 4.5 FEs sei X € V(M) ein glattes Vektorfeld und p € M, sowie T C R
ein offenes, zusammenhdngendes Intervall um 0. Eine glatte Kurve v: T — M mit

Y(t) = Xy Y(0) =p
heist Integralkurve oder Trajektorie von X durch p.

Bemerkung Eine Kurve 7 ist genau dann Integralkurve von X durch p, wenn fiir
jede Karte (p,U) die Kurve 4 = ¢ o eine Losung des (autonomen) Anfangswert-
problems

¥ =£((1) 7(0) = ¢(p)

ist, wobei X|y = Y & 8‘; gelte.

Fiir jedes p € M ist somit (lokal) ein Anfangswertproblem gestellt. Gesucht ist eine

ysimultane“ Losung all dieser Anfangswertprobleme, also eine Abbildung (¢,p) —
7(t,p) = 7'(p) mit

Y (p) = X5t (p)
b

Satz 4.6 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Es sei U C R" offen und Z. =
(—¢,¢) und F: T. x R™ — R™ CF-differenzierbar. Dann existiert fiir alle x € U eine
Umgebung V von x in U und ein § > 0, so dass gilt:
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Kapitel 4: Tangentialbiindel und Vektorfelder

(i) Fiir alle x € V existiert eine C**1-Lisung vz: Ts — V, von +L(t) = F(t,(t))
und v,(0) = x.

(7i) Diese Lésung ist lokal eindeutig, das heifit falls 4, eine weitere Losung auf Ts
ist, so gilt

(fiir alle |t| < min{4,0})
(iii) Die Abbildung

v: IsxV = U (t, ) = vz (t)
ist C*-differenzierbar.

Zum Beweis siche Lang: ‘Differential and Riemannian Manifolds’, 3. Auflage, 1995,
Chapter IV.1, p.65[5].

Korollar 4.7 Es sei X € V(M) und p € M. Dann existiert eine offene Umgebung
U von p, ein e > 0 und eine glatte Abbildung:

v (—e,e) xU - M

so dass t — ~'(p) eine Integralkurve von X durch p ist. (Setze dann F(t,z) =

(™ H(2)))

Korollar 4.8 Sind v1: J1 — M, v2: Jo — M Integralkurven eines Vektorfeldes
X € V(M) durch p, dann gilt 0 € J1N T2 und v1(0) = p = 12(0). Nach Satz 4.6
(ii) gilt dann v1(t) = v2(t) fir allet € J1NT2. Damit ist

v J1UJ2 =+ M

nt) te
t—
Y2(t) te T2

eine Integralkurve von X durch p. Also existiert fiir jedes p € M ein maximaler
Definitionsbereich I, fiir Integralkurven von X durch p; dieser ist offen.

Definition Fiur X € V(M) heist die, wie im vorigen Korollar definierte, Familie

maximaler Integralkurven
v(t,p) =~'(p) (t€Iy)
der Fluss des Vektorfeldes X. Seinen Definitionsbereich notiert man mit:
Dx ={(t,p) e RxM |t € I,}.

Satz 4.9 Ist X € V(M) ein glattes Vektorfeld mit Fluss 7y, so ist Dx eine offene
Menge und sein Fluss v: Dx — M glatt.
Bemerkung Es gilt: 4° = idy;. Ist (s,p) € Dx, so gilt

d
dt

(W) = X
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2. Fliisse

also ist t — «!*5(p) eine Integralkurve von X durch ¢ = v*(p). Aus der Eindeutigkeit
folgt damit:

t+s<

Y+ (p) =" (v*(p))

fir alle s,t, s +t € T, ferner gilt Z, = Z, —s. Kurz geschrieben: v'*5 = 4! o 7%,
Fiir alle ¢ ist dann Dy = {p € M | (t,p) € Dx} offen und ~* ein Diffeomorphismus
tont = At

,lokalen Gruppenhomomorphismus“ von R in MM,

von D; auf D_y, denn ~~ =12 =1idy; = +* oyt So definiert v einen

Beweis (von Satz 4.9) Es sei p € M und J,; die Menge aller ¢ > 0, fiir welche
eine offene Umgebung U von [0, t] x {p} in R x M existiert, so dass v auf U glatt ist.

e J ;r ist ein Intervall,

o J ; C JpNRx

e e j;,r

e J, ist offen in Rxo.
Es bleibt zu zeigen, dass J ;‘ abgeschlossen ist.
Esseis € 7;0(\719 NR>p) und ¢ = y*(p). Dann existieren € > 0 und eine Umgebung
U von g, so dass v auf (—&,e) x U glatt ist. Es sei ¢ € J mit |s —¢| < e und
v'(p) € U. Nach Definition von 7} existiert eine offene Umgebung V' von p in M
und 6 > 0, so dass (—0,t + d) x V C Dx gilt und darauf ~ glatt ist. Dann ist
V= (’yt‘v)_l (U) ={p € V | ¥4(p') € U} eine offene Umgebung von p. Fiir alle
p e V' ist

A (p) fallsr <t + 6
T
,yr—t(,yt(p/)) faHS re (ta t + 6)

eine Integralkurve von X durch p’ (die Fliisse 4" und "% o 4! existieren fiir die
angegebenen Zeiten und stimmen auf dem Schnitt der Intervalle, (¢,¢+d), tiberein).
Es gilt also (—0,t+¢) C Jy fiir alle p’ € V' und somit (—d,t+¢) x V' C Dx. An der
obigen Darstellung sieht man, dass v auf dieser offenen Umgebung von [0, s] x {p}
glatt ist. Also gilt s € J ;r . Analog argumentiert man fiir J, . O

74 (p)

) =p

Definition 4.10 (vollstdndiges Vektorfeld) FEin Vektorfeld auf M heist voll=stan=dig,

wenn der Definitionsbereich seines Flusses gleich R x M ist.

Bemerkung Dies ist genau dann der Fall, wenn alle Integralkurven fiir alle Zeiten
existieren. Ist X € V(M) vollstindig und bezeichnet v seinen Fluss, so ist jede ~!

ein Diffeomorphismus von M mit Inversen v~ ¢.

Lemma 4.11 Es sei ¢c: Z — M eine Integralkurve von X € V(M) durch p und
tn € T eine Folge, so dass die Grenzwerte t, ———» too € R und c(tn) > qe M
existieren.

Dann gilt too € I, und ' (p) = q.

Beweis Nach Korollar 4.7 existiert eine Umgebung U von ¢ und ¢ > 0, so dass auf
(—e,e) x U ein lokaler Fluss von X definiert ist.
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Kapitel 4: Tangentialbiindel und Vektorfelder

Wihlt man k so gros, dass to —t; < € gilt, so ist fiir § = ¢(tx) und ¢ mit [t —t;| < e
der Fluss t — v~ (q) erklirt. Aus Korollar 4.8 folgt, dass v (p) = c(tx) = 7 gilt.
Damit ist die Kurve

(t) = c(t) fir t <t
FTt(g)  falls |t —tg] < e

eine glatte Fortsetzung von ¢ und eine Integralkurve von X durch p. Insbesondere
gilt too <1y + ¢, also too € Z, und

v (p) = A" (v (p)) = eltoo) = lim ¢(t) = q. 0

Bemerkung 4.12 (Moral des obigen Lemmas) Integralkurven existieren fir al-
le Zeiten oder aber sie verlassen jedes Kompaktum.

Korollar 4.13 Hat X € V(M) kompakten Trager, so ist X vollstindig. Ist M kom-
pakt, so ist jedes glatte Vektorfeld vollstindig.

Beispiel Das Vektorfeld X: R — TR, — tQ% ist nicht vollstandig, denn c(t) =
(1 —¢)~ ! ist die Integralkurve von X durch 1.

Ist ®: M — N glatt, so ist ®,: TM — T N glatt. Ist ® ein Diffeomorphismus, so
ist @1 glatt und ¢ — (®.X), = D, p-1(q)Xop-1(g) Ist ein glattes Vektorfeld auf N.
Es gilt fiir f € C®°(N):
(2. X)(f)(q) = Xo-1(¢)(f 0 ®).
Lemma 4.14 Es sei X € V(M), ®: M — N ein Diffeomorphismus und es be-
zeichne v den Fluss von X und Dx seinen (maximalen) Definitionsbereich. Dann
15t
{ta) [ (1,27 (q)) € Dx} = N (t.q) = ®or' 0 @7 (g)
der Fluss von ®,X.
Beweis Fiir f € C*°(N) und g € N gilt
(@ X)(f)(q) = Xo-1(q)(f 0 @)

RGN

d
—|  f(@or'od!(g)). O
dt —_—

Fluss von @, X

t=0

Erinnerung: +(F(z+tv)—F(z)) oder fiir ¢ mit ¢(0) = z,¢(0) = v: 1(F(c(t)) - F(z)).
Nun seien X,Y € V(M).
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2. Fliisse

Im Allgemeinen liegen Y. ¢(,) und Y}, in unterschiedlichen Tangentialrdumen. Da aber
~t (fiir kleine Zeiten) ein (lokaler) Diffeomorphismus ist, gilt

(’y;tY)p = *’Y (p)(Y t(p )) =c Tp M.
Die Differenz (v, 'Y), — Y, ist also wohldefiniert.
Definition 4.15 Es seien X,Y € V(M) und ~ der Fluss von X. Das durch
1 _
p > lim ((’Y* tY)p - Yp)
definierte glatte Vektorfeld heist Lieableitung von Y lings X. Man schreibt LxY .

Die Kurve (v;'Y), in T, M ist glatt und (LxY), = dt‘ (7:1Y),. Dass LxY glatt
ist, rechnet man entweder in lokalen Koordinaten nach oder benutzt den folgenden
Satz.

Satz 4.16 Fir X,Y € V(M) gilt:
LyY =[X,Y].

Beweis Es seinen X,Y € V(M), f € (COO(M) und 7 der Fluss von X.
Es ist zu zeigen: [X, Y], (f) = im0 1 (7Y )p(f) — Yu(f)). Dazu sei (um (0, p))

) = 567@) ~ @) wd gla) = [ Wlts,)ds

Dann gilt:
ot /”“q “—/H ~h(0,9) = f((2) - /(@)
also for' = f+tg und
go(q) = lim tgtt(Q) = }g%% (f(’Y_t(Q)) - f(q)) = % . (f o*y_t) (@) = —X,(f)
Betrachte:

(’yItY)p (H =Y (for™) (+®) =Y(H) (+®) + Y, (+'®)) -

Es folgt:

d t
= d@tly (Yf oy ) (p) +Ygo(p)
= Xp(Yf) = Yp(Xf) = [X,Y]p(f) O

Satz 4.17 Die Lieklammer [X,Y]| zweier Vektorfelder X,Y € V(M) verschwindet
genau dann, wenn ihre Flisse (lokal) kommutieren, i.e.

Y% 0V = ok
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Kapitel 4: Tangentialbiindel und Vektorfelder

Der Beweis sei als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Es seien X,Y € V(M) und ®: M — N. Bezeichnet v den Fluss von X, so gilt

[0, X,0,Y] = Lo, x .Y

— % - ((ID* o fy;t o (P;l(cl)*Y))
d _ d _
=3l (<1>* o tY) =, (dt o tY)

=P, (LxY)=9,[X,Y].
Man erhélt einen alternativen Beweis der Jacobiidentitat.

Beweis Es seien X,Y,Z € V(M) und ~ der Fluss von X. Dann gilt:

X.1v,2) = £xlv.2) = §

d —t —t
= — Y, vtz
dt =0 [/7* y Ve :|
d
= | = “ty Z} [Y — —tz}
[dt t:o%‘ 2+ ”y t:o%‘

= [LxY,Z] +[Y,Lx 2]
= [[X,Y],Z] + [V, [X, Z]]
=—[Z,[X,Y]] - [V, [Z, X]].
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Kapitel 5.

Vektorbundel

Betrachte T M als glatte Mannigfaltigkeit durch

_ m ;, 0
7 H(U) = o(U) x R D8 oo = (#),9)
—— —_—— €T P
=T M|y ~UXR™ —_—
:Xp
Fasern: T, M = 7~1(p) m-dimensionaler Vektorraum und Xp = S ¢ a‘; — & ist
p

ein linearer Isomorphismus.

Definition 5.1 Fin glattes reelles Vektorbiindel vom Rang k iber einer glatten
Mannigfaltigkeit M ist eine glatte Mannigfaltigkeit E, der sogenannte Totalraum
des Biindels, zusammen mit einer glatten Abbildung w: E — M, der Projektion,
sodass fiir jedes p € M gilt:
(i) Die Faser E, = n~1(p) trigt die Struktur eines k-dimensionalen reellen Vek-
torraumes.

(ii) Es existiert eine Umgebung U von p in M und ein Diffeomorphismus
7 Elp =7 YU) = U x R¥,
so dass die Einschrinkung
Tp: Ep — R” (= {p} x RF)
ein linearer Isomorphismus ist. Ein solches T heist Biindelkarte.

Beispiel (1) E= M x R¥ mit 7: E — M, (p,z) — p.
(2) Das Tangentialbiindel T M auf M.
(3) Ist E 5 M ein Vektorbiindel iiber M und U C M offen (oder eine Unterman-
nigfaltigkeit), so ist E|y = 7~ 1(U) ein Vektorbiindel iiber U.

Ein Vektorbiindelmorphismus zwischen zwei Vektorbiindeln £ = M und E’ ﬂ—,>
N ist eine glatte Abbildung F': E — E’, so dass eine glatte Abbildung f existiert
fiir die das folgende Diagramm kommutiert

B r ol
!
M N
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Kapitel 5: Vektorbiindel

und ferner fiir p € M die Abbildung E, LR E}(p) linear ist.

Gilt M = N so ist ein M-Vektorbiindelmorphismus F von E nach E’ eine glatte
Abbbildung F': E — E’, so dass das folgende Diagram kommutiert und F faserweise
linear ist.

Die Vektorbiindel E, E’ iiber M heiSen isomorph, wenn ein M-Vektor=biindel=morphismus
G existiert mit Go F' = idg und F o G = idgs. Dies ist genau dann der Fall, wenn

F faserweise ein Inverses besitzt. (Der Beweis dieser Aussage sei als Ubungsaufgabe
iiberlassen.)

Ein Vektorbiindel E 5 M heiét trivial, wenn es einen Vektorbiindelisomorphismus
von E auf M x RF gibt. Jedes

7: Ely - U xRF

ist ein Vektorbiindelisomorphismus. Die Biindelkarten werden daher auch lokale
Trivialisierungen genannt.

Es sei (7o, Uq)acz eine Familie lokaler Trivialisierungen von £ mit M = ,ez Ua-
Der Diffeomorphismus

Ta 075" (Ua NUg) X R* = (Ua NUg) x R¥
definiert die sogenannten Ubergangsfunktionen
gap: UaNUg — GL(R)
durch
Ta 0 75 (D, 2) = (P, gap(p)).
Die Ubergangsfunktionen sind glatt und fiir alle p € U, N Uz N U, gilt:

Jory(P) = 90 (D) - 98+(P),
denn
(p, ga'y(p)x) =Ta© Try_l(p> )
:Tangl OTﬂOT,Y_l(p,l‘)
= (Ta 075 ) (P, 934 (D))
= (P, 9ap(P) - 9p~(P)T)-

Beispiel Die Ubergangsfunktionen von T M sind gegeben durch

D@ op™) = (9w 0 p™))

ij<m’
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Satz 5.2 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer offenen Uberdeckung {Uy }aer
und einer glatten Abbildung

Japb: Uy, N Uﬁ — GLk(R)
so dass fiir alle o, B,y € Z und p € U, N Ug NU, gilt:

9o (P) = 9ap(P) 98 (D).

Dann ist

B — U U, X Rk/N7
acl

wobei (p,x)a ~ (q,y)s genau dann gilt, wenn p = q und v = go3(p)y, ein glattes
Vektorbiindel.

Der Beweis sei erneut als Aufgabe iiberlassen.

Korollar Ist E ein glattes Vektorbiindel iiber M mit Ubergangsfunktionen {gs},
so ist das oben konstruierte Vektorbiindel isomorph zu E.

Es sei E 5 N ein Vektorbiindel und ®: M — N glatt. Das lings ® zuriickgezogene
Biindel (‘pullback’) ist definiert durch den Totalraum

E' = &"E = {(p.2) | 2 € Eqg} C M x B,

die Projektion 7’: ®*E — M, (p,z) — p und die folgenden Biindelkarten: Es sei
p € M und (1,U) eine Biindelkarte von E um ®(p), sowie (¢, V') eine Karte von M
um p mit ®(V) C U. Dann definiert

(I)*E’V SV x Rk’ (p,x) — (p, 7—<I>(p)(x))

eine Biindelkarte.

Sind E ™ M, E' ™ N Vektorbiindel, dann ist E x E' =™ M x N mit lokalen
Trivialisierungen 7 x 7/ ebenfalls ein Vektorbiindel. Insbesondere ist im Falle M = N
E x E' ein Biindel iiber M x M. Es sei A: M — M x M, p— (p,p).

E®E = A*(E x E') ExE'

o,

M M x M

Das lings A zuriickgezogene Biindel E®E’ = A*(E x E') heist die Whitneysumme
von E und E’. Faserweise gilt

(EQE),=E,®E,.

Uberlege: Hom(E, E'), sowie E® E',@ E und AP E, \ E sind ‘verniinftige’ Biindel.
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Kapitel 5: Vektorbiindel

1. Intermezzo: Multilineare Algebra

Es seien V und W K-Vektorrdume. Das Tensorprodukt V @ W ist der von den
Elementen v @ w mit v € V, w € W, A € K und den Relationen
(i) w+v)ew=vR@w+v @w
(i) v@(w+w)=v@w+v xuw
(iii) (W) @w=Ave@w)=v® (A\w)
erzeugte Vektorraum.

Eigenschaften: (1) Die Abbildungb: VxW — VW, (v,w) — v@uw ist bilinear.

(2) vow=0<v=0o0derw=0

B)VeK=V

D VeW=2WaV

(5) V*@ W = Hom(V, W) vermoége (¢ @ w)(v) = ¢(v) - w wobei V* der Dualraum
zu V ist

(6) Sind {v;}iez und {w;}jes Basen von V und W, so ist {v; ® w;}; jyez x 7 eine
Basis von V ® W. Insbesondere gilt fir Vektorrdume endlicher Dimension, dass
dim(V@ W) =dimV - dim W

Universelle Eigenschaft: Ist U ein Vektorraum und § eine bilineare Abbildung
von V x W in U. Dann existiert genau eine lineare Abbildung ¢ : V@ W — U mit

B=pob.

B
VxW 5 U
bJ ////(p’/
VeWw

Diese Eigenschaft bestimmt (V' ® W, b) eindeutig bis auf Isomorphie.

Das Bilden von Tensorprodukten ist bis auf Isomorphie assoziativ. Man schreibt
daher

P
RV=Ve---aV
—_———
p-mal
Setzt man ®°V = K, so wird Q@ V = @D,20 ®"V mit dem durch die Zuordnungen
p+q
(VM@ RUpp1 @ D Upyg) P V1B ... D Upsqg € XV
induzierten Produkt zu einer graduierten Algebra.
Das p-fach duSere Produkt APV ist der von den Elementen vy A --- Avp, v; € V
und den Relationen
(i) vi A AV AV A AUy = —V1 A AV AU A+ - Avp (Schiefsymmetrie)
(i) (mi+w)A--Avp=v1A---Avp+wi AvaA--- Ay
(iii) (M) A= Avp= Ao A=+ Awy)
erzeugte Vektorraum.
Eigenschaften: (1) Die Abbildung s : V x --- x V = APV, (v1,...,vp) = v1 A
-+ - A vp ist multilinear und schief.
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2. Biindelkonstruktion

(2) Es gilt v1 A--- Av, =0 genau dann wenn vy, ..., v, linear abhéngig sind.

(3) Ist {ei}i<n eine Basis von V, so ist {e;; A---Ae;, | i1 <ip <--- < ip} eine Basis
von APV, es gilt also dim APV = (). Insbesondere ist APV =0 falls p > n
und dim A"V =1 und fir v; = Zagej gilt:

1)1/\-o-/\vp:det(ag)-el/\~--/\en

Universelle Eigenschaft: Ist U ein Vektorraum und o eine schiefsymmetrische
multilineare Abbildung V' x --- x V — U, so existiert genau eine lineare Abbildung
1
p-ma

w: NPV - U mit c =pos.

g

K"V

|

AV
Die Isomorphieklasse von (AP V) s) ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt.
Setzt man A\°V = K, so wird AV = @Dp20 A’V mit dem durch
(VI A AUp, Upp1 A v AUpyg) = VI A=+ AUpig

induzierten Produkt zu einer assoziativen, graduiert kommutativen Algebra: v €
NPV, we NV, vAw = (=1)P%w A v. Sind Vi, Vo, Wi, Wy Vektorrdume und
¢ € Hom(Vy,W1), ¢ € Hom(Va, W3), so definiert die Fortsetzung von

@ Y(v1 ®@v2) = (p(v1)) @ (Y(v2))
ein Element ¢®v¢ € Hom(V1®@Va, W1®@Ws). Sind V, W Vektorrdume und ¢1, ..., ¢y €
Hom(V, W), so induzieren diese eine lineare Abbildung
p p
1R R, PV - PW

und

P P
gpl/\---/\cpp:/\V—>/\W

2. Biindelkonstruktion

Es seien F und E’ Vektorbiindel vom Rang k und [. Es bezeichnen stets 7 und 7/
lokale Trivialisierungen mit dem gleichen Trivialisierungsgebiet U sowie g5 und ggﬂ
die Ubergangsfunktionen von E beziehungsweise E’. Das Tensorprodukt F ® E’
von E und E’ ist das Vektorbiindel mit den Fasern (F ® E'), = E, ® E, also
E® E' = Upey Ep ® B, — M mit lokalen Trivialisierungen

{ (E®@E)y=U E,®E, - UxR'eR)=UxRM
o peU

E,@E,2w=YvQu w  (p,X1p(0:) @7(u;))
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Kapitel 5: Vektorbiindel

das heist dass 0 = (m, 7, ®7;,) ist. Wie in Kapitel 4 zeigt man dass £® £’ ein Biindel
ist. Alternativ lisst sich E® E’ mit Satz 5.2 durch die Ubergangsfunktion definieren:

EQFE = U U, X (Rk@)RZ)/N
haﬁzgaﬁ®g:xﬁ

Die Relation ~ ist durch h,g wie in Satz 5.2 definiert. Analog definiert man hohere
Tensorprodukte ®? E, die Tensoralgebra & E und aduSere Produkte AP E und AE.
Das duale Biindel E* hat die Fasern E; = Hom(E), R) und lokale Trivialisierun-
gen:

o: E*ly —» UxRF
v EES: o(vt) = (p,vtor, )

= (p, (7, )" (v")

Die Ubergangsfunktionen von E* sind die transponierten Inversen der Ubergangs-
funktionen von E:
ha,B = (9;51)*
Das Biindel
TTE=E® - QEQE'® - QE

7 S

heist das (r, s)-Tensorbiindel von E. Das Homomorphismenbiindel Hom(E, E*) ist
definiert durch

Hom(E, E')[y = U Hom(E,, E,) — U x Hom(R*,R})
o pelU
RS Hom(Ep,EI’D) — (p,TéO(pOTp_l)

Zur Definition der Ubergangsfunktionen schreibt man Hom(E, E') = E* ® E' und
definiert hog = (ggﬂl)* ® Gop-

Vv Vv

925
N N JasB
(925)71

w* w

Definition 5.3 Es sei E = M ein Vektorbiindel iiber M. Ein Schnitt in E ist eine

glatte Abbildung S : M — E mit wo S = idp, also S(p) € E, = n~1(p). Der Raum
der Schnitte wird mit I'(E) bezeichnet. I'(E) ist ein C°°(M )-Modul.

E=UE,

/\/M
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2. Biindelkonstruktion

S/ l(m T l(‘p.(,)

Sl U Ely —— U x R* N
|
\_/ Basis {e;} von K
7’l’OS|U
pi (p, )
p L (p,e:)

Die S; bilden punktweise eine Basis der Fasern.

Die Schnitte des (r,s)-Tensorbtndels I'(T%(T M)) = T, (M) bezeichnet man als
(r, s)-Tensorfelder auf M. Die (1,0)-Tensorfelder sind genau die Vektorfelder auf
M; TsH(M) = V(M). Es bezeichne V*(M) = T°(M) den Raum der (0, 1)-Tensorfelder.

Proposition 5.4 Die (r,s)-Tensorfelder auf M entsprechen genau den C°°(M)-
multilinearen Abbildungen

V(M) x - x V(M) x V(M) x---x V(M) — C®(M)

r—mal s—mal

vermoge der linearen Forsetzung

p’—>X1®“'®Xr®W1®'"®Ws(7717~-777r7Y17'~7Yi9)
= m(X1)n2(X2) - e (X)) - w(Y1) -+ ws(Y5) ()
Der Beweis sei als Ubung iiberlassen (siehe dazu auch Ubungsblatt 5, Aufgabe 1).

Beispiel (1) Ist f € C*°(M), so ist durch sein Differential

df’p(Xp) = Xp(f)

ein (0, 1)-Tensorfeld gegeben.
(2) Die Lieklammer [-,-] ist nicht C°°(M )-linear, also kein Tensorfeld.

Ein Element von T;’; M bezeichnet man als Kotangentialvektoren, T; M als Ko-
tangentialvektorraum und das Biindel T* M als Kotangentialbiindel.

Ist (p,U) eine Karte von M, dann bilden die Differentiale dp' = dz* der Koordina-
tenfunktionen (punktweise) eine Basis von T}, M, denn

dx |p<axjp>:axj(@)—5j-

Die dz? sind also punktweise linear unabhéngige (0, 1)-Tensorfelder iiber dem Kar-
tengebiet U.

Koordinaten (ko)tangentialvektoren, so gilt:

dat = Z oz;-dyj

() -Sse ()

%,_/
k
5]'
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Kapitel 5: Vektorbiindel

denn A
i 9 o'

o} = 556" = 5o = (¢ 0w

Es gilt also « = D(¢) o go_l)fl, vergleiche Satz 2.10.

0 , 0
— § : (ahd -1
It Oi(? o )3yj'

Diese transponierten Inversen der Differentiale der Kartenwechsel sind genau die
Ubergangsfunktionen h,p = (g;ﬁ)*1 in der Definition von (T M)* = T* M.

Ist S ein Tensorfeld vom Typ (0, s) auf einer Mannigfaltigkeit N und ®: M — N
eine glatte Abbildung.

TO(M) L TO(N)

M i N
S V(N)x---xV(N) — C®(N)
*S: V(M) x - x V(M) — C=(M)

Dann ergibt
P*S(X1,...,Xs) = S(P,.Xq,...,0.Xy)

ein (0, s)-Tensorfeld auf M, das entlang ® zuriickgezogene Tensorfeld (pullback).
Es gilt ®*(S®T) = ®*S @ ®*T fiir S € TX(N),T € TX(N). Ist ¥: P — M glatt,
so gilt

(PoW)" =T*od*.
Ist @ ein Diffeomorphismus, so lisst sich ®* fiir beliebige Tensorfelder S € 7. (M)
definieren:

pr— O S(wy,. .., wr, X1,...,Xs)(p)
S((@*)w, ., (@) rwy, 0L X, L, 8L X (D)

mit

S: V(N)x -+ xV(N)xV(N)x---xV(N) — C®N)

r-mal s-mal

O*S: V(M) x - xV(M)xV(N)x---xV(N) — C>®M)

we V(M)=TP(M) — C=(M)
Xe VM) =THM) — C=(M)

Insbesondere: X € TH(M) = V(M) = {V*(M) — C®(M)}
"X (w) = X((8%) w) = ((8%) " w) (X) = w(®;1X)

also ®*X = ;1 X.

40



3. Differentialformen und die duSere Ableitung

Beispiel (Anwendung) Es sei (¢q,Us) ein Atlas von M. Dann ist jedes g, ein
Diffeomorphismus von U, auf ¢, (Uy) = Vo CR™. Ist S € T (M), so ist

Sa = (va')*Slu,

ein (r, s)-Tensorfeld auf V,.
Fiir alle o, 8 mit U, N Up gilt

(a0 95" Salvanvs = (pa 0 951" (92" Sl Ivarws

= (p5")* ol o (0o ) Slu.

= (¢5")Slus|

Va ﬂVﬁ
VaﬂVb
= Splvanvs

Ist umgekehrt S, eine Familie von (r, s)-Tensorfeldern auf V,, mit obigem Transfor-
mationsverhalten, so definiert dies ein (r, s)-Tensorfeld auf M.

Definition 5.5 Es sei X € V(M) mit dem Fluss v und S € T] (M) ein glattes
Tensorfeld auf M. Dann heist

_ d tx
LxS= Etzo(’y S)

die Lieableitung von S in Richtung X.

Eigenschaften (1) f € 7TX(M) = C*(M). Dann ist Lx f = df(X) = X(f).
(2) X,Y € TH(M) = V(M), so gilt

LxY =[X,Y].
(3) Fir S € T (M), T € T3 (M) gilt:

Lx(SRT)=(LxS)RT+S®(LxT).

3. Differentialformen und die duSere Ableitung

Definition 5.6 Das Vektorbiindel NF(T* M) wird mit N\*(M) bezeichnet und der
Raum seiner Schnitte T(A*(T* M)) mit Q¥(M). Die Elemente von QF(M) heisen
Differentialformen vom Grad k oder kurz k-Formen auf M.

Ist (o, U) eine Karte von M, so bilden die Differentiale der Koordinatenfunktionen
dz’ = d¢' eine Basis von T* M. Diese sind (lokale) Schnitte in A'(T* M), also lokal
1-Formen. Das Differential von f € C*°(M) ist eine 1-Form df(X) = X(f). Lokal
oilt df = 3 f;da?, wobei f; = df (83) = 2(f)= 2L
Desweiteren sind (lokal) die (') k-Formen da' A ... A dz% mit i; < --- < i}, eine

Basis von Q. Jede k-Form w ist lokal von der Gestalt

W= fi, adz" A Adat,

i1 <<
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Jede k-Form definiert eine schiefsymmetrische C°°(M )-multilineare Abbildung

V(M) x -+ x V(M) — C(M)

k-mal

W(le v ’Xk)(p) = Z Sgn(O’)fh,...,ikd:L‘il (Xa(i1) |P)dxi2 (Xcr(iz)‘p) T

g

Analog zu Proposition 5.4 gilt, dass jede solche schiefe C'°° (M )-multilineare Abbil-
dung eine k-Form definiert. Insbesondere gilt fiir

w= Zfihm’ikdmil Ao Adat®

dass
5 i1<...<ij : o 0
- —_— — . . { = o Zk )
w(@:ﬁ“ e O:Uik) ; sgn(0) fiy,...i, dx <amﬂa<1)) dr <8x20<’“)>
o D'
= Z sgn(a)fil,...,ik Oxde) T 9o

; 7
= Z Sgn(a)filp--yika;}l,(l) T 5jl;(k)
= fjh---vjk‘

Sind w € QF(M) und n € QY (M), so definiert w A n (punktweise) eine (k + [)-Form
auf M. Ist ®: M — N glatt und w € QF(N), so definiert (®*w)(X1,...,Xy) =
w(®. X1, ..., P, X) (,push forward“) eine k-Form auf M. Fiir n € Q'(N) gilt ®*(wA
n) = ®*w A *.

Damit ist fiir w € QF(M) und X € V(M),~ der Fluss von X, die Lieableitung von
w ldngs X definiert:

d tx
Lxw = Eri (v w).

Es gilt
Lx(wAn)=(Lxw)An+wA (Lxn).

Die 0-Formen sind die C*°-Funktionen auf M, Q°(M) = C*°(M). Die 1-Formen sind
genau die Schnitte des Kotangentialbiindels von M.

Fiir eine C*°-Funktion f auf M definiert d f eine 1-Form auf M durch df(X) = X(f).
In lokalen Koordinaten gilt damit df = ", g;da’ mit g; = df (821') = 3{; (f) = gg{n
also gilt df =5 ggﬁdxi.

Die R-lineare Abbildung d: QY(M) — QY(M) soll fiir beliebige Formen definiert
werden. In lokalen Koordinaten definiert man fiir w € Q¥(M), w = fdzt A--- Ada*
durch Lineare Fortsetzung

dw=df Adz™ A--- Ada*,

Es bleibt zu zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der Karte ist.
Man geht dabei entweder vor wie im Beispiel vor Definition 5.5 beschrieben oder
verwendet den folgenden Satz.
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3. Differentialformen und die duSere Ableitung

Satz 5.7 Es seien w € QF(M) und Xy, ..., Xy € V(M). Dann gilt:
dw(Xo, ..., Xp) = Z(—w’X( (Xo0,. ., Xi, ... X))

+Z D w([X5, X5), X0y Xiy oo oy Xy oo, Xpo).
1<J
Beweis Man zeigt zunéchst, dass der Term auf der rechten Seite, welcher offen-
sichtlich schief ist, auch C°°(M)-linear ist. Es bezeichne dafiir 7 den rechten Term
und es seien Xo,..., X € V(M) und f € C°(M). Dann gilt:
0(Xos o [ X0 Xe) = Y (1) X (fw(Xo, ..., Xy, X)
i£l
—I—Z Xo,...,Xi,...,Xk))
i#l
+ (=D X (w(Xoy -, X1y XE))
+ (=D fu (X5, X1, )

1<J
i#l£]

+Z lﬂw le, ],)

I<j

Y ()X £X0), )

i<l

Nebenrechnung (beziehungsweise Uberlegung):
Damit folgt weiter:

T](X(_), .. .,le, e ,Xk) = fU(Xo, . Xk)

+> (- w(Xo, ... X, .., Xp)

1#£l

> D)X (fw(X, Xo, - X, X, X)
I<j

D)X (fw(Xy, Xoy -, Xy, X X
i<l

zfn(Xo,.. Xk:)

+> (- w(Xo, ... X5, Xp)

1#£l

-> (- W(Xos ooy Xy, Xy ooy Xi)
I<j

> (- Yo (Xoy. o Xy X, X0)
i<l

:fn(XanXk)

Somit ist n C*°-linear, das heist definiert eine (k + 1)-Form auf M. Im Folgenden

kann man also annehmen:

dw = fdz* A--- Adat

o . .
Xz=@7]0<“'<1k-
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Damit verschwinden alle Lieklammern auf der rechten Seite. Es gilt

()=l
—ngn Xo0)(/)da"™ (X)) - - - dz™ (Xpr))

= Z sgn(o) U(O))dznil, e

= dw(Xo, ..., Xp). O

T](XQ, ‘e ,Xk) = Z (f Z sgn dxil (Xo(l)) ST, dxi’“ (Xg(k)))

Definition 5.8 Es sei w € Q¥(M). Die (k + 1)-Form dw heiét das (duSere) Dif-
ferential der Form w. Gilt dw = 0, so heist w geschlossen. Ezistiert ein n €
QFY(M) mit dn = w, so heiét w exakt.

Beispiel (1) Fiir eine 1-Form w ist dw eine 2-Form:
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y (w(X)) = w([X, Y]).
(2) Fiir f € C°(M) ist df € Q'(M) und d(df) eine 2-Form:

d(df)(X,Y) = X(df(Y)) = Y(df(X)) - df[X,Y]
= XY () -V (X)) - X Y]/
=0

Betrachte alternativ in lokalen Koordinaten:

d(df):d( gfz )

A/—’ —dxtAdzd
o%f
OxJ Ozt

=0
(3) w = zydy € Q*(R?) ist nicht geschlossen, denn

%dx Ady + %dy Ady = ydz A dy € Q*(R?).
8:1/ ~——

dw =
v ox

(4) w = ydx + zdy € QY(R?) ist exakt, denn fiir f(x,y) = xy gilt:

fdx+ —fdy—yd:v+xdy—w

df = 5

Lemma 5.9 (i) d: QF(M) — QFY(M) ist R-linear.

(ii) d(w An) =dwAn+ (=1)kw Adn firwe QF(M),n € QLM).
(iii) dod = 0.

44



3. Differentialformen und die duSere Ableitung

(iv) ®*(dw) = d(®*w) fiir &: M — N glatt und w € QF(M).

Beweis (i) Klar, nach Definition.
(ii) w= fdz" A--- Ada®, n = gda?* A--- Ada?t. Dann gilt:
wAn= fgdz A--- Adz Ada?t A - Adadt
d(wAn) = (gdf + fdg) Adz™ A--- Adz?
= gdf Adz Ao A datt
+ (=DF(fdzr Ao Adz) Adg Ada?t Ao A dat
=dwAn+ (=1)FAdy.

(iii) w = fdz"* A ... Adz®, dw:=df Adz A... Ada'k

d*(w) = d(df Ada™ A--- A da'®)
(2)d2f/\da:i1/\-~-/\dxi’“+de/\dxi1A-~-Ad2xilA~--Adxi’“.
l
=0

(iv) f € C®(N), X € V(M)
(@*df)(X) = df (2. X) = (2. X)(f) = X(f 0 D)
= X(2f) = d(®"f)(X)
Damit gilt fiir w = fdz’ A... A d'%:
d*(dw) = ®*(df Adz™ A ... Ada®
= (®*df) A D*(dz") A ... A D*(da™)
= d(®*fO*da A... AD* A ) = d(PFw) O

Erinnerung: {geschlossene k-Formen} = Kern{d : Q*(M) — Q*~1(M)}, {exakte
k-Formen} = Bild{d : Q*~}(M) — QF(M)}, dod =0

Der Quotient HY; (M) = Ié‘fﬁffﬁ:ﬁig; }} heiét die k-te deRahm-Kovhomologiexgruppe.
Ist ® : M — N glatt, so induziert ®* wegen Lemma 5.9 (iv) einen Homomorphismus

®*HE (N) — @*HE (M). Ist ¥ : P — M glatt, so gilt

(PoW)* =U*oP*
insbesondere gilt id}, = ingR und ein Diffeomorphismus M — N induziert einen
Isomorphismus von HE: (N) nach HE; (M).

Beispiel (1) Hli(R?) = {0}, zu zeigen: dw = 0 = w = dh,wn Q*
w = fdx + gdy geschlossen

0=d(w)=df Adx+dgAdy

_of dg
—8ydy/\dm+axdx/\dy
_ ‘99_8f>

_(&c 3y dz A dy
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Setzt man ”
T,y / f(t,O)dt—l—/ x,t)dt
0
so gilt
oh
0)
835( f@, +/
z,0 +/ z,t)dt
f o )
f(z.y)
Analog zeigt man, dass ah( ,y) = g(z,y). Damit gilt
oh oh
dh = a—d +8—dy—fd:v+gdy—w

Daraus folgt Hly (R?) = {0}
(2) Hig(R*\{0}) # {0}

Die Form w(z,y) = @(xdy — ydz) ist geschlossen. Wére w exakt, so giabe es
h € C°(R*\{0}) mit dh = w, das heist

@(z — @(m y= o
oz Y T g2 By Y T w2
Dann wére
2
0=nh(1,0) —h(1,0) = d—h(cost sin t)dt
0

/2” in 12" (cost, sin t) + cos t 2 (cos t, sin )t
= —sint—/(cost, sin cost—/(cost, sin
0 Ox ’ oy
2
= / sin?t 4 cos? tdt = 27
0
w ist geschlossen aber nicht exakt und definiert eine Klasse

0 # [w] € Hig(R*\{0})

Insbesondere sind R? und R?\{0} nicht diffeomorph.
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Kapitel 6.

Riemannsche Metriken

Was ist Geometrie? Vereinfacht ausgedriickt suchen wir eine Méglichkeit um Di-
stanzen und Winkel auszudriicken. Betrachte im Folgenden die Einheitssphére, auf
der wir den eine Reise von x nach y unternehmen mdochten.

N
52 cR3

\/

c(0) =z, c(1)=y S

c:[0,1] — S?

Wir definieren mit £(c) = fol |l¢||dt die Riemann-Metrik, also das Skalarprodukt
mit allen T}, M. Damit folgt dass wenn ¢ : [0,1] — M glatt ist, dass L(c) = fol Ve é)
und der Abstand auf M kann ausgedriickt werden durch dys(z,y) = inf{L(c) | ¢ von
x nach y}.

Das wirft Fragen auf nach der Existenz kiirzester Abstdnde, Unterschieden zwischen
lokal Kiirzestem und global Kiirzesten und der Eindeutigkeit.

Definition 6.1 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fine Riemannsche Me-
trik g auf M ist gegeben durch ein Skalarprodukt auf jedem T\, M, welches glatt von
p abhingt, das heist g € TY(M), so dass g, = {(,")p : Ty M x T, M — R symme-
trisch und positiv definit ist. Ist g eine Riemann-Metrik auf M, so heist (M, g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, X,Y € V(M), X = > ¢! a‘;, Y =



Kapitel 6: Riemannsche Metriken

Syl %, dann ist

0 )

= v J

9(X,Y) g(E &5 2 ayj>
A I

= "&gi;  (gi; glatt, gi; = g5i)
.

Beispiel (1) R™ trégt eine natiirliche Riemannsche Metrik: Fur z € R™ ist Z, :
T, R™ — R" ein (nattirlicher) Isomorphismus. Damit definiert

gfﬂ(" ) = <Iil7('7 ')7I$('7 )>
eine Riemannsche Metrik auf R™. Beziiglich der Karte (id, R™) gilt

gij = Y _0ida’ @ da! = da’ ® da?

ij

(2) Betrachtet man Polarkoordinaten auf R?(r, 19):

0
— = (cos ¥, sin
or (r,0) ( )
0
— = r(—sin®, cos ¢
8’[9 (7-719) ( )

“o(2.2) =1

I =9\or ar) =
_ (‘9 5>_ 2

grﬁ:gﬁr:(]

(3) Sei M C R"™ m-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit. M trégt eine natiir-
liche Riemann-Metrik:

Fiir jedes p € M ist T,, M kanonisch isomorph zum von partiellen Ableitungen
O F|p,...,0nF|p einer lokalen Parametrisierung F' aufgespannten Untervektor-
raum R™. Mit diesem (lokalen) isomorphismus definiert

9ij = (OiF, 0; F)

eine Riemann-Metrik auf M.
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Bemerkung Sind ¢ und ¢ Karten einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) um
pund sind g = 3 g;;d2’ ® dz? und h = 3 h;;dy’ @ dy? die lokalen Darstellungen
beziiglich ¢ beziehungsweise 1, so gilt

B ( 0 8)_Zf)xi oz -
k=49 8y’“’ 8yl - -~ 8yk 8yl Gij
5 v
A(ploy=1)

Eine Riemannsche Metrik induziert eine Metrik auf dem Kotangentialbiindel: Die
Isomorphismen T, M — T, M, X — (X,-), einen Isomorphismus von T M nach
T* M. Fiir w € T, M sei X(w) € Tp M mit w = (X (w), -)p. Man definiert nun durch

(w, @) = (X(w), X(@))

ein Skalarprodukt auf T) M. Fiir w = Y wida?, X (w) = & aii gilt

wi =w (ai) = <X(W), (;Z,i> = %:é’igij

Also &' =3 g¥w;, wobei (¢"7) die zu (g;;) inverse Matrix ist. Damit gilt:

(w, @) = (X(w), X(@))
= gut™e
=) 99" wigh @,
=Y g wi;

ij, )~
= _glwi

Fiir beliebige Tensoren S, 8" € TP(T M) und T, T" € T (T M) definiert man induktiv
durch lineare Fortsetzung Skalarprodukte wie folgt:

(SoT,8'@T")=(S,S"Ya(T,T").
Auf TM ® T M hat die Metrik die folgende Gestalt:
<X RY, X ® }7> =" gijgé'&nti.

Definition 6.2 Es seien (M,g) und (N, h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Ein
Diffeomorphismus ®: M — N heis§t Isometrie, falls ®*h = g, das heist fir alle
p€ M und X,Y € T, M gilt:

Ip(X,Y) = ho(p) (Pup X, @ipY)

=®*h(X,Y) ~ Pullback Metrik

Ist umgekehrt ®: M — N ein Diffeomorphismus und h eine Riemannsche Metrik
auf N, so ist ®*h eine Riemannsche Metrik auf M.

Satz 6.3 Jede glatte Mannigfaltigkeit trigt eine Riemannsche Metrik.
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Kapitel 6: Riemannsche Metriken

Um Metriken in den Uberlappungsgebieten von Karten ‘verkleben’ zu kénnen, be-
notigt man das folgende Hilfsmittel.

Satz (Zerlegung der Eins) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und {U; };c7 ei-
ne offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine Zerlegung der Eins auf einer
abzéhlbaren, lokal endlichen Verfeinerung von {U; };cz, das hei§t es existiert eine ab-
zihlbare offene Uberdeckung {V} } ey von M und glatte Funktionen mit kompaktem
Trager ap: M — R, so dass gilt:

(i) Vk € N Ji(k) € Z: Vi C Uy (Verfeinerung),
(i) Vpe M U s p: #{k | Vi, NU # 0} < oo (lokal endlich),
(iii) Vk € N : supp(ag) C Vi,
(iv) Vke NVpe M : 0 < a(p) <1,
(V) Vpe M : Y penan(p) = 1.
(Wegen (ii) und (iii) ist die Summe in (v) endlich).

An dieser Stelle geht maggeblich ein, dass die Topologie von M eine abzdhlbare Basis
besitzt. Beweis siche Boothby, Kapitel V.4 [1].

Beweis (von Satz 6.3) Es sei M eine glatte, m-dimensionale Mannigfaltigkeit.
{(¢i,Ui) biez ein Atlas von M und {(Vi, ai)ren eine Zerlegung der Eins auf einer
abzahlbaren, lokal endlichen Verfeinerung von {U;};cz. Es sei 5 ein Skalarprodukt
auf R™. Fiir jedes k € N ist dann

*

B

Vi

Ik = Pi(k)

eine Riemannsche Metrik auf Vj. Damit ist ¢ = ) gray eine Riemannsche Metrik
auf M. Die Summe ist punktweise endlich und g ist als Komposition glatter Abbil-
dungen selbst glatt. Symmetrie und Bilinearitét folgen sofort. Fiir jedes p € M gilt
> ken 0k(p) = 1, das heit es existiert ein [ € N mit oy(p) > 0 und fir X € T, M
mit X # 0 folgt:

gp(Xv X) = ng(p)(X, X) ak(p)
>0

> g1(p)(X, X)oy(p) > 0.

Damit ist g positiv definit. [l

Fiir eine glatte Kurve 7: [a,b] — M hei§t

b b
Lo = [ 1= [ VoG

7 ist die Ableitung von  die (Kurven-)Lange von ~. Ist 7: [a, f] — [a, b] glatt und monoton, so gilt
7, der Strich wurde aus
dsthetischen Griinden L(’)/ o 7_) _ A ||’)/(T(S)) || |T’(S) |dS
statt dem Punkt ab
gewahlt — ||fy” — E(fy)
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Damit ist die Kurvenlénge invariant unter Reparametrisierungen. Ist v regulér, das
hei§t 4(t) # 0 fur alle ¢ € [a, b], so ist ihre sogenannte Bogenldnge

7+ [0,t] = 0.0 £lug) = [ I

streng monoton steigend, also o’(s) = ||¥(s)|| > 0. Fiir ¥ = yoo~1: [0, L(7)] = M
gilt |5]| = 1. Die Kurve 7 heiit Bogenlingenparametrisierung von ~. Gilt fiir
v: [a,b] = M dass ||§]| = A, so hei§t v proportional zur Bogenlidnge parametri-
siert.

Sind v: [a,b] = M,#: [b,c] - M glatte Kurven mit ~(b) = 4(b), so sei

LyUd) = L)+ LA)-

Eine Kurve «: [a,b] — M hei§t stiickweise glatt, wenn tg,...,t; mit a = g <
t; < --- <t = b existieren, so dass ’yhchti] fir alle ¢ < k glatt ist.

Definition 6.4 Fir Punkte p,q € M ist der Abstand definiert durch:
d(p,q) = inf{L(y) | v: [0,1] = M stickweise glatt mit v(0) = p,~v(1) = q}.

Satz 6.5 Es sei (M, g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die
Abstandsfunktionen bilden eine Metrik auf M, welche die urspriingliche Topologie
induziert.

Der Beweis sei zur Ubung iiberlassen.

Satz 6.6 Es seien (M, g) und (N, h) zusammenhdingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten und ®: M — N ein Diffeomorphismus. Dann ist ® genau dann eine Iso-
metrie, wenn L(® o) = L() fir alle glatten v: [0,1] — M gilt.

Beweis Dass eine Isometrie die Kurvenldngen erhilt gilt offensichtlich. Erhalt ® die
Kurvenldngen, so erhélt ® auch die Norm von Tangentialvektoren, den andernfalls
gibe es X, € T, M mit (ohne Einschrankung)

b (p) (Pup X, Pup X) > gp(X, X)

und eine Kurve 7: [0,1] — M mit v(0) = X und es gélte (fiir hinreichend kleines
e):

LOlo) = [ Ve G030
< /OE \/hCD('y(t)) (‘I)w(tﬂ(t% CI)*v(t)’.V(t))dt

= [ ooy (@t @omm)ar
=L ((‘D O’Y)![o,s}) :

Mit der Polarisationsformel (z,y) = —1(|lz — y[|? — ||z[|* — ||y[|*) folgt dann, dass ®
auch die Skalarprodukte erhélt. O

o1
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Definition 6.7 Eine Kurve v: [a,b] — M heist minimale Geoddtische von v(a)
nach y(b), falls ein A > 0 existiert, so dass fir alle a < s <t <b gilt:

L(lis) = At = s) = d(v(s),7(2))-

Fine Kurve v heist Geoddtische, falls sie lokal minimierende Geoddtische ist, das
heist fiir alle t € [a,b] existiert ein ¢ > 0, so dass Y|j_c 4] Minimierende Geoditi-
sche 1ist.

Eine bessere Vorstellung erhélt man durch Betrachtung von Geodatischen als Isome-
trien von Intervallen in den euklidischen Raum, denn d(~(s),v(t)) = t —s = dr (¢, s).

N
52 c R3

S
Geoditische = Groskreissegmente
Bemerkung (1) Die Geodétischen von R"™ mit Standardmetrik sind genau die Ge-
radensegmente.
(2) Ist v eine minimale Geodétische, so gilt ||§]| = A, falls A > 0, existiert ei-
ne Bogenlédngenparametrisierung 4 von « auf [0,1] mit [ = £(y) = L£(5) und
d(5(0),7(t)) = t. Damit ist 5 eine isometrische Einbettung von [0,[] in M.

Definition 6.8 FEs sei v: [a,b] — M eine (stickweise) glatte Kurve auf M. Das
Integral

1 b 112
B =5 [ 1A
a
heist Energie von ~y.

Lemma 6.9 Fir eine (stickweise) glatte Kurve y: [0,1] — M. Dann gilt:

S£0)? < B(),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn v proportional zur Bogenlinge parametrisiert
1st.

Beweis Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Skalarprodukt (f, g) —
Jy fg mit f, g € C>([0,1],R).
Nun sei f =1 und g = |||, so folgt:

1 1
1 3 1 3
)y (he)
0 0
Gleichheit gilt genau dann, wenn 1 und ||%|| R-linear abhéngig sind, das hei§t wenn
17] = A gilt. t

£ = [l < = 250
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Satz 6.10 Eine (stickweise) glatte Kurve ist genau dann minimale Geoddtische,
wenn thre Energie minimal ist.

Beweis ,=“: Essei y minimale Geoditische, das heist L(v[j,4) = At = d(7(0),y(?)).
Also gilt E(y) = 1£(7)? < ££(c)*> < E(c), wobei ¢ eine Kurve zwischen den
Endpunkten von « ist und die letzte Ungleichung aus Lemma 6.9 folgt.

»<=": Sei v energieminimierend.

5000170 < 5 L) < B) < B(en ) = 5£(en)?* "% 2d(5(0),7(1))

N

reguldre Kurven

- ~

/" et . U Kartenumgebung

Die Léange des fetten Dreiecks wird beliebig klein

Damit gilt: £(y) = d(7(0),(1)) und wegen Cauchy-Schwarz ist v proportional
zur Bogenldnge parametrisiert. Wendet man dieses Argument auf beliebige
Teilstiicke an, erhélt man:

L(sa) = d(v(s),7(2)) = As — 1) O
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Kapitel 7.

Kovariante Ableitungen

Frage: Was ist eine ,,gute® Differentialrechnung fiir Vektorfelder?

Das gewohnliche Differential im R” fiir Y: R™ — R" ist gerade die lineare Abbildung
DY|,-v= lim% Y(p+tv)—Y(p) = % L Y (p + tr). Betrachte im euklidischen
Fall einen Punkt p, sowie einen Tangentialvektor Y),.

Nun gehe zur Betrachtung von Vektorfeldern X : R" — R" iiber und setze Dx Y|, =
DY|, - X,. Hierfiir gilt:

e Dist Rlinear in Y: D(Y +Y)=DY +DY.

e Es gilt die Leibnizregel: D(fY)=Df-Y 4+ fDY.

e D ist C*°(R")-linear in X:

Dix Y|, =DY|,- (fX)p =DYlp- f(p)Xp = f(p) DY, - Xp = (fDx Y)(p).
Erinnerung: Die Lieableitung L)Y ist nicht C°°(M )-linear.

Definition 7.1 Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und E ein Vektorbiindel
iber M. Eine kovariante Ableitung (oder Zusammenhang ([engl.] , connecti-
on®)) auf E ist eine Abbildung

V: V(M) x T(E) —» [(E), V(X,8)=VxS

mit den folgenden Figenschaften:
(i) VS ist C°(M)-linear, das heist

VX_|.yS =VxS+VyS und Vsz = fVxS

fir alle X, Y € V(M) und f € C*°(M).
(i) Vx ist R-linear, das heist fir alle p,v € R gilt:

Vx(uS+vT)=puVxS+vVxT.
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(iti) Vx erfillt die folgende Leibnizregel:

Vx(fS)=df(X)-S+f-VxS=X(f)- S+ f -VxS.

Kurzform: V: T(E) — T(T* M ® E), S — V(S ist eine C*°(M)-Modulderivation.

Beispiel (1) Das gewdhnliche Differential D definiert in kanonischer Weise eine

o6

kovariante Ableitung auf T R™.

X € VR, X: R" - TR 2R xR" via T: X, — (p,Z,(X,)).

Nun ist wie folgt eine kovariante Ableitung gegeben: (VxY), = Z~!(p, Dyp Y).
E = M x R", ein Schnitt S von E ist von der Form S, = (p, s(p)), s: M — R"
glatt.

Hier definiert man die kovariante Ableitung:

VXS = (pa Is_(;) (3*p7Xp>)
I
Sept Tap M — Top R", 550 Xp € Typ R" N L

Sei E = M x R", ein Schnitt S = (id,0), 0 : M — R". Dann ist (Vx5), =
(0, Tp(0sp(Xp))s 0sp : Tp M — Ty R™. Sei w = (wf)j,kgn eine (n x n)-Matrix
von 1-Formen auf M, das heist w(X)|, € M™*"(R). Fir einen Schnitt S = (id, o)
und sei dann

(VxS)p = (id, Zp(04p(Xp)) + w(X)|p - o (p).-
Dies definiert eine kovariante Ableitung auf £ = M x R".
d: QO(M) =C®(M) =T(M xR) = Q'(M) =T(T* M) =T(T* M @ (M x R))

Fasern: T;‘, M®RET; M

mit f— [df: X — df(X) = X(f)].
Dann ist

d: V(M) x C=(M) — C®(M),
Vxf=d(X,f)— X(f)

eine kovariante Ableitung auf C*>(M).

Es sei M C R eine glatte Untermannigfaltigkeit und V die kanonische kovari-
ante Ableitung auf T R

Erster Ansatz fiir eine kovariante Ableitung;:

VxY =V XY| m das funktioniert noch nicht.
Fiir X,Y € V(M) seien X,Y Fortsetzungen, das heist X[y = X und Y|y =Y.
(V5Y), € T,R* DT, M.
Néchster Ansatz, der taséichlich eine kovariante Ableitung definiert.
VXY = (VT )i T,

wobei XPriT» M dje orthogonale Projektion von X auf den Tangentialraum
T, M bzgl. des Standardskalarproduktes ist.



1. Lokale Koordinaten

Schreibt man in Beispiel 3) o = (¢%,...,0"), so kann man do = (do',...,do™) als

1-Form auf M mit Werten in R" auffassen:

do(X ) = (do ( )7_,,,dg"(X)p)
= (X(o)p, --,X(O’”)p)
=7,(>_ X(d’
wobei 0; das i-te Koordinatenfeld in der Karte (id,R"™) ist. Identifiziert man E =

M x R™ mit C*°(M,R"), so gilt VxS = do(X)w(X)o (Kurzschreibweise fiir die
zweite Komponente von S). Lokal ist jede kovariante Ableitung von dieser Form.

Lemma 7.2 Die kovariante Ableitung (VxS), hingt nur von den Werten von X
und S in einer Umgebung von p ab.

Beweis Es seien p € M und X;,Xy € V(M) sowie 51,52 € I'(E) und U eine
Umgebung von p mit X;|y = Xa|y und Si|y = S2|y. Wéhle nun ein 0 € C*°(M)
mit dem Trager suppo C U und o|y = 1 auf einer Umgebung V' von p. Dann gilt:
0cX1 =0Xs und 051 = 05s. Fiir ¢ € V folgt dann:

(VaXiUSi)q = U(Q)(VXiUSi)‘q

Damit folgt Vx,S1 = Vx,52 O

1. Lokale Koordinaten

Es sei (p,U) eine Karte von M um p € M und E|y = U x R™. Dann ist s;(p) =
7-1(p, e;) eine lokale Basis. Jeder Schnitt S ist also lokal von der Form S|y = 3, o's;.

Somit existieren glatte Funktionen I'¥;, die sogenannten Christoffelsymbole mit

YK

V.o s = ZFZ—sk.
oz &

Fiir S =Y 07s; und X :Zgia?ﬂ

(VxS), = Zg;v% (o75))

—z@( - wamﬁ

; [ 007
:ng <81L‘i
irj P
; do*
(265

=X(ok)|

)+ 0l (p Z rk )
+> o (p)Th (p)> sk(p)
p Gy

(0% 0v) mit 4(0)=Xp

:i|
P dtlt=0
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Bemerkung (1) X — (Vx.S), hingt nur von dem Wert X, von X in p ab, Schreib-
weise (VxS), = Vx, 5.

(2) S+ Vx,S hingt nur von den Werten von S entlang einer Kurve v mit §(0) =
Xp ab. Es gilt

VxS => XSk +> > <<Z rfjgl) aj> Sk-
k kE J i

Schreibt man o = (¢!,...,0") und fasst do = (do?,...,do™) als lokale 1-Form
mit Werten in R™ auf, so ist fiir s = (s1,...,8,) do-s = >.do’s/ eine lokale
1-Form mit Werten in E. Es gilt: do - s(X) = Dx o - s. Analog definiert w(X) =
(wf(X))k,j eine lokale 1-Form mit Werten in den reellen (n x n)-Matrizen. Dann
ist

k
wo: X = w(X)o = (Z I‘fjfiaj>
Y]

eine lokale 1-Form mit Werten in R” und wo - s eine lokale 1-Form mit Werten
in . Damit gilt
VxS = (do(X)+w(X)o)-s
oder kurz
V=d+w.

2. Transformationsverhalten

Es seien E|y, 3 Uy x R® und E lus Ry 53 X R™ lokale Trivialisierungen. Die Uber-
gangsfunktion
Y =1ga : Uy NUg = GL,(R)
war durch
507, (p,x) = (p, )
definiert. Fiir die lokalen Darstellungen S = 3 o/ 55 =7 &I s in 7, beziehungsweise

75 gilt damit ' = 3", @Z),io'k, kurz & = ¢o. Es folgt daraus:
(do(X) +w(X)o)S = VxS = (d6(X) + @(X)5)S

also
do(X) +w(X)o =¥ 1 (d&(X) + 0(X)s)
= ¢~ (o) (X) + & (X)yo)
— " (Dx f)o + vda(X) + D(X)vo)
— do(X) + (¢~ (Dx¥) + ¥~ @(X)e)o
=w(X)
Damit gilt
B(X) = dw(X)p~" = Dy, (7.1)

Daher definiert w(X) keinen Schnitt in Hom(E, E), denn in Kapitel 5 wurde gezeigt,
dass die Ubergangsfunktion von Hom(E, E) gegeben ist durch

(p,m) = (p,ponoyp™h).
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3. Schnitte entlang von Ableitungen

Bemerkung Der zweite Summand in (7.1) hiingt nur von der Ubergangsfunktion
¥ und X ab, und somit nicht von V. Das heiét sind V und V kovariante Ableitungen
auf F, so ist ihre Differenz V — V eine globale 1-Form mit Werten in Hom(E, E).

Durch eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiindel E erhalten wir kovariante
Ableitungen auf dem dualen Vektorbiindel £* und Tensorprodukte von Vektorbiin-
deln wie folgt:

Proposition 7.3 Die fir X € V(M), S* € I'(E*) und v € E, sowie eine Fortset-
zung O € I'(E) von v, durch

(Vi5%)p(v) = Xp(57(0)) = 57 |p(Vx0)

definierte Abbildung ist eine kovariante Ableitung auf E*. Dass S*(v) = (S*,0) ist
fihrt zu X,,(S*,0) = (V5S*,0) + (5%, Vx0).

Der Beweis sei zur Ubung iiberlassen.

Proposition 7.4 Es seien Ey und Es Vektorbindel mit kovarianten Ableitungen
V! und V? diber M. Dann definiert fiir X € V(M), S; € T'(E;)

Vx(S1®S2) = V}XSH ® Sy + V%Sﬁ ® S
durch lineare Fortsetzungen eine kovariante Ableitung auf Fh ® Eo.
Definition 7.5 Die Abbildung

RY =R:V(M)x V(M) xT(E) = T(E)
R(X,Y)S =VxVyS—VyVxS—VxyS

heist der Kriimmungstensor der Abbildung V.
Bemerkung Fiir alle X, Y € V(M) gilt R(Y,X) = —R(X,Y).
Proposition 7.6 R ist C*°(M)-linear in allen Argumenten.

Der Beweis sei zur Ubung iiberlassen.

3. Schnitte entlang von Ableitungen

M

TM

c ~

z

Definition 7.7 FEs seien E ein Vektorbiindel iber M mit kovarianter Ableitung V
und ® : N — M. Ein Schnitt entlang ® ist eine glatte Abbildung S : N — E, so dass

S(p) € FEg(p) gilt, dies entspricht genau dem Schnilt in das lings ® zuriickgezogene
Biindel ®*.
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Kapitel 7: Kovariante Ableitungen

ORI E

Fiir einen Schnitt S in F lings ® und X, € T, N ist die kovariante Abbildung VxS
von S in Richtung X,, wie folgt definiert:

Essei s1, ..., sy, eine lokale Basis iiber einer Trivialisierungsumgebung U C M. Dann
ist S lokal gegeben durch

Sp=2_0'(p)s;(®(p))
fir pe V =& Y(U) C N, und damit
Vi, S = (do(X,) + (@0 X,)o(p)) S(2(p)).

Dies hiangt nicht von der Wahl der Trivialisierung ab, denn ist U’ ein weiteres Tri-
vialisierungsgebiet mit lokaler Basis 31, ..., 5, und Ubergangsfunktion ¢ : CNU’ —
GL,(R), so gilt

d=(tod)o und

damit folgt

df}(Xp) + @(Cb*poﬁ(p) - d((T/} © (I))U)(Xp)
+ (1) 0 P)w(PspXp) (1 0 B) ' (Y 0 R0
—d(¢ 0 ®)(X,p) (0 @) (¢ o B)o

= d(¢ 0 @)(Xp)o + (Y 0 ®)w(PupXp)o — d(y 0 @) (X))o
= (¢ 0 ®)(do(Xp) + w(PupXp)o)
Damit ist p — VxS als Schnitt entlang ® wohldefiniert.

Bemerkung Dies definiert eine kovariante Ableitung auf &*£ C N x F. Sind um-
gekehrt S € I'(E) und X, € T, N, so ist S o ® ein Schnitt entlang ® und es gilt

Vx,(S0®)=Vg,,x,5

Spezialfall: Sei ® = c¢:Z = [a,b] — M. Ein Schnitt in E entlang c ist eine glatte
Abbildung S : Z — E mit S(t) € E,). Die kovariante Abbildung V 2] S wird kurz
il

als V.S oder S'(t) geschrieben. In lokalen Koordinaten gilt
0 0
/ —_— R— R—
= (0 (2) - (3)) )5
= (o' +w(¢)o) Soc

Definition 7.8 Ein Schnitt S € I'(E) heist parallel (oder konstant), wenn VS =
0. Ein Schnitt S entlang ¢ heist parallel, wenn S’ =0 gilt.
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3. Schnitte entlang von Ableitungen

Proposition 7.9 Es seic:Z — M eine (stickweise) glatte Kurve und § € E).
Dann existiert genau ein entlang c¢ paralleler Schnitt S¢ in E mit Se(s) = &.

Beweis in lokalen Koordinaten definiert
0= Sé(t) = (a’(t) +w(é(t)o(t))S(dt))

ein lineares Differentialgleichungssystem:

wobei A(t) = —w(¢é(t)). Ist [¢,T] ein kompaktes Teilintervall in Z mit s € [t,T],
so existiert eine Partition ¢ = g < ... < & = T, so dass c([ti,t;+1]) in einer
Trivialisierungsumgebung liegt. Man findet so sukzessive eindeutige Losungen auf
den Teilintervallen (lineares System), welche durch Fortsetzungen eine eindeutige
Losung auf [t,T] definieren. Erneut folgt aus der Eindeutigkeit, dass ein fiir alle
Zeiten definierter paralleler Schnitt S¢ existiert. O

Definition 7.10 FEs sei ¢ eine glatte Kurve in M. Die lineare Abbildung

P;ti EC(S) — Ec(t)
§ = Selt),

wobei Sg den nach Proposition 7.9 eindeutigen parallelen Schnitt entlang c mit
Se(s) = € bezeichnet, heist Paralleltransport entlang c.

Bemerkung (1) P¢, ist invertierbar mit Inversen (Pf;)~' = Pf, = P,
c=(s+t—1).
(2) Die Abbildung Py, ist im Allgemeinen nicht unabhéingig von der Wahl von c.

wobei

Beispiel In R" ist ein Vektorfeld X genau dann parallel, wenn X (beziehungsweise
X, € Z,(X,)) konstant im iiblichen* Sinne ist: Paralleltransport entlang einer
Kurve entspricht der gewahlten Parallelverschiebung.

A

Esseien S € I'(E) und X, € T, M. Ist c eine Integralkurve von X,,, das heist ¢(0) = p
und ¢(0) = X, so ist S = S oc ein Schnitt entlang ¢ und es gilt S'(0) = Vx,S. Nun
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Kapitel 7: Kovariante Ableitungen

sei ferner &i,...,&, eine Basis von E, und es bezeichnen si,...,s, die parallelen
Schnitte entlang ¢ mit s;(0) = &. Dann gilt S(t) = 3 07 (t)s;(t) und es folgt

Vx,S = 5'(0) = v, Zafsj

= Zj: ((07)'s; +0JZ£_1)(0)

-l (Z o (Biglsi ) “”3’(0))
=ty 1 (il S o%s,0) ~ sy 0)
-t (Fal0) - 50)

4. Der Levi-Civita Zusammenhang

Fiir das ,,gewohnliche* Differential auf R” gilt:

oxd .
DY (X) - Z i X W Yi=[X,Y].

Definition 7.11 FEs sei V eine kovariante Ableitung auf T M. Das (1,2)-Tensorfeld
T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]

heis§t Torsion oder der Torsionstensor von V. Die kovariante Ableitung heist
torsionslos, wenn T =0 gilt.

Betrachtet man die Standardmetrik ¢4 = (-,-) des R¥ in den Koordinaten (id, R¥),
so gilt:

giide! @ da? = 8;:da’ @ a7
j j

7] 7]

= Zd:ri ® da’.

Das heist die Metrik g**d (das heigt die g;;) ist konstant.

Satz 7.12 (Levi-Civita, 1961) Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit existiert
genau ein torsionsloser Zusammenhang beziiglich dessen kovarianter Ableitung die
Metrik parallel ist (Vg =0).

Zur Parallelitit: Die Metrik g einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist ein (0, 2)-
Tensorfeld, das heist lokal ist g endliche Summe von Elementen der Form w ® 7,
wobei w,n € QL (M).
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4. Der Levi-Civita Zusammenhang

Fir X,Y,Z € V(M) gilt:

Vz(wen)(X,Y) = (Vzw) @ n+we (Vzn)(X,Y)
= (VZz0)(Xn(Y) + w(X)(VZzn)(Y)
= (Z(w(X)) —w(VzX))n(Y) + w(X)(Z(n(Y) = n(VzY)))
= Z(w(X))n(Y) + w(X)Z(n(Y)) = (@(VzX)n(Y) +w(X)n(VzY))
=Z(wan)(X,Y)) = (wan)(VzX,Y) = (wan)(X,VzY)

Somit ist g genau dann parallel, wenn fir X,Y,Z € V(M) gilt:
0=(Vz9)(X,Y) = Z(9(X,Y)) = g(VzX,Y) — g(X,VzY)
beziehungsweise
Z(X,Y)=(VzX,Y) + (X,V,Y).

Dies ist genau dann der Fall, wenn der Paralleltransport entlang von Kurven eine
lineare Isometrie ist (vgl. Aufgabe 3 auf dem Ubungsblatt 8). Ist ¢ eine glatte Kurve,
Py: Teoy M — Ty M eine Isometrie, so gilt fir alle X,Y € T,y M:

9e(0)(X,Y) = go) (P X, BiY) = (P{ ge)) (X, Y).

Also gilt P ge) = ge(0) und es folgt:

1 «
Vig = }g% n ((Pt gc(t)) - gc(O)) =0.

Beweis (von Satz 7.12) Ist V eine kovariante Ableitung mit den geforderten Ei-
genschaften, so gilt fir X,Y,Z € V(M):

X (Y, 2) = (VxY, Z) + (Y, Vx Z)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,VyX)

= (Vv Z,X) + (Z,VxY) — (Z,[X,Y])
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X,VzY)

Indem man die ersten beiden Gleichungen addiert und die Dritte abzieht erhalt man:
Koszul-Formel
2(VxY,Z) = X (Y,Z)+ Y (Z,X) - Z(X,Y)
—(X,VyZ —=VzY)
—(Y,VxZ - VzX)+(Z,[X,Y])
=X Y, 2)+Y (Z,X)-Z(X,Y)—(X,[Y,Z]) = (Y, [X,Z]) + {(Z,[X,Y]).
Die rechte Seite der Gleichung ist C°°(M)-linear in Z, definiert also fiir alle X, Y €
V(M) eine 1-Form w(x,y). Da die Metrik (-,-) positiv definit ist, existiert ein Vek-
torfeld A(xy) € V(M) mit wixy) = <A(X7y), ->, das, wie man leicht nachrechnet,
A(x,y)-linear und derivativ in Y und ¢'°°(M)-linear in X ist und durch
Vi VIM)xV(M) — V(M)
(X,Y) = Axy)
wird eine eindeutige kovariante Ableitung definert, die die geforderten Eigenschaften
erfiillt. O
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Bemerkung Die zur Definition des Levi-Civita Zusammenhangs verwendete For-
mel bezeichnet man als Koszul-Formel.

Definition 7.13 Die nach obigem Satz eindeutig bestimmte, torsionsfreie Zusam-
menhang beziiglich dessen die Metrik parallel ist, heist Levi-Civita Zusammen-
hang.

Beispiel (1) Der Levi-Civita Zusammenhang des R* mit der Standardmetrik ist
die gewthnliche Ableitung D.
(2) Ist M C RF eine Untermannigfaltigkeit mit der induzierten Metrik, so ist durch

(VXY)ZJ - (DX Y|p>T =Dx Y’p - (DXY‘p)J_

ein Zusammenhang definiert, der gerade der Levi-Civita Zusammenhang ist,
denn V ist torsionslos, da D torsionslos ist und fiir Vektorfelder X,Y, Z € V(M)
gilt:

Lokale Koordinaten Essei (M, g) eine Riemmannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-
Civita Zusammenhang V. In einer Karte gilt:

BT 8$9 Z ZJ 8:(;]{3
Es sei
o 0 4 '
ij = A 29 A o — (. .\ = L. ) 7
gm_<8$i7ax’j> undg_<7 >_§ gZ]dx ® da’.

Es gilt Fk = F;fl, denn

0 0 o 0
Vow  Van [ax ax]
Dann ist
T5=> g"gml};
I,m
0 0
kl m
= -2
%L:g < Zj@mm’6x1>

_Zgu< 2 0}
aia$]7axl

1 Z ki <ag]l Agui _ agij)
oxt  Oxi 02l )’
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5. Kriimmungen

5. Krimmungen

Man definiert die zweite kovariante Ableitung als
ViyZ=VxVyZ—Vy,vZ.

(Formale Produktregel: Vx(Vy Z) = Vx(VZ(Y)) = (Vx(VZ2)(Y)+(VZ)(VxY) =
v%(,YZ + VvaZ.)

R(X, Y)Z - VXVYZ - VYVXZ - V[X7y}Z
=VxVyZ - Vy,vZ — (VyVxZ — Vy, xZ)
- VQX,yZ - VQYZZ.

Proposition 7.14 Fir X,Y, Z, W € V(M) gilt:
(i) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,
(i) (R(X,¥)Z,W) = — (R(Y, X)Z,W) = — (R(X, Y)W, Z),
(i) (R(X,Y)Z, W) =(R(Z,W)X,Y).

Der Beweis sei als Ubung iiberlassen.
Es seien X,Y € T, M linear unabhéngig. Dann héngt

(R(X,Y)Y, X)
X212 = (X, Y)?

nur von der von X und Y aufgespannten Ebene ab. Um das zu zeigen seien Z =
aX +bY, W = cX + dY und ohne Einschrankung seien X,Y orthonormal. Dann
gilt:
1Z|2|W 2 = (Z,W)* = ||aX +bY |]*||cX +dY||* — (aX + bY,cX +dY)?
= (a®> 4+ b*)(? + d?) — (ac + bd)? = a®d* + b*c? — 2abed

= (ad — bc)?
Also
(R(aX +bY,cX +dY)(cX +dY),(aX +bY))  (ad—bc)* (R(X,Y)Y, X)
[aX T B [PeX + dY |2 — (aX + bY, cX + dv)? (ad — bo)?

= (R(X,Y)Y, X).

Definition 7.15 Es sei o eine von X,Y € V(M) aufgespannte Ebene in T, M.
Dann heist
_ (RXY)Y X)

IXI21Y12 = (X, Y)?

secp(0) = secy(X,Y)
die Schnittkrimmung der Ebene o.

Esseiey,..., e, € T) M eine Orthonormalbasis beziiglich g(p). Die fir X,Y € T, M
durch Spurbildung definierte Abbildung

ric,(X,Y) = spur R(-, X)Y = Z (R(ei, X)Y, e;)
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heist Ricci-Tensor in p. Aus den Symmetrien von R folgt, dass ric, symmetrisch
ist. Es existiert ein (1, 1)-Tensorfeld Ric, so dass

ric,(X,Y) = (Ric(X),Y)
fir alle p e M, X,Y € T, M gilt.

Definition 7.16 Fir X € T, M, X # 0 heist

= (me () )

die Ricci-Krimmung in p in Richtung X. Die Spur von Ric

scal(p) = spur Ric,(-) = Zricp(ei, €)= Z (R(es,ej)ej, €q)

1,

heist die Skalarkriimmung von M in p.
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Kapitel 8.

Geodatische und die
Exponentialabbildung

Heuristik: Geoditische sind Minimalstellen des Energiefunktionals v — E(y) =
[1I#]/?. Was sind kritische Punkte dieser Abbildung? Fiir f € C*°(M) ist p kriti-
scher Punkt, wenn alle Richtungsableitungen verschwinden, das heist 0 = X (f) =

4l (e,

hs

v(t)

Eine ,Kurve® durch ~ ist eine sogenannte glatte Variation h: [0,1] x [0,1] — M,
h(s,t) = hs(t) mit hg = v und hs(0) = p, sowie hg(1) = ¢ fiir alle s € [0, 1]. Dann ist

d

X(t) = o

hs(t)
s=0

ein glattes Vektorfeld entlang . Ferner gilt X (0) = 0 und X (1) = 0. Nun betrachte

el P00 = [ ]y (o )

0= ds
1 d d
== 2 s 5, ls s 7.'ts
/0 <v S hale), S (t)>
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Kapitel 8: Geodatische und die Exponentialabbildung

Definition 8.1 Eine glatte Kurve c in M heist Geoddtische!, wenn Ve =0 gilt.

Ist ¢ Geodatische, so ist ¢ proportional zur Bogenlénge parametrisiert, das heist

|l¢]| =const, denn %H (t )||2 éit (e(t),e(t)) = 2(Ve(t),e(t)) = 0. Mit ¢ ist auch jede

affine Umparametrisierung t — c(at + b) eine Geodétische.

Proposition 8.2 Fiir jedes p € M und v € T, M existiert genau eine Geoddtische
Yoot 10,6l = M mit vp,(0) = p und p(0) = v. Zudem héingt vy, glatt von p und
v ab.

Beweis (A) Es sei (p,U) eine Karte um p, 7%(t) = ¢*(y(t)). Dann besitzt das
folgende Anfangswertproblem

0= Vil = S (55(1) + Sy T ()5 (07 (1)) 52
7'(0) = ¢'(p)
VO =& v=3X§ |

eine eindeutige Losung (lokal), welche glatt von den Startwerten p und v ab-

héngt.
(B) (Alternativ) Ist (¢, U) eine Karte von M um p, dann ist
T M|y - R
74 Xp=28 & Lo ) = @) " )G )
= (yh,. ™)
eine Karte von T M. Es sei S das durch
5. { ™ - | TTM
X=Y¢&0 = Y€ — Sl T 50
definierte glatte Vektorfeld auf T M. g’ ist genau dann Integralkurve von S
durch X, = >°¢&, 82@' » wenn
d

dtg =g¢"=5(g") und ¢° = X,,.

Setzt man ®(g') = (Y (t),...,7™(t),n*(t),...,n™(t)), so ist dies genau dann
der Fall, wenn gilt:

(fyl,...,wm,ﬁl,...,ﬁm):( ZI’Z]nn,... —ZFUnn>
~ ' =4 und § = — Zfzﬂv

und
(71(0), -7 (0),7(0), ..., (0) = B(Xp) = (9 (D), 0" (D), &ps -, )
also genau dann, wenn
1) =7 (0 (1), ™ (1)

eine Geodaitische durch p mit 4(0) = X, ist. Der maximale Fluss g' von S heigt
geodatischer Fluss. Mit Satz 4.9 folgt die Aussage der Proposition. O

!Die Aquivalenz zur bereits bekannten Definition wird in Kiirze gezeigt.
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Fiir v € T, M sei v,(t) = 7(¢'(v)) die eindeutige Geodétische mit 7,(0) = p und
A(0) = v. Ist 6 € R und ¢(t) = 7,(dt), so ist ¢ eine Geodétische durch p mit
¢(0) = dv, das heist ¢ = 7s,, beziehungsweise 5, (t) = v, (9t).

Der Definitionsbereich Dg des geodatischen Flusses ist eine offene Menge in R x T, M
und somit sind sowohl D = {v € TM | (1,v) € Dg}, als auch D, = DN T,M offen
fur alle p € M (in T M, beziehungsweise T, M). Weiterhin gilt 0, € D,.

Definition 8.3 Die Abbildung exp,: D, — M, v +— 7,(1) heist Exponentialab-
bildung.

Es wurde bereits gezeigt, dass V¥, = 0 ist (Geodétische Differentialgleichung). Die
Exponentialabbildung ist nach Satz 4.6 glatt. Es gilt exp,(0,) = p. Zur Berechnung
des Differentials von exp,, in 0,

€XPpy,: Lo, Tp M — T M

identifiziert man Ty, T, M mit T}, M. Es gilt

(1) = &

= — ,Ut:.,UO:,
t:o S =40 =

t=0

epr*Op (U) = epr(tU) =

dt

also exp,,q, = idr, m. Es existiert fir alle p € M eine Umgebung V' von 0, € T, M

dtli=o

und U von p, so dass exp,: V — U ein Diffeomorphismus ist. Wahlt man eine
Orthonormalbasis ey, ..., e, von T, M und setzt

Y: TyM - R™ v=> be s (b,...,0"),

so ist (i o exp, |E,1, U) eine Karte von M um p. Im Allgemeinen ist dies keine Iso-
metrie!

Definition 8.4 Diese Karte bezeichnet man als Riemannsche Normalkoordi-
naten.

Proposition 8.5 In Riemannschen Normalkoordinaten gilt fir alle i, 5,k < m:
(i) 9ij(0) = 0y
(ii) TF;(0) =0

09,
(tit) Okgij(0) = # 0= 0

Der Beweis sei zur Ubung iiberlassen.
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Kapitel 8: Geodatische und die Exponentialabbildung

1. Polarkoordinaten

Es ist o = (r,9,...,9™"1) die Hintereinanderausfiihrung von Riemannschen Nor-
malkoordinaten des R™.

N R2
e2 v p———— (|lv[,¥)
v = (r,0)
0p el =¢(q) € (0,¢) x S*

Die Umkehrabbildung ist ein Diffeomorphismus
f:(0,e) x ™1 U C M, (t,v) — exp,, (tv) = 7u().

Fiir jedes v € S™ 1 ist t — f(t,v) = 7,(t) eine Geodétische in M. Wir bezeichnen
solche Geodétischen im Folgenden als radiale Geoditische.

Lemma 8.6 (Gaus-Lemma) Jede radiale Geoddtische vy, ist orthogonal zu der
geoddtischen Sphdre

Sp={qeM| veT, M:|v||=r und qg=exp,(v)}.

Beweis Man zeigt das Folgende: Ist X ein Vektorfeld auf S™~! und bezeichnet man
seine Fortsetzung auf (0,) x S™~1  C“ B.(0) \ {0} bzw. B.(0,) \ {0,} C T M mit
X,y = Xy, so ist

Y, = Yf(r,v) = f*(nv) (0, Xy) = expp*(TXv>
orthogonal zu

9
or

d
dt

epr(tv) =Y (T)

q t=r
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1. Polarkoordinaten

Y (t) =Y, ) als Vektorfeld entlang 7,. Dann gilt:

d
dt

(Yige) = (¥ ) + (Y (1), Teinl)
t=r T/ 4y (t) T
= (Vy ), 7)) + ([3(), Y ()], 370())
=[f+ (£5):f(0,X0)]

1 _ =fulrX]=0
= Y (O)l3ll” = 0.

Ferner gilt
0 . 0
<Y(T), 87‘>7 . = <expp*(rXU),%(r)> = <expp*(0p),v> =0,

also <Y, %> =0. O
Bemerkung Insbesondere gilt fiir alle ¢ < m — 1:

o 9

(2,2}

or’ o
Satz 8.7 Fir jedes p € M existiert ein € > 0, so dass fir alle ¢ € B.(p) genau
eine minimierende Geoddtische von p nach q existiert, das heist eine Geoddtische ~y
im Sinne der Definition 8.1 mit L() = d(p,q). Ist ¢ ¢ exp,(B:(0,)) = B-(p), so
existiert ein ¢’ € 0B.(p) mit

d(p,q) = e +d(d', @)

Ferner, ist § < e und q & Bs(p), so existiert ein ¢’ € Bs(q) mit

d(p,q) =6 +d(d,q)

t > exp,(t-v)

= 7t0(1) = 7 (t)
Geod. mit Startwerten v(0) = p, 4(0) = v
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Kapitel 8: Geodatische und die Exponentialabbildung

Beweis Es sei ¢ > 0 so, dass auf B.(p) Polorkoordinaten ¢ = (r,9!,... 9m1)
qexistieren. Sei weiter c: [0,1] — M eine beliebige glatte Kurve von p nach ¢ mit
Koordinaten o(c(t)) = (r(t),9(¢),..., 9™ 1(t)).

c
T

Das Bild von ¢ ist nicht notwendig in B.(0) enthalten
Fiir tg = inf{t € [0,1] | c(t) & B(p)} ist cjo4,) eine Kurve zu B.(p). Es gilt
0 :
| 521, = ol = ol = 1.

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

el = ol | 5|

<é<t)’ % <t)>’

TN R s R

=1
sl 3)

0
= [,

o) O
wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn ¢(¢) und % ® linear abhéngig sind.

c@ = [+ ez [ (e ) = [F 1 =t

Gleichheit gilt genau dann, wenn 9!(t), ..., 9™ 1(¢) konstant sind und #(¢) > 0 gilt,
also genau dann, wenn ¢ eine monotone Umparametrisierung von ¢ expp(tv) fir
ve Sm st

Fiir den zweiten Teil sei ¢ so, dass Polarkoordinaten ¢ = (r,9!,...,9™71) um p

v

e(t) > |

existieren. Es sei ¢ € Bs(p) und c sei eine glatte Kurve von p nach ¢. Fir typ =
inf{t € [0,1] | ¢(t) ¢ Bs(p)} gilt dann:

L(c) > 0 +d(c(to),q) > 0 +d(dBs(p), ),

also d(p,q) = inf. L(c) > 6 +d(0Bs(p),q). Da 0Bs(p) kompakt ist, die Abstands-
funktion d(-, ¢) auf 9 Bs(p) ihr Minimum in ¢’ an. Damit gilt

d(¢',q) = d(0Bs(p),q)  und

somit gilt dann die Behauptung. O
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1. Polarkoordinaten

Korollar 8.8 Fir alle p € M existiert ein o > 0, so dass fir alle q,q' € By(p)
genau eine minimierende Geoddtische von q nach ¢’ ewistiert.

Beweis Fiir ¢ € M existiert ein p = p(g) > 0, so dass exp auf B,(q) ein Diffeomor-
phismus ist. Da exp : D — D glatt und D offen ist, existiert eine Umgebung U, von
q, so dass exp, : B %(Oq) — B %(q’ ) ein Diffeomorphismus ist fiir alle ¢’ € U,. Fiir
p € M existiert nach Satz 8.7 ein e > 0, so dass B.(p) kompakt ist. Die Uberde-
ckung quﬁg(q) B (o) (q) besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Fiir o = minigk{%}

=
existieren auf jedem Bg,(q), ¢ € B.(p), Polarkoordinaten; insbesondere existiert fiir

¢,q € By(p) eine eindeutige minimierende Geodéatische von ¢ nach ¢'. ]

Bemerkung Die Geodétischen im obigen Korollar hingen stetig von ihren End-
punkten ab.

Korollar 8.9 Es seien p,q € M und c: [0,1] — M stickweise glatte Kurven von p
nach q, so dass L(c) = d(p,q). Damit ist ¢ eine umparametrisierte Geoddtische im
Sinne von Definition 8.1.

Beweis Die Kurve ist lokal lingenminimierend, denn ist ¢ eine Kurve von c¢(s)
nach c(t) mit £(¢) < L(c[s), s0 wire cjg ) UCU ¢l 1) eine Kurve kiirzer als c. Da
¢ kompaktes Bild hat, exisitert ein minimales p > 0 fiir alle ¢(¢) wie in Korollar 8.8.
Dann findet man eine Partition 0 =ty < t; < ... <t = 1 mit d(c(ti—1), c(t;)) < §,

so dass c| glatt ist.

i—1,tiy1]

Dann stimmt ¢, | .., filr jedes 4 < k mit der nach Korollar 8.8 eindeutigen Geo-

i+1]
détischen (bis auf Umparametrisierung) iiberein. O

Definition 8.10 Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit heist geoddtisch vollstdn-
dig, wenn jede Geoddtische auf ganz R fortgesetzt werden kann.

Satz 8.11 (Satz von Hopf-Rinow) Fir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit sind
die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) M st geoddtisch vollstindig, das heist jede Geoddtische existiert fir alle Zei-
ten.
(i) Fir alle p e M gilt D, = T, M, also exp ist auf ganz M definiert.
(iii) Es existiert ein p € M mit Dy = T, M, also exp,, ist auf Tp M fir ein p € M
definiert.
(iv) Abgeschlossene und beschrinkte Teilmengen sind kompakt.

(v) M st vollstindig (als metrischer Raum,).
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Kapitel 8: Geodatische und die Exponentialabbildung

Jede dieser Figenschaften impliziert, dass je zwei Punkte p,q in M durch eine mi-

nimierende Geoddtische von p nach q verbunden werden kénnen.

Beweis Man zeigt zunichst, dass es, falls (iii) fiir p € M gilt, zu jedem g € M eine
minimierende Geodatische von p nach ¢ gibt. Es gelte D), = T}, M und es sei ¢ € M.

Fir € > 0 wie in Satz 8.7 ist GB%(p) kompakt; es sei § € 61533(}7) ein Punkt mini-

malen Abstandes zu ¢. Dann gilt § = exp,(5v) fiir ein v € T}, M mit ||Jv]| = 1.

Behauptung: Dann ist v,|j0 g : t = exp,(tv) minimierende Geodétische nach ¢ fiir
R =d(p,q).

EsseiZ ={t € [0,R] | d(7(t),q) = R —t}. Dann ist Z nichtleer und abgeschlossen,

denn ¢ — d(7v,(t), q) +t ist stetig.

Fir to € Z und 0 < p < g9 sei ¢ € OB,(7y(to)) wie in Satz 8.7 angewandt auf
po = Yu(to). Dann gilt d(pg,q) = 0+ d(¢, ¢) und es folgt:

d(p,q') > d(p,q) — d(d', q)
=d(p,q) — d(po,q) + 0
:R—(R—t)+gzto+g

Damit ist die Verkettung von +,
nach Korollar 8.9 eine Geodatische. Aus der Eindeutigkeit von kurzen Geodétischen

[0,t,] und der minimalen Geodétischen von py nach q

folgt, dass diese Zusamensetzung mit ~, iibereinstimmt. Es gilt also ¢’ = v, (¢t + 0)
und mit d(vy(to + 0),q) = d(po,¢) —0 =R — (to + o) gilt to + 0 € L.

Wir kénnen nun die einzelnen Implikationen zeigen. Dabei gelten (i) = (ii) = (iii)
offensichtlich.
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1. Polarkoordinaten

(iii) = (iv): Es gelte D, = T, M und es sei K C M abgeschlossen und beschrankt.
Dann existiert R mit K C Bg(p). Da Bg(0,) kompakt ist, ist auch K kompakt.

(iv) = (v): gilt offensichtlich

(v) = (i): Es sei ¢ eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodétische mit maxima-
lem Definitionsintervall Z. Z ist nichtleer und offen. Ist (¢,,) eine Folge in Z mit
Grenzwert ¢. Dann ist ¢, = ¢(t,) wegen

d(c(tn), c(tm)) < [tm — tnl

eine Cauchy-Folge und konvergiert spmit gegen ein p € M.

Es sei o > 0 wie in Korollar 8.8 Fiir hinreichend groSes n gilt dann |t, —
t| < £. Die nach Bogenlénge parametrisierte Geodétische von g, = ¢(t,) mit
Startvektor ¢(t,,) existiert auf (—§, §), setzt also ¢ bis zum Zeitpunkt |t,[+§ >
|t| fort. O

Bemerkungen/Beispiele (1) Geoditische sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

Betrachte die Einheitssphire mit Geodétischen vom Nord- zum Siidpol:
N

(2) R*\{0}

.

| i |

-1 1

(3) B1(0) C R? ist geoditisch konvex aber nicht vollstindig.

Korollar 8.12 FEs seien M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und c
eine Geoddatische. Dann gilt:

(i) c ist lokal lingenminimierend.
(ii) Falls es keine kiirzere Geoddtische von c(a) nach c(b) gibt, so ist c|(, ) minimal.
(i4) Falls es eine weitere Geoddtische ¢ von c(a) nach c(b) mit L(€) = L(c|(q5) gibt,
50 st C|q,pye) fiir kein ¢ minimierend.
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Kapitel 8: Geodatische und die Exponentialabbildung

Beweis (i) Siehe Korollar 8.9.

(ii) Nach dem Satz von Hopf-Rinow existiert eine minimale Geodétische von c(a)
nach ¢(b). Ist ¢ also die Kiirzeste von ¢(a) nach ¢(b), so ist ¢ auch minimierend.

(iii) Ist ¢ eine weitere Geodétische von c(a) nach c(b), so gilt ¢(b) # ¢(b).

c(a)

Die zusammengesetzte Kurve kann keine Geodatische sein, da die Tangentialvektoren nicht
ibereinstimmen.

Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 existiert dann nach Satz 8.7 eine minimierende
Geodétische ¢ von ¢(b — ¢) nach ¢(b + ¢). Die Liange von ¢|q5—¢ U € ist strikt
kleiner als die Lange von c\[a’b +e]- Damit ist c][a,b +¢] nicht minimierend. O
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Kapitel 9.

Jacobifelder

Fiir p,q € M sei Q,, der Raum aller glatten Kurven ¢ : [0,1] — M mit ¢(0) = p und
c(l) =q.

Definition 9.1 Eine (glatte) Variation einer glatten Kurve c : [a,b] — M ist
eine glatte Abbildung

h:(—e,e)x[a,b] = M hs(t) = h(s,t)

mit hg = c. Gilt h(-,a) = c¢(a) und h(-,b) = ¢(b), so heist h eine Variation mit fes-
ten Endpunkten oder eigentliche Variation. Man schreibt cs fiir eine Variation
h von c.

Ist cs eine glatte Variation von ¢, so ist

d
Y(t) = & 0 Cs(t)
d 0
= a5y h(s,t) = hy(o,) (35>

ein Vektorfeld entlang c. Ist ¢, eigentlich, so gilt Y'(a) = 0 € T,y M und Y (b) =
0 e Tc(b) M.

Tatsédchlich ist jedes Vektorfeld ein solches Variationsfeld einer Variation von c: Ist
Y ein Vektorfeld entlang c, so definiert h(s,t) = exp.(sY (t)) eine Variation von c
und es gilt:

d

& o0 h(sv t) = ech(t)*O(Y(t))

= idr,, m(Y(1)) = Y (D).
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Kapitel 9: Jacobifelder

Falls Y in den Endpunkten von ¢ Verschvvlndet so ist die so definierte Variation

eigentlich. Bestimme %’ _0 ) und ‘
1 d
3 a5y (€5, ¢5) = (Vsc(s), é(s))
d
<vs Cs, > = <vtdscsycs>
d d .
= <dS CS)CS> - <dS 0 057vtcs>
= (Y, &) — (Y, Vé)
d d )
il o= 3 ], o
(Y, ¢ — (Y, V)
gl
Damit folgt:
d d b1 b b
—|  Eles) = — Slésll = (Y0, — [ (Y, Vid
Sl Eler=g| [ 5lal = mal - [(wva

Betrachte E : €,;, — R. Dann ist ¢ € ), genau dann eine Geodatische, wenn
c ein kritischer Punkt von E ist, das heist i‘ E(cs) = 0 fur jede eigentliche
Variation von c. Ist ¢ ein kritischer Punkt von E so sei ¢s die von Y = fV;é mit
f(0) =0 = f(1) erzeugte Variation. Dann ist ¢s eigentlich und es gilt

b
B == [ fIviel?

also Vy¢ = 0. Ist ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert, so gilt

d

0:£

d
ds

d
—o L(cs) = ds

E(cs)
s=0

Eine Kurve ¢ € ), ist genau dann ein kritischer Punkt von £, wenn ¢ eine umpa-
rametrisierte Geodéatische ist.

1. Ausblick: Hesse & Morse - Theorie

Sei f € C*(M), sei nach Konvention Vxf = X(f) = df(X), und Vf = df €
QY (M) =T(T M*). Fiir die Hessesche Hy = V2f gilt nach Proposition 7.3:

VZf(X,Y) = (Vxdf)(Y) = X(Af(Y)) - df(VxY)
= X(Y[) = (VxY)(f) (= Vi in Kapitel 7)
= [X,Y]f+Y(X[) = (VxY = Vy X)f = (VyX)f
[X,Y] Torsionsfreiheit
=Y(X[) = (VyX)(f) = V2f(Y, X) = Hy(Y, X)
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1. Ausblick: Hesse & Morse - Theorie

Die Hessesche ist also eine symmetrische R-Bilinearform Hy : V(M) x V(M) —
C>°(M). Sie ist im Allgemeinen nicht C>°(M)-bilinear. Ist p € M ein kritischer
Punkt von f, das heist df|, = 0, dann héngt Hy |, nur von £ = X, und =Y}, ab:
Ist X ein Vektorfeld mit Xp ={ = X, so gilt:

Hy [,(X,Y) = X, (Y f) = df|p(VgY) = X, (Y f) = (Y f)
T
=X,(Yf)=...=H; [,(X,Y)

Hy |, ist eine Bilinearform auf T, M. Insbesondere héngt Hy |, nur von der diffe-
renzierbaren Struktur von M und nicht von der Riemannschen Struktur ab. Ist Hy
nicht ausgeartet, so hei§t die Anzahl der negativen Eigenwerte der Index von f in
p. Ist v € T, M der Eigenvektor zu einem negativen Eigenwert k£ und «y eine Kurve
mit y(0) = p und 4(0) = v. Dann gilt

2
0> Alll? = Hy y(o,0) = v((F o)) = <3| FO(®)
t=0

Entlang der Kurve v nimmt f also ein striktes Maximum an.

f Hohenfunktion

Tatséchlich ist jeder nicht ausgeartete kritische Punkt von solcher Gestalt.

Morse-Lemma Es sei p € M ein nicht ausgearteter kritischer Punkt von f €
C*°(M) mit Index a. Dann existiert eine Karte (¢,U) um p mit ¢(p) = 0 und

F=1m) = (@) = (@) = = (@) + (T2 + ...+ (p™)2

Morse-Theorie
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Kapitel 9: Jacobifelder

s f(s) Index 2
(glob. Max. d. Héhenfktn.)

+ f(r) Index 1
— La=f@

+ f(¢) Index 1

M®*={f <a} + f(p) =0 Index 0

R

Die Topologien von M® und M? sind identisch, wenn zwischen a und b keine kriti-
schen Werte auftreten. ,, Rekonstruktion“: Klebe sukzessive fiir die nicht ausgearteten
kritischen Punkte p Zellen der Dimension Ind(p), das heiét By (0) C R4 (P),

Auf jeder glatten Mannigfaltigkeit existiert eine sogenannte Morse-Funktion, das
heist eine Funktion mit isolierten kritschen Punkten, die alle nicht entartet sind und
fiir die f~'([a,b]) kompakt ist. Ist f(p) = a ein kritischer Wert, so unterscheiden
sich M*~¢ und M“*¢ durch das Ankleben einer Ind(p)-Zelle.

Weitere Informationen zu diesem Thema lassen sich im Buch ,Morse Theory* von
J. Milnor [6] finden.

2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in
kritischen Punkten)

Es sei ¢ eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodétische, cs eine Variation von ¢

und Y(t) = 4

ds|,q ¢s(t). Dann gelten die folgenden Gleichungen:

1 £ . 2
Ble) =7 [ el

d

$<657 Cs> = 2<v5657 Cs>

d
<vtd CS) CS>

d? d d )
ds 2<CSaCS> = <V vz‘,d Cs>cs> <th CSavsCs>
d d |?
-9 Rulp 92 “@
<vsvtd8057cs> + Hvtdscs
d d d d d
Vth CS_VtVdCS—’_R(dCS’dt >dcs
——
s=0:Y (t)
Zur Ubersichtlichkeit setzen wir nun V.Y =: Y’
1 d? o d s
5 @ <CS,CS> = <Vtvsdscs,cs> =+ <R(}/, C)Y, C> + HVtYHQ

!/
= (Vogseat) —(RO.OLY) + VP
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2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in kritischen Punkten)

d N Y Y
T B(es) = { Vog-en s O+/0 IY'? = (R(Y, )¢, V)
d? . d 1 d,.
| lel= g (Gremasler)
1/d N2 1 d? g
=3 (Gl tel) +3 0]l
d2 d? 1 d 2
- 9 L s) — 7 o E s) — o .s 2>
3| Lo =ga| =g [(G] e

L L
[V - (RO Y) - (92
0 0

d
= <vsdsCSa és>

Bezeichnet Y =Y — (¢,Y)¢ den Normalenanteil von Y beziiglich ¢, so gilt:

VY =Y — (Ve Y)e— (6, Y)é — (¢,Y) Ve
=Y — (6, Ve = (Yt

Y5 = (ROYL, 6)e, Y1) = (Y — (&, Y)e, Y — (6, Y")e) — (R(Y, )¢, Y)
+ (R(Y,C)é, (¢,Y)eé)
+{(R((&,Y)é,¢)é, Y — (¢, Y)é)
= [[Y']]> = (R(Y,&)¢, Y) = ((Y', &)
Es gilt:
L

d
E(Cs) = <Vs¢g087é> 0

Erinnerung Fiir eine glatte Funktion f auf M gilt in kritischen Punkten p:

d2
ds?

£ €L
[ - (Rt ge v
0

s=0

d2

Hf(va) = a2

f(v(1))

t=0

mit y(0) = p,4(0) = v. Diese Eigenschaft verwenden wir in der folgenden Definition
als Ausgangspunkt.

Definition 9.2 FEs sei Y ein Vektorfeld entlang einer nach Bogenlinge parametri-
sierte geoddtische Kurve ¢ und cg die von'Y erzeugte Variation. Die durch

d2
(YY) = 152 E(cs)

s=0

auf dem Vektorraum der Vektorfelder entlang ¢ definierte symmetrische Bilinearform
heist die Indexform von c.

Sind X, Y Vektorfelder entlang ¢, welche in den Endpunkten verschwinden, so gilt
L

I(X,Y) = — /O (X" + R(X,¢)é,Y)
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Kapitel 9: Jacobifelder

denn bezeichnet ¢g die von Y erzeugte eigentliche Variation, so gilt

d L
E(Cs) = <vsd9637é> 0
L

= V) = (YY) — (R(Y.¢)e, Y)

d2

L
il Y'||? = (R(Y,é)e, Y
N + [TV = (R0 Y)

s=0

_ / L £ " &)

— Yl [Ty + RO
L

:_/0 (Y" + R(Y, )i, Y.

Die Indexform um eine Geodétische ¢ ist genau dann ausgeartet, wenn ein in den
Endpunkten verschwindendes Vektorfeld entlang ¢ existiert mit

YY"+ R(Y,¢)¢ = 0. (9.1)

Definition 9.3 FEin Vektorfeld entlang einer Geoddtischen c heist Jacobifeld, wenn
es die obige Differentialgleichung (9.1) erfillt.

Lemma 9.4 Es sei c: [0,1] — M eine Geoddtische, p = ¢(0). Dann existiert fir
alle v,w € Ty M genau ein Jacobifeld J entlang ¢ mit J(0) = v, J'(0) = w.

Beweis Es sei ey, ..., e, € T, M eine Orthonormalbasis des Tangentialraums in p
und es bezeichnen Fj, ..., E,, die entlang c parallelen Vektorfelder mit E;(0) = e;.
Dann ist jedes Vektorfeld Y entlang ¢ von der Form Y = 37, #'E; und es gilt:
Y= (0 Ei +'VieE) = i By
i

1

sowie Y = 3 7j' E;. Setzt man R(Ej, ¢)é = 3, 05 By, so ist (9.1) zum System linearer
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

i+ n'os =
A

Existens und Eindeutigkeit folgen mit der Losungstheorie gewothnlicher Differential-
gleichungen. O

Beispiel (Jacobifelder des R™) Die Geodétischen des R™ sind genau die Gera-
den. Ein Vektorfeld Y entlang einer Geraden ist genau dann ein Jacobifeld, wenn
Y = 0 gilt; jedes solche ist der Form Y (t) = v + tw.
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2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in kritischen Punkten)

Sind die Startwerte eines Jacobifeldes tangential an ¢, etwa J(0) = A¢(0) und
J'(0) = ue(0), so gilt

T () = (A +tp)e(t),
denn

J"(t) = Vi(pe(t) + (A +tp) Vie(t) = pVie = 0,
=0
R(T,¢)él, = (A + tp)R(é, é)é = 0.

Zu c tangentiale Jacobifelder tragen keine geometrischen Informationen; vgl. zweite
Ableitung des Léngenfunktionals. Gilt fiir die Startwerte eines Jacobifeldes 7 (0)
und J'(0) = ¢(0)*+

(T,6) =(T" &)+ (T, Vie) = — (R(T, ¢)é, ¢) = 0,
also J'(t) L ¢(t) fiir alle Zeiten ¢ und (J,¢)" = (J’,¢) = 0, somit J(t) L é(t) fiir
alle ¢.
Der R-Vektorraum der Jacobifelder entlang einer Geodétischen ¢ hat die Dimension

2dim(M) und die zu ¢ normalen Jacobifelder bilden einen Vektorraum der Dimen-
sion 2dim(M) — 2.

Satz 9.5 Es sei c: [0,1] — M eine Geoddtische und cs eine Variation von c, so
dass alle Kurven cs Geoddtische sind. Dann ist das zugehdrige Variationsfeld ein
Jacobifeld entlang c. Jedes Jacobifeld ist von dieser Gestalt.

Beweis Es sei ¢s eine Variation von ¢ und alle ¢s seien Geodétische. Dann gilt:

vov(wde)

dSCS s=0
d
= v
d d d
vs vtacs + R <dtcs-; dSCS> dtcs o0
=0 =c =Y =c
= —R(Y,¢)é

Es sei umgekehrt J ein Jacobifeld entlang ¢, v die durch v(0) = ¢(0), 4(0) = J(0)
definierte Geodétische, sowie V und W die entlang v parallelen Vektorfelder mit
V(0) = ¢(0) und W(0) = J'(0). Dann ist

¢s(t) = expy) (E(V (s) + sW(s)))

eine Variation von ¢ und alle Kurven cs sind Geodatische. Das zugehorige Variati-

onsfeld Y = %‘ _,Cs ist nach dem oben Bewiesenen ein Jacobifeld. Es gilt
YO = 5| ewO= | =70
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Kapitel 9: Jacobifelder

und

s=0 t=0

s @, TP (t(V(s) +sW(s)))

= Vs(V(s) + sW(s))|,—o
V'(0) + W(0) + OW'(0)
w(0) = J'(0)

=V

s=0

Nach Lemma 9.4 stimmen J und Y tiberein. O

Erinnerung (Korollar 8.12 (iii)) Die zusammengesetzte Kurve oben ist kiirzer
als die durchgezogene Kurve unten.

Definition 9.6 FEin Punkt p € M heist zu q konjugiert, wenn q ein singuldrer
Wert von exp,, ist. p heist konjugiert zu q entlang der Geoddtischen c, wenn
eXPpi(0) Stnguldr ist, das heist Kern exp,,,.) # {0}

Proposition 9.7 Fin Punkt p ist genau dann konjugiert zu q entlang einer Geodd-
tischen ¢, wenn es ein nichttriviales Jacobifeld entlang ¢ gibt, welches in den End-
punkten verschwindet.
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2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in kritischen Punkten)

Beweis Nach Satz 9.5 ist jedes Jacobifeld J entlang ¢ mit J(0) = 0 von der Gestalt
J(t) = % o exp, (t(¢(0)+s J'(0)), oder allgemein %‘ o XPa(s) (t(V(s)+sW(s))).
Es gilt dann a

1) = L exp, (@0) + 5.7(0) = expyrco) (T (0))

ds s=0

Damit existiert genau dann ein nichttriviales Jacobifeld J entlang ¢ mit 7 (0) = 0,
J(1) =0, wenn Kern exp,,.o) # {0} O

Bemerkung 1) Der Raum der nichttrivialen Jacobifelder mit verschwindenden
Endpunkten entlang ¢ hat genau die Dimension dim Kern exp,,,4(g)-

2) Ist p konjugiert zu ¢, so ist ¢ konjugiert zu p.

3) Fiir jedes Jacobifeld J entlang ¢ mit J(0) = 0= J(1) gilt (7,¢) = (J',¢) =0,
denn

(T ¢) =(J", &) = =(R(T,¢)é, ¢) =0,
also ist (J',¢) = (J,¢) konstant. Ferner gilt (7(0),¢(0)) = 0 = (7(1),¢(1)),
also ist (J,¢) = 0.

4) Sind p und ¢ nicht entlang ¢ zueinander konjugiert, dann ist jedes Jacobifeld
J entlang ¢ eindeutig durch 7(0) und J(1) bestimmt, denn sind J und J
Jacobifelder mit identischen Randwerten, so ist J —j ein Jacobifeld welches in
den Endpunkten verschwindet.

5) Zwei Punkte sind genau dann konjugiert entlang der Geodétischen ¢, wenn eine
eigentliche geodéatische Variation von c existiert.

Satz 9.8 Es seien p,q € M und sei c¢: [0,1] — M eine Geoddtische von p nach q.
(i) Ist entlang ¢ kein Punkt zu p konjugiert, dann existiert eine Umgebung U von
¢ in Qpq, so dass L(¢) > L(c) und E(¢) > E(c) fir alle ¢ € U gelten.
(ii) Falls ein to € (0,1) ewistiert, so dass p = ¢(0) zu c(to) entlang ¢ konjugiert
ist, so existiert eine eigentliche Variation cs von ¢ mit L(cs) < L(c) und
E(cs) < E(c) fiir hinreichend kleine s.

Lemma 9.9 (globales Gaus Lemma) Es seien v,w € T), M und c(t) = exp,(t -
v). Dann gilt

<epr*tv (U>7 CXPpxtv ('LU)> - <’U, w)'
Insbesondere ist jede Geoddtische in p orthogonal zu der Abstandssphdre
Sr(p) ={q|d(p,q) =}

Beweis Y sei das durch die Startwerte Y/(0) = 0 und Y'(0) = ¥ bestimmte Jaco-
bifeld entlang c¢. Dann gilt:

Y= | em Ve +s W) A0 =p50) = Y(0) =0
= e (e (o+5Y) V() = V(0) = é(0) = v
= €XPpp (W) Wi(s)=...= %
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Es sei ¥ = Av +u mit u L v. Der zu ¢ tangentiale Anteil von Y ist dann

YT(s) = Asé(s),

denn Y77 = 0 und R(Y7,¢é)¢ = AsR(¢,¢)¢ = 0. Also gilt Y(¢) = Me(t) + YA (1),
wobei Y+ der zu ¢ orthogonale Anteil von Y ist. Es folgt

(€D 0)s 5D () = { expy (1), Y (1))

= (¢(t), Mté(t) + Y (b))
= At[|e()||2 = Mt|v]?

(v,w) = (vt +w)) = tA|v]|? O

Lemma 9.10 Es sei c: [0,1] — M eine Geoddtische, v = ¢(0) € T, M und
(stiickweise) glatte Kurve in Ty, M mit 1(0) = 0 und ¢(1) = v, dann gilt

L’(expp o) > L(c),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn ¢ eine monotone Reparametrisierung von
t— tv ist.

Beweis Es seien p und ¢ glatt, so dass ¢ = p¥ mit ||J]| = 1 (Polarkoordinaten).

[(expy 0¥)'[|” = || €xPpupo (0 + o) ||?
= 0" (exPpu gy (1), €XD s i (V)
—(9,0)=1
+ 200" (XD i (1), €XD s oy (V')

=(0.0)=419]*'=0

+ 92 <expp*g’t9 (19/)7 expp*gﬁ(ﬁ/»
= 0% + 0[] expyuy ()|

Damit folgt

1
L(exp,, o1p) Z/O &' = e(1) — 0(0)] = [[v]| = L(c)
Gleichheit gilt genau dann, wenn ¥ konstant und ¢ monoton ist. (I

Beweis (von Satz 9.8) (i) Es sei ¢: [0,1] — M eine Geodétische, seien p = ¢(0)
und ¢ = ¢(1) und es existieren keine zu p konjugierten Punkte entlang c. Es be-
zeichne ¢: [0,1] — T, M mit ¢(t) = tv. Fir jedes t € [0,1] ist nach Vorausset-
ZUNgG €XPpy,(¢) Teguldr, also eine lokaler Diffeomorphismus. Es sei {W;} eine end-
liche offene Uberdeckung von ¢([0,1]), so dass exp, |w,: Wi = exp,(W;) = U;
ein Diffeomorphismus ist.

Ziel: Lifte Variationen von M nach T), M.
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2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in kritischen Punkten)

(i)

e-Schlauch

Es sei t; eine Partition von [0, 1], so dass ¢([ti—1,ti]) C W;. Ist ¢, eine Variation
von ¢, so kann € > 0 so gewahlt werden, dass
Cs: [tifl, ti] X (—5,8) —U; = epr(Wi)

gilt. Dies definiert eine Variation 15 von ¢ wie folgt: Ist 1, bis ¢;_1 definiert und
gilt ¥s(ti—1) € Wi, so setzt man 9);(t) = exp, ]I}}L(cs(t)) Nach Lemma 9.10 gilt
also

L(exp, ohs) = L(cs) > L(c)
fiir alle s. Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt dann:

B(cs) > () > %E(C)Z — B(0)

2

Es sei ¢(tp) entlang ¢ zu p = ¢(0) konjugiert.

Behauptung: Dann existiert ein zu ¢ orthogonales Vektorfeld Y entlang der
Geodaétischen ¢ mit Y(0) =0, Y (1) =0 und Z(Y,Y) = 0.

Dann gilt fiir die zugehérige eigentliche Variation ¢y von c:

% L) =A % _ Ble)=0
und, da Y normal ist,
d? d?
12 3205(05) = 12 _ E(cs) =Z(Y,Y) <0

Somit ist ¢ lokales Maximum.

Beweis der Behauptung: Es existiert ein nichttriviales (zu ¢ orthogonales)
Jacobifeld J entlang c|(g ¢, mit J(0) = 0 und J(to) = 0. Erinnerung: Ist
¢ € Qp, eine Geodétische und ¢, € (0,1), so dass c(tg) zu p = ¢(0) entlang
¢ konjugiert ist, so existiert ein Vektorfeld Y entlang ¢ mit Z(Y,Y) < 0.
Beweis der Ezistenz von Y : Da ¢(tg) zu p entlang ¢ konjugiert ist, existiert

ein nichttriviales Jacobifeld J entlang clg ., mit J(0) = 0, J(t9) = 0.
Es sei X das entlang ¢ parallele Vektorfeld mit X (t9) = —J'(to) (nach
Lemma 9.4 ist J'(tp) # 0) und «: [0,1] - R mit «(0) = 0 = «(1) und
aftp) = 1. Fiir z=«a- X und n > 0 sei

Y(e) = Jt)+n-Z(t) fir0<t<tg
n-Z(t) fiir tg < t <1
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Y ist nun stiickweise glatt, die Variationsformeln fiir £ und F, beziehungs-
weise die Indexform lassen sich aber ganz analog fiir stiickweise glatte Vek-
torfelder beziehungsweise Variationen formalisieren. Es gilt, da Y orthogo-
nal zu c ist, fiir die zu Y gehorigen Variationen cg:

d2
T ds?

2
J,y) =L

ds? Ees)

L(cs)
s=0

0
-/ YR - (R(Y. )6 Y)
:/0“’ (0 — (R(J, &)é )

+ o /Oto (I, 2y — (R(J, &), Z)

S=

1
+n2/0 (Z',7"Y —(R(Z,¢)é, Z)

und mit
(I, = (I, T+ T, T
= <J,a Jl> - <R(J> C)C, J>
(J, 2 ={(J,2"y+(J" Z
= (J', 7"y — (R(J,é)¢, Z)
folgt

JY,Y)={(J, )5 +2(J, Z) |l + n*J(Z, Z)
=0+ 21 ((J'(to), Z(to)) — (J'(0), Z(0))) +7°J(Z, Z)
= —2q||J (to)|* + *J (Z, Z)

Fiir hinreichend kleines n > 0 ist damit J(Y,Y") < 0. ]

Betrachte die Sphare vom Radius r > 0, S7' C R

Sy

7

—

Als differenzierbare Mannigfaltigkeit ist S)* diffeomorph zur Standardsphére S™ =
ST, vermoge der Abbildung p — %p. Bezeichnet (-, -),., die von R auf S induzier-
te Riemannsche Metrik, so sind (S2, (-,-),) und (S™,r%(-,-),) isometrisch. Es folgt
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2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in kritischen Punkten)

also diam(S7, (-, -)
v,w € T), M aufgespannte Ebene
<R(U,UJ)’LU,’I“>T T2 <R(an)w¢v>1

Sn
secy™ ({v,w}) = =
ro [olFllwllf = (v, w), Aol lwlf = (v,w),)

) = mr = rdiam(S"™, (-, -);). Fiir die Schnittkriimmung einer von

1 gn 1
= g sec, {v,w}) = ol
Insbesondere gilt fiir die Ricci-Kriimmung;:

. Sn (% v
ricyr (v,v) = E <R (ei, > ,ei>
P : [vlls/ [l

2

. 1
= [lolfF Y secy” ({v,ei}) = o]l -5 (n = 1)

i>2
1
= (1) (.0),.
wobei {W, €2, ...,en} eine Orthonormalbasis ist.

Satz 9.11 (Bonnet-Myers) Es sei (M, g) eine vollstindige m-dimensionale Rie-

mannsche Mannigfaltigkeit mit

ric, > (m — 1)ﬁg
fiir ein v > 0. Dann gilt

diam(M, g) < mr = rdiam(S™, (-,-);).
Insbesondere ist M kompakt.

Beweis Es sei | < diam(M, g). Dann existieren p,q € M mit (p,q) = [ und nach

dem Satz von Hopf-Rinow eine minimale Geodétische ¢: [0,]] — M von p nach
q. Fir jedes Vektorfeld Y entlang ¢, welches in den Endpunkten verschwindet, ist
JY,Y) > 0. Es sei ¢(0) = eq,...,epn € Ty M eine Orthonormalbasis und E; die
entlang ¢ parallelen Vektorfelder mit E;(0) = e; fiir ¢ < m. Fiir

Y;(t) = sin (7;75) E(t)
l
0<J(Y;,Y;) = - O/ (Yi" + R(Y:, )¢, Vi)
l
- O/ <_7lf sin (?t) E;(t) + sin (7;75) R(E;, ¢)éy, sin <7t) Ei(t)>
= [ (7;15) <7lf — (R(E;, )¢, Ez-<t>>> :

0
Es folgt
! 2
o .o (T ™ . /. .
0< ; J(Y;,Y;) = /sm <Zt> ((m- 1) 75 — rie(é(1), é(t)))
iz 0
<m-1)(%-%)

und somit 7{—22 — ,%2 >0, also Il < 7r. O
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Bemerkung (1) Die Existenz einer uniformen positiven Kriitmmungsschranke ist
entprechend

M={xcR® |23 +23—2%=—1,23 >0}

-

Dies ist nicht H?
Es gilt:

1
SeCa;(M, g) — W

also sec > 0, aber sec, M 0 und M ist nicht kompakt.

(2) Die Durchmesserschranke im Satz von Bonnet-Myers ist scharf in dem Sinne,
dass falls (M, g) eine vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric > (m —
1) ist und diam(M, g) = 7r gilt, so folgt (M, g) ist isometrisch zu S™. (Cheng,
1975 [3])

3. Exkurs: Uberlagerungen, Fundamentalgruppe und
Gruppenwirkungen

Erinnerung Zwei Wege, stetige Abbildungen, g, c;: [0,1] — M heiSen homotop,
wenn eine stetige Abbildung

H:[0,1] x [0,1] — M

existiert mit H(0,-) = ¢p und H(1,:) = ¢;. Gilt H(-,0) = ¢¢(0) = ¢1(0) = p und
H(,1) =co(1) = e1(1) = g, so heist H eigentlich.

Bemerkung Sind zwei glatte Wege homotop, so kann eine glatte Homotopie ge-
wéhlt werden. Die Fundamentalgruppe 71 (M, p) ist die Menge der Homotopie-
klassen von Wegen ¢ € (), beziiglich eigentlicher Homotopien mit der durch die
Verkettung von Wegen induzierten Gruppenstruktur.

Fiir eine zusammenhéngende Mannigfaltigkeit sind 71 (M, p) und 71 (M, q) isomorph,
schreibe 71 (M ). Eine Mannigfaltigkeit heist einfach zusammenhéngend, falls M
zusammenhéngend ist und 71 (M) = 0 gilt.
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3. Exkurs: Uberlagerungen, Fundamentalgruppe und Gruppenwirkungen

Eine glatte Abbildung 7 : M — M heiét Uberlagerung, wenn fiir alle p € M eine
Umgebung U existiert, so dass 7~ }(U) = UUZ- eine disjunkte Vereinigung offener
Mengen Uj ist und fiir alle U; : 7|y, : U; — U ein Diffeomorphismus ist. Sind M und
M Riemannsch, so heist eine Uberlagerung 7 Riemannsche Uberlagerung, falls
7 eine lokale Isometrie ist.

Proposition 9.12 Es seien M und M zusammenhingende Riemannsche Mannig-
faltigkeiten, M wvollstindig und m : M — M eine lokale Isometrie. Dann ist © eine
Riemannsche Uberlagerunyg.

Beweis Fiir p € M und v € T, M seien p € 7 '(p), 0 = 7} (v) € Tpe M und
¢ die Geoditische von M mit &0) = j, ¢(0) = ©. Dann existiert ¢ fiir alle Zeiten.
Da 7 eine lokale Isometrie ist, ist ¢ = m o ¢ eine auf ganz R definierte Geodétische
von M mit ¢(0) = 7(p) = p und é(0) = m5(0) = v. Nach dem Satz 8.11 von Hopf-
Rinow ist M damit vollstdndig. Es sei p = 7(p) und sei ¢ € M. Dann existiert eine
Geoditische ¢ : [0,1] — M von p nach ¢. Es sei ¢ die Geoditische in M mit &(0) = p
und ¢ = 7r;pl
Betrachte nun das folgende Diagramm:

(¢(0)). Dann gilt moé = cund w(&(1)) = ¢(1) = ¢. Damit ist 7 surjektiv.

€XPp -
BE(Oﬁ) Ba(p)
# o pen)
exp,
TPM 2 Bs(op) Bs(p) g M

Fiir hinreichend kleines € > 0 ist exp ein Diffeomorphismus und das folgende Dia-
gramm kommutiert. Damit ist 7p_5 ein Diffeomorphismus. Waren fir p; und po
die e-Bélle nicht disjunkt und es existiere eine nichttriviale Geodétische der Léange
< 2e von pj nach po und damit eine Geodétische von p nach p der Lénge < 2¢, also
in B.(p). Also sind B.(p1) und B.(p2) fir p1 # pa disjunkt. O

Proposition 9.13 Es seien M und M zusammenhingenden Riemannsche Mannig-
faltigkeiten und m : M — M eine Riemannsche Uberlagerung . Dann ist M genau
dann vollstindig, wenn M wvollstindig ist.

Beweis ,,=“: Folgt nach Proposition 9.12

,<=“: Bssei M vollstindig und p; eine Cauchy-Folge in M. Dann ist p; = 7(p;) auch
eine Cauchy-Folge, denn 7 ist 1-Lipschitz, konvergiert also gegen p € M. Dann
liegen fast alle p; in einer Umgebung U, so dass 7y, : Up — U eine Isometrie
ist. Sei Uy, so, dass fast alle p; in Uy liegen. Dann konvergiert p; gegen p € U,
mit p € 7 1(p). O

Fir jede zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit M existiert eine bis
auf Isometrie eindeutige einfach zusammenhiéingende Riemannsche Uberlagerung M.
Betrachte die topologisch universelle Uberlagerung M von M. Zieht man die diffe-
renzierbare und geometrische Struktur von M auf M zuriick, so wird M zu einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit und die Uberlagerungsabbildung zu einer Riemann-
schen Uberlagerung,
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Problem: Es ist nicht klar, warum M eine abzdhlbare Basis der Topologie hat. Es
gibt dabei zwei Auswege, zum Einen kann man zeigen dass 71 (M) abzéhlbar ist
(Diplomarbeit von M. Herrmann), die andere Moglichkeit ist in ,,Foundations of
Differential Geometry“, Band I, Appendix 2 [4] beschrieben.

Die Fundamentalgruppe 71 (M) ist isomorph zur Gruppe der Decktransformationen:

Jede Decktransformation ist glatt, also ein Diffeomorphismus, und sogar eine Isome-
trie, da 7 eine lokale Isometrie ist. Jedes Element von 71 (M) induziert eine Isometrie
von M.

4. Wirkung diskreter Gruppen

Es seien I' eine diskrete Gruppe und X eine Menge. Eine Wirkung von I' auf X,
geschrieben I' ~ X, ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : I' — Sym(X), schreibe
o(7)(xz) = v.x, und insbesondere gilt v.(0.z) = (v0).x und lp.x = z. Ist ' ~ X
eine Wirkung, so bezeichnet Iz = {v.z | v € I'} die Bahn oder den Orbit von z
und I'; = {y € T' | v.z = z} die Isotropieuntergruppe von I' in z. Jede Wirkung
induziert eine Aquivalenzklassenrelation auf X:

r~ys Iyeliyox=ysyelae

Die Aquivalenzklasse [z]. ist also genau die Bahn durch x. Der Quotient X/F =
T/ = UT.z heist Bahnenraum der Wirkung , die Abbildung X — X/F,x —
[z]. die kanonische Projektion. Eine Wirkung heist frei, wenn fir alle z € X
'y = {1r} gilt. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und T' eine glatte
oder isometrische Wirkung, das hei§t ¢ : I' — Diff (M) oder ¢ : I' — Iso(M). Eine
solche Wirkung heist eigentlich diskontinuierlich, wenn fiir jedes Kompaktum
K C M mit #{y € T | .KNK # 0} < oo; in diesem Fall ist M/ hausdorffsch.
Ist diese Wirkung zudem frei, so ist der Bahnenraum /T in natiirlicher Weise eine
(Riemannsche) Mannigfaltigkeit und die kanonische Projektion 7 : M — M/F eine
Riemannsche Uberlagerung.

Beispiel 9.14 (1) Ist 7 : M — M eine universelle Riemannsche Uberlagerung,
so ist m (M) ~ M frei und eigentlich diskontinuierlich und isometrisch, der

Quotient M /71 (M) ist isometrisch zu M.
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4. Wirkung diskreter Gruppen

(2) Betrachte die Wirkung Z* ~ R? durch Translationen (a,b).(z,y) = (z+a,y-+b).
Die Wirkung von Z? auf R? ist isometrisch, frei und eigentlich diskontinuierlich.

2
Beweis Der Quotient R /72 ist diffeomorph zum Torus T' 2 = 51 x S, Die glatte
Abbildung R? — T2, (z,y) — (e2™*,¢?™®) faktorisiert iiber die Wirkung und
induziert einen Diffeomorphismus.

L . . . . .
o
L . . . . .
R2

L . . . . .

Y
ee o . . . .

)

y/

Die durch die Wirkung auf 7?2 induzierte Metrik ist flach, in dem Sinne dass die
Kriimmung konstant Null ist. Die Geodétischen des flachen Torus sind genau
die Bilder von Geodétischen des R?, also von Geraden, unter der kanonischen
Projektion.

(3) Der n-dimensionale reell-projektive Raum RP™: betrachte Z /97 ~ S™, v.p =

Y #FL1EL/yy,
SnﬂZ/QZ

Geodatische minimieren
i 5 ud
bis zur Linge < §
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RP" =5/(2 /3 z)

S RP"

)

x Snil/(Z/QZ) —Rpr-1

Es sei (M, g) vollstéindig und ric(psq) > (n — 1) g fiir ein 7 > 0. Dann erfiillt auch
M diese Voraussetzungen; insbesondere ist M (ebenfalls) kompakt. Da 71 (M) ~ M
eigentlich diskontinuierlich wirkt, gilt

#m(M) = #{y e m(M) | v.M N M # 0} < o0

Korollar (zum Satz von Bonnet-Myers) Unter den Voraussetzungen des Sat-
zes hat M eine endliche Fundamentalgruppe.

Satz 9.15 (Hadamard-Cartan) FEs sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit sec(ns gy < 0. Dann ist fir alle p € M die Ezponentialabbildung
exp, : Tp M — M eine Uberlagerung. Insbesondere ist jede einfach zusammenhdn-
gende vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit sec < 0 diffeomorph zu R™.

Beweis Es sei ¢ eine Geodéatische und Y ein Jacobifeld entlang ¢ mit Y (0) = 0.
Dann gilt fiir f(¢) = ||V (¢)]?:

7(0) = 2(7"(0), Y (0)) = 0
und

fr=2(Y"Y)+ (Y, Y")
=2([Y"* = (R(Y, )&, Y) > 0

—

=Xsec(&,Y)<0
Also ist f nichtnegativ und konvex. Wére Y ein nichttriviales Jacobifeld, welches
in Punkten 0 und ¢y verschwindet, so folgte aus f(0) = 0 und f(tp) = 0, dass f,
und damit Y verschwindet. Somit existieren auf M keine zueinander konjugierten
Punkte. Die Exponentialabbildung ist also ein lokaler Diffeomorphismus. Die Metrik
g = expy,(g) auf T, M ist nach dem Gaus-Lemma und dem Satz von Hopf-Rinow
vollstdndig. Nach Proposition 9.12 ist damit exp,, (T, M, g) — (M, g) eine Riemann-
sche Uberlagerung. (I

Erinnerung (Blatt 12, Aufgabe 2) Seien ~; und 2 Geodétische mit ~;(0) = p,
v =1(0), w = 45(0) und £(t) = d(3(t), 32(t)). Dann gilt:

£(6) =t = w] (1= 15 sec(w w)(1 + (0, w))?) + oft")
>1 fiirsec <0
(1 - 113 sec(v, w)(1 + <v,w>)t2) 4o =1 fiirsec=0
<1 fiirsec>0

94



5. Kriimmungsschranken und Irigonometrie

sec < 0

Ziel: Wir suchen ein globales Analogum.

5. Krimmungsschranken und Trigonometrie

Es bezeichne d,, die Abstandsfunktion d,,(¢) = d(p, ¢). Diese ist, in einer punktierten
Umgebung von p, glatt und es gilt d,(q) = || expgl(q)H. Es folgt dann

X(dy)(a) = 3 llexpp (exp, (t)]
= 71 exp,,k v
" e, O
—_——

=v
1 ]
Gl (X, exppuy (V) (nach Gaus-Lemma)
Jol 22
¢o(1)
Fiir eine glatte Funktion f heist das durch X (f) = (grad f, X) definierte Vektorfeld
der Gradient von f. Esist X(f) = df(X) und (grad f,-) = df. Fiir den Gradienten

von d, gilt nach der obigen Rechnung:

aradd, = XDy (V) _ 1) e
: [o]] 1O e
also || gradd,|| = 1. Eine Funktion f : U — R, U offen in M, heist lokale Ab-
standsfunktion, wenn || grad f|| = 1 gilt. Fiir p € U sei ¢, die Integralkurve von

grad f mit c,(f(p)) = p. Ist c eine (stlickweise) glatte Kurve von p nach g, so gilt

1 51 fl
20 = [ 161 = | [ temad .0)| = 1@ - )

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn ¢ eine monotone Reparametrisierung von
¢p ist. Damit ist ¢, eine (minimale) Geodétische, welche die Niveaumengen von f
durchlauft. Es gilt

Hy(X,Y) = X(Y f) = (VxY)(f)
= X(grad f,Y) — (grad f, VxY)
= (Vxgrad f,Y)

und mit || grad f|| = 1 folgt
1 2
0= L X||grac f]

— (Vx grad f, grad f)
= Hy(X,grad f).
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Kapitel 9: Jacobifelder

Fiir ein r € R sei M, = f~(r) eine Niveaufliche von f. Ist X tangential zu M,., das
heist existiert eine Integralkurve v von X in M,, dann gilt

d

0= &l

(f(v(1))) = X(f) = (grad f, X),

also ist grad f orthogonal zu M,. Fiir zu M, tangentiale Vektorfelder X und Y gilt
dann

0= X(grad f,Y) = (Vx grad /,Y) + (grad f, VxY)

also Hp(X,Y) = —(grad f, VxY). Fiir p € U wird durch X — Vx grad f ein linearer
Endomorphismus A, : grad ft — grad f* definiert. Es bezeichne

Ap=Ac ) C'p(t)L - ép(t)J_

grad 4”«17(’:‘

eine Einschrankung auf ¢,. Es sei 0 : (—¢,e) — M, eine glatte Kurve mit (0) = p.

M, =dy(r)

Dann ist (£, s) = ¢, (4)(t) glatt und fiir alle s € (—¢, €) ist dann ¢,(,) eine Geodétische
durch o(s); also ist cs = ¢, (,) eine geoditische Variation von ¢y = c¢,. Es bezeichne
J das zugehdorige Jacobifeld entlang ¢, mit J'(t) = Ay - T (p).
Sei f = d, die Abstandsfunktion zu p € M und c eine Geodatische von p nach ¢ =
¢(r) (nicht konjugiert zu ¢), das heist ¢ € M, = d,'(r). Dann ist jedes Jacobifeld J
entlang ¢ mit 7(0) = 0 und J L ¢ von obiger Gestalt: J wird von einer geodétischen
Variation cs erzeugt. Jede Geodétische t — c4(t) ist minimierend, also

o cs(r) € M, =d; ' (r)

e d,(cs(t)) =t = ¢ ist eine Integralkurve von gradd,
Fir o(s) = ¢s(r) stimmt dann J mit obiger Konstruktion tiberein.

AT=(AJ) —AT =J"-A*T = —R(J,&)e— AT
Setzt man R, = R(-, ¢)¢, so gilt
A+ A7+ Ry =0,

die sogenannte Riccatigleichung. Ist F ein entlang ¢ paralleles Vektorfeld mit
|IE|| =1 und E L ¢, so gilt

(AE,E) = (AE,E) = —(R(E, ¢)¢, E) — (A*E, E) = —sec(E, ¢) — ||AE|?
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6. Rdume konstanter Kriimmung

Ist die Kriimmung von (M, g) nach unten beschrénkt, sec(ys4) > &, so folgt die
sogenannte Riccatiungleichung:

(AE,E) = —sec(E,i) — |AE|* < —k — (AE, E)*

Setzt man a = (AE, E), so gilt

a'S—;—;—aQ

6. Raume konstanter Krimmung

Es bezeichne M]} den endlich zusammenhangenden n-dimensionalen Raum mit kon-
stanter Krimmung «, also fiir Kk = —1 den hyperbolischen Raum H", fir k = 0
die Ebene R™ und die Sphire S™ im Falle K = 1. Dann ist ein Jacobifeld entlang
einer Geodétischen c in M,! eine Linearkombination von Jacobifeldern j - E, wobei
FE ein entlang c paralleles Einheitsfeld ist und j eine Losung der eindimensionalen
Jacobigleichung

J' 4+ =0

Es bezeichnen sn,, und cs,; die Losungen mit sn,(0) = 0, sn/.(0) = 1 und cs,(0) = 1,
cs.(0) = 0, das heist

L . — .
T sinh(y/—kt) fir K <0
sng(t) = (¢ fir k=0

1/ /rsin(y/kt) fir K >0

cosh(v/—kt) firk <0
cse(t) = qt firk =0
cosh(y/kt)  fir k>0

csk (1)
sn ()

gilt ct!. = —k—ct2. Allgemeiner gilt fiir eine Losung j von j” +kj = 0 und b = (In j)’

Dabei gilt sn), = cs, und cs,, = —rsn,. Setzt man cty(t) = (= (Insng)), so

. e 2 . 2
Y — <J’>'_J”J—J’ i 2
=(L) = > = 5 = —K—

J J J

das heist b 16st die eindimensionale Riccatigleichung. Es sei J ein Jacobifeld entlang
einer Geodétischen ¢ in M mit J(0) = 0 und J L ¢. Dann ist J = sn, Y, wobei

Y ein zu c orthogonales und entlang c paralleles Vektorfeld ist.

sn’ CSk

1 1
AY =A—J=—"—7J ="ty = ""Y =ct,. Y.
Sny sny sny ST
Ziel: Wir suchen eine Abschétzung fiir Eigenwerte, beziehungsweise Operatornorm

von Ay und fiir das Wachstum von Jacobifeldern bei unteren Kriimmungsschranken.

Lemma 9.16 FEs seien a,b: T — R glatt fir ein Interval T, sowie
o d < —Kk—a?

o b = —k—b?
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Kapitel 9: Jacobifelder

o a(ty) < b(tg) fir einty € I.
Dann gilt:
(i) a(t) < b(t) fir alle t > tg
(i) Gilt a(to) = b(to) und a(t1) = b(t1) fiir t1 > to, so folgt a|p, 4] = blitg,1y)-
(iii) Gilt T = (0,t1] und %5% a(t) = oo, so folgt a < ct,, und falls a(ty) = ctu(to),
so gilt a = cty auf L.

Beweis Es gilt

((0—a)el b+a)’ = () —d)+ (b—a)b+a) el tta

(b/+b2—(a/+a2))efb+a >0
N~ —-
=—K <—k

Also ist (b — a)ef b+¢ monoton wachsend, das heiét b —a > 0 und es gilt (i). (ii)
folgt sofort aus der Monotonie. Gilt a(t) 120, 0, so existiert ein ¢: T — R mit
a(t) = (cty 0p)(t) und p(0) = 0. Nun gilt a’ = ¢’(ct], op), also
0=—r+k=(ctl +ct?) o — (a' +a?)
= cty; 0p + (cti o) — (et o) — (ctr 0p)?
= (1= ¢') (et} o)

<0

und es folgt ¢’ > 1. Da ¢(0) = 0, folgt ¢(t) > . Da ct,, monoton falled ist, gilt
a = (ctxop) < cty
Die Gleichheit wird wie oben gezeigt. O

Es gelte sec(r,4) > £ und es sei ¢ eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodéti-
sche mit ¢(0) = p. Wie oben bezeichne A; das symmetrische Endomorphismenfeld
Ap: é(t)t — é(t)t, X = Vxgradd,. Fiir ein entlang c paralleles Vektorfeld E mit
|IE]|=1und E L ¢sei a=(AE, E). Dann gilt:

a =(A'E,E) = —(R(E,¢)¢, E) — (A’E,E) < —x — (AE,E)* = —k — a*.
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6. Rdume konstanter Kriimmung

An jeder Stelle, solange kein konjugierter Punkt vorliegt, kann E als normalisiertes

Jacobifeld ﬁ(zﬁ) realisiert werden, wobei J(0) =0 und J L ¢.

T TN _TND) oy
o= (7117 = (7 = LD -

—00

Mit a “=% 00 und Lemma 9.16 folgt a < cty (bis zum ersten konjugierten Punkt).
Insbesondere folgt

|Al| = sup (AE,E) < cty.
E]=1
Definition Ein (geoditisches) Dreieck A(a,b,c) in M besteht aus drei geodé-
tischen Segmenten a, b und ¢ mit a(0) = b(0), a(l) = ¢(0) und ¢(1) = b(1). Es
bezeichnen «, § und v die inneren Winkel in A. Ferner sei |a| = £(a) die Lange von
a (analog fiir b und c).

Ein Vergleichsdreieck in M2, der einfach zusammenhingenden vollstéindigen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit mit sec = &, ist ein Dreieck A(a,b,¢) mit |a| = |al,
|b| = |b| und [¢|] = |c|. Es existiert ein (bis auf Isomorphie) eindeutiges Vergleichs-
dreieck, wenn gilt:

(i) lal + [o] = fe|, [b] + |c| = [al, |e| + |a] = |b]

(ii)) U(A(a,b,c)) = |a| +1b] + |¢| < % (fiir & > 0)

N

mehrere Moglichkeiten

‘ fir c in diesem Beispiel

Satz 9.17 (Alexandrov-Toponogov) Es sei (M,g) eine vollstandige Riemann-
sche m-Mannigfaltigkeit mit sec(yr gy > K und im Falle k > 0 gelte M % SI?\/E. Ist
dann A(a,b,c) ein geoddtisches Dreieck mit |c| < |a| + |b|, sowie, im Falle k > 0,
le| < % und a und b seien minimierende Geoddtische. Dann gilt fir das Vergleichs-
dreieck A(@,b,¢) in M?2: dz < d,

(1) d(p,e(t)) < d(p, c(t))
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Kapitel 9: Jacobifelder

(ii) @ < a und B < B.

b

m

Bemerkung Das Aussschlieen von 5] s

ist nach dem Satz von Cheng[3] keine
Einschrankung.

Es seien a, b und ¢ nach Bogenldnge parametrisiert und p = a(0) = b(0). Es existiere
zu jedem c(t) eine eindeutige Geodétische von p. Dann ist insbesondere d,, um ¢(t)
glatt. Die Abstandsfunktion wird nun so modifiziert, dass in der Abschétzung nicht
zwischen dem zu grad d,, kollinearen Anteil und dem zur Abstandssphére tangentia-
len Teil unterschieden werden muss.

Abstandssphére

Karchers Trick Es sei
u 11 —cse(r)) w#0
My (1) :/ sy =4 "
0 §7'2

/@:07

dann ist m(0) = 0,m), = sng, also m, streng monoton auf [0, ﬁ], und es gilt

csk +rmy = 1. Es sei r(t) = d(p, ¢(t)) und e = my o r. Dann ist
d

= a(

" = (Vegradd,y, é) = Hq, (¢, ¢)

/
T

dpoc) =¢(dy) = (graddy, ¢),

Zerlegt man ¢ orthogonal in ¢ = v+w mit w L gradd,, so folgt aus Hy, (gradd,, ) =
0 gerade
woow
i (6,6) = Ho,(w,0) = [ (A7 200} < (et
' Y [[wll” [Jw] "

Somit gilt
e = (m” or)r" + (m! o r)r” = (cs, or) (grad dp, c')2 + (sn or)Hg, (¢, ¢)

< (e or)[0]2 + (smc o7t on)l|wl]? = (e or)(lol]2 + [[w]) = (e o7)

=1—r(mgor)=1-— ke,

also €’ + ke < 1.
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6. Rdume konstanter Kriimmung

Im Fall konstanter Kriimmung gilt fiir eine analog definierte modifizierte Abstands-
funktion

e=(myo7), e +re=1.

Ist wie oben ¢ = T+ (mit w, W # 0), so existiert ein Jacobifeld entlang der Geodé-
tischen von p nach ¢(t) von der Form J = sn,, F, wobei E die parallele Fortsetzung
von W ist, und es gilt J(dp(¢(t))) = w. Damit folgt

Hay(€,0)]r = (AT, T} |r = (T, T) |r = es(r) (B, w) = cte [Jw]|*

und in der obigen Abschitzung gilt die Gleichheit.

Beweisskizze (zum Satz von Alexandrov-Toponogov 9.17)

(i) Annahme: Es gelte |a| + |b] + |¢| < 2—\/7'% Der Fall |a| + |b] = || ist trivialerweise
korrekt. Es gelte also |a| + |b| > |c|, dann ist jedenfalls p ¢ c. Es seien r =dpoc
und e = m, o r wie oben, sowie 7 und ¢ fiir das Vergleichsdreieck. Betrachte
f=e—¢.

Fall 1: Zu jedem c(t) existiert eine eindeutige minimierende Geodétische, damit
ist r und damit auch f differenzierbar. Es gilt

ff=€"—-2"<1—ke—(1-ke)=—kxf.

Angenommen es gibe ein s € (0,1), [ = |¢| mit f(s) < 0. Weiter sei € > 0
so, dass gilt

7r
l+e< .

c VvVK+e

Es sei g(t) = sny1.(t+¢) die, auf [0, ] positive, Losung von ¢"+(k+¢)g = 0.
Betrachte h = 5. Dann gilt h(s) < 0 und ~(0) = 0 = h(l) und somit nimmt
h ein negatives Minimum, etwa tg, an.

Es gilt also h(tg) < 0, h/(t9) = 0 und h”(tg) > 0. Dann folgt

f"+rf=9"h+2¢hW + gh” + kgh = —(k + €)gh + 29'W + gh” + kgh
= —egh+2¢'hW +gh"” >0
— =~ =~
>0 =0 >0

in tg:
im Widerspruch zu f” + xf < 0.

Fall 1 gilt nicht: Es gibt nun keine eindeutige Geodétische und fiir den Um-
fang gilt [lall + [[l| + [lell > 2%
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Kapitel 9: Jacobifelder

r-(t) =7+ d(co(7), c(t))

co(T)

Es sei tg = sup{ ¢t | Umfang A(a, b, ;) < %} Fiir ¢ — to konvergiert

A(a, by, ct) gegen ein Dreieck mit Umfang 27“ das heist das Vergleichsdrei-

K/,
eck konvergiert gegen einen GroSkreis. Insbesondere folgt mit dem ersten

Teil aus (i):

max d(p, c(s)) —

s€[0,4] VE

Damit existiert ein ¢ € M mit d(p,q) = NG im Widerspruch zur Voraus-
setzung M % S™ (siehe Cheng [3]).
v
(ii) Variationsfeld:

Es sei ¢ die minimierende, nach Bogenlédnge parametrisierte Geodétische von p
nach ¢(s) und Y das von ¢, erzeugte Varationsfeld. Dann gilt
A Q)
—cos 3 = (¢(0), a(la])) = (Y (lal), a(la])) = / (V.a)" = L'(cs) = L' (cs)
0
=...=—cosf

Also insgesamt: 3 < f5.
(0
7. Anwendung

Satz 9.18 (Gromov) Es existieren Konstanten c(n),c(n, A, D), so dass gilt:
(i) Hat M™ die Schnittkrimmung sec > 0, so ldst sich w1 (M™) mit < c¢(n) Ele-
menten erzeugen.
(i) Hat M™ die Schnittkriimmung sec > —\% und diam(M) < D, so ldsst sich
w1 (M) mit < c¢(n,\, D) Elementen erzeugen.

Beweisskizze Es sei I' = m (M, pg) ~ M und sei zg € 7~ (po).
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7. Anwendung

Fir v € I sei |y| = d(xo,7v.20). Ist dann ¢, minimal von zg nach v.zg, so ist eine
Projektion ¢, = 7 o ¢y eine Schleife in 7. Ferner gilt #{y € T | |y| < r} < oo,
denn andernfalls gibe es eine (nichtkonstante) Folge v; € M mit |y;| < r, das heist
vi.xo € Br(x0), also ohne Einschrinkung ;. oo, y und ¢ = 7(y). Dann gélte

7 YBs(q)) = UiBa = U'\/GF’%Ba(y) 4

Wihle 71 € T mit |y1| = min{|]y| | v € T'\ {1,}}. Sind 7,...,v gewéhlt mit
71| < |y2] < -+ < |y, so bezeichne Gy, = (y1,...,7%). Ist G, # T, so sei 41 € T

mit [e+1] = min{[y| [y € '\ Gi}.
Es bezeichne l; = |vi|,li; = d(vi-zo,7j.20) = d(.f(,'o,")/i_l"yj..fo) = |'yi_1fyj]. Dann gilt
fiir ¢ < 5:

<l <l
Wiire I;; < I; = |7, so gilte fiir 5; = ~; 'v;:
751 <yl wnd {ya, - oy5) = (s %)

im Widerspruch zur Wahl von ~;.

75-%0

Nach Topogonov folgt @ = @;; < ay;j.
(i) Von nun an sei sec > 0.
2,72 _ 2 272 _ 12

o, - 22 2 73

COs (vjj =

Daraus folgt a;; > @;; > %
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Kapitel 9: Jacobifelder

vj = ¢;(0)
{v;} € B1(0) C Tyy M und #{v;} = #{7i} endlich.
ke kt
ompa

r = sin

ol
N

r=sing = %, also sind die Bélle Bi(v;) disjunkt. Betrachte das Volumen der
2
~unteren Hélfte“, diese liegt in B /5(0). Damit gilt
2

v vol(B

= vol(B3 (0)) < vol B.5(0),

N|=
N

also

(i) Fall: & > —\2.
Gibt es eine Durchmesserschranke?

m1(> g) wird erzeugt von 2¢g Elementen und es gilt

cosh(Al;)? + cosh(Al;)? — cosh(Al;;)?
sinh(Al;) sinh(Al5)

COS Qjj =

a;; fallt monoton in [;, also wichst cos@;; monoton in in /; und es lisst sich
folge Abschétzung verwenden:

cosh(Al5) < cosh(2AD + 1)
~ cosh(Alj) +1 = cosh(2AD +1) +1

cosq; < - --

Jedes v € w1 (M) ist Produkt von Klassen von Schleifen der Lange < 2D + €.
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7. Anwendung

cy el

Po

Damit funktioniert des Rest des Beweises ahnlich wie oben.
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Anhang A.

Ubungen

Ubung 0 vom 22. Oktober 2012

Definition (Gramann-Manningfaltigkeiten) Sei £ < n und Gri(R") ={V C
R™ | dimV = k}

Behauptung: Gri(R") ist eine glatte Manningfaltigkeit.

Bemerkung Fir k =1 ist Gri(R") = RP"”

X € Grp(R™) = R" = Xo ® X5, Xo = span{eq, ..., e}

Definiere Uy, := {Y € Gri(R") | YNXy = {0}}. Fiir Y € Uy, gilt dann: pry, (V) = X4
Xo = pry, ist ein Isomorphismus

(prxy V)™ Pixt

X0 y Y —% Xy S
0
Definiere
Ux, — Hom(Xy, Xg)
——
DX, - ~Rk-(n—k)
Y — PryL o(per0 |y)_1
ool Hom(Xo, X5-) — Uk,
Xo f —  Graph(f)={z+azf | z € Xo}
Zu zeigen:

(1) Uy, ist offen

(2) dx—o0, gb;(i sind beide stetig

(3) dx—oo dy. ist glatt

(4) Grg(R™) ist Hausdorffsch und hat eine abzdhlbare Basis der Topologie
Welche Topologie eigentlich? Sei V = {(v1,...,v;) € (R®)* | vy,..., v linear
unabhéngig} und 7 : V- — Gri(R"), (v1,...,vx) = span{vi,...,v;}. Topologie auf
Gri(R™): induziert von der Quotientopologie auf V/~ r, also

U C Gri(R") offen < 7~ 1(U) offen

V ist offen in (R™*: V = det  (R(%)\{0}) mit det(v1, ..., vx) = (det (kxk-Untermatrizen))
Zu zeigen: 71 (Uy,) offen

7 HUx,) = {(v1,...,vx) €V | prx, lspanfv;} hat vollen Rang} = {(vi,...,v;) € V|
pry,(V — i) sind linear unabhéngig} = (det o (Pry,,- - - ,erO))_l(R(Z) \{0})

= Uy, ist offen.
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Anhang A: Ubungen

zu 2) Behauptung: fur alle Y € Ux, gibt es genau eine Basis (y1,...,yx) von Y
sodass pry,(yi) = w; fiir eine feste Orthonormalbasis (z1,...,2;) von
Xo. Bezeichnet B(Y') diese Basis, so ist B : Ux, — V stetig

Beweis: Existenz und Eindeutigkeit v (pry, ist Isomorphismus)

Fiir (vy,...,v;) € 7 Y(Ux,) ist Bom(vy, ..., vx) = ((pry, ’span{ul7...,vk})71Xz‘)i§k-
Die Darstellungsmatrix von (prx, |spanfor,....0x})* beziiglich {z;}, {y;} hingt
stetig von den v; ab. Daraus folgt dass Bo7r]7r71(UXO stetig ist, womit auch
B stetig ist. Es gilt:

BOV)i= i+ ox(V)x, ¢
€Xo exgt

= ¢x,(Y)s, héngt stetig von Y ab.
= Darstellende Matrix von ¢x,(Y) hingt stetig von Y ab = ¢x, ist
stetig

(*) = B(d))_((l)(A))i =z;+Ax; = Bo gb)_(i ist stetig (sogar glatt)
¢xb = (moB)o ¢y ist stetig

zu 3) ¢x, o ¢;~((1) = ¢x,0mO (BXO ) qb}(i) ist glatt.

—_———
ist glatt, s. o.
¢x, o ist glatt, da ¢x, o m(vi,...,vk)(x;) = ( Bx,om )(v1,...,0k) — &
———
glatt (Darst.
aus Beh.)

zu 4) Abzéhlbare Basis der Topologie wird von V' geerbt. Hausdorffsch: Seien X #
Xo € CGrp(R") =22 3Z C R"dimZ = n—k : ZN Xy = {0} = Zn

Ub. Aufg.
Xo, UZL > Xo, Xo
<~
k-dim

Alternativ: Sei w € Xo \ Xo und d?, : Gri(R") — R,Y (dist(w,Y))? =
&2 (Xo) = 0,d2(Xo) > 0. Falls d? stetig ist, gilt: (d2)~L((—o0, X))} ynd

(di)fl((dg”(TXo), o)) trennen und sind offen.

Ubung 1 vom 29. Oktober 2012

Aufgabe 1 .
a) Es seien S" = {(20,...,2") € R"™ | Y (22 = 1}, N = (1,0,...,0) und
i=0
S =(-1,0,...,0). Weiter seien

. " iL‘l "
0:S"\ {N} SR :,;H<1_x0,...,1_x0>
und
" " :El "
P :S"\{S} =R x»—><1+x0,...,1+x0>

Zeigen Sie, dass {(p,S" \ {N}), (¢,S™\ {S})} ein C°-Atlas fiir S™ ist.
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Ubung 1. vom 29. Oktober 2012

b) Firi=0,...,n sei UF = {(zg,...,2,) € S" | £x; > 0} und
@fﬁ : UijE — R"” (2°,...,2™) = (20, ... 2 T ).

Zeigen Sie, dass {(¢5,Uf) | i =0,...,n,e € {+,—}} ein C°-Atlas ist, der mit
dem durch stereographische Projekton gegebenen vertraglich ist.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass durch die Karte

p:R—R e

eine C*°-Struktur induziert wird, die von der kanonischen (von idg induzierten)
C*°-Struktur auf R abweicht. Sind die beiden Strukturen diffeomorph?

Aufgabe 3

Es sei k € NU{oco}. Weiter seien M; und My zwei C*-Mannigfaltigkeiten und
N; C M; Untermannigfaltigkeiten.

Zeigen Sie: Ist f € CJ(My, My) fiir 1 < j < k und ist f(N7) C N, so ist f|n, €
CJ (N1, N3).

Aufgabe 4

In welchen der folgenden Fille ist N eine Untermannigfaltigkeit der glatten Man-
nigfaltigkeit M?

a) M=S" N={(z%...,2") eS" |22 = =2" =0}

b) M =R* N={0,y)|y>0}u{(z,0) |z >0}

Losung 1

(0, ¢(p))

a) 5" = (S"\{N}U(S"\ {5}V

¢, Homéomorphismen, ® : {(z°,...,2") e R" | 2° <1} = R™ x> —1_1m0 (zl,...
D ist stetig = o = P|gn\ v} ist stetig. Es ist
1
~1 2
= —1,2
¢ = (P - 12

also ist ¢! stetig. Analog fiir 1:

oy (y) = Hz# =1po p—1(y)

fir y € R"\{0}. Also glatter Kartenwechsel.

cp;t:Ul-i—>Bl(0)CR" z (20, 2t T ™)

(pi7) ™ B1(0) —» U y= 0,y R = Pyt
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;o ()" glatt
bo(p;) 7" glatt
po(py)~" glatt
gpft o p glatt
gpf o glatt

b) asdf

Losung 2
0:R—= R,z 23
Behauptung: ¢ induziert eine C'°°-Struktur auf R, die von der Standardstruktur
abweicht.
Dazu miissen wir zeigen:
(i) {(¢,R)} ist ein C*°-Atlas
(ii) « ist nicht vertraglich mit (id, R)
Beweis:

(i) ¢ ist Homdomorphismus, da ¢ und ¢!

: x — Jx stetig sind. Offensichtlich
iiberdeckt ¢ ganz R. Der einzige Kartenwechsel ¢ o ¢! = idp ist glatt.
(ii) Betrachte
idropt=ptliz— Yz
idg o~ ! ist in 0 nicht differenzierbar = (ii) v/
Behauptung: Die beiden C*° Strukturen sind diffeomorph

Beweis: Sei
von id induziert von ¢ induziert

[ (Ra 7_std) - (Rv T)
x — N
Dann ist f bijektiv. Es gilt fiir x € R:

R, 7sta) (B, 7) . _
J — J pofolidg) (z) = (Va)’ ==
id ©
o feld” ist glatt. Betrachte nun f~!: idg of 71 0 o~ !(z) = (¥/x)3 = x ist glatt. Damit ist f
R R

ein Diffeomorphismus.

Losung 3
k € NU{oco}, My, My C*-Mannigfaltigkeiten, N; C M; Untermannigfaltigkeit, f €
CI(My, M) wobei j <k, f(N1) € No.
Behauptung: f|n, € C7(Ny, Na)
Beweis: Seip € Ny, sei (p1,U;) eine an N; adaptierte Karte von M; um p, das heifit
peU.

1 (U1 N N1) = p1(U1) N (Rdile X{O}"_dimN)

Sei (2, Us) eine an Ny adoptiere Karte von My um f(p). Dann erhalten wir Karten

von Nj, indem wir die Projektion m; : RUMMi _y RdimNi o (g1 pdim Ny
hinter die Karten ¢; schalten (das heifit betrachte m; o ¢;).
Es ist

(M0 p2)0 fln, o (mop1)™ = m o(pao fopr')oCy
—~—
C'oe Ci
mit C; : RN 5 2 (2,0,...,0) € RY™M Also (mpops)o fo(mop) ™t eCd
und damit f|y, € C7(Ny, No)
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Ubung 2. vom 5. November 2012

Losung 4
a) M =8" N={(xz ... 2") €S |2?2=...=a" = 0}; Skizze fiir n = 2:

=)
NG

Behauptung: N ist eine Untermannigfaltigkeit von M.
=U
Beweis: Sei ¢ : S"\ {(1,0,...,0)} = R", o(x) = Lq5(zt,... 2")
Zu zeigen: o(UNN) = p(U) N (R x{0}"1)

p(UNN) =p(N\{(1,...,0)}) = R x{0}""!

Fir p € N\ {(1,0,...,0)} ist ¢ also eine adoptierte Karte um p. Fir p =
(1,0,...,0) ist analog ¢ (aus 1 a)) eine adoptierte Karte.

b) M =R?* N = {(,0) | = > 0} U{(0,y) | y > 0}; Skizze:

M N

Behauptung: N ist keine glatte Untermannigfaltigkeit von R.

Beweis: Angenommen N wire Untermannigfaltigkeit von R?. Da N homdo-
morph zu R ist, wire es eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Damit
existiert eine Karte (¢,U) von R? um (0,0) mit (U N N) = o(U) N (R x{0}).
Betrachte ¢!, beziehungsweise f(t) = ¢ 1(¢,0). Es sei tg € R mit f(ty) =
(0,0). Da f(t) = NNU ist entweder f(t) € {(0,y) | y > 0} fir t > to und
f(t) € {(z,0) | z > 0} fiir ¢t < to oder umgekehrt. Dann ist f/(t) € Reg fiir
t >tound f/(t) € Rey fir ¢t < ¢ty oder umgekehrt.
= f(0) e Rey NRes = {(0,0)}

Andererseits: £1(0) = (D¢~ p00) (1) # (1)

Isom., da ¢—1 Diffeom.

Ubung 2 vom 5. November 2012

Aufgabe 1

Es sei ¢ : (0,00) x (0,27) — Bild(¢) € R?, (r,9) + r(cos(?), sin(d9)). Dann ist die
Inverse ¢ = 1! eine Karte von R? mit Kartengebiet Bild(¢)) und Komponenten
r=pl, 0=

Berechnen Sie % und g—ﬂ in kartesischen Koordinaten, d.h. bzgl der kanonischen
Karte idp2, und skizzieren Sie diese.

Aufgabe 2
a) Esseien M; und M glatte Mannigfaltigkeiten. Zeigen sie, dass die Projektionen

;o My x My — M; (p1,p2) = pi

Submersionen sind.
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b) Es sei
f:(0,27) — R? t — (sin(t),sin(2t)).

Zeigen Sie, dass f eine injektive Immersion, aber keine Einbettung ist und skiz-
zieren Sie Bild(f).

Aufgabe 3
Essei f: R® — R mit f(z,vy,2) = 22+ y? + az?. Skizzieren Sie fiir a = 0, a = 1 und
a = —1 die Niveaumengen

110 = {(@9,2) € B | Sy, 2) = )

mit ¢ € R. Welche Niveaumengen sind C*®°-Untermannigfaltigkeiten von R3?

Aufgabe 4

Zeigen Sie, dass die Gruppen SL(n,R) und O(n,R) glatte Untermannigfaltigkeiten
des R™*" sind, indem Sie sie als reguliare Urbilder darstellen und bestimmen Sie ihre
Dimensionen.

Losung 1
Es sei ¢ : (0,00) x (0,27) — R?\ (R x{0}), (r,9)  r(cosd,sind), die Inverse
@ =9~ ist eine Karte von R2.

Y ma— () 92

d (idto
=W<¢<p»§;

0 (id2 ou-1

Wwp)) 5

8<id2 o¢> o
or v : a@

9
or

p

Als Vektorfeld:

Desweiteren gilt:

o 0 (id1 o 1) b 0 (id2 oap_l) )
20 . a9 (v(p)) o ) + 9 (¢(p)) o )
_ 0 9
b2 oz ) b1 By )

Also:
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Ubung 2. vom 5. November 2012

AN 195

L NE 2PN
N L

Losung 2

a) Zeige dass m; : My x My — M;, (p1,p2) — p; eine Submersion ist.
Sei (p1,p2) € My x Ms. Seien ¢; Karten von M; um p; mit Kartengebieten Uj;.
Dann ist ¢1 X @2 : Uy x Uy = ¢1(U1) X p2(Usz) eine Karte von M; x My um
(pl,pz). Es ist

1

piom;o(pg X @2)_1 =p;omo(p]" X 902_1)~

Fir (l’l,l‘g) S gpl(Ul) X (,DQ(UQ) ist

piomio(p1 X p2) Hw1, w2) = @ilmi(@7 " (1), 03 (72))) = iy ' (ws)) = .

Daraus folgt dass ¢; o m; 0 (1 X )~ ! glatt ist. Der Rest des Beweises kann auf
zwei Arten erfolgen.

1
Variante 1: Es folgt dass D(p; om0 (g1 X )74 = ( )
1
0

Dies ist die Darstellungsmatrix von 7, beziiglich den Basen 5%1, ceey #;d
1 1

F) 9 . . . . . .
Borxpa)l" By X T VLTI Ty Also ist 74 surjektiv. Auch 7 ist surjektiv,
also ist m; eine Submersion. Der Beweis fiir mo folgt analog.

Variante 2: Sei X = Z?i:naMl & B%ﬂ' € Tp, M. Setze
Lip1

und

p
B dim My 4 a
X = b ———— | e T,(M; x Ms).
2 ¢ g, € oM x M)
Dann ist
~ dim M ' 6
T, X = Y (D0 ((,Okoﬂ'l o (41 X 802)71) (p1(p1), p2(p2)) & 9ok
k=1 j 1 lp,
=6(k.j)
dim M
=Y ¢ =x
k=1 Pl p,

Daraus folgt dass w1, surjektiv ist.
b) Zeige dass f : (0,27) — R2, ¢+ (sin(t),sin(2t)) eine injektive Immersion aber
keine Einbettung ist.
f ist injektiv: Seien ty,ty € (0,27) mit f(¢t1) = f(t2). Damit muss auch gelten
dass sin(t1) = sin(t2) und sin(2¢1) = sin(2t2). Aus diesen beiden Bedingungen
folgt dass fiir t1,ty gelten muss:
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[} tlztgoderg—tl :tg—goder%ﬂ—tl :tg—%r

° 2t1:2t2 oder%—2t1:2t2—%oder 3%—2t1:2t2—37ﬂ
Aus den beiden Bedingungen folgt somit dass t; = to gilt.
f ist eine Immersion: Es reicht zu zeigen, dass f,; = 0 fir alle ¢t gilt. Es gilt
D f(t) = (cos(t),2cos(2t)), also

D f(t) =0 < cos(t) = 0 und cos(2t) =0

T 3T T 3 5 s
@( 5 2)/\( g V2= V2=V 2)

Das ist aber nicht moglich, also ist D f(¢) # 0. D f(¢) ist die Darstellungsmatrix,
also ist auch f., # 0.

Skizze: f ist keine FEinbettung: Es gilt dass (%)keN nicht in (0, 27) konvergiert, aber es
ist f (%) — (0,0) = f(m) € Bild f. Damit ist f kein Hombéomorphismus auf das
Bild.
Losung 3

Es gilt D f(z,y,2) = 2(z,y,az), daraus folgt fir a = £1 dass D f(x,y,z) # 0 fur
alle (x,y,z) € R3\{0} ist, und fiir @ = 0 ist D f(z,y,2) # 0 fiir alle (z,y, z) € R?\
z-Achse. Damit ist fiir ¢ > 0 dann f~!(c) in der Menge der reguliren Punkte von f
enthalten.
Fiir ¢ = 0: Wir betrachten nun drei Félle
a = 1: Fiir idgs gilt f~!(c) = {0} = R¥N{0}379, also ist f~(0) eine O-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R3.
a = 0: Definiere ¢ : R* = R3, (z,y,2) — (z,,y). Damit ist ¢ ein Diffeomorphis-
mus, also eine globale Karte von R? und es gilt:

p(f71(0)) = p(z-Achse) = R x{0}?,

also ist f~1(0) eine Untermannigfaltigkeit von R3.
a= —1: f~1(0) ist keine Untermannigfaltigkeit. Angenommen es wire eine, dann
wiire f~1(0) zweidimensional:

@ 71 0)N{(z,y,2) | 2> 1} = R*\B1(0) (@, y,2) = (2,9)
~——

22 +y?=22>1

ist ein Hom&morphismus. Da fiir (z,y,0) € f~1(0) gilt 22 + y? = 0, also
=y =0, zerfillt £71(0)\ {(0,0,0)} in zwei Zusammenhangskomponenten,
was einen Widerspruch zur Zweidimensionalitit von f~1(0) bildet.
Fiir ¢ < 0: Wir betrachten nur noch zwei Falle
a = 1,0: Definitionssache, aber ja: Die Aussage iiber () liefert dass es fiir alle p in
der Untermannnigfaltigkeit eine globale Karte gibt.
a=—1: Es gilt

FHe) ={(z,y,2) | 2® + 2 = 22 = ¢} = {(z,9,2) | 2* = 2° +y° + |c]},

das heist fiir (z,y,2) € f~1(c) gilt z # 0, also {0} ¢ f~!(c). Daraus folgt dass
alle Punkte aus f~!(c) reguliir sind.
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Ubung 3. vom 12. November 2012

Losung 4

Zeige dass die Gruppen SL(n,R) = {4 € R™™" | det A = 1} und O(n,R) = {4 €
R™™ | AAT = I} glatte Untermannigfaltigkeiten des R™*" sind.

Definiere f = det, dann ist SL(n,R) = f~!(1). Dann gilt

of) _ 9

8&@' 8a¢j

(i(—l)kﬂ' det A[k‘,j]ajk> = (=1)" det A[i, ]
k=1

Es ist D f(A) = 0 < Vi,jdet A[i, j] = 0 = det A = 0, damit ist 1 reguldrer Wert.
Also ist dim SL(n,R) = dimR"*" —dim R = n? — 1.
Definiere nun g : R™*" — R™" A +s AAT. Dann ist O(n) = g~ (I,,) und es gilt

d
Dg(A)B) = S| g(a+1B)
t=0
= i (AAT +tABT +tBA+#*BB") = AB" + BAT
Seien nun A € O(n,R) und C' € REZT. Es bleibt zu zeigen dass ein B € R™"

existiert sodass D g(A)(B) = C. Es gilt:

1 1
Dy (A) (C’A) =_|AATCcT +cAAT | =C
2 2 \/—’_I \/—’_[
Daraus folgt dass I ein reguliarer Wert von ¢ ist und O(n,R) eine Untermannigfal-

tigkeit von R™*™ der Dimension n? — dim RZ{" = n* — "("2“) = n(n;l).

Ubung 3 vom 12. November 2012

Aufgabe 1

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:

a) Die kanonische Projektion 7w : TM — M ist ein Submersion.

b) Der Nullschnitt o : M — TM, p— 0 € T, M ist eine Einbettung.

c) Ist N eine weitere glatte Mannigfaltigkeit und ® : M — N glatt, so ist @,
TM — TN glatt.

Aufgabe 2

Es sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und X,Y € V(M).

a) Zeigen Sie, dass die Lieklammer im Allgemeinen nicht C'°° (M )-bilinear ist.

b) Zeigen Sie, dass XY mit XY (p)(f) := X,(Y(f)) fir p € M und f € C>*(M) im
Allgemeinen kein Vektorfeld ist.

n .
Es sei ferner (¢, U) eine Karte von M und X |y = Z ¢ o 5y Ylu = Z 7 82“ sowie

(X, Y)|lv = Z ¢2 55 die lokalen Darstellungen von X, Y und [X, Y] beziiglich «.

c) Zeigen Sle dass gilt:

087

(2

¢ = ; <§ daxt axi> ’

Aufgabe 3

a) Es seien auf R? die beiden Vektorfelder X = —y(% —|—xa% und Y = —an% + %:Ua%
gegeben. Skizzieren Sie die Vektorfelder und bestimmen Sie die Fliisse von X und
Y.
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b) Auf dem Torus T? = St x St = {( ! “92) € C? | 91,92 € R} betrachten wir
fur k € N das Vektorfeld X, = 3 191 +1 %3 192 Bestimmen Sie die Integralkurve von
X}, durch den Punkt (1,1) € T?.

Losung 1

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei desweiteren fiir alle drei Teilaufgaben p € M,

@ eine Karte um p mit Kartengebiet U und

P

&2 pat|, ™ (¢(q),€)

eine Karte von T M. Alle diese Karten bilden dann einen Atlas von T M.
a) Zeige:m:TM — M, T, M > x — p ist eine Submersion.
Iy )))

{ TM\U —~ R™

Es ist

8007"0@71( < <Z€l 3561

Ecp(U)x]R”

=0l ') =y

also ist 7w glatt. Desweiteren ist

1
D(soomgo*)ky,@:( o)
1

surjektiv und damit auch 7, ~1(y,6)" Offensichtlich ist 7 surjektiv und damit eine
Submersion.
b) Zeige: 0 : M — T M, p+— O, ps ist eine Einbettung.
Es gilt
goaop  (y) =201, m) = (p(¢™ (1)),0) = (y,0)

1
Daraus folgt folgt dass D(pooop™ )|, = ( ) injektiv ist und damit auch
1
0

Typ—1(y)- O ist injektiv und stetig, m o o = idy, also ist ot = T|Bid(o) stetig.
c) Zeige: Ist ® : M — N eine glatte Abbildung, so auch &, : TM — T N.
Sei 1) eine Karte um ®(p) und ¢ die zugehorige Karte von T N.

‘1(y)>

@o@*o@—l)(y,f (1 o @) (

Ggo(U)xR”

axl

T\ G0 N (1 (y))
glatt
0P’ ,
= [@o2oe W) |2 55| ¢
T
glatt v )
glatt in y i=1,....n
glatt

Daraus folgt dass @, glatt ist.
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Losung 2
a) Zu zeigen: [-,-] ist im Allgemeinen nicht C°°(M)-bilinear.
M=R, 2Z=X=Y, f=id,=a“

X, fY] = [1+— —=
~—

or oz ox ox
:x% =1 =0
X,y] = 1—-1— |2 =
JIXY] ! ox ox | 9% 0
N

b) Zu zeigen: fir X,Y € V(M) ist XY mit (XY)|,(f) = Xp(Y(f)) im Allgemeinen
keine Derivation.

(
Y(9)) + Yol(g) - Xp(f) + 9(p) - Xp(Y(f)) + Yp(f)Xp(9)
S(XY)Ip(9) + 9()(XY)[p(f) + Yo(9) Xp(f) + Yo (f) Xp(9)
£0
M=R, X=Y= 8%’ f = g =id = Leibnitz-Regel gilt nicht.

c) Bemerkung: Ist X|y =S, & a?:i lokale Darstellung beziiglich ¢ von X € V(M),
so ist

—

& =X(¢)
Seien X[y =3, &'22, Y|y = ¥, n° 2. Damit gilt dann
[X,Y](a?) = (XY = Y X)(a)

= X(Y(27)) - Y(X(a7))

9 9
_ i i | _ i 9
=X ZU 83:’(:8) Y Zé ozt

) T ) H(S,_/
=X(n') =Y (&)

=3 (€500~ 55

(a7)

Losung 3
a) Es seien X = —ya% + xa%, Y = _23/8% + %xa% € V(R), bestimme ~., und ~}.
Fir X: t — ~%(p) ist Integralkurve von X mit v9(p) = p. Gesucht: Kurve
mit 5(0) = p, 7w = X(5(1) & 1L (@) = X((0)(x) und 1L (y) =
X(v(®))(y) & 71(t) = —72(t) und v5(t) = 71(t). Das Anfangswertproblem

W\ (0 =1\ () _
(,m) (1 = (1 0 ) (W)) wnd 4(0) = p
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hat als Losung ¢ — exp(t ({ ') - p. Es gilt:

o -1\ (=" o0 0o -1\ (0 —1
(1 0) :< 0 (—1)n> und <1 0) = (1) (1 0)

Damit gilt:
0 —1\\ 1,4
exp (t (1 0 >> —kz:%k!t (..)
00 00 &
X Gt - S (-t
= 2k+1 S
Z (ék-ﬁ-l)l( 1)k kZZ:O (Zk? 2
_ [cos(t) —sin(t)
~ \sin(t)  cos(t)
Daraus folgt v(t) = (Z?S((:)) ;zlsr(lg)) -p=7(p)
. analo, 0 -2
FirY: y*t% =Y (y(t)), v(0) =p == v'(t) = (% 0 )7(75)

0 —2\*" (=" o
3 0) L 0 (-1

0 -2 t) —2sin(t
Daraus folgt v(t) = exp(t (% 0 )) p= (leslg(i) Coss(t() )) -p
=74 (p)
b) asdf

Ubung 4 vom 19. November 2012

Aufgabe 1
Es seien X,Y € V(M). Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass X und Y
vollsténdig sind. Zeigen Sie dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) [X,Y]=0.

(ii) Die Fliisse von X und Y kommutieren, d.h. 7% 0§ = ~§ o~ fiir alle s, ¢ € R.
Anmerkung: Die Aussage gilt auch fiir nicht vollstandige Vektorfelder fiir geeignete Zeiten s und

t.

Aufgabe 2
Es sei (Uy)aer eine offene Uberdeckung von M und fiir alle o, 8 € I mit U, NUg # 0
seien eine glatte Funktion go5 : Uy N Ug — GL(R) gegeben. Es gelte gos(p) =
9oy (P) - g48(p) fiir alle o, B,y € I und p € U, NUgNU,,.
Weiter sei

E:= U (Ua x RY)/

wobei fir p € Uy, ¢ € Ug und v,w € R” gelte:
(p,v) ~ (q,w) & p=qund v = gag(q)w

Zeigen Sie, dass m: E — M, [p,v] — p ein Vektorbiindel iiber M vom Rang k ist.
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Ubung 4. vom 19. November 2012

Aufgabe 3

Es seien E, E’ Vektorbiindel iiber M und F : E — E’ ein Bindelmorphismus,
der faserweise ein Isomorphismus ist, d.h fiir alle p € M ist F, : E, — E]’j ein
Isomorphismus.

Zeigen Sie, dass F' ein Biindelisomorphismus ist, es also einen zu F' inversen Biin-
delmorphismus gibt.

Aufgabe 4

a) In einem Vektorbiindel £ vom Rang k iiber M gebe es k punktweise linear
unabhéngige Schnitte. Zeigen Sie, dass FE trivial ist.

b) Zeigen Sie, dass T S? trivial ist.

Hinweis: Unter dem kanonischen Isomorphismus T, R* 22 R* entspricht T,S* C T, R* dem ortho-

gonalen Komplement p=.

Losung 1
(if) = (i): Esist 75 05 074 (p) = vx 07k 75 (p) = 75+ (p), und daraus folgt
_ d S _ d —t S t
Vip= g (80D = | (02" 090k )
_ d -t S (At
= 5|, (o (s 0ien))

Bs gilt [X,Y]l, = (Lx V), = &|_ (V)= &|_ Yo =0.

(i) = (ii): betrachte fy)_(iY,&(p) = %L:O (v o3 o7k (p)). Es gilt:

d

—t . 7(t +t)
) <7X*Y7§((P)) ~ar Y *O Y’YE?“(’P))

Daraus folgt dass t — 'th Y. ¢ (p) konstant ist, also ist

—t _ .0 _
Vxa Yot (p) = l);yv%(p) =Y

Sei ¢(s) := 7' (73-(¢)), dann folgt

. d
c(s) = 7y (ds(')’ (q )> _’YX*YWY() Y, 2O (@) T Yes)

Daraus folgt dass c eine eindeutige Integralkurve zu Y durch ¢(0) = vy'(q) ist.
Damit folgt dann

7% (07 (@) = % (%' ()
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und damit

T oW =% oy

Losung 2
Sei {U, | a € I} eine offene Uberdeckung vom M, g, : Uy, NUg — GL(k,R),
Gary (D) = gap(p) - 93y (p) fiir alle € Uy, NUg NU,. Sei E := Uner(Ua % ]Rk)/N, wobei
fiir (p,v)a € Ua x R, (q,w)s € Uz x RF gilt (p,v)a ~ (¢,w)s < p = ¢ und
v = gaﬂ(p) Cw.
Behauptung: m: E — M, [p,v] — p ist ein Vektorbiindel.
»~“ ist Aquivalenzrelation: & (p,v)q ~ (p,0)a gilt: gaa(p) = idv (gaa(p) =
gaa(p) 'gaa(p))
——
€GL(k,R)
° (p,v)a ~ (Gw)g = (gw)g ~ (pv)a gilt: p = ¢, v = gaplp)w = w =
(gaﬁ(p))_lv = gpa¥ (Yaa(p) = gaﬂ(p)gﬁa(p))

o Transitivitét folgt aus go, = gas9sy
E, ist k-dimensionaler Vektorraum:

[(pu U)Oé] + )‘[(p7 w)Oé] = [(pv v+ )‘w)a]

unabhdngig von «:

[(p,v)5] + Al(p; w) 5] = [(P; Gap(P)V)a] + AP, Gas(P)w)a]
[(Ps 9ap(P)V + Agap(P)w)a]
[(Ps 9ap(P) - (v + Aw))a] = [(p, v + Aw)g]

k-dimensional: q|g, gr  {p} X R¥ — E, ist Vektorraum-Isomorphismus (wobei
q: Uaer(Ua x RF) = E)
Biindelkarten (glatt): ®, : Uy, x R¥ — E|y., (p,v) — [(p,v)a] ist Homéomor-
phismus, da ~ |(Ua><Rk)><(Ua><Rk) die triviale Aquivalenzrelation ist.

(I)a © q)gl(p7 U) = (I)Oé([(pa U)ﬁ])
= (I)a([(pa gaﬁ(p)v)a])
= (p, 9as(p)v)

= ®, o0 @El ist glatt. @] E, ist Vektorraum-Isomorphismus.
,normale“ Karten: Sei p Karte von M mit Kartengebiet U C U, ~ @, : E|ly —
(U)X BE, €5 (p((e)), ()2(c).
Glatte Kartenwechsel v/
E Hausdorffsch: [(p,v).] # [(¢,w)s] € E
p # q: Die Urbilder in M trennender Umgebungen von p und ¢ unter 7 trennen
die Punkte in F.
P =¢q: v# gop(p)w ~> trennen im R* und iiber ®, zuriickzichen.
abzihlbare basis der Topologie (fiir U, X R¥ v): Es gibt ein I’ C I mit I ab-
zahlbar und M = Uyep Ua. Sei {V; | j € J'} abzéhlbare Basis der Topologie
von M. Dann ist mit J = {j € J' | V; C U, fireina € I}, {V; | j € J} auch
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abzéahlbare Basis der Topologie von M, denn U C M =

offen

U=JU.nD)

ael
=UJ U Vv (Uj cUsNU = jeJ)
acl  jeJ’
UjCUaﬂU
-U U v
acl jeJ
V;CUaNM

Fiir j € J sei a(j) € I, sodass V; C Uyjy- Setze I' := {a(j) | j € J}.

UUe=UUyp2UVi=M

ael’ jeJ jed
Losung 3
Es seien E, E’ Vektorbiindel iiber M und F : E — E’ sei ein Biindelmorphismus
mit dem Isomorphismus Fj, : £, — E}’0 fir alle p € M.
Behauptung: F ist ein Bilindelisomorphismus
F ist surjektiv, denn fiir e € B ist Fre) @ Epey — EJ, (¢) Dereits ein Isomorphismus,
also existiert ein Urbild € € E/ () C E mit F'(€) = F(c)(€) = e. Dass F injektiv ist
folgt analog, da 7’ o F' = .
Damit existiert ein G : B/ — E mit Go F =id, F oG = id und w o G = 7. Damit
gilt auch

Ge') = (Fyo) ()

Es sei nun ein offenes U C M mit den Trivialisierungen F|y und E’|; gegeben.

o
Ely = U x R*
F G P oFod 1=F G=®d0God'1
/ q>,
E'ly U x RF

14

Da 7/ o F = F ist, existiert eine Abbildung f : U — GL(k,R) sodass F(p,v) =
(p, f(p) - v) ist. Daraus folgt dass G(p,w) = (p,(f(p))~'w) glatt ist, da -~! :
GL(k,R) — GL(k,R) glatt ist (denn A™! = = ((—1)"" det A[i, j])7;). Damit ist
G glatt und somit auch ein Biindelmorphismus.

Losung 4
(a) Behauptung: Es sei E ein Vektorbiindel vom Rang k iiber M auf dem k punkt-
weise linear unabhéngige Schnitte existieren. Dann ist E trivial.

Es seien 01,...,0r : M — FE Schnitte, die punktweise linear unabhéngig sind.
Dann hat E, als Basis o1(p),...,0x(p). Definiere nun F' : E — M x R*,
Zf:k a;oi(p) — (p,ai,...,a;). Es gilt m o FF = 7 und F}, ist ein Isomor-

phismus. F ist glatt, denn fiir eine Biindelkarte ® ist 6; = ®2 o 0y, das heist
®(a(p)) = (p,5(p)).- Mit A(p) = (1(p), - -, 5k(p)) " gilt:

Fod Y(p,v) = (p,A(p)- V)
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Anhang A: Ubungen

Daher ist F' glatt und mit Aufgabe 3 folgt, dass F' ein Biindelmorphismus ist.
(b) Zu zeigen: T S3 = §3 x R3

Es gilt:
P2 p3 —P4
Tp SS ~ pL 5 b1 . —P4 . —P3
P4 —D1 b2
p3 P2 b1
—_——— ——
=w01(p)  o2(p) o3(p)
Dadurch sehen wir dass o;(p) L oj(p) fiir i # j, woraus folgt dass oy,...,03

punktweise linear unabhégige Schnitte sind. Mit (a) folgt dann die Behauptung.

Anmerkung Der Raum der Schnitte I'(M, E) ist ein R-Vektorraum, also ist li-
neare Unabhéngigkeit fiir Schnitte definiert. Linear unabhéngige Schnitte sind im
Allgemeinen nicht punktweise linear unabhéngig. Betrachte beispielsweise

m:RXxR—=>R
Mf. VR

Dann sind o1 (t) = (¢,1) und o2(t) = (¢, t) lineare unabhéngig, aber in jedem Punkt
linear abhéngig.

Ubung 5 vom 26. November 2012

Aufgabe 1
Beweisen Sie Proposition 5.4 der Vorlesung: Die (r, s)-Tensorfelder auf M entspre-
chen genau den C'°° (M )-multilinearen Abbildungen

V(M) x - xV(M)x V(M) x---xV(M)— C®(M)

r-mal s-mal

Aufgabe 2

Bestimmen Sie, welche der folgenden auf R? definierten Differentialformen geschlos-
sen und welche exakt sind:

a) wy = yzdx + zzdy + xydz

b) wo = yidw + x3yzdy + x*ydz

¢) w3 = xdx + x%y*dy + yzdz

d) wy =22y do Ady + 2z dy A dz

Aufgabe 3
Es sei 9 : S'\ {1} — (0,27), " — 9. Zeigen Sie, dass sich dv auf ganz S* fortsetzen
lasst.

Einschub Fiir ein Tensorprodukt V ® W und ein Element v1 @ wi +voQwe € VW
gilt im Allgemeinen

V] @ Wy + v2 @ wa F vz ® ws

Beispiel: (1)@ (§)+(9) @ (9)
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Losung 1
Wir zeigen dass die (r, s)-Tensorfelder den C°°(M)-multilinearen Abbildungen ent-
sprechen.

V(M) X ...x V(M) x V(M) x...x V(M)

r-mal s-mal

Zunéchste zeigen wir die Behauptung punktweise. Sei dazu p € M und die Abbildung
Fp:TpM®@.. @ TyM@T,M®.. @T, M — Multiling(T, M ®...® T, M)

definiert durch
€T, M GT;M
F(Q e Xi®.. 90X w @...0w)n,. .., Y1,...,Y)
i

= Y (X)X (V) - (7))

F, ist wohldefiniert: e F)(...) ist R-multilinear v/
e Sei Z1,...,Z, Basis von T, M, p1, ..., ps die dazu duale Basis von T; M. Damit
st {Z;, ®...07Z;, @ pj, ®...Q pj, | i1,... %, J1,-..,Js € {1,...,n}} eine Basis
von Ty M ®...® T, M. Sei Xi=3, X};7aZa, wi = 2.8 wfﬁug, dann folgt

ZaiX{®...®w§
i

= Z CLZ(Z X%c,alztn) ®@... (Z wé,ﬁsuﬂs)
% [e31

Bs
=3 (Zaixil,al X, W, ....10;/35)%1 ®...® Za, @ pUp @ ... R ug,
Ay, Qe g
Blv-”vﬁs

Damit folgt insgesamt

F, (Zain ® ) = Zaml(Xf) o wh(Y)

- Z Aaly-uyﬁsnl(zal) e MBS ()/TS)

at,...,Bs

F), ist R-linear
F, ist surjektiv: Sei g : T,M x ... Ty M — R eine R-multilineare Abbildung,
dann ist g eindeutig bestimmt durch

R>
AcrronBrofs = 9(Hars s fhap, B1y -+, Bs), mit o, ..., Bs € {1,...,n}

Damit ist dann

Fp (ZAal,A..,ﬁsZal @ ... ®,U,BS) (/1’0717 .. '7Zﬁ~s)

>~ Ausven fiar (Zan) -+ 5. (25
—_—— —

Sayan O855s
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Insgesamt folgt

= Iy (Z Aos,peZ0s ® ... ® Zﬁg)
Fy, ist injektiv: Ist 0 = F)(3 Aa,y,. 5. Z0) @ .. @ pug,), so folgt

0=F,() (i Hans 25,5 Z3,)
= A, g fiiralle ay,..., 0 € {1,...,n}

a7,
Daraus folgt > Ay, 8,20, ® ... @ ug, =0
Insgesamt folgt damit dass F), ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen ist. Wir
definieren nun
F o To(M) — Multilinge (ar)(V*(M) X ... x V(M) x V(M) x ... V(M),C>(M))

r-mal s-mal

durch

EV*(M)B €V(M)3
F(S)(wi, ... wr, X1, ., Xs)(p) = Fp(Sp)(wilps - - - s wrlp, Xilp, -+, Xslp)

F(S)(w1y...,Xs) € C°(M): lokale Koordinaten ~~ Bdlx Koeffizienten von wy, ..., X,
glatt = F(S)(wi,...,Xs) glatt
F(S) ist C*°(M )-multilinear: Seien f € C*(M) und @; € V*(M), damit ist

dann:

F(S)(wi, ... wi + f@i,..., Xs)(p)

Fo(Sp)(wilps - - - s wilp + F(0)@ilps - - - s Xslp)
Fo(Sp)(wilps - -+ s wilpy - -, Xslp)

+ F(P)Fp(Sp) wilps - - s @ilps - -+ s Xslp)
F(S) (w1, .. wi, ..., Xs)(p)

+ f(p)F(S )(wl,...,dji,...,XS)(p)

F ist C*°(M)-linear v/
F ist injektiv: F(S) = 0, also ist F,(Sp) = 0 fiir alle p € M. Da F), injektiv ist,
ist S, = 0 fiir alle p € M und damit S = 0.
F ist surjektiv: Seig: V(M) x... V(M) x V(M) x...x V(M) — C*°(M) eine
C°° (M )-multilineare Abbildung. Seien weiter p € M, ¢ eine Karte um p und x
supp ,Triger*  eine glatte cut-off Funktion mit supp xy C Kartengebiet von ¢ und y = 1 auf einer
Umgebung V von p. Fiir ¢ € V ist

g(wi, ., Xs)(@) = glxwr + (1 = x)wi, -, xXs + (1 = x)X5)(q)
= g(xwi, xw2 + (1 = x)wz, ... xXs + (1 — x) Xs)(q)
+ (1 =x)(q) g(w1, xw2 + (1 = X)wz, - . .)
=0
= g(xwi, xwz + (1 = x)wz, ..., xXs + (1 — x)Xs)(q)
= =90, xXs) () (%)

Sei Sp = EAal,-ans (p) (%Loq » ® . ® deS’p mlt

o 0
Aoy, (p) = g(xdz™, ... x5 5-)

Bachrechnen ergibt dass andere Karten das gleiche S, liefern. Daher ist S auf ganz
M definiert. Wegen (*) und der lokalen Darstellung gilt F'(.S) = g.
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Ubung 6. vom 3. Dezember 2012

Losung 2
a) wy = yzdxr + zzdy 4+ rydz ist geschlossen und exakt

<(1f = %d;z* + z))';d,z/ + gid:)
d(zyz) = (yz)dz + (x2)dy + (zy)dz = 0 = d o d(zyz) = dw

b) we = y?dx + 23yzdy + 2?ydz ist weder geschlossen noch exakt.
dws # 0 (nachrechnen); angenommen 37 : dn = wy = 0 = d?n = dwy # 04 = wo
nicht exakt

c) dws #0

d) wy ist exakt

Losung 3
Skizze:

Ubung 6 vom 3. Dezember 2012

Aufgabe 1

Es sei (M, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:

a) Fiir je zwei Punkte in M existiert eine stiickweise glatte Kurve, die diese verbin-
det.

b) Die Abstandsfunktion

d(p,q) = inf{L(c) | ¢:[0,1] — M ist stiickweise glatt, ¢(0) = p,c(1) = q}

ist eine Metrik, welche die urspriingliche Topologie erzeugt.

Aufgabe 2

Es sei fiir z,y € R*!

(@,y) = =2’ +2ly' + -+ 2y,
sowie
H" := {z ¢ R"™ | (z,2) = —1,2° > 0}.

Zeigen Sie, dass H" eine glatte Mannigfaltigkeit ist, und (., .) fiir alle p € H" ein Ska-
larprodukt auf T, H" C T), R™! definiert und die Gesamtheit dieser Skalarprodukte
eine Riemannsche Metrik g auf H" ist.

Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (H", g) heiit n-dimensionaler hyperbolischer Raum.

Aufgabe 3
Es sei s = (—1,0,...,0) € R"", Zeigen Sie:
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a) Die Abbildung ¢ mit

2(x — s)

_ATY Ly eHY,
(x —s,x —s)

pla) i= s -
ist ein Diffeomorphismus von H" auf {¢ € R" 2 {0} x R" c R™™! | ||¢| < 1}.
b) In der Karte ¢ hat die Riemannsche Metrik auf H" die Form

0= Hél! ngz ® e’

Losung 1
a) asdf
b) asdf

Losung 2
asdf

Losung 3
a) asdf
b) asdf

Ubung 7 vom 10. Dezember 2012

Aufgabe 1

Es sei S? versehen mit der von der euklidischen Metrik auf R?® induzierten Metrik.
Weiter sei ¢ : [0,1] — S? eine kiirzeste C'-Kurve zwischen ¢(0) = N = (0,0,1) und
¢(1). Zeigen Sie, dass das Bild von ¢ in einem Grofikreis enthalten ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Parametrisierung (¢, ?) — (cos(9) cos(p), cos(d) sin(p), sin(13)).

Aufgabe 2

Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des R¥ und V der kanonische Zusammenhang
auf dem Tangentialbiindel des R¥. Fiir ein Vektorfeld X auf M bezeichne X eine
beliebige Fortsetzung von X zu einem Vektorfeld auf R¥ und fiir v € R* = T, RF
bezeichne vT»™ die orthogonale Projektion von v auf den Tangentialraum von M
an p.

Zeigen Sie, dass

VM V(M) x V(M) = V(M) (VYY) = (VY)p) ™,
einen Zusammenhang auf dem Tangentialbtindel von M definiert.

Aufgabe 3
a) Es sei E ein Vektorbiindel iiber M und V ein Zusammenhang auf FE. Weiter sei

V5 V(M) x T(EY) = T(E"),  (Vx(57))p(v) = Xp(s™(0)) = 5,(Vx(0))p)

fir X e V(M), s* e ['(E*), v € E, und 0 € I'(E) eine Fortsetzung von wv.
Zeigen Sie, dass V* ein Zusammenhang auf E* ist.
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b) Es seien Fj und E3 Vektorbiindel iiber M mit Zusammenhéingen V! und V2.
Zeigen Sie, dass es auf F; ® Fo genau einen Zusammenhang V gibt, der

Vx(s1 ® s9) = V}((S1) & Ss2+ 81 ® V%{(32)
fir X € V(M) und s; € I'(E;) erfillt.
Losung 1
c:[0,1] = (52, gstq) kiirzeste C1-Kurve zwischen c¢(0) = N = (0,0,1) und c(1).

Behauptung: Bild ¢ ist im Grogkreis enthalten.
Waéhle ein geeignetes Intervall der Lange 27, sodass

foIx(=5.5) = FUx(=33))
(p, 1) —  (cos v cos p, cos U sin p, sin )

bijektiv ist und ¢(1) € U (falls ¢(1) # N, S). Daraus folgt dass f~! eine Karte von
S? ist. Sei nun ohne Einschriankung c in keiner Umgebung von 0 konstant. Weiter sei
v := f~!oc (eventuell nur in einer Umgebung von 0 ohne {0} definiert). Es bleibt
nun zu zeigen, dass y; konstant ist.

Bestimme g;; beziiglich f~L. Bs ist

of —832 (— cos ¥ sin ¢, cos ¥ cos ¢, 0)
of : o
Oaf =59 = (— sin ¥ cos ¢, — sin ¥ sin p, cos V)

Daraus folgt

g11 = (O f,01f) = cos® ¥
22 :<82f762f> =1
g12 =(01f,02f) =0 = go1

Damit ist dann

L(cli,e)) / \g(¢,¢) / \/gu )2+ goa(c(t))Aa(t)dt
#w@%%@@g

= [ oot (a(t))in(0)2 + a(0)2at
0 >0

zéﬂmmw=L®

fiir &(t) = f(71(e)y2(t)). Dann ist ¢ die Kiirzeste. Daraus folgt L(c|.) = L(¢(0,]

und somit ist fiir alle ¢t € (0, ] stets cos?(y2(¢))41(t) = 0. Da cos?(y2(t)) > 0 muss
A1(t) = 0 gelten. Da sich ¢ nicht aus Bild f heraus bewegt, auSer eventuell fiir ¢(1),
ist 41(t) = 0 fiir alle ¢t € (0,1).

Losung 2

Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R* und die Abbildung VM : V(M) x V(M) —
V(M) mit (VHY), = (VzY),)"»M, wobei X,Y Fortsetzungen von X,Y sind.
Wir haben zu zeigen:
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)
) VE Y =V¥Y + VY

) VIRY = fV{Y

) V(Y1 + AYs) = VY, + AVEY,
) VYY) =X(f) Y + fVYY

)

Wir werden nun diese einzelnen Behauptungen beweisen, wobei der Beweis von (2.1)
in (1.1) enthalten ist.
(0) Es sei ¢ : (—e,e) = M glatt mit ¢(0) = p und ¢(0) = X,. Damit erhélt man

folgendes:
((VXY))TPM =((D Y )po)TpM
= ((DY),X,) M = unabh. von der Wahl von X
d 5 Tp M
(3 (e (t)))
d Tp M N
= (dt (Yo c(t))) = unabh. von der Wahl von Y

t=0

(1.1) Wahle X1 + Xs, bezichungsweise Y; + \Ys, als Fortsetzung entsprechend der
Regeln fiir V. Daraus folgen dann die Behauptungen.
(1.2) Es gilt:

(v%(y)p - ((VfXY)p)TpM _ ((D?)p@)TpM
) _ =f(p)Xp
= (OV)(/ () X))
— ) (D 7),x,) "
= f(p) (VAX/[Y)p>
(2.2) Es gilt:
(V¥G), = (D07, -%)
q o T, M
- (5| @9m)
q T, M
- (5l (mrecw)
Ty, M
- (4], (e - vew)o)
_ (i ()Y (e) + £(e(0) % L (Y<C<f>>>>TpM
(

’ - \NTp M
P(f) Yy + F0) (V)

DY 4 1) (V7))
()Y + f(0) (VYY)

>

o
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(3) Es gilt (V¥Y), € T, M (klar wegen Projektion) und hiingt glatt von p ab.
Sind eq,...,e, um p, definiere glatte Vektorfelder, so dass fiir ¢ € Umg(p)
€tlg,-- - enlq (erhalte mit Gram-Schmitt (glatt!)) eine Orthonormalbasis ist,
so ist (lokal):

vily = Z(D?-X,e,} - e; = glatt
i=1

(Erhalte eq, . .., e, aus beliebigen lokalen Basisvektoren durch Gram-Schmitt.)

Bemerkung e V" ist der Levi-Civita Zusammenhang von (M, g) mit g(X,Y) =
(X,Y).

e Die Projektion auf T, M ist ndtig, zum Beispiel M = S, X=Y = (;{) €
VRY) = X =Y = X|s1 € V(S

o= (10) (3)=(5) =) < tromsy

Losung 3

a) Es sei E ein Vektorbiindel iiber M und V ein Zusammenhang auf E. Betrachte
(Vs )p(v) = Xp(s*0) — s5((VxD)p) mit X € V(M), s* € T(E¥), v € E),
0 € I'(E) und 9, = v. Warum dieses V* betrachten? Fiir s* € I'(E*), s € I'(E)
sei

(s*,s) :=5"(s) € C*(M)

Damit ist

X((s*,s)) =(Vxs",s)+ (s*,Vxs)
= (Vxs7)(s) + s"(Vxs)

Das fiihrt zu
(Vis™)(s) = X(s(s)) — s"(Vxs)

b) Seien E; und E3 Vektorbiindel mit Zusammenhingen V! und V2. Wir haben zu
zeigen, dass es genau einen Zusammenhang V auf Fy ® Fs gibt mit Vx (S1®53) =
(V}(sl) ® S22+ 851 & (V%Sz).

Eindeutigkeit: Seien s € T'(E; ® E;) und seien el,...,el e?,... €2 : U — E;

beziehungsweise s lokale Basisschnitte von E7 und Es. Daraus folgt s|y =
Z Oij 611 X e?.

Vx(s)\U Vx (Zgijezl &® e?)
]

X(Jij) . 621 & 6? + O’iij(eil &® 6?))

X(oi)e} @ €} + oy (Viel) @ € + e} @ (Vied)))

Ezistenz: Zeige die Unabhéangigkeit von der Wahl der ef.
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Ubung 8 vom 17. Dezember 2012

Aufgabe 1
Es sei E ein Vektorbiindel iiber M mit kovarianter Ableitung V. Zeigen Sie, dass

R : V(M) x V(M) x T(E) — T'(E)
R(X,Y)S = VxVy5 — VyVxS — Vixy|S

eine C>°(M)-multilineare Abbildung ist.

Aufgabe 2

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und R der Kriimmungstensor des
Levi-Civita-Zusammenhanges auf M. Zeigen Sie, daf fiir alle X, Y, Z, W € V(M)
gilt:

a) RIX,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

b) (R(X,Y)Z,W) = — (R(X, Y)W, 2)

c) (RIX,Y)Z,W)=(R(Z,W)X,Y)

Aufgabe 3

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir eine glatte Kurve ¢ : [a,b] —
M bezeichne Py : Toq)M — Ty )M den Paralleltransport entlang ¢ beztiglich des
Levi-Civita-Zusammenhanges. Zeigen Sie, dafl P}, eine lineare Isometrie ist.

Bevor wir mit den Lésungen beginnen zeigen wir zunéchst den folgenden Sachverhalt

Behauptung: Fiir eine glatte Kurve ¢ und Vektorfelder X, Y lings c gilt:

%gc(t) (X(8), Y (1) = ge(ry (Ve X)(2), Y (1)) + geqry (X (1), (VeY)(2))

Beweis: Mit dem Levi-Civita Zusammenhang gilt

Vi(goc) =V
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Daraus folgt dann mit g = >_ gijdxi ® da’:
= (Vi(g o)) (X(1),Y(t))
= (Vi (X gyda’ @ da’) o ¢) ) (X (1), Y (1))

d . . . .
= (X 50500 vy @ doloy + L o - Velde' oy © el ) (X(),¥ (1)

=Vi(da'|e( ®da?| o)
d +dzt o1y @(Ve(dz? | o))

Z at gm oc)dx’ |c ® dxj|c(t) (X(1),Y ()
£ 3 (05.0.€) (Ve o) (X(0) - do oy (¥ (0) + iy (X (1)) - (Felcda?] o) (Y (1)
ey (X (8)) - da?| o) (Y (1))

#3000 00) ( (590010 (X0) = Aol (VX () ) - do Y (1)

el (X(0) - (527 (Y (0) = Ao o (Ve () ) )

= 3 0 (000 a2l (X (1) - ey (V1)
= > (g3 © )| (VeX (1)) - da o) (Y (1))
- Z (917 © €)oo (X (1)) - da? o (V1Y (1))
= & (X s(el®) - (@0l @ 0o (X (1), Y ()
=Y gij(e(t)) - da’| oy ® dad |y (Ve X (1), Y (1))
=" gile(t)) - dat| oy ® dad | (X (1), VY (1))
= % (9c<t> (X(1), Y(t))) — ey (Ve X (1), Y () — geqry (X (1), V1Y (1))
Wir verwenden dabei fiir V das V* aus Aufgabe 3 a) von Blatt 7.

I
SRR
s
£
@)
Y
(o
8
.

Losung 1

Es sei E ein Vektorbiindel iiber M mit kovarianter Ableitung V und sei die Abbil-
dung R : V(M) x V(M) x I'(E) — T'(E) definiert durch R(X,Y)S = VxVyS —
Vy VxS — VxS Wir wollen zeigen dass R eine C'°°(M )-multilineare Abbildung
ist.

e Seige C®°(M):

o Additivitat: v
[ ]
R(fX,Y)S =VixVyS —VyV;ixS — V[fX7y]S
=fVxVyS—-Y(f) - VxS—f-VyVxS— fV[X,y}S—l—Y(f)VxS
= f(VxVyS —VyVxS — V[Xy]S) =f-R(X,Y)S
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o In zweiter Komponente: v/ (R(X,Y)S = —R(Y, X)S5)

DX, Y)(f-5) =Vx Vy(f-5)=Vy Vx(f-5)=Vixy(f9)

N————
=Y (f)S+fVyS =X(f)-S+fVxS =[XY](f)-S

=X(Y(f) S+Y(f)VxS+X(f) - VyS+f -VxVy: S

—(Y(X(f)- S+ X(/)VyS+Y(f)-VxS+f-VyVx-S)
- X(Y(f) +Y(X(f) = fVixy)S
—f-R(X,Y)S

Losung 2

Aufgrund des Levi-Civita Zusammenhangs gilt V = V2¢,

a) Behauptung: R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0
Aufgrund der C°°(M)-multilinearitit gentigt es die Behauptung fir X =
Y = % und Z = %k zu zeigen. Daraus folgt [X,Y] = [X,Z] =[Y, Z] = 0.

8,
oxt?

R(X,Y)Z + R(Y, 2)X + R(Z, X)Y
=VxVyZ —-VyVxZ +VyVzX —VzVy X +VzVxY - VxVzY
— Vx(VyZ — VY) 4 Vy(V2X — VxZ) + V(VxY — VyX) =0
— ——— — ——— — ————
=[Y,Z](da V torsionslos) =[Z,X]=0 =[X,Y]=0
—0

b) Im Folgenden setzen wir R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z, W), zu beweisen ist dann
dass R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y, W, Z).
Es geniigt zu zeigen dass R(X,Y,U,U) = 0 fir alle X,Y ist, da R(X,Y,Z +
W,Z+W) = R(X,Y, Z,Z)+ R(X,Y, Z,W)+ R(X,Y,W, Z)+ R(X,Y, W, W) ist.
Wir kénnen annehmen, dass [X,Y] = 0 gilt.

R(X,Y,U,U) = g(VxVyU — VyVxU,U)
= g(VXVyU, U) — g(VyVXU, U)

N————’ N————
=1 (g(VyUU)+g(U,VyU)) =1 X(g(UV))
=3Y(g(UU))

— (X .0) - Y (X (@U.0)) = LKV IaW.0) =
¢) behauptung: R(X,Y, Z, W)= R(Z,W,X,Y)
Nach a) gilt:

R(X,Y,Z, W)+ R(Y,Z,X,W)+ R(Z,X,Y,W) = (1)
R(Y,Z,W,X)+ R(Z,W,Y,X)+ RW,Y, Z, X) = (II)
R(ZW,X,Y)+RW,X,Z,Y)+ R(X,Z,W,Y) = (I11)
R(W,X,Y,Z) + R(X,Y,W,Z) + R(Y,W, X, Z) = Iv)

Addiert man die Gleichungen zu (I) - (III) + (II) - (IV) bleibt tibrig:
2R(X,Y,Z,W) — 2R(Z,W, X,Y) =0
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Losung 3

Behauptung: Fiir den Levi-Civita Zusammenhang ist die Parallelverschiebung eine
Isometrie.

Es sei ¢ : I — M und X, Yeo) € Teoy M mit X(t) = F5, X o) und Y (1) =
F§1Yc(0)- Daraus folgt

N—— ———
und damit gilt dann =0 =0

g (P(itXc(O)a P(ith(O)) =g (Xc(O)v Yc(0)>

Ubung 9 vom 7. Januar 2012

Aufgabe 1

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Berechnen Sie g;;(p),
0gi;
Oxk
Hinweis: Welche Form haben die Geodétischen durch p in dieser Karte?

Aufgabe 2
Bestimmen Sie die Schnittkriimmungen der Riemannschen Mannigfaltigkeiten (R", geuk1)
und H" (siehe Blatt 6 Aufgaben 2 und 3).

(p) und Fi‘{j (p) in Riemannschen Normalkoordinaten um p.

Aufgabe 3
Bestimmen Sie die Schnittkriimmungen der n-Sphéire vom Radius r > 0, also von
S™ mit der von S = {z € R""! | ||z|| = r} induzierten Riemannschen Metrik.

Hinweis: Benutzen Sie, dass der Levi-Civita Zusammenhang auf S™ durch (VxY), = ((DY), -
X,)T»5" gegeben ist.

Losung 1
Nach der Vorlesung gibt es einen Diffeomorphismus

exp, : U(0) — U(p)

CT, M cM

Seien ey, ..., e, € T, M eine Orthonormalbasis von T, M und sei ¢~ (z1,...,7y,) ==
expy,(z1€e1, ..., Tpe,) definiert.
Behauptung:

(1) gii(p) = di

(i) 332 (9:)(p) =0

(iii) TF(p) =0
Beweis:

(i)

9p< ;ﬂp : (;ij > = gp(ei, €j) = 0ij

=expy. (€i) =expy.(e;)
Y (t) 1= exp,(tv) ist die Geodéi:tli(éche die in p in Richtung v startet.
Beweis: Es sei ¢, die Geodéatische mit ¢,(0) = p, ¢,(0) = v, sowie ¢y, die Gedétische
mit ¢y, (0) = p, éxy(0) = Av, wobei A € R. Definiere nun «(¢) := ¢,(At). Dann ist
~v(t) = ca(t), denn:
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Betrachte also
calt) = et - 1) = cu(1) = exp(t - v)

Die Geodétischen durch p werden also von den Normalkoordinaten auf die Ur-
sprungsgeraden abgebildet. Setze y(t) = ¢ - e;,, dann ist exp, o eine Geodétische
und damit gilt fiir alle k:

0=4" 4+ THA47 =0+ > Tf 076iigbjig = Thiy 07
ij ij
Beweis:
(i) Nun sei ip # jo und 5(t) = t(e;, + €j,), damit ist exp, oy eine Geoditische und
fiir alle k gilt:

0=4"+ Y "THEA4 =0+ > TF(6iio + dijo) (i + 3jo)
i i

— (1“’:C

1010

+ F?O]'o + Fi'gojo + F;?oio) e
In 0 gilt v(0) = 5(0) = p, also I'};(7(0)) = 0. Daraus folgt dann:
0 = T3, (7(0)) + I, (3(0)) = 2I7%, (p)
iojo "V joio \V iojo \P

Damit folgt schliedlich I'};(p) = 0 fiir alle 4, j, k.

(ii)
Oyl 01 (,(2,0)
ok |, dzF|, I\ 0z’ 9z
o 0 0 0
9<V>axax)+g<axv|ax>
0 0 0 0
= l [ —_ _— l -
=0
Losung 2

a) Behauptung: sec(R", geux1) = 0
Es gilt VxY = DY - X und, wegen Torsionsfreiheit, [X,Y] = VxY — Vy X =
DY - X -DX Y. Nun gilt

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) - Vy(VxZ) - Vixy|Z
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Bevor wir fortfahren benotigen wir noch eine Nebenrechnung:

(D(DZ-Y)- X -D(DZ-X)-Y),

=30 2-¥)y Xi= 3 OO 2- X))y ¥
l

:Zal DZ-Y)) X, —Y aDZ-X);-Y,
l l

—Z@(%(DQZ)m-Ym)-Xl—;al<;DZm- m>Yz
_Z (Om Z; - ; X, — 0/(0mZ;i - Xm) - V1)

= Z 010m Z;Y m X1 + Om Zi O Y1 X1 — 010 Zi X Y1 + 0 2;0, X Y1)
I ~
m —Om &y Z;

=Y 0nZi- DY - X)m Za Z{DX - Y)

:(DZ-(DY-X)—DZ-DX-Y)Z-
=(DZ-DY-X-DX-Y))

Mit dieser Nebenrechnung folgern wir schlieslich R(X,Y)Z = 0 und daraus folgt
letztendlich

g(R(X,Y)Y, X)

=0
[XIPIY]? = (X, Y)?

sec(span{X,Y}) =

Wir berechnen die Komponenten R;j. = R(a%, %, B%k, 6%1) = g(R(agi, %)%, 8%1)

in der Karte ¢ aus Aufgabe 6.3. In dieser Karte gilt g = W S dét @ dev,
i

also g’L] = (Szjw

Fiir die Ableitungen der Metrik gilt dann:

99i; &k
— 166, —> .
ok I HRE

9ijk =

2)2
Die Koeffizienten der zu (g;;) inversen Matrix sind g*' = 5;61%

fiir die Christoffelsymbole

. Damit gilt

1 ) .
Iy = 3 > d" (gi1i — gija + i) = (051" — 6ij€% + dri?).
!

2
1—[1g|?
Fiir die Ableitungen gilt also:

O phy_ 9 2 g kg2 O
261" = g (T ' =8 + 0u) + e g

4¢! , ; 2
= %(@-kﬁ — 5ij§k + 0ki&?) + 1_7H€H2(5jk5li — 0301k + Oki15)-

(1 —1I€11)

(68" — 856" + 01:87)
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Nun kénnen wir die Koeffizienten des Krimmungstensors berechnen. Es gilt :
o 0,0 0 0 0

Ge e aer = V&V Zag VLV Lok Vi =0 gek

ai(zrjkagl) va(z](ZFZk@fl)
0 0 0 0
l l
) asl #TY 2 5~ 55 ga ~ TV i g
8

> (A
e
2(

R = e (€
1

(6’ — € + 015€") — & (o€’ — ir + 1Y)
0% (814815 — S0 + 6130ik) — (Omidis — Siwdji + Suidsie)
Z (Okal? — k€™ + 005E") (Batl’ — Sianll + 61€%)
" (Ora€’ — €™ + 0ai€") (Bt — djat’ + 0;€%)))
iy (— k€€ + €T + Gl — Gl ek
+ 1_‘2&( — k0 + 01j0ik + 0irdj1 — 0101
+ 3 ((Orabat€’€ = Opadia& € + Oradu&? €
a

— k001 Y + 8j10ia €™ — §ik01(£%)?

+ GajOai€ € — 00j6ial el + 50017 %)
— (Okabat€’€ — 6radjal'€ + OradiE'€”

— k01T E + 010 €™ — 8i1,01;(€%)?

+ 0idat€I€" — Baibjae! + Saidy€"€%)) )

= iy (= el + 6676 + o€ — SR + (1= 11€)®) (Gurdju — i)
+2 (O€'€0 — Sl + 0,87 €M — 51, + 0" — 3j0]|€)1% + 0;6°€7 —

)

;0
z’jk@

agl 2" agl) *Z( Fil gem 85’” Tl pgm

85] +Z(r rga)>£l::;}z

zjgkfl +

— (0R€'ET — Gyl + 61,87 — 5 TEl + 61,800 — 56y € 12 + SulTER — 5y56RE +

A6 ((1 — 11€11%) (k650 — 0djx) + lI€11* (Gixb1 — 61is)
= e 9kdin — Sudsn)

Und somit
0 0 m 0 5]
Z]kl ZRzgk 6€m 6§Z) ZRijk g(a€m¢ 878)
4 16
R, (Bir0;1 — 01301 ).-

T e T ef?)a
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Fiir linear unabhéngige X = ¥ X;-Z Rk Y=3Y; 8?] € T, H" gilt dann

o o9 9 0
RX7Y7Y7X = XZXYY R Aci’ aci’ ack’ acl
( ) iJ‘Zk:J RS RS (857’ agj 8§k 8£l)
= ZXle}/}Yk %(&kéﬂ - 6li6j/f)
,7,k,l
JR— . . . . 4 2 2 2
— ZXlX]YJYZ (W) _ZXZ'YJ ((1 €M?) )
2%
5 8. 8 200 D
= XiX;Y;Y; ¢’ €T
Z]: g(agz 8§Z> 85‘7 85‘7 12: agl agz) (85‘] aé'])

0
(Zg 8527 ’Lagz )(Zg Jaf'j’ ]agj))
0 0 0
(Zg 35“ iagi))(%:g(}/jaé-j7}/ja£j)>

= g(X,Y)? = I XIPIY)? = =(IX |2V ]* - 9(X,Y)?).
Hieraus folgt

R(X,Y,Y,X)
IX2Y]? - 9(X,Y)?

sec(span{X,Y}) = =-1.

Losung 3
Sei S™(r) := {x € R"™! | ||lz|| = r}, Behauptung: secgn (r)

=1
-
Sei V = VS§"(r) der Levi-Civita Zusammenhang von (S™(r), ging). Daraus folgt:

2

(VXY)p

((VE7Y)p) T 5™ (r)
= (VEY), — (VR Y) N(p) - N(p)

wobei N (p) = 2 - p das Normaleneinheitsvektorfeld an S"(r) ist. Betrachte nun
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Daraus folgt dann VxY = VRTLHY + = <X Y)N. Als nichstes betrachten wir nun:
RS"N(X,Y)Z =VxVyZ —VyVx - VixyZ
n 1
=V (Vy2) + (X, VyZ) N

. 1
B v ~(Y.Vx2)-N

n+1 1
=0

—_——
- i1 1 1 . 1 LX
= R*"" (X, Y)Z +VE +1(7<Y, Z)-N)+ (X, VE"' Z4+ (Y, Z). N)N
T T

n 1 n 1 1Y
~VET XL Y)N) - <Y V" Z 4+ (v,2)- N)-N
T T
1
- —([X,Y]Z) N
T ——
=DY - X-DX'Y
1 1 Rn+1 1
=X(=(Y,Z))N+-(Y,Z)Vx N+-(X,.DZ-Y)-N
T T T

Y(1<X 2y N-Lx, v N Lyvpz.ox).v—Loy.x
T T T

“DX-Y,Z)-N
:%-id

:%(<DY~X,Z)+<Y,DZ-X>) N + - <YZ>DN X+(X,DZ-Y)-N

—1(<DX-Y,Z>+<X,DZ.Y>)-N—72<XZ>-Y+<Y,DZ.X>.N

—%(DY-X—DX-Y,Z>-N
= LV, 2)- X (X,2)-Y)

Daraus folgt dann
1
(DX, Y)Y, X) = S ((V, Y, }{X, X) = (X,Y)?)
und damit folgt dann schlieslich

secn () ({X,Y}) =

Ubung 10 vom 14. Januar 2012

Ubungsblatt 10 enthielt keine Aufgaben, deshalb befassen wir uns hier mit den
Geoditischen von H?. Wir betrachten zunichst die folgenden drei bisherigen Modelle
=(z,z)

Hyperboloid: {z € R*™! | —22 427 + 23 = —1,29 > 0} und (s M1, mexT, w2 ist
das Skalarprodukt.

Poincare Kreisscheibenmodell: D := {¢ ¢ R? | ||¢|| < 1}, gp = w Sdéf®
d¢t

Poincare obere Halbebene Modell: H := {z+iy € C |y > 0}, gy = %(dm ®
dz + dy ® dy)
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Isometrie zwischen D und H: Betrachte D als Teilmenge von C mittels 1 :

z—1
H—}D,ZHTM

=2iIm(z)

—N—
z—i Z4+i  2Z2+i(z2—2)+1 _ [2[* —2Im(z) + 1 Im(x)>0
z4i z—i 22—i(z—2)+1 |22+ 2Im(z) + 1

[¥(2)|* =

Definiere weiter ¢ : D — H mit £ = & + 1§ — —i8L Dann folgt
1

>0
——

_ 1— ¢
€]* —2Re(¢) + 1

>(Re(£)~1)2>0

Im(p(£))

Durch Nachrechnen ergibt sich ¢ o4 = id und ¥ o ¢ = id. Da ¢ und % holomorph
sind, folgt dass sie auf C*° glatt sind. Wir zeigen schlieSlich dass 1 eine Isometrie
ist. Dazu fassen wir ¢ als reelle Funktion auf:

_ 1/}1(1'7 Z/)
Y(z,y) = <¢2(x7y)>

Da % holomorph ist erfiillt ¢ auch die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-

gen:
o1 _ 92 oy _ On
ox Oy dy 97
Es sei p = (x,y) € H und sei yey, yes eine Orthonormalbasis von T, H. Dann gilt:
90 (Vap(yer), Yup(yea)) = y?gp ((;Z’ g;f)
_ 4y _ (awl O O a%)
a=jere oz oy Tar oy
=0
2 2
e T (CORCF)
=...=1
9D (Pup(yes), Yup(yes)) = ... = 1

Daraus folgt dass 1, eine Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis abbildet und
daher ist v eine Isometrie.

Isometrien von H Zu a,b,c,d € R mit ad — bc > 0 betrachte

b
h(z) = Zji ¥ ((spezielle) Mobiustransformation)
Es gilt:
(az +b)(cz + d))
Im(h =1
m(h(z)) = Im ( |z + d|?
m (aczz +bd + adz + bcz>
B lcz + d|?
(ad — be) Im(z ,

= T )>O (fiir z € H)
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Es gilt somit h : H — H, sowie

1 dz —b
ad —bc —cz+a

hl(z) = (nachrechnen)

Daraus folgt dass h ein Diffeomorphismus ist. Fiir v € T, H und v = (}) gilt:
D DR g O
hi:V = Dhl.V = | " 51mm) aIm(h) e \ aTm(h)
Vo=, + V2 GL \vopt + v2 5 T
<Re<<A i) + wQ)))
Tm(( )
~ (Re(W(2) - (v1 +iv2))
- \Im(R/(2) - (v + iv2))

A+ ip)(vg + ive

Fir v,w € T, H gilt:

g (v,w) = Imgz)Q (viw1 + vaws)
— Imgz)Q Re((vl + ivg) (w1 + iwg))
Es ist
;o alcz+d)—claz+b)  ad—bc
W) = (cz+d)? ~ (ez+d)?
Daraus folgt dann
gH|h(z)(h*zUa h*zw) = (Im(hl(z ))2 . Re(h’(z)ﬁh/(z)’w)
_ MR —__M()P
=iz T T Ty )

Wobei Im(h(z)) = ﬁj;fi’I% -Im(z) = |W/(2)| - Im(2) gilt, daraus folgt dass h eine

Isometrie ist.

Beispiel (1) Fir w € H ist

Im(w) - z 4+ Re(w)

=Im(w) - z + Re(w)

eine Isometrie von H, da Im(w) > 0 und hy, (i) = Im(w)i + Re(w) = w. Daraus
folgt dass es geniigt die Geodétischen durch i zu betrachten.
(2) Fur 6 € R ist

cos(6)z — sin(0)

hg =

sin(#)z + cos(0)
Eine Isometrie von H mit
0) — L sin(0
ho(i) = iCO,S( ) = sin(6) _,

sin(6)i + cos(6)
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und
1 .
h/ N\ — — —210
o) = Gin(@)i + cos(@)? ~ ©
Fir v € T; H mit |jv]| = 1 kénnen wir also § € R wéhlen mit hg.ea = v.

Daraus folgt dass es geniigt die Geodétischen v mit «(0) = ¢ und 4(0) = e zu
bestimmen.

gk = y* - Oy
1 2
Tij =5 29" (9511 = 9ij1 + gu5)
=1

Daraus folgt

1 1 1
F%zzlglz—; F%l = - F%2:—*

alle Anderen sind ,= 0“. Die geoditische Differentialgleichung lautet 5% +
Zij(FZ. o) -4t 4J = 0. Daraus folgt

. 2 4. .
1_7271.72:0 52
Y

Ansatz: y' = 0 (erfiillt die erste Gleichung) ~ 52 = %2(&2)2

Lésung: v2(t) = et
Damit ist y(t) = ie! die Geoditische durch i mit der Startrichtung es. Die

anderen Geodétischen, die in ¢ starten sind von der Form

cos(f)ie! — sin(6)
sin(6)iet 4 cos(0)

ho(~(t)) =

Mobiustransformationen bilden Geraden und Kreise auf Geraden und Kreise ab.
Damit ist 9 = hg o v eine Gerade oder ein Kreis.

ino ..
(1) = {—ig;e fiir t - —o0

cos 6 -
ey’ flir t —» oo

Fiir sin 6, cos 6 # 0 ergibt sich:

141



Anhang A: Ubungen

Es ist

— ... = %
[90(t)] cos @ + et sin 0

Fo(t) icosf + elsin@ i firt— —oco

—i firt — oo
Also schneidet der Kreis die R-Achse im rechten Winkel und damit liegt der
Mittelpunkt in R: % (gﬁfg — (S:g;z) Wegen h,,(R) C R gilt das Gleiche fiir alle
Geodatischen.

Ubung 11 vom 21. Januar 2012

Aufgabe 1
Es sei k € R und

cos(y/kt) k>0 1}{ sin(+/kt) k>0
Ce(t) =11 k=0 Sk(t) = k=0
cosh(y/|k[t) k<0 ﬁ sinh(y/]x[t) k<0

-

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und 7 eine nach Bogenldnge para-
metrisierte Geodétische. Fiir alle ¢ und jede Ebene P < T M mit 4(t) € P gelte
sec(P) = k.

Zeigen Sie, dass jedes orthogonale Jacobivektorveld J langs v die Form

J(t) = Cr(t)A(t) + Sk (t) B(t)
mit parallelen Vektorfeldern A, B ldngs v hat.

Aufgabe 2

Es sei (M, g) eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit von konstanter Schnitt-
krimmung x € R und p € M. Zeigen Sie, dass es genau dann zu p konjugierte Punkte
gibt, wenn k > 0 gilt.

Losung 1
Erinnerung: Definition von Jacobifeldern

T(t) + (R(T,5)%)(t) =0 (Jacobi-Gleichung)
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(Vektorfelder von Variationen durch Geodétische)
2
= —sec({7,%}) - (1T I” }3] =T, 5))

=0

=—r(J,J)

Wir méchten nun zeigen dass J = —kJ gilt. Es sei e1,...,en1,€n = 4(t) eine
Orthonormalbasis von T M. Daraus folgt 0 = R(J,¥,7,e,) und 0 = (7, ey).
Fir ¢ < n gilt:

R(T +ei, 4.4, T +ei) = k- (| T +eil|” - |[7)° = (T +ei, 1)%) = 6+ | T +eil |
=1 =0
und

R(j ‘|‘€ia"Ya"Yu7+€i) - R(ja"%"% j) + R(eia;ya;y) 61') + 2R(\7777’Ya 67;)
=r- (| TP+ lleill®) + 2R(T 4,4, )

Daraus folgt
R(T 5 4 e 1 12 2 1, 012) — .
(T3, e) = Srl T +ell” = 1 T = lleil]”) = #(T, e:)

und damit gilt R(J,%,%) = x-J und damit wird die Jacobi-Gleichung zu J = —« 7.

Setze A(0) = J(0) und B(0) = J(0) parallel fort zu A(t) und B(t) und definiere
J(t) = Cu(t) - A(t) + S.(t) - B(t). Betrachte nun:

D . , D D

—J=ClA+C, —A+S.B+S, —B=C.A+S.B

dtj CLA+C & +S. B+ S I CLA+ S,
~—~— —~—
=0 =0

J=C'A+S"B
Es gilt:
C!' = —kCy S = —kS,

Daraus folgt 7 = —xJ und damit 7 = J (eindeutige Losung zu gegebenen 7 (0),

J(0)). Der Beweis zeigt, dass parallele A, B L 4 ein Jacobifeld definieren.

Losung 2
k > 0: Sei v € Ty M mit ||v|| = 1 und y(t) = exp,(tv). Da M vollstindig ist, ist v
auf ganz R definiert. Es sei B(0) € v und B die parallele Fortsetzung lings . Setze
J(t) = Sk(t)-B(t). Daraus folg dass J ein Jacobifeld ist mit 7 (0) = S, (0) B(0) =0
——

=0
und

Daraus folgt dass p und ’y(%) konjugiert sind.
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k < 0: Angenommen p und ¢ sind konjugiert langs v (mit ||| = 1). Es sei y(0) =
und 7(tg) = ¢ mit tp > 0. Dann gibt es ein Jacobifeld J # 0 lings v mit J(0)
0 = J(to) und damit ist J orthogonal. Nach Aufgabe 1 gilt 7 = C - A+ S, - B.
Es gilt:

p

0= J(0) = Cu(0) - A(0) + 5.(0) - B(0) = A(0)
Da A parallel ist gilt A = 0 und daraus folgt
0= j(to) = S,.;(to) -B(to) >0
——

to falls k=0

\/ﬁ sinh(y/[slto) ~ falls k<0
Daraus folt B(tp) = 0 und, da B parallel ist, B = 0. Also ist J = 0, was einen
Widerspruch darstellt. 4

Bemerkung Der Beweis von Aufgabe 2 zeigt: Eine vollstdndige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit sec = & > 0 hat Durchmesser < — = diam(S™(\/k) = {z € R"! |

4
[zl = vK})

Beispiel (1) S™ sec = 1; p und —p sind konjugiert:

—p = (m)

<

o

p gn—1
und p ist zudem zu sich selbst konjugiert (J(27) = 0), und dies sind alle zu p
konjugierten Punkte.

(2) RP" = Sn/q ~ (—¢) mit der von S™ induzierten Metrik ~~ [p] = [—p]. Daraus
folgt dass [p] der einzige zu p konjugierte Punkt ist.

p

(3) (R™, geur1) parallele Vektorfelder = konstante Vektorfelder. Damit haben die
Jacobifelder die Form J(t) = A+ tB. (mit A, B € R")
(4) H?
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v(t) = ie' Geodatische (letzte Ubung)

A(t) = etaay =el (?)

Es sei A eine paralleles Vektorfeld langs «. Dann gilt:

! A1 A1 0
0=V;A= =
t Vt(Ag) Vt<0>+Vt<A2>

1 1 0 1
= A} <0> + A1 -V (0> + Aj <1> + Az -V, <0>
Al 1 0 . 0
= <A';> +A1-Vy <0> + Ay - Vy <1> wobei V5, = et <1>
1 -1 =0
RO /—41 ~——
/ T t
_ (1‘{1) ey | ThOO) | eay | (200
A r30(1) 20
=0 —e
(A -4
Ay + Ay

Daraus folgt A;(t) = A1(0) - ' und As(t) = A3(0) - e .

Ubung 12 vom 28. Januar 2012

Aufgabe 1
Es sei v : [0,a] — M eine Geodétische mit v(0) = p, 7/(0) = v, ||v|| = 1 und
w € Ty M mit ||w| =1 und (v,w) = 0. Es sei J das durch

J(t) = (expp)*tvtw S T'y(t) M

gegebene Jacobivektorfeld lings v und o = span{v, w}. Zeigen Sie, dass die Taylor-
entwicklung von |J ()| gegeben ist durch

1
|J(t)| =t — 6 sec(o)t® +o(t?) fiir t — 0.

Hinweis: Berechnen Sie zunichst die Entwicklung von |J(¢)|*> und zeigen Sie hierfiir die Identitéit
Vi (R(Y', 1)7')(0) = R(Y', J)/(0).

Aufgabe 2

Es seien 71,72 : [0,a] — M zwei Geodéatische mit v1(0) = v2 = (0) =: p, deren
Ableitungen v := 41 (0) und w := 42(0) normiert und linear unabhéngig seien. Weiter
sel L(t) = d(1(t),72(t))-

Zeigen Sie, dass

1
L(t) =t|lv —w]|| — D sec(span{v, w})|lv — wl|(1 + (v, w))t* + o(t?) fiir t — 0

gilt.
Hinweis: Betrachten Sie die Variation (¢, s) — exp(s exp;ll(t)('yg(t))).

Skizze:
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Losung 1
Offensichtlich gilt 7(0) = 0. AuSerdem gilt nach der Kettenregel fiir die Ableitung

3| (expp(t(v + sw))) = (expy)seo(tw) = T ()
5=0

Wir erhalten dann
'-7/(0) = vt(epr*tv(t’LU))|0 = vt(t : epr*tv(w))|0

= expp*w(fw) +t- vt(epr*tv(w))|0

= w

Ferner gilt | 7 (t)|? = (J(t), J(t)). Wir betrachten nun die Ableitungen davon:

(7,7)(0) =2(7", 7)(0) =
(7, 7)"(0)=2(T",T) + <«77«7'>) (0)
= 2||w||* = 2
(T, N"0)=2(T",T)+(IT".T)+2(T",T))(0)
= 6(J"(0), J'(0)) = —6(R(7(0), 7 (0))7(0), J'(0)) = 0

——
=0

J"(0) = Vi(T"(t)lo = Ve(=R(T, )
Vi(=R(T,3)%) " =R )l
= —R(w,v)v
(T, 7)) =2 ((TD,7) +(I", Ty +3 (7", T") +(I",T")) (0)
= 8(J"(0),7(0)) = —8(R(w,v)v,w)
= —8sec(0)

Beweis des Hinweises Fiir alle Vektorfelder W langs v gilt:

(Ve(R(, T)3)w)(0) = &

t=0

————
=0in 0
=0in 0
d . B
t=0

= (Vi(R(¥,w)¥), 7)(0) + (R(¥, w)¥, T)(0)
= (R(%, J")¥,w)(0)
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Aus den Ableitungen folgt nun

1 1
yj(t)|2:0+0-t+§-2-t2+0-t3+1-(—8)-sec(a)-t4+o(t4)

1
=2 - 3 sec(o)th 4 o(t?)
Es sei nun
| T ()| = ap + art + ast? + ast® + o(t?)
| T())? = a2 + 2apa1t + (2agas + a2)t? + 2(apaz + aras)t® + (2aza1 + a3)t* + o(t?)

Der Koeffizientenvergleich liefert:

1
ap =0, a? =1, as =0, a3 =—¢ sec(o)
und es gilt a; =1 denn | J(¢)| > 0.
Losung 2
Sei o = span{v, w} und V (¢, s) := exp,, (s - exp;ll(t) (72(t)). Wir definieren deswei-
teren
T(t,5) i= 5 (V(t,5) S(t,5) = - (V(t:5)
8) = o ) 8) = )8

Die Abbildung ¢; := s — V (¢, s) ist eine Geodétische von 71 (t) nach 5 () und daraus
folg dann S(t, s) = ¢;. Desweiteren ist ¢ — ¢; eine Variation durch Geodétische und
damit s — T'(¢,s) ein Jacobifeld langs ¢;. Es gilt

ct(0) = () ct(1) = 72(t)
und daraus folgt L(c;) = ||S(¢,0)]||. Fiir gentigend kleines ¢ gilt dann:
L(t) = L(c) = [|S(£,0)]]

Es gilt:

o V.V, T =—R(T,S)S (T Jacobifeld ldngs c;)

o V5 =0 (¢ Geodétische, ¢ = S(t,-))

° VtS = VST
Ferner gilt L?(t) = (S(t,0), S(t,0)) fiir kleines ¢ und daraus folgt dann

(L?)'(0) = 2(VS, 5)((0,0))
mit S(0,0) = ¢p(0) = 0 und ¢p = p. Damit folgt also:
(L*)" = 2((ViViS, S) + (ViS, V45))(0,0) = 2(V.T, V. T)(0,0)
Wir wissen bereits dass 7'(0,0) = 41(0) = v, T(0,1) = w und ¢o = p, also V5 = %.
Es gilt
V:VsT(0,s) = —R(T(0,s),5(0,s)) S(0,s) =0
—— —
=0 =0

Damit ist 70, -) linear, also 7'(0,s) = v + S(w — v) und damit V,7'(0,s) = w — v.
Daraus folgt dann (L?)” = 2 - |w — v||2. Wir mdchten nun dass folgendes gilt:

(L2)"(0) = 6((V¢ V¢S, V,5)(0,0)) = 0

Dazu zeigen wir zunéchst die folgenden drei Gleichungen:
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(1) V,7(0,5) =0
(2) V,VT(0,s) =0
(3) ViViS(0,5) =0
Dass (2) aus (1) folgt ist klar. Dass (3) aus (2) folgt zeigt Folgendes (in (0, s)):
ViViS =iV, T =V .V, T+ R(T,S)T
——

N—_———
=0 =0

Um (1) zu zeigen gilt (V,7)(0,0) = (V,T)(0,1) und dann bleibt noch zu zeigen,
dass (V,T)(0,s) linear ist. Mit (3) folgt dann schlieglich (L?)”(0) = 0. Fiir die
vierte Ableitung gilt dann

8(V:VVS, VS)(0,0)

0)

LYY =... =

(L) (0) 56,520
(V:VS5(0,0)=

Es gilt:

ViViViS = Vi(ViVT) = Vi(R(T, S)T + V,V,T) Hnwl R(T,VS)T + V,V VT

In (0,0) gilt:

R(T, V:S)T(0,0) = R(31(0),w — v) 41(0)
—~— —— ——
=VT =v =v
Damit folgt dann insgesamt;:
4 =w—v
(L2)D(0) = 8(R(v, w — v)v, V45(0,0)) + 8 (V,V VT, V;5)(0,0)
=..=0

=8(R(v,w —v)v,w — v)
= 8(R(v, w)v, w)
—8(R(v, w)w, v)

= —8sec<a><uvuﬂ|wu2 —(v,w)?)

=1

Ubung 13 vom 4. Februar 2012

Aufgabe 1
Es seien 2 < p € Nund 1 < ¢q,...,q;x < p zu p teilerfremde natiirliche Zahlen.
Zeigen Sie, dass die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln E, = {z € C | 2P = 1} durch

221,y 2k) = (221, .. 2% 2y)
frei und eigentlich diskontinuierlich auf =1 = {(z1,...,2,) € C*F | 2F, |22 = 1}
operiert.
Die Quotientenmannigfaltigkeit L(p,qi,...,qx) = S?**71/E, nach dieser Wirkung
wird Linsenraum vom Typ (p,q1,...,qr) genannt.
Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass es auf T™ keine Riemannsche Metrik mit positiver Schnittkrimmung
gibt.
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Aufgabe 3

Es seien M, M7, My zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeiten und 7; :
M — M; Riemannsche universelle Uberlagerungen mit Decktransformationsgruppen
I; (i =1,2). Zeigen Sie, dass M; und My genau dann isometrisch sind, wenn es eine

Isometrie ¢ : M — M gibt, so dass I'y = ¢pI'a¢~ L

Losung 1

Operation: Fiiralle z € E), ist S2k=1 _ §2k=1 7 s 2. stetig und fiir alle 2, 3 € E,
und alle z € S%~1 gilt 2.(2.2) = (2 - 2)..

Die Operation ist frei: Es ist zu zeigen dass fiir alle z € S*~! gilt (E,), = {1},

beziehungsweise fiir alle z € E, \ {1} und alle x € S?*~1 gilt 2.2 # z, beziehungs-

weise dass flir alle z € E, gilt dass wenn es ein x € S2k=1 mit 2.z gibt z = 1 gelten
muss. Es seien E, und (z1,...,2;) € S2k=1 mit
(21, oy 2k) = 2.(21y .oy 2zi) = (221, .00, 2% 2)

Da (21,...,2) € S?~1ist, existiert ein j € {1,...,k} mit z; # 0, und daraus folgt
2% = 1. Es seien a,b € Z mit 1 = ag; + bp. Es gilt dann

1=19-1° = (29)%(2P)b = 290 TP = ;1 —

Die Operation ist eigentlich kontinuierlich Die Gruppe ist endlich und alle
endlichen Gruppen operieren eigentlich diskontinuierlich, dann bleibt zu zeigen dass
fiir alle K € S?¢~1 die Menge {z € E, | 2.K N K # 0} endlich ist.

Der Quotient L(p,qi,...,qr) nach dieser Operation ist also eine Mannigfaltigkeit.
Fir z = 627”% ist die induzierte Abbildung eine Drehung um den Winkel %quj in der
x2j_1-r2j-Ebene. Damit ist die Operation beziiglich der Standardmetrik isometrisch
und daraus folgt dass L(p,qi,...,qr) eine sec > 0-Metrik besitzt. Im Fall p = 2
gilt ¢ = ... = ¢ = 1 und es ist L(2,1,...,1) = RP?*~1 Laut Vorlesung gilt:
Fiir k > 2 ist S**=' — L(p,qu,...q) die universelle Uberlagerung. Dann sind die
Einheitswurzeln gerade die Decktransformationsgruppe, also folgt

T (L(p, a1, an) = By 2 Ly 2 5y,

Korollar Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist isomorph zur Fundamental-
gruppe einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer Schnitt-
krimmung,.

Beweis Sei GG eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Nach dem Hauptsatz iiber
endlich erzeugte abelsche Gruppen gilt:
(1) G=2Z' 97y ®... DLy,
(2) (M, gan) und (N, gn) haben die Schnittkriimmung sec > 0 und damit hat
(M x N,gn @ gn) auch sec > 0 (wobei (g ® gn)(Xar + Xy, Yar + YY) =
gv (Xar +Yar) + gn (XN, Y))
Daraus folgt:

m(T" x L(p1,1,...,1) X ... x L(pp,1,...,1))
g7T1(Tn)@Wl(L(pl,l,...,l))@...@Wl(L(pl,l,...,l))
X7 Dy B ... DLy, 2 G O
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Die Mannigfaltigkeiten L(p, q1, ..., qr) und L(p,q,...,q;) sind:
e homotopiedquivalent genau dann wenn qp - ... -qx = ilkqi ... q)(mod p) fiir ein
leZ, (7]
e homdéomorph genau dann wenn es ein | € Z, und ein o € Sj, gibt sodass fiir
alle i gilt ¢; = +lq¢’'o(i)(mod p) [2]
Also handelt es sich um homotopieaquivalente, aber nicht homéomorphe Mannig-

faltigkeiten.

Losung 2
Nach dem Korollar von Bonnet-Myers ist die Fundamentalgruppe eine vollstandige
Mannigfaltigkeit mit ric > (n — 1)x > 0 endlich. 71 (T™) = Z" nicht.

Losung 3
Wir kiirzen mit (*) die rechte Seite der Behauptung ab, also

Es gibt eine Isometrie ¢ : M — M, sodass T'; = ¢pLap ! (*)

»w<=%“: Essei ¢ : M — M eine Isometrie mit (*). Definiere die Abbildung

Bahn .
@ : My — M ¢(Tor) = T1¢()

Behauptung: ¢ ist wohldefiniert

Beweis: Es ist zu zeigen dass fiir alle 75 € T'g es ein 71 € Ty gibt mit ¢(yaz) =
1¢(x). Fiir v2 € Ty ist poyg 0 ¢! =: 41 € I'y. Dann folgt 71 (¢(x)) = G(72(x)).

Die gleiche Konstruktion fiir ¢~! liefert ¢ ~!. Da 7; ein lokaler Diffeomorphismus

ist folgt dass ¢ und ¢! glatt sind. Da ¢ und 7; lokale Isometrien sind und 7

surjektiv ist, ist ¢ eine lokale Isometrie, und weil ¢ ein Diffeomorphismus ist folgt

dass ¢ eine Isometrie ist.

»=%: Es sei ¢ : M7 — My eine Isometrie. Dann ist ¢ o my eine lokale Isometrie,
da ¢ ein Diffeomorphismus ist und m eine Uberlagerung, und damit ist ¢ o m
eine Riemannsche Uberlagerung. Aus 7 (M) = {0} folgt dass ¢ om; die universelle
Uberlagerung ist; diese ist nach der Vorlesung bis auf Isomorphie eindeutig. Das
bedeutet es existiert eine Isometrie ¢ : M — M mit m 0 9 = p o ma.

Behauptung: T, = $pLap~!

Beweis: ,,C*“:

1 merl 1 A a1

' ="pomopTl=mopopTl=m

M OPOY0P ~ =@om0oy20Q"

» 2
A—1 PO PO A Al s
M20@ " O0710Y=¢ OMOYIOPYP=@ OMOPY=T20Q 0P ="T2
Daraus folgt

Yo=¢ loyopely v =poyop e plap™
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