1. Algebra Ubung

Ferdinand Szekeresch

7. August 2018

Aufgabe 1

(M, -) Magma, & (M) Potenzmenge.
Fir ABCM:AxB:={a,b:a€ Abe B}, dh.z€ AxB&3Jac Abe

B

:x = ab.

dabei auch: r € Ax0 & Jac A be:z=ab
——

4
= 1 € A x () existiert nicht. = A*x 0 =

a)

Sei M kommutativ. Fiir alle A BC M : AxB={a-b:a€ Abe B} =
{bra:beB,ac A} =BxA
= P (M) ist kommutativ.

Sei M eine Halbgruppe, d.h. assoziativ. Fiir alle A, B,C C M :
(AxB)«C={z-c:x € AxB,ceC}={(a-b)-cia€e A,be B,ce C} =
{a-(b-c):acAjbe B,ce C}

={a-y:a€Ajye BxC}=Ax(BxC)

= P (M) ist assoziativ (Halbgruppe).

Sei M ein Monoid mit neutralem Element 1.

Zeige: {1} ist neutrales Element von 2 (M).

Firalle ACM:Ax{l} ={a-1:a€ A} =A={l-a:ac A} ={1}xA
= (M) ist Monoid mit neutralem Element {1} (Assoziativitidt nach b)).
Welche A C M sind invertierbar?

1.Fall A=10
=VBCM:0xB=Bx0=0+# {1}
= () ist nicht invertierbar.
2.Fall A = {ap} einelementig
Behauptung: {ap} € Z(M)* < ag € M~
» = “ {ao} invertierbar = 3B C M, B # 0 : {ap} * B = B x {ag} = {1}
be B = agb=1=bag = ag invertierbar in M und aal =b=
B ={ao} ™" = {ap"}



, =X ag € M*
= {ao} * {a, }_{a0a01}_{1}_{a01} * {ao}
= {ap} € Z(M)* und {ap}~! —{ao }.
3.Fall |A| > 2;a1,a2 € Aj;aq # as.
Annahme: 3BC M, B#0: AxB=BxA={1}
Seibe B=>aib=1=ba; =a; =b""
agbzlzbagéagzb_lﬁalzag é

Fazit: A C M ist invertierber & A = {a;} fiir ein a3 € M*. In diesem Fall
ist A7 = {al_l}.

Sei M eine Gruppe.

nach ¢): #(M) ist ein Monoid mit neutralem Element {1}.
P(M)* ={{a} :a e M}

= () ist nicht invertierbar = (M) ist keine Gruppe.

Aufgabe 2

(M, ) Monoid mit neutralem Element 1. Voraussetzung: Vo € M : 22 = 1.

e Zeige M ist Gruppe, also jedes x € M ist invertierbar. Wihle y = .

e M ist abelsch. Seien x,y € M = (2y)? = 1 = ayzy = 1 = aryzyyr =
yr = zyr’ = yx
= zy = yz.

Aufgabe 3

f=X34+aX?+bX +¢,
Y::X—l—%bzw.X:Y—g

S revlepay -2t ppy -9y

= (Yg—aYer%Yf‘21—;)+a(Y2—%“Y+%2)+b(Y 9 4= Y34
ad 2a®  ab
b— )Y +(— — —
( 3) + 27 3 +)
———— —_———
=p =4
g:Y3+pY—|—q7D = —4p® —27¢*>,D <0
Ci=e3 =cos(3F)+isin(3)=—-1+ z@ dritte Einheitswurzel
(=e% :cos(?”)+281n(43“):—%—i§
¢=1
L4+ ¢+ =1+ (-5 +iP) + (3 —i%) =
damit:
(V= (w+0) (Y = (Cu+ ) (V = (CutCv)) =
(Y —u—0)(Y=Cu—C?0) (Y =Cu—Cv) = ... = Y3+ (—u (1 + (+ ) —v (1 + (+¢?) ) Y?
-0 =0



(= (14 ¢+ ) +0? (14 ¢+ ) +3uv (C+ ) )Y+ (e =0 —uv® (1 4+ (+ ) —uPv (1+(+ ()
—— — —

=0 =0 =1 =0 =0
=Y3 - 3wy — (u® +v3)

o —ub—v?=—1(—q+§V-3D) - 3(—¢— 5V—3D) =¢
= (Y= (u+0)) (Y = (Cu+¢*0)) (Y = (CCu+ (o)) = Y3 —=3uvY — (¥ +0°) =

Y3 +pY + ¢
|
Beispiel: f=X34+X%2-X —1, Y:X—l—%
. 4 16 )

damlt:f:Y3—§Y—2—7,D:0:>u:v:§
— M~
=p =y ,

= F= (V- DY -2 ) = (v - DY+ )

x4l

VEETE (X 1) (X 1)



