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Fassung vom 7. August 2018.
Zum Erstellen der Grafiken wurden die Programme OmniGraffle und MuPAD verwen-
det.



Inhaltsverzeichnis iii

Inhaltsverzeichnis

I Graphen und Biume 1
1 Graphen 1
2 Biume 4

IT Cayley-Graphen und Automorphismengruppen 9

3 Cayley-Graphen von Gruppen 9
4 Quotientengraphen 17
5 Freie Gruppen 20
IIT Bass-Serre-Theorie 23
6 Die Fundamentalgruppe eines Graphen 23
7 Freie Produkte und Amalgame 27
8 Graphen von Gruppen 38
9 Segmente und Amalgame 43
10 Baume von Gruppen 46
11 HNN-Erweiterungen 50
12 Fundamentalgruppe eines Graphen von Gruppen 52
13 Der Satz von Kurosh 60
IV Der Bruhat-Tits-Baum fiir GLy(Q,) 63
14 p-adische Zahlen 63

15 Der Baum fiir QQ, 67



v Inhaltsverzeichnis

16 Die Aktion von PGLy(Q),) auf T,

17 Der Satz von Ihara

V Diskontinuierliche Gruppen

18 Mo6biustransformationen

19 Diskontinuierliche Untergruppen von PGL,(Q,)
Literatur

Index

72

82

89
89
92
98

99



1 Graphen 1

Teil 1
Graphen und Biume

1 Graphen

Definition 1.1 Ein Graph I' besteht aus zwei Mengen

E=E(l') (die Ecken von I')
K = K(I') (die orientierten Kanten von I')

und den Abbildungen
I:K—EXxXE, kw(i(k),t(k))

und _
-t K=K, kw—k,
mit den Eigenschaften

1. k#F fiir alle k € K,

2. &=k fir alle k € K,

3. i(k) = t(k) fiir alle k¥ € K (dann gilt auch t(k) = i(k)).
Ein Paar {k, k} heiBt geometrische Kante. Als Orientierung eines Gra-
phen bezeichnen wir die Wahl einer Teilmenge K+ C K, so dass k € K+
genau dann, wenn k € K~ 1= K\K* ist.

Mengenoperationen auf Graphen sind immer auf den entsprechenden Men-
gen F und K zu verstehen.

Beispiel 1.2 Graphen.

I

P . . - . ._ .. ..
Graphen miissen nicht endlich sei

und auch nicht lokal endlich
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Bemerkung 1.3 T kann ,,topologisiert* werden: Geometrische Kanten wer-
den mit [0, 1] identifiziert und verklebt, wenn sie gemeinsame Ecken haben.
Es ist sogar moglich, jeden Graphen als Teilraum von R? zu realisieren, i.A.
ist es aber nicht moglich, einen Graphen als Teilraum von R? zu realisieren
(siche etwa Kapitel 3 in Diestel [1]).

Definition und Bemerkung 1.4 Esseien' = (E, K, I)und IV = (E', K', I')
Graphen.

1. Ein Morphismus f : I' — IV ist ein Paar f = (fg, fx) von Abbildun-
gen fp: E— E' und fr : K — K' mit

I'(fi (k) = (fe(i(k), fe(t(k))) = (fe % fe)(I(K))

und

fr(k) = fx(k

~—

fiir alle k € K.
2. Die Komposition zweier Morphismen f, g
fog=(feogr, fkogK),
ist wieder ein Morphismus.
3. f heifit Isomorphismus, wenn es einen Morphismus ¢ : ' — T' gibt
mit
fog=1idp und go f =idr.
Ein Isomorphismus f : ' — I' heiffit Automorphismus.
4. f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn fg und fx bijektiv sind.
Definition und Bemerkung 1.5 Es sei I' ein Graph.
1. Ein Weg w (der Lénge |w| =n > 0) in I ist eine Folge
w = (k1,...,kyp)
von Kanten k; € K(I') mit t(k;) = i(kipq) firi=1,...,n— 1.
i(w) :=i(ky) und t(w) := t(ky)

heiflen Anfangs- und Endpunkt von w. Ist n = 0, so wird i(w) =
t(w) € E(I") definiert.
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2. Setze

(fester Graph mit n + 1 Ecken und 2n Kanten) und w der stachelfreie
Weg mit i(w) = 0 und t(w) = n. Dann ist jeder Weg der Linge n in I’
das Bild von w unter einem Morphismus P, — I'.

3. T heiit zusammenhingend, wenn es fiir alle 2,y € E(T") einen Weg
in I' gibt mit i(w) = z und t(w) = y.

4. Ein Weg heiBt stachelfrei, wenn k; ., # k; ist fiir i =1,...,n — 1.

5. Gibt es in I' einen Weg von z nach y, so gibt es auch einen stachelfreien

Weg.
BEWEIS VON 5.: Es sei w = (ky,...,k,) und ki, = k;. Dann gilt:
i(Kita) = tlkipr) = t(ks) = i(ks) = t(ki).
Folglich ist w’ = (k1,...,ki_1, kiyo,. .., k,) ein Weg von x nach y. [ |

Definition und Bemerkung 1.6 Es sei I' ein Graph.
1. Ein Weg w in I' heifit geschlossen, wenn i(w) = t(w).
2. w heiBt einfach, wenn i(k;) # i(k;) fir i # j.

3. Einfache Wege sind insbesondere auch stachelfrei (fiir Wege der Lange
2 ist dies als Definition zu verstehen).

4. Ein einfacher geschlossener Weg der Liange n > 1 heifit Kreis. Ein
Kreis der Lange 1 heifit Schleife.

Kreis Schleife

<> O

5. Ein Paar k; # ks von Kanten in I' heifit Doppelkante, wenn i(k;) =
I(]{?Q) und t(k’l) = t(kg) ist.
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k1

>

ko

6. Ein Graph heifit kombinatorisch, wenn er keine Schleifen und keine
Doppelkanten enthélt.

7. Ein Graph ist genau dann kombinatorisch, wenn er als topologischer
Raum ein simplizialer Komplex ist.

Definition und Bemerkung 1.7 Es sei [ ein zusammenhéngender Graph.
Fir z,y € E(T) sei

d(z,y) ;= min{n : es gibt einen Weg w von z nach y mit |w| = n}.
Dann ist d eine Metrik auf I (genauer: auf F(I')). Der Durchmesser von
I ist
d(I') :=sup{d(z,y) : z,y € E(I')}.
2 Béaume

Definition 2.1 Ein Baum ist ein zusammenhéngender Graph ohne Kreise.

Beispiel 2.2 Biaume.

*——0

Proposition 2.3 Ein Graph I ist genau dann ein Baum, wenn es zu je zwei
seiner Ecken z,y genau einen stachelfreien Weg von x nach y in I" gibt.
BEWEIS: ,=“: Seien x,y € E(I"), w = (ky,...,k,) und v’ = (ki,...,k.,)
stachelfreie Wege von x nach y. Ist k,, # k), soist w = (k1, ..., kn, E:ﬂ, k)
ein stachelfreier geschlossener Weg, enthélt also einen Kreis, im Widerspruch
dazu, dass I' ein Baum ist. Also muss k, = k], sein. Induktion iiber die

Weglénge n ergibt die Behauptung.
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,<=": Da es zwischen je zwei Ecken einen Weg gibt, ist I' zusammenh&ngend.
Da es genau einen Weg gibt, kann es keine Kreise geben. |

Definition und Bemerkung 2.4 Sei I" ein Graph und z € E(T").

1. Es sei
K, ={ke K():i(k)=x}.

Die Ordnung von z ist
v(x) = | K,

(Die Ordnung wird auch als Valenz oder Index von z bezeichnet.)

2. z heift Endpunkt, wenn v(z) = 1 ist. Es bezeichne EP(I") die Menge
der Endpunkte von I'.

3. I' — z sei der Graph mit E(I' — z) = E()\{z} und K(I' — z) =
K(I\(K,UK,) (Entfernen des ,,Sterns* um x). I'—x ist ein Teilgraph
von I'.

4. Ist x ein Endpunkt, so gilt:

(a) T'ist genau dann zusammenhéngend, wenn I'—x zusammenhéngend
ist.
(b) Jeder Kreis in I' ist in I" —  enthalten.

(c) T ist genau dann ein Baum, wenn I' — z ein Baum ist.

BEWEIS VON 4.: (a) und (b) sind klar und ergeben zusammen (c). [ |

Proposition 2.5

1. Sei f:T' — I" ein Isomorphismus von Graphen. Dann gilt
v(z) = v(fe(2))
fir alle z € E(I).

2. Essei IV =T' — EP(I"). Jeder Automorphismus von I' induziert einen
Automorphismus von I”.

3. Ist I' ein Baum von endlichem Durchmesser n = d(I), so gibt es fiir

e gerades n eine Ecke x € E(T") mit fr(z) =2

e ungerades n eine geometrische Kante £ = {k, k} mit fx(k) = &
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fiir jeden Automorphismus f von I.
BEWEIS:
1. fx induziert eine Bijektion K, — K'E(x).
2. Folgt aus 1.

3. Fiir n =0 und n = 1 ist die Aussage klar.

Wir zeigen im Folgenden, dass IV = I' — EP(I") ein Baum vom Durch-
messer n — 2 ist (falls n > 2), dann folgt die Behauptung durch Induk-
tion iiber n.

Es sei w' = (k},...,kl,) ein stachelfreier Weg in I und =z = i(w'),
y = t(w'). Dann ist m = d(z,y). Da in I gilt v(z) > 2, v(y) > 2, gibt
es eine Kante k; # &/ in T mit i(k;) = 2 und eine Kante k,, # k, in I
mit i(k,,) = y. Dann ist w = (k1,k},..., k", kn) ein stachelfreier Weg
in I'. Es ist also m + 2 < d(T") und somit m <n — 2.

Sei umgekehrt w = (ky,...,k,) ein stachelfreier Weg in I'. Fiir i =
2,...,nist v(i(k;)) > 2. Folglich ist (ks, ..., k,—1) ein stachelfreier Weg
in I'V. Somit gilt auch d(I') > n — 2. |

Beispiel 2.6 Der endliche Durchmesser ist in Teil 3. von Proposition 2.5
wesentlich, wie das Beispiel einer (in beiden Richtungen) unendlichen Kette
zeigt:

ist ein Baum von unendlichem Durchmesser. Hier ist eine Translation ein
Automorphismus ohne Fixpunkt und Fixkante.

Folgerung 2.7 Jeder endliche Baum entsteht aus e durch wiederholtes Anhéngen
von Endpunkten.

Definition und Bemerkung 2.8 Es sei I' ein Graph.

1. Ein Teilbaum 7" C I" heiit aufspannend (oder auch Geriist), wenn
E(T) = E(I) ist.

2. Jeder zusammenhéngende Graph besitzt einen aufspannenden Teil-
baum.
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BEWEIS: Es sei Ty C I' ein Teilbaum. Ist E(T5) # E(I'), so gibt es eine Kante
k€ K(I') mit i(k) € E(Ty) und t(k) € E(Ty). Dann ist 7" := Ty U{k, k,t(k)}
ein Teilbaum von I

Ist I" endlich, so erhalten wir mit Induktion einen Teilbaum 7' mit E(T') =
E(T).

Falls T" nicht endlich ist, betrachte die Menge T der Teilbdume von I'. Es
ist T # () und T ist durch die Teilbaumrelation partiell geordnet. Ist T} C
T, C --- eine austeigende Kette von Teilbdumen, so ist |J, 7; € T. Nach
dem Zornschen Lemma muss es also ein maximales Element 7" € T geben.
Angenommen E(T) # E(I"). Dann kénnte man wie im endlichen Fall einen
Baum 7" 2 T konstruieren, im Widerspruch zur Maximalitit von 7. |

Definition und Bemerkung 2.9 Sei I ein endlicher zusammenh&ngender
Graph. Wir setzen

o(T) = |E(T),
K(T) = S K (D))
Das Geschlecht von T ist
() i= k() — e(T) + 1.

Das Geschlecht wird auch als zyklomatische Zahl oder Betti-Zahl be-
zeichnet. Es gilt:

1. g(I') > 0.
2. ¢g(T") = 0 genau dann, wenn I' ein Baum ist.

BEWEIS: Ist I' ein Baum, so ist nach Folgerung 2.7 g(I') = 0. Ist T kein
Baum, so sei T ein aufspannender Baum von I'. Also ist e(I') = e(7") und

E(T') > k(T) und damit g(I') > ¢(7") = 0. |

Definition und Bemerkung 2.10 SeiI" ein Graph und Z ein zusammenhéngen-
der Teilgraph. Mit I'/Z bezeichnen wir den folgenden Graphen
E/Z) = (E(T)
K('/Z) = K(T)
Ir/z(k) = (ir/z(

E(Z))u{z},
K(Z)7
k),tr/z(k)), ke K({/Z).
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Beispiel 2.11 Ist Z ein Geriist von I, so erhalten wir

r/7 =

mit g(I') Kanten.

Definition 2.12 Wir sagen, dass I'/Z aus I' durch Kontraktion von Z
entsteht. Ist Z nicht zusammenhéngend, so wird I'/Z durch Kontraktion
jeder Zusammenhangskomponente von Z definiert.

Bemerkung 2.13 Ist I ein endlicher zusammenhéngender Graph und Z ein
Teilgraph, so gilt:

1. g(I'/Z) < g(I").
2. g(I'/Z) = g(I'), falls Z ein Teilbaum ist.

Definition 2.14 Ein Graph, dessen Zusammenhangskomponenten Baume

sind, heifit Wald.

Proposition 2.15 Es sei I' ein zusammenhéngender Graph und Z ein Teil-
wald von I'. Dann ist I'/Z genau dann ein Baum, wenn I' ein Baum ist.
BEWwEIS: Ist I" endlich, so folgt die Behauptung aus Bemerkung 2.13 und
Bemerkung 2.9. Ist I" unendlich, so sei " ein endlicher zusammenhéngender
Teilgraph von I'. Dann ist IV N Z ein endlicher Wald. Also ist I ein Baum,
genau dann wenn ['/(I" N Z) ein Baum ist. Schopfe nun I' durch endliche
Teilgraphen aus. |
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Teil II
Cayley-Graphen und
Automorphismengruppen

3 Cayley-Graphen von Gruppen

Bemerkung 3.1

1. Fir jeden Graphen I' bildet die Menge Aut(I') der Automorphismen
von I' eine Gruppe.

2. Aut(I") ist eine Untergruppe von Perm(E(I")) x Perm (K (I)).
3. Ist I' ein kombinatorischer Graph, so ist Aut(I') < Perm(E/(T")).

Beispiel 3.2 Automorphismengruppen von Graphen.

1. Fur

ist Aut(l') = {id, o} = Z/27 mit (1) = 2, ¢(2) = 1 und o(k) = k.
2. Fir

besteht Aut(I") aus allen Permutationen der drei Ecken, also ist Aut(T") &
Ss.

3. Fir
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ist Aut(I') = S,.

4. Die Automorphismengruppe von

enthélt sechs Drehungen drei Spiegelungen mit Spiegelachse durch zwei
Ecken und drei Spiegelungen mit Spiegelachse durch Kantemittelpunk-
te, hat also mindestens zwolf Elemente. In der Tat ist bereits

Aut(l) = {id,7,...,7°, 0,07,...,07°} = Ds.
Dg ist die Diedergruppe des Sechsecks.

Definition und Bemerkung 3.3 Es sei G eine Gruppe und S C G. Der
Cayley-Graph I'(G, S) von G bzgl. S wird wie folgt definiert:

E(T(G,S)) =G,
K(I(G,9)):=G x S x {-1,1},

und fiir k = (g, s,¢) € K(I'(G, S)) sei k = (g, s, —¢) und

i(k) =g, tk)=gs fallse=1,
i(k)=gs, tk)=yg fallse=—1.

Beispiel 3.4 Cayley-Graphen.
1. Es sei G beliebig, S = (). Dann ist K(I'(G,S)) = 0.
2. G=7und S ={1}:

®
[
= )
—®
@

3. G=Zund S = {2}:
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-2 0 2

4. G=%Zund S ={-1,1}:

5. G =7Z/nZ und S = {1}:

Man beachte, dass fiir die Kanteniibergénge von rechts multipliziert
wird.

Bemerkung 3.5
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1. I'(G,S) ist genau dann zusammenhéngend, wenn G von der Menge S
erzeugt wird.

2. Fir jede Ecke g € G = E(I'(G, S)) ist v(g) = 2|5].
3. I'(G, S) enthilt genau dann Schleifen, wenn 1 in S enthalten ist.

4. T'(G, S) enthalt genau dann Doppelkanten, wenn es in S Elemente s # 1
gibt, so dass auch s~ € S ist.

5. T'(G, S) enthilt keine Dreifachkanten.

BEWEIS VON 1.: = Sei g € G beliebig und w = (kq,...,k,) ein Weg in
['(G,S) von 1 nach g, mit k; = (g;, 8;,&;). Dann ist g1 = 1, go = s7', ...,
Gn = 87+ - 87 Somit ist g = t(k,) = gpsr = 57t s5n € (S).

n—1 n

,<="“: Fiithre die gleiche Uberlegung riickwirts durch. u

Definition und Bemerkung 3.6 Es sei G eine Gruppe und I' ein beliebi-
ger Graph.

1. Eine Aktion (oder Operation) von G auf I' ist ein Gruppenhomo-
morphismus ¢ : G — Aut(T").

2. Eine Aktion heifit treu (oder effektiv), wenn Kern(p) = {1} ist. Der
Kern von p heifit auch Ineffektivitiatskern der Aktion p.

Bemerkung 3.7 Es sei G eine Gruppe, S C G. Dann operiert G von links
auf I'(G, S) und diese Operation ist treu.
Genauer: Fiir g € G sei ¢, : I['(G, S) = I'(G, S) gegeben durch

©e(9') = 99,
©4(d',s,€) = (g9, s,¢€).
Dann gilt:
L. ¢, € Aut(I'(G, 9)).

2. ¢ 1 G = Aut(I'(G, 9)),9 — ¢, ist ein injektiver Gruppenhomomor-
phismus.

Beispiel 3.8 (vgl. Beispiel 3.4)

1. Z operiert auf I'(Z, {1}) durch Translation.
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2. Z/nZ operiert auf I'(Z/nZ,{1}) durch Drehungen. Hier ist ¢ : G —
Aut(I'(G, S)), g — ¢, injektiv, aber nicht surjektiv (da Spiegelungen
nicht durch ¢ dargestellt werden).

3. G=S3und S={r=(123),0=(12)}.

@, ist die Drehung um 120° im Uhrzeigersinn. ¢, vertauscht rechts mit
links und innen mit auflen.

Proposition 3.9 Es sei G eine Gruppe, S C G, und Gg = (S) bezeichne
die von S erzeugte Untergruppe.

1. Die Zusammenhangskomponenten von I'(G, S) entsprechen bijektiv den
Linksnebenklassen ¢Gy fiir g € G.

2. Essei 8" C S und H := (5) < Gg. Sei I'y(G, S) der Graph, der aus
I'(G, S) durch Kontraktion von I'(G, S”) entsteht. Dann operiert G auf
I'u(G,9). Esist E(T'y(G,S)) = G/H (die Menge der Nebenklassen).

BEWEIS:

1. Es bezeichne I'; diejenige Zusammenhangskomponente von I', die die
Ecke g € G enthilt.
Die Zusammenhangskomponente I'; von I'(G, S) ist isomorph zu I'(G, S)
(vgl. Bemerkung 3.5(1)). Betrachte I'y fiir beliebiges g € G. Es ist
©4(1) = g, also hat ¢4(I'1) nichtleeren Schnitt mit I'y und ist zusam-
menhéngend. Es folgt ¢,(I';) = I';. Somit ist

E(ly) = (pg)2(E(I'1)) = (¢g)u(CGs) = gGs.
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2. Esist K(T'y(G,S)) =GxS\S'x{-1,1} miti(g,s,1) = gH, t(g,s,1) =
gsH. Fin Element g € G operiert wie folgt:

9(g'H) = (99")H,
9(g',5,¢) = (99’ 5,).

Aus Teil 1 folgt E(I'y (G, S)) = G/H. |

Wir betrachten nun den Graphen, der aus I' durch Zusammenfassen aller
Mehrfachkanten entsteht (wobei die Orientierung jedoch beibehalten wird).

Bemerkung 3.10 Sei I' ein Graph und ' mit

E(T) = E(T),
K@) ={(x,y) € BE(T) x B(T') : 3k € K(T') : i(k) = z,t(k) =y},

mit (z,y) = (y,x), i(z,y) := x und t(z,y) :=y.

1. Die Abbildung p: T’ — T, pp = id, px (k) = (i(k), t(k)) ist ein surjekti-
ver Morphismus von Graphen.

2. Es gibt einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus g : Aut(I') —

Aut(T'), so dass fir alle v € Aut(I") das folgende Diagramm kommu-

tiert:
A
r o(v) L

3. Esist

Kern(p) = {y € Aut(T") : yg = id}.

BEWEIS VON 2.: Definiere ¥ € Aut(T') durch 75 := vg und Fg(z,9) :=

(i(v(k)), t(y(k))) fir (z,y) € K(I'), k € K(I') mit px(k) = (z,y). Setze nun
o(7) =7 u

Folgerung 3.11 Es sei GG eine Gruppe und I' ein beliebiger Graph.
1. Jede Aktion von G auf I" induziert eine Aktion auf T.

2. Ist I' = I'(G, S) ein Cayley-Graph, so operiert G treu auf I und T.
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3. Ist I' = Ty(G, S), so ist die Aktion ¢ von G auf I' genau dann treu,
wenn gilt

(gHg ™" = {1}.

geG

BEWEIS VON 3.: ,=%: Die Ecken von I' sind die Linksnebenklassen gH,
g € G. Sei h € G mit g(h) = id. Dann ist hgH = gH fiir alle ¢ € G, d.h.
g thg =k € H. Folglich ist h = gh/g~! € gHg !, und da dies fiir alle g € G
gilt, ist h € N,cq9Hg™ "

.= Ist h € ﬂgeG gHg™, so ist o(h)p = idgr) = idpE)- Somit ist
o(h) = id. |

Satz 3.12 Es sei GG eine abzdhlbare Gruppe. Dann gibt es einen zusam-
menhéngenden Graphen I' mit Aut(I') = G.

Das folgende Beispiel soll die Idee des anschlieBenden Beweises veran-
schaulichen.

Beispiel 3.13 Betrachte die Kleinsche Vierergruppe G = V4(= Do) = {1,0, 7,07}
mit S = {0, 7}. Es ist

i S T

Die Automorphismengruppe dieses Graphen ist aber grofler als V4. Die Idee
ist nun, die 7- bzw. o-Kanten durch ,Markierungen“unterscheidbar zu ma-
chen, so dass sie nicht mehr ausgetauscht werden konnen:

Durch weitere Markierungen wird verhindert, dass Kanten mit ihren Gegen-
kanten vertauscht werden:
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BEWEIS VON SATZ 3.12: Es sei S = {s1, S2, ...} ein abzdhlbares Erzeu-
gendensystem und 'y = I'(G, S). Fiir ¢ > 1 sei T; der Baum

Di qi

S

q;

mit d(p;,p;) = 2i und d(¢;,q;) = 2¢ + 1. Dann ist 7; 2 T} fiir ¢« # j und
Aut(T;) = {id} fiir alle 4. Sei I' der Graph, der aus I'y entsteht, indem jeder
Teilbaum

T(g,8,1) = 9 @&—>—@ 95i

mit k = (g, s;, 1) durch den Baum 7T ersetzt wird. Die Abbildung
=Ty T;—T(g,si1)

ist ein surjektiver Morphismus. Nun operiert G auf I' und jeder Automor-
phismus von I' induziert einen Automorphismus von I'y, der ,farbtreu® ist.

Ist v € Aut(I') und = € E(I') mit yg(x) = x, so ist v = id, denn fiir
x & E(Iy) gibt es ¢ > 1 mit x € E(T;)\{a;, b;}. Dann ist |y, = idy, und
somit ohne Einschrankung = € E(I'y). Es gibt fiir jedes s; € S genau eine
Kante der Form (x,s;,1) in [y, also in I genau einen Baum 7; mit a; = x.
Also ist v = id auf jedem dieser Teilbdume. Mit Induktion bzw. Anwendung
des Zornschen Lemmas folgt, dass v die Identitét ist.
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Nun zeigen wir Aut(I') = G: Dazu sei v € Aut(I') und g € E(I'y) = G.
Es sei ¢’ := yg(g) € E(FO) = Gund h = ¢'¢g' € G. Dann ist o(h)g(g9) =
hg = ¢'. Es folgt (v~ o o(h))r(g9) = g, also ist nach dem eben Gezeigten
v Yo p(h) = id und somit v = g(h). [ |

4 Quotientengraphen

Definition 4.1 Essei g : G — Aut(I") eine Aktion der Gruppe G auf einem
Graphen I'. Wenn fiir alle g € G und alle h € K(I) gilt

o(9)x (k) # K,

so heif}t o inversionsfrei.

Definition und Bemerkung 4.2 Es sei 9o : G — Aut(I") eine inversions-

freie Aktion. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Quotientengraphen
I'/G mit

E('/G)=E(I')/G (Menge der Bahnen),
K(I/G)=K([I)/G.

Weiter gelten:
1. Fiir Gk := o(Q)k(k) ist Gk = Gk.
2. Esist i(Gk) = Gi(k) und t(Gk) = Gt(k).

3. Die kanonische Projektion p : I' — I'/G ist ein surjektiver Morphismus
von Graphen.

4. Ist f : T' — I" ein G-invarianter Morphismus von Graphen (d.h. es
ist foolg) = f fir alle g € G) so gibt es genau einen Morphismus
:T/G —T'mit f=fo

f

[ ——1

| A

r/G

Beispiel 4.3 Quotientengraphen.

1. Fir I' =I'(Z, {1}) operiert G = Z durch Translation. Es ist
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r/G = Q

2. Fiir eine beliebige Gruppe G operiert G auf I' = I'(G, S) durch Links-

multiplikation. Somit ist
S1
/G = s

wobei die Anzahl der Schleifen gleich |S] ist.

s

Dann operiert G = 7Z /27 auf T durch

3. Es sei

e Spiegelung an der horizontalen Achse:
/227 = e—e

e Spiegelung an der vertikalen Achse; in diesem Fall ist die Opera-
tion nicht inversionsfrei.

e Drehung um 180°:

T/7/27 = v

Bemerkung 4.4 Seil ein zusammenhéngender Graph und ¢ : G — Aut(I")
eine inversionsfreie Aktion. Dann ldsst sich jeder Teilbaum von I'/G nach T’
liften, d.h. zu einem Teilbaum 7" in I'/G gibt es einen Teilbaum 7" in I, so
dass p|7 : T'— T’ ein Isomorphismus ist.
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BeEwEIS: Es sei T = {T C T' : p|r ist injektiv und p(T') C T"}. Sofern
[ #£ (), ist auch T # (. AuBerdem ist T durch die Inklusionsrelation partiell
geordnet. Nach dem Zornschen Lemma enthélt T also ein maximales Element
T,.

Zu zeigen ist nun, dass p(Ty) = 1" ist. Wére dies nicht der Fall, so kénnen
wir in 7" eine erste Kante wéhlen, die nicht mehr in p(7p) liegt, genauer ge-
sagt gibt es eine Kante k' € K(T") mit k' ¢ K(p(Tp)) und i(k') € E(p(Ty)).
Dann muss t(k') € E(p(Ty)) gelten, denn p(7Tp) ist ein Baum, also insbe-
sondere zusammenhédngend. Falls also t(k') € p(Ty) wire, so gidbe es einen
stachelfreien Weg w in p(Tp) von i(k") nach t(k’). Dann wire (w, E/) ein Kreis
in 7", im Widerspruch dazu, dass 7" ein Baum ist.

Nun sei k& € p~'(K'), also p(i(k)) = i(K) € E(p(Ty)). Sei 2o € E(Tp) die
eindeutige Ecke mit pg(xo) = i(k’). Dann muss es ein ¢ € G geben mit
g(i(k)) = 0. Fiir k := g(k) gilt dann i(k) = x und p(k) = k’. Somit gilt
k ¢ K(Ty) und t(k) € E(Tp). Indem man zu T, die Kanten k, k und die Ecke
t(k) hinzunimmt, erhélt man einen Teilbaum in T, der T} als echten Teilbaum
enthélt, im Widerspruch zur Maximalitét von Tp. Also muss p(7) = 77 sein.

Beispiel 4.5 G = 7Z/27 operiert auf T'.

lift

r T /\ T=T/G
it~

Wir betrachten nun den Graphen, der entsteht, indem man jede Kan-
te k eines Graphen I' durch Einfiigen einer weiteren Ecke unterteilt. Diese
neue Ecke kann formal mit der geometrischen Kante [k] = {k, k} identifiziert
werden.

Definition 4.6 Es sei I' ein Graph. Der Graph Iy, mit

E(Tsu) = E(I') U {geometrische Kanten von I'}
K(Fsub) = K(F) X {_L ]-}

und i(k, 1) = i(k), t(k,1) = i(k,—1) = [k], t(k,—1) = t(k) und (k,£1) =
(k,F1) heiBlt baryzentrische Unterteilung von I
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; . Yy (k, 1) Yy
(k,=1)/"[k]  Dsuw

Bemerkung 4.7 Sei I' ein Graph.
1. I'yup, hat keine Schleifen.
2. ['gup ist genau dann zusammenhéngend, wenn I" zusammenhéngend ist.
3. T'qup ist genau dann ein Baum, wenn I' ein Baum ist.

4. Ist I' zusammenhéngend, so ist g(I') = g(Tgup)-

Bemerkung 4.8 Jede Aktion ¢ : G — Aut(I") induziert eine inversionsfreie
Aktion ggp : G — Aut(Lgyp).
BEWEIS: Definiere gg,, durch

_ J o(9)r(z),

und
osun(9) i (K, €) == (0(9)k(k), ), €= =*1.

Die Inversionsfreiheit folgt daraus, dass das Vorzeichen von € bei der Aktion
von o(g) erhalten bleibt. |

5 Freie Gruppen

Definition und erste Eigenschaften einer freien Gruppe F(X) mit Erzeu-
germenge X findet man in Kapitel 1.12 von Lang [4]. Wir werden davon
insbesondere die folgenden bendttigen:

e Fiir | X| > 2 ist F'(X) nicht abelsch.
o F(X)=F(Y) genau dann, wenn | X| = |Y|.

e Die universelle Abbildungseigenschaft (UAE) der freien Gruppen
besagt, dass es fiir eine beliebige Gruppe G und eine Abbildung f :
X — G einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus ¢ : F(X) — G
gibt mit p(z) = f(z) fir alle x € X.
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Proposition 5.1 Es sei G eine Gruppe und S C G. Dann gilt G = F(5)
genau dann, wenn ['(G, S) ein Baum ist.

BeEweis: ,=“: I'(G, S) ist zusammenhingend, da (S) = G. Es bleibt zu
zeigen, dass keine Kreise der Lénge > 1 existieren.

Es sei w = (ky,...,k,) ein Kreis in I'(F(S),S) mit k; = (g;, S, ;). Es ist
t(w) = 157" - 55 = i(w) = g1, also s7' -+ s = 1. Da w stachelfrei ist, ist
sit -+ - sir reduziert und es folgt n = 0.

,<=“ S erzeugt G, da I'(G, S) zusammenhiingend ist. S NS~ = 0, da
keine Doppelkanten und Schleifen in I'(G, S) vorkommen. Wir erhalten einen
Gruppenhomomorphismus ¢ : F(S) — G durch s — s. Dieses ¢ ist surjektiv,
da S eine Erzeugermenge ist. Angenommen, ¢ sei nicht injektiv. Dann gibt es
cin s --- sl € Kern(p) mit » > 0 minimal. Dann sind 1, 5%, ... s ... s}
Ecken eines geschlossenen Weges in I'(G, S), im Widerspruch dazu, dass
['(G,S) ein Baum ist. Somit muss Kern(p) = {1} sein und ¢ ist injektiv. W

Beispiel 5.2 Der Cayley-Graph der freien Gruppe mit zwei Erzeugern F =

F({z,y}).

yl‘il yx
-1 - Yy .
T Ty 1Y
. ® ® P
Y 2 1 1 T 2
(,C_ly_lj :a}:.y.—l
y—lx—l : y—lx

Definition 5.3 G operiert frei auf einem Graphen I', wenn die Aktion
sowohl fixpunktfrei als auch inversionsfrei ist.

Satz 5.4 Eine Gruppe G, die frei auf einem Baum operiert, ist frei.
BEWEIS: Es sei 0 : G — Aut(T') eine freie Aktion auf I', T := T'/G der
Quotientengraph und T ein aufspannender Baum von I'. Nach Bemerkung
4.4 gibt es einen Teilbaum 7' C I', der unter der Projektion p : I' — T
isomorph auf T abgebildet wird.
Es sei I'" der Graph, der aus I" durch Kontraktion aller Teilbaume ¢7', g €
G, entsteht. Fiir g # 1 gilt dann ¢T'NT = . Ist nidmlich x € E(T) N E(¢T),
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so ist © = ga' fiir ein 2’ € E(T). Also ist p(z) = p(2’) und da p|r injektiv ist,
muss x = 2’ gelten. Da die Aktion aber fixpunktfrei ist, folgt daraus g = 1.

Nach Proposition 2.15 ist [V ein Baum. G operiert inversionfrei auf I" und
wie gerade gezeigt wurde, ist die Aktion auch fixpunktfrei.

T :=I"/G hat genau eine Ecke und es ist E(I") = {¢T : g € G} = G. Es
sei § = K(T'), setze Sy := {s € G : s = t(k) fiir k mit i(k) = 1 und p(k) € S}.
Fiir k € K(I") mit i(k) = g, t(k) = ¢ folgt nun, dass g~'¢’ in Sy liegt (denn
es ist k = gk/ mit i(k) = 1 und t(k') = g~'¢’). Wihle nun eine Orientierung
S+ S. Sei S die durch die Orientierung S+ induzierte Teilmenge von Sp.
Nun iiberzeugt man sich, dass die Abbildung ¢ : IV — I'(G,S), definiert
durch

ve(9T) = g,
(9,97'¢',1) fallsg~lg' €S
er(9T,9T) = :
(¢',9 g, —1) sonst
ein Isomorphismus ist.
Mit Proposition 5.1 folgt G = F(.5). |

Folgerung 5.5 (Satz von Nielsen-Schreier)
Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei.

BEWEIS: Es sei G = F(S) die freie Gruppe mit Basis S und H < G eine
Untergruppe. Dann ist I' = I'(G, S) ein Baum. G operiert frei auf I' (das gilt
immer fiir die Aktion einer Gruppe G auf ihrem Cayley-Graphen I'(G, S) fiir
jede Teilmenge S). Es folgt, dass H frei auf I' operiert und nach Satz 5.4 ist
H eine freie Gruppe. [
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Teil III
Bass-Serre-Theorie

6 Die Fundamentalgruppe eines Graphen

Definition und Bemerkung 6.1 Es sei [' ein zusammenhéngender Graph
und p € E(I).

1. m(T",p) sei die Menge der stachelfreien geschlossenen Wege in I' mit
Anfangs- und Endpunkt p.

2. Fiir wy, wy € m1 (T, p) sei wy -wy der Weg, den man nach dem Entfernen
aller Stachel des aus w; und ws zusammengesetzen Weges erhélt.

3. Mit dieser Verkniipfung ist 7 (I', p) eine Gruppe. Sie heifit Fundamen-
talgruppe von I' (bzgl. p).

4. Fiir jedes ¢ € E(I") ist m(I',q) = m(I',p). Daher kénnen wir auch
m1(I") schreiben.

BEWEIS:

3. Das neutrale Element ist der Weg der Lénge 0. Zu w = (ki, ..., k) ist
w = (ky,..., k1) invers.

Die Zeichnung veranschaulicht, wie beim Zusammensetzen zweier sta-
chelfreier Wege neue Stachel autreten kénnen.

w9

w1 - W2
Stachel
entfernen
p p
Hat ein zusammengesetzter Weg w = (k1,...,kn) einen Stachel, so
muss ]{?l = ki+1 fir ein ¢ gelten. Setze U}(l) = (lﬁ, ey ki—l? ki+2, .. ,]{fn)

und wiederholen dieses Vorgehen solange, bis alle Stacheln entfernt
sind. Wir bemerken, dass dies zu einem eindeutigen stachelfreien Weg
fithrt. Daraus folgt die Wohldefiniertheit der Verkniipfung und ebenso
die Assoziativitit.



24 6 Die Fundamentalgruppe eines Graphen

4. Es sei v ein Weg in I" von p nach ¢. Dann ist
e:m(I,q) - m(C,p), wr— vwv
ein Gruppenhomorphismus, denn
p(wiws) = VW wT = v VWU = p(wy)p(ws).
Da es offensichtlich eine Umkehrung gibt, ist ¢ bijektiv. |

Beispiel 6.2 Fundamentalgruppen.
1. Ist I ein Baum, so ist m (I", p) = {1}.

e’

Die Gruppe m1(I', p) besteht aus dem Weg der Linge 0 und aus den
Wegen, die durch n-faches Durchlaufen von k oder n-faches Durchlauten
von k entstehen. Daher ist m (', p) = Z.

VY

In diesem Fall ist 71 (T, p) = F5.

2. Es sei

3. Es sel

Proposition 6.3 Fiir jeden zusammenhéngende Graphen I' ist 71 (I") eine
freie Gruppe vom Rang ¢(T").

BEWEIS: Fiir den Fall, dass I' hat nur eine Ecke hat:
Die Kanten k € K (I') konnen als Elemente von 7 (I") aufgefasst werden. Fiir
k € K(T) ist k das inverse Element. Die stachelfreien Wege in I" entsprechen
bijektiv den Kantenfolgen der Form

€1 £
N

mit n > 0, ¢; = 1 und k; ' # k; . Diese Stellen aber genau die reduzierten

Worte in F(K(T')") dar, wobei K(I')* eine Orientierung von I ist.
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Nun der Beweis fiir den allgemeinen Fall:
Es sei T' ein aufspannender Teilbaum von I' und IV := I'/T". Nach Bemerkung
2.13(2) ist g(I'") = g(I"). Zusammen mit dem Fall fiir eine Ecke geniigt es nun
zu zeigen, dass m1(I") = m(T) ist. [ |

Bemerkung 6.4 Es sei I' ein zusammenhéngender Graph, Z ein zusam-
menhéngender Teilgraph z € Z. Dann gibt es einen surjektiven Homomor-
phismus ¢, : m(T,2) = m(T'/Z,Z), dessen Kern die normale Hiille von
m(Z, z) ist, d.h.

Kern(yz) = (m(Z, 2))nT = ﬂ N.

T (Z,Z)CNﬂﬂ'l (F,z)

Bewers: Fir w = (ki,...,k,) € n(T, 2) sei ¢z(w) der Weg, der durch Strei-
chen alle Kanten in K (Z) entsteht und ¢z(w) der Weg, der durch Entfernen
aller Stacheln aus ¢z (w) entsteht. Man sieht leicht, dass ¢z ein Gruppenho-
momorphismus ist.

@z ist surjektiv: Fasse w als Weg in m1(I'/Z, Z) auf. Dann sind ky, ..., k, €
K(M\K(Z). Ist t(k;) # i(kiy1) in E(T), soist t(k;) = i(kiv1) = Z in E(I'/2).
Da Z zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg v; in Z mit i(v;) = t(k;) und

t(v;) = i(kiv1). Also ist
w = (’U(), kl,Ul, e ,k’n, Un) S 7T1(F, Z)
ein Weg in I mit pz(w) = w (dabei diirfen die Wege v; die Lange 0 haben

und bei Bedarf sei vy ein Weg in Z von z nach i(k;) und v,, ein Weg in Z von
t(k,) nach z).

m
ky

k3

Urbild fiir (kl, k}Q, ]{73)

Offensichtlich liegt 7 (Z, z) im Kern von ¢z. Da der Kern ein Normalteiler ist,
der 7 (Z, z) enthilt, muss er auch den Schnitt iiber alle solchen Normalteiler
enthalten, also (m(Z, 2))nt € Kern(yp).

r/Z

ka
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Zum Beweis der umgekehrten Inklusionrichtung iiberlegen wir zuerst, dass
ein Weg w € Kern(ypy) in der Form

VoW1 VLWV * + + WpUp

geschrieben werden kann, wobei v; ein Weg in Z und w; ein Weg auflerhalb
von Z ist (jedoch mit Anfangs und Endpunkt in Z). Es muss ¢z(w) =
wywy . . . w, ein Stachel sein. Wir wihlen stachelfreie Wege u; von t(w;) nach
z und w von t(v;) nach z mit Kanten in K(Z). Dann kénnen wir w schreiben
als

w = vowy (uyuy vy (W Hws - - -

= vowiuy uy vy T M wyug -
e e
em(l2) eni(Z,2) €m(l,2)
Wir kénnen also ohne Einschrénkung annehmen, dass w; € (I, 2) und
v; € I'(Z, z) gilt. Damit erhalten wir

w = wlvlwl_l wleUgwglwl_l wlwgwgvgwglwglwfl
N 7\ 7 7

(mi(Ze)nr  (m(ZE)NT (m1(Z.2))xr

—1 —1
"'wl"'wnfl---Ulwn_1"'w1 “W1 e Wy,
~ N —

<W1(2;)>NT Stachel
also w € (m1(Z, 2))nt- -

Proposition 6.5 Zu jedem Graphen I' gibt es einen Baum X = X und
eine freie Aktion von 7 (I") auf X, so dass X/m(I") = T.

BEWEIS: Es sei T" ein maximaler Teilbaum von I und S eine Orientierung
von K(I")\K(T). Dann ist m(I') = F(S) nach Proposition 6.3.

Die Idee, die der folgenden Konstruktion von X zugrunde liegt, ist es,
fiir jedes Element von F'(S) eine Kopie von T' zu erstellen, so dass F'(S)
frei auf diesen Kopien operieren kann. Dazu identifizieren wir ein s € S mit
dem Element von 7(I"), dass s enthélt und sonst nur Kanten in 7' (dies ist
eindeutig, da T" ein Baum ist). Nun definieren wir X durch

E(X) = | g-E(T),

gem(I)
k) =( U g km)u(J U fos.05)
gemi(T) seSgem (T)

mit i(gs) := gi(s), t(gs) := gst(s) und entsprechend fiir ¢gs. m(I") operiert
auf X durch Linksmultiplikation.
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Es ist X/m(I') = I' nach Konstruktion. X ist zusammenhéngend, da S
die Gruppe 7 (I") erzeugt (vgl. Beweis von Proposition 6.3). Gibe es Kreise in
X, so gibe es ein reduziertes Wort in den Elementen aus .S, im Widerspruch
dazu, dass die Aktion frei ist. Somit muss X ein Baum sein. |

Definition 6.6 Der Baum X7 heifit universelle Uberlagerung von I

Beispiel 6.7 Es sei

Xr = @ » » »

n € Z = m (") operiert durch Translation um 2n.

Die hier gegebenen Definitionen der Fundamentalgruppe und der univer-
sellen Uberlagerung sind konsistent mit denen aus der Topologie, wenn wir
die Graphen als topologische Teilrdume eines R™ auffassen (vgl. Abschnitte
1.1 und 1.3 in Hatcher [3]). So entspricht der Graph I' aus Beispiel 6.7 dem
Einheitskreis S*, dessen universelle Uberlagerung Xt die reellen Zahlen R
sind.

7 Freie Produkte und Amalgame

Es sei G eine Gruppe und S eine Erzeugermenge von G. Die UAE der
freien Gruppen impliziert G = F(S)/Kern(®) fir den Homomorphismus
®: F(S) — G, s — s (man kann sich ¢ als ,Anwendung der in G giiltigen
Relationen® auf Worte in F'(S) vorstellen).

Definition 7.1 Es sei R C Kern(®) mit (R)xt = Kern(®). Schreibe
(S|R) := G = F(S)/Kern(®).

Dies nennen wir Présentation von G (in Erzeugern und Relationen). Die
Prasentation heifit endlich, wenn S und R endlich sind. G heif3t endlich
prasentierbar, wenn es eine endliche Présentation von G gibt.

Die Relationen in einer Prasentation werden wir immer multiplikativ
schreiben, auch fiir Gruppen wie 7, die iiblicherweise additiv geschrieben
werden.
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Beispiel 7.2 Prisentationen.
1. F(X)=(X|0).
2. Z)3Z = {(a]a® = 1).
3. 7? = (a,blaba" b1 =1).

Bemerkung 7.3 Essei G = (S|R), H eine weitere Gruppe und f: S — H.
Es gelte fiir alle r =s1---s, € R

f(sl)"'f(sn)zl'

Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ® : (S|R) — H mit
d(s) = f(s) auf S.

Proposition 7.4 Esseien G; und G Gruppen. Dann existieren eine Gruppe
G = G1*G5 und injektive Homomorphismen «; : G; — G mit folgender UAE:
Sind H eine Gruppe und ¢; : G; — H Homomorphismen, so gibt es einen
eindeutigen Homomorphismus ® : G — H mit ® o a; = ¢;, d.h. das folgende
Diagramm kommutiert:

Gl—a;Gl*GQEQ—GQ

NP%

H

Wir nennen GGy * G5 das freie Produkt von G; und Gs.

BeEWwEIs: Eindeutigkeit: Es seien (G, ;) und (G, o) zwei freie Produkte,
d.h. sie erfiillen beide die UAE. Wegen der UAE fiir G gibt es einen eindeu-
tigen Homomorphismus ® : G — G’ mit ®oa; = o}, und wegen der UAE fiir
G’ gibt es einen eindeutigen Homomorphismus ¥ : G — G mit ¥ o o, = ;.

G G

NP

Gi—>G Gi—=G
Qg Qg

AuBerdem erfiillt idg : G — G die UAE fiir G:
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Aber auch Vo ® erfiillt die UAE, also muss wegen der Eindeutigkeit W o ® =
idg sein und analog ® o U = idg. Somit ist ¢ ein Isomorphismus von G nach
G'.
Fiir die Existenz der Abbildung ® betrachten wir zwei Beweisvarianten.
Variante 1: Schreibe G; = (S;|R;) und definiere

G = <Sl U 52|R1 U RQ)

(falls notwendig, miissen Elemente umbenannt werden, um eine disjunkte
Vereinigung dieser Mengen zu erhalten). Die Abbildungen «; : G; — G,
s — s, sind wohldefinierte Homomorphismen und injektiv. Zu zeigen ist nun,
dass (G, ;) die UAE erfiillt. Dazu sei H eine Gruppe und ¢; : G; — H
Homomorphismen. Erfiillt & : G — H die UAE (d.h. ®o; = ¢;), so gilt fiir
alle s € S; U Sy:

O(s) = Doas) = ils).

SES;

Dadurch ist ® eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist ®, gegeben durch die Vor-
schrift
O(s) := pi(s) fiir s € S;,i = 1,2,

ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus mit ® o a;; = ;.
Variante 2: Definiere G durch

G .= {glhl---gnhn:giEGl,hiEGg,gg,...,gn7é1,h1,...,hn_17£1}.

Mit ,Hintereinanderschreiben und Reduzieren“ als Verkniipfung ist G eine
Gruppe. Setze «; : G; — G, g — g. Dies sind ein wohldefinierte Homomor-
phismen, die die UAE erfiillen: Fiir eine Gruppe H und Homomorphismen
v; : G; — H ist ein Homomorphismus ® : G — H mit ® o a; = ; durch

D(g1h1 -+~ gnhn) = (g1)P(hy) - D(gn) P (hn)
=doay(g)Poas(hy): - Poai(gy)Poas(hy)

= p(g1)p(h1) - - ©(gn) P (hn).

eindeutig und wohldefiniert. |

Bemerkung 7.5 Das direkte Produkt Gy x Gy ist das Koprodukt in der
Kategorie der Gruppen, vgl. Kapitel 1.12 in Lang [4].

Beispiel 7.6 Freie Produkte.

1. Esist F(X)«F(Y) = (X[0)x(Y|0) = (XUY'|0). Speziell fiir Z = F({1})
ist Zx7 = ({1} U{1'}|0) = F>.
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. Esist Gx {1} =G.
227+ 2)27 = {1,0} x {1, 7} = {(0)T0T-- - 0(T)}.

. Es ist

7.)27 % 7.)37 = {1,0} * {1, 7, 7%}
= (olo* =1) * (r|7* = 1)

= (o,7lo* =13 =1).
Dieses freie Produkt ist isomorph zur speziellen projektiven Gruppe
PSLy(Z) = {A € Z**? : det(A) = 1} /{15, I}.

Ein Isomorphismus ® ist durch das folgende Diagramm gegeben:

1,0} ———= 7275 7./3% «<—o{1,7,7°

\ /1
10
PSL, (7

Der Nachweis, dass ® in der Tat ein Isomorphismus ist, ist nicht trivial.

Bemerkung 7.7 Die Konstruktion der freien Produkte lasst sich ohne Wei-
teres auf beliebige Indexmengen I verallgemeinern:

1. Es seien (G;)ier Gruppen. Dann gibt es eine (bis auf eindeutige Iso-

morphie) eindeutige Gruppe G = *,;¢;G; und Gruppenhomomorphis-

men «; : G; — G, so dass fiir eine Gruppe H und Homomorphismen

v; + G; — H ein eindeutiger Homomorphismus ¢ : G — H existiert
mit ¢ o a; = p; fiir alle v € I.

CIst Gi = (Si|Ry), 50 ist G = (U, Si|Uies Ri)-

. G ist die Menge aller reduzierten Worter iiber Uie ;Gi, bei denen auf-

einanderfolgende Buchstaben aus verschiedenen G; kommen.
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Bemerkung 7.8 Durch die Inklusionen

1 G = Gy x Gy, g (9,1)
L22G2—>G1XG2; h’_>(]-’h>

ist iiber die UAE des freien Produktes ein Gruppenhomomorphismus
Q:Gl*G2—>G1XG2
gegeben. Es gilt:
1.

o(gihy -+ gnhn) = o(g1)o(h1) - - - 0(gn) 0(hn)
=ooai(gi)ooaz(hy) - 00 ai(gn)oo az(hy)
= 11(g1)ta(h1) - - - t1(gn)ta(hn)
= (91, 1)1, h1) -+ (gns 1)(1, )
= (91"'9n,h1"'hn)-

2. p ist surjektiv, also

G1 X Gy = Gy * Gy/Kern(p).

3. Kern(p) ist eine freie Gruppe mit Basis
X ={ghg 'ht:gec G\{1},h € Go\{1}}.

In Buch von Serre [5] wird ein elementarer Beweis hierfiir gebracht, den wir
nun kurz skizzieren: Zuerst rechnet man leicht nach, dass K := (X) ein
Normalteiler und im Kern von p enthalten ist, d.h. es gibt ein g, so dass

Gl*G2—9>G1 XG2

A

Gl *GQ/K

kommutiert. Zeigt man nun, dass ¢ ein Isomorphismus (mit Umkehrabbil-
dung (g,h) — ghK) ist, so folgt Kern(gp) = K. Nun muss noch gezeigt
werden, dass der Kern frei ist.

Spéter werden wir einen anderen Beweis fiir diese Bemerkung geben.

Uber die Inklusionen L1, Lo fassen wir Gy und G, als Untergruppen von
G1xGo mit GyNGy = {1} auf. Dies wollen wir im Folgenden verallgemeinern
fiir Gruppen Gy, Gy, A mit A < G; und A < G,. Gesucht ist eine Gruppe
G1 * A GQ mit Gl,GQ S G1 * A G2 und G1 DGQ = A.
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Proposition 7.9 Es seien Gy, G5, A Gruppen und «; : A — G; Homo-
morphismen. Dann gibt es eine Gruppe G; ¥4 G2 und Homomorphismen
fi Gy = G mit f:= fioa; = fy0ay, die folgende UAE erfiillt: Fiir alle
Gruppen H und Homomorphismen ¢; : G; — H mit @1 0 a; = @9 0 ap gibt
es genau einen Homomorphismus ® : Gy x4 Go — H mit ® o f; = ¢;, d.h.
das folgende Diagramm kommutiert:

H

P1 ©2
P

Gl_f;Gl *AG2£2—G2

N

A

Wir nennen G x4 G5 das amalgamierte Produkt von G; und G, iiber A.
BeEweEIs: Die Eindeutigkeit folgt (wie immer bei einer UAE) wie im Be-
weis zu Proposition 7.4.
Zur Existenz des amalgamierte Produktes: Das Diagramm

Gl—bl>G1*G2-LG2
\A/

ist 1.A. nicht kommutativ, da ¢t o @ # 15 0 as. Wir entfernen den Teil, der
die Kommutativitat stort:

N :={(t100a1(a)) - (ta0a3(a))™" :a € A)xr.
Nun kommutiert der obere Teil des Diagramms

(Gl k GQ)/N

PARN
p
L1 L2

Gl*GQ

G1 GQ

aq a2

A

dabei sei p die kanonische Projektion. Definiere nun

G1 * A G2 = (Gl *GQ)/N
fi=pou, 1=12.
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Es gilt nun f; o ay(a) = f2 0 ay(a) fiir alle a € A, also

f10061=f20042'

Es bleibt zu zeigen, dass diese Konstruktion die UAE erfiillt:
Es seien H, o1, p2 wie gefordert. Wir nutzen die UAE des freien Produkts,
um einen eindeutigen Homomorphismus ¢ : Gy * G2 — H zu erhalten mit
Doy = ;.

Gl —L1> G1 x G2 -L G2

NN

H
Fiir alle a € A gilt

A

O((11001(a)) - (120 a2(a)) ™) = (P oty 0 a1(a)) - (P oty 0 az(a)) ™

= (p1oai(a)) - (p20az(a))™
=1 (nach Voraussetzung)

und somit ist N im Kern von & enthalten. Also gibt es einen eindeutigen
Homomorphismus ®, der das folgende Diagramm kommutativ macht

Gl*GQ H

1“7

(G1 % Gq)/N

d.h. es ist <I>op:<1¢>. Es gilt nunfbofizfl)opoq:éoq:goi. |

Bemerkung 7.10 Sei I eine beliebige Indexmenge. Wie beim freien Pro-
dukt lédsst sich die Definition des amalgamierten Produktes * 4 ,c;G; fiir
Gruppen A, G; und Homomorphismen «; : A — G; mit ¢ € [ iibertragen.

Beispiel 7.11 Amalgamierte Produkte.
1. Ist A= {1}, soist Gy x4 G2 = G1 x Gs.
2. Ist Gy x4 A = (G1, so muss wegen der UAE as = id gelten.

3. Aus Satz 9.2 folgt: Es ist Z /A7 xz9y 7./67 = SLy(Z). Die Gruppe
SL3(7Z) kann nicht als nichttriviales amalgamiertes Produkt geschrieben
werden.
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4. Dieses Beispiel zeigt, dass das amalgamierte Produkt von den «; abhéngt.
Betrachte Z x7 7Z mit «; = id. Die UAE wird von Z %y Z = 7 erfiillt:

Z
u N
7 7
N

Z

Nun betrachte Z xz 7 mit a;(z) = 2z und as(z) = 4z.

Z*Z

AN
S, A

Angenommen, es wire Z %y Z = 7. Dann gibt es f1, fo : Z — Z, so dass
obiges Diagramm kommutativ ist. Da fy als Homomorphismus Z — Z
die Form z + kz haben muss, ist wegen der Kommutativitat f; durch
z + 2kz gegeben. Wihlt man nun H = 7 /27 und ¢; # 0 und s = 0,
so gibt es einen eindeutigen Homomorphismus @ : 7 — 7 /27 mit

T=p1(1) = @o fi(1) = ®(2k) = P o f2(2) = ¢2(2) = 0.
Dies ist ein Widerspruch.

5. Es sei G; = PSLy(Q), Go = Z/27Z und A = Z und weiter oy : Z —
PSL2(Q) ein beliebiger injektiver Homomorphismus und «y : Z —
7.)27, z — z mod 2. Dann ist

PSLy(Q) #5 Z/2Z = {0}.

=N

PSL,(Q) 2 {0} <2 7/27
N

Um dies einzusehen, zeigen wir zunéchst, dass fiir Homomorphismen
1: PSLe(Q) — H und ¢y : 7/27, — H mit p1 0 ap = g 0 ay stets
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p1 = w9 = 0 gilt: Da ay nicht injektiv ist, kann auch s 0 as = ¢ 0
nicht injektiv sein. Da «; injektiv ist, kann also ¢; nicht injektiv sein,
also ist Kern(pq) # {I>}. Da PSLy(Q) eine einfache Gruppe ist (d.h. sie
hat nur {5} und PSLy(Q) selbst als Normalteiler) muss Kern(yp;) =
PSLy(Q) gelten, also ¢1 = 0 und somit auch py0ay = 0. Da g surjektiv
ist, folgt ¢y = 0.

Die Nullabbildung {0} — H erfiillt also die UAE des amalgamierten
Produktes.

Im Folgenden sei I stets eine beliebige Indexmenge und G := * 4 ;¢;G;.
AuBerdem seien alle o; : A — G injektiv.

Definition und Bemerkung 7.12

1.

Es ist
G = *AGZ = (*GZ)/N = {1‘1 Xy N E N,[L’j € UGZ}
i€l

Diese Darstellung der Elemente ist i.A. nicht eindeutig. Ist etwa a € A,
g € G; und h € G; mit ¢ # j, so ist stets

(9a)hN = g(ah)N.

. Fiir jedes 7 ist A < G;. Es gibt also ein Vertretersystem S; der Rechts-

nebenklassen von A in (G}, so dass fiir jede Rechtsnebenklasse genau ein
Représentant in .S; enthalten ist und A selbst durch 1 in S; représentiert
wird. Dann kann jedes Element x € G eindeutig geschrieben werden
als

T =asy - SN

mit a € A, n € Nund s, € S; \{1}, i, # i,+1. Wir bezeichnen diese
Darstellung als Normalform von x.

BEWEIS VON 2.: Setze

und

X = {(a7 S15 - - '7Sn) HOAS A7n € N7SV € Sly\{l},Zl, 7é iV+1}

B:X—G, (a,81,...,8,) > asy s, V.

[ ist offensichtlich surjektiv. Zu zeigen bleibt, dass # auch injektiv ist:

Setze

Yi:={(a,s1,...,8,) € X:a=1,8 &S}
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Dann ist die Abbildung

(aa Si, <1a827' . ‘asn))7 S1 € SZ

X 5 Ax S xY,, (a,81,...,sn)r—>{(a,l’(l,sl,m,%))’ &S

bijektiv mit Umkehrung

Ax S, xY, = X, (a,s,(l,sl,...,sn))r—>{(a’s’sl""’sn)’ 8#1.

(a,81,...,8,), s=1

Da es auch eine Bijektion A x S; — G}, (a,s) — as, gibt, erhalten wir eine
Bijektion 9; : X — G; x Y;. Da G; auf G; x Y; durch ¢(¢',y) = (94',v)
operiert, induziert 1J; eine Aktion von G; auf X. Wir erhalten fiira € A < G

a(b, s1,...,8,) = (ab,s1,...,58,) (%)
und fiir s € S;\{1}, v = (1, s1,...,8,) € X mit s; € 5;
S(1,81, .., 80) = (1,8,81,...,8n). (xx)

Nach (x) ist die Aktion von A auf X unabhéngig von der Wahl der Einbettung
in GG;. Daher liefert die UAE von G eine Operation von G auf X durch

(x1---x,N) -z :=x1 250, re X,z € G,
Essei a: G — X, g+ ¢(1). Damit gilt fiir alle (a, sq,...,s,) € X:
aof(a,sy,...,8,) =alasy s, N)=asi---s,(1)

(%)

=" asy - Sp_1(1,8,)

="a(l,s1,...,5,)
© (@, 81, 8n).
Folglich ist a0 f = id und [ injektiv. |

Folgerung 7.13
1. Sind a7 und a4 injektiv, so sind auch f;, fo und f injektiv.

2. In *,4G; gilt G, = A.

el

BEWEIS:
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1.

Wihle g, ¢ € Gy mit fi(g) = fi(¢'). Dann haben wir eindeutige Dar-
stellungen ¢ = as und ¢’ = a’s’ und somit gN = ¢’N. Es folgt und
asN = a’s’N und wegen der Eindeutigkeit a = ¢’ und s = 5.

. Angenommen es gibt ein = € (G, © € A. Dann gibt es fiir alle i eine

eindeutige Darstellung r = a;s; mit s; # 1. Es folgt * N = a;s; N fiir
alle i. Da alle a; gleich sein miissen, miissen auch alle s; gleich sein und
somit aus demselben S; stammen, im Widerspruch zur Annahme. B

Im Folgenden werden wir einfach z - - - x,, fiir x1--- 2z, N schreiben.

Definition und Bemerkung 7.14

1.

Esseixz =asy - s, € G = *4G; in Normalform. Typ(x) := (i1,...,1,)
heifit Typ von z und ¢(z) := n die Ldnge von z. Typ und Lénge sind
unabhéngig vom Vertretersystem.

. Esist {(z) = 0 genau dann, wenn z € A.
. Esist {(z) <1 genau dann, wenn = € G; fiir ein i.

. Es sei ¢(x) > 2. Dann heifit x zyklisch reduziert, wenn iy # i,.

Jedes x € G ist konjugiert zu einem zyklisch reduzierten Element oder
zu einem Element, dass bereits in einem (G; enthalten ist.

Jedes zyklisch reduzierte Element hat unendliche Ordnung.

Jedes © € G von endlicher Ordnung ist konjugiert zu einem Element
aus einem der Gj.

Sind alle G; torsionsfrei (d.h. sie enthalten keine Elemente endlicher
Ordnung), so ist auch G torsionsfrei.

BEWEIS: 7. und 8. folgen direkt aus 5. und 6. .

5.

Es sei n > 2 und z nicht zyklisch reduziert. Es ist

snxsfll = 5,081 89 Sp_1
EGil

=a's'sy 5,1

mit geeigneten o’ € A, s’ € S;,. Es ist {(a's'sy- - s,-1) < {(x). Mit
Induktion folgt die Behauptung.
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6. Es sei z = as; - - - s, in Normalform mit ¢(z) > 2 und iy # 4,. Wieder-
holtes bilden der Normalform liefert:

x2:asl...sna 81" 8p
~—~

=a’s),

_ rot

= a8y Sp_1a Snsl...sn
—al's’

/

~ !
:asl...snsl...sn

fiir geeignete a,a’,a”,... € Aund s, € S;,. Der letzte Ausdruck ist
die Normalform von 2%, da s/, und s; aus verschiedenen S;, stammen.
Es folgt nun £(z?) = 26(z), Typ(z?) = (i1, .., 0n,01,---,0n). Induktiv
erhalten wir £(z*) = k{(x), also 2* # 1 fiir alle k > 1. |

8 Graphen von Gruppen

Definition und Bemerkung 8.1 Es sei G eine Gruppe, I' ein Graph und
0: G — Aut(I") eine Aktion von G auf I'. Wir schreiben gz := 0(g)g(x) und
gk = o(g)k (k).

1. Fir x € E(I) sei
Gy ={9geG:gx=ux}

die Fixgruppe von z. Entsprechend ist Gy, fiir k € K(I") definiert.
2. Fiir alle g € G und z € E(T') gilt
Gyo = 9Gag ™!,
und enstprechendes fiir Gy, k € K(T').
3. Fiir jede Kante k € K(I") gilt

Gr < Gigy N Gy

BEWEIS:

2. Es ist h(gr) = gr genau dann, wenn (¢ 'hg)r = x gilt. Es ist also
h € Gy genau dann, wenn g thg € G, gilt, und dies ist wiederum
dquivlent zu h € gG,g7 L.

3. Klar. [ |
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Proposition 8.2 Jede inversionsfreie Aktion p : G — Aut(I') bestimmt
folgende Daten:

e Einen Graphen I :=T'/G.

Fiir jede Ecke x € E(I') eine Gruppe G, nimlich G, := G; fiir ein
Urbild z € E(T") von z.

Fiir jede Kante k € K (T) eine Gruppe Gy, ndmlich G} := Gj, fiir ein
Urbild k& € K(I') von k. Dabei ist Gy = G|, fiir die Gegenkante k.

Fiir jede Kante k einen injektiven Gruppenhomomorphismus oy, : G —
Gig (durch Gj, — Gi(,;)). Beachte: oy, : Gi, = G-

Ein solches Tupel

Y(T):=9(T,0) = (T, (G:r)zeE(f)7 (Gk)keK(f)a (ak>keK(f))
heiBt Graph von Gruppen. Wir verwenden auch die Kurzform ¢ = (T, G, G, oz.).

Beispiel 8.3 Graphen von Gruppen.
1. Ist g eine freie Aktion, so ist G, = G, = {1} fiir alle x € E, k € K.

2. Es sei I' die unendliche lineare Kette

und G = Aut(I") wird erzeugt von der Translation ¢ um 1 und der
Spiegelung s an der 0. Die Aktion von G auf I' ist nicht inversionsfrei.
G operiert jedoch inversionsfrei auf der baryzentrischen Unterteilung

Fop =+ —@o0—000o00o06—
b -2 -1 0 1 2

Es ist

I'ih/G= @—mMme
b/ °
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und G, =Z/2Z, G, = Z/2Z, Gy, = {1}. Der entsprechende Graph von
Gruppen ist

[ @
7.)27. 7./27.

Wir werden spéter sehen, dass G = Z /27 x 7./27 gilt.

. G = SLy(Z) wird erzeugt von

11 0 —1
() om0
Es ist ord(7") = oo und ord(S) = 4. Die Gruppe SLy(Z) operiert auf
der komplexen oberen Halbebene

H={z€ C:Im(z) > 0}.

a b

Die Aktion ist fir A = (C d) € SLy(Z) und z € H definiert durch

die M6biustransformation

az+b

ez d

insbesondere gilt T'- 2 = z+ 1 und S - 2z = —%. Wir betrachten nun
zunéchst den Fundamentalbereich

1
F:{ZEH:—§§Re(z)§ ,|z\21}

DO | —

in H.
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T2.F

DN |

Alle z € H kénnen durch wiederholte Aktion von 7" und S in den Fun-
damentalbereich F' bewegt werden. Es bezeichne R, das Kreissegment,
das von p durch i nach o — 1 lauft:

SLy(7Z) operiert auf dem Baum

I':.= U A-R,.

A€SLy(7)

Den Baum kann man durch wiederholte Operation von 7" und S auf
R, Schritt fiir Schritt aufbauen.
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// \\ // \.% ST-Z.RQ.’/ \ // \

Der Quotientengraph ist

i

rjG= &~

0

Esist Gy = (S) =2 Z/AZ, G, = (T'S) = Z /67 und Gy, = (L) = Z/27Z.
Die Abbildung ay ist durch ay(—I) = 5% und oz durch ag(—1I) =
(T'S)? gegeben. Aus Teil 1 von Satz 9.2 wird folgen, dass SLy(7Z) =
L./AZ %757 Z./67, ist.

Mit Hilfe der hyperbolischen Geometrie lédsst sich zeigen, dass I' ein
Baum ist:

Man fasst die Halbebene H als hyperbolischen Raum auf, in dem die
Geraden (genauer: die Geodatischen) die Halbkreise und Halbgeraden
sind, die senkrecht auf der reellen Achse stehen (es gibt zwar zu je
zwei Punkten genau eine Gerade durch diese Punkte, aber das Par-
allelenaxiom ist nicht erfiillt). Versicht man H mit der hyperbolischen
Metrik ds® = | (da?+dy?), so ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei
Punkten durch eine solche Gerade gegeben. Die Elemente von SLy(R)
(also insbesondere S und T') sind Isometrien bzgl. dieser Metrik. Mit
Hilfe der Metrik kann man nun zeigen, dass Abstdnde beim Entlang-
wandern von I'" immer gréfler werden und es somit keine Kreise geben
kann.
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9 Segmente und Amalgame

Wir schreiben im Folgenden (z,y; k) fiir ein Segment der Form

Definition und Bemerkung 9.1 Es sei ¢ : G — Aut(I") eine inversions-
freie Aktion von G auf I'.

1. Ein Teilgraph T von I" heiit Fundamentalbereich von T fiir o, wenn
die Einschrankung p|r : T — I'/G der kanonischen Projektion ein
Isomorphismus ist.

2. Ist I' ein Baum, so existiert ein Fundamentalbereich genau dann, wenn
I'/G ein Baum ist.

BEWEIS VON 2.: = Ist I' zusammenhingend, so ist auch I'/G zusam-
menhédngend. Es folgt, dass T' zusammenhéngend und somit ein Teilbaum in
[ist. Aus T'= I'/G folgt, dass I'/G ein Baum ist.

,<=*%: Jeder Teilbaum von I'/G lésst sich nach Bemerkung 4.4 liften. W

Satz 9.2 Es sei I' = (z,y; k) ein Segment und ¢ = (I', G,, Gy, G, ax, o)
ein Graph von Gruppen iiber I'. Weiter sei G := G, *¢, Gy.

1. Essei H eine Gruppe, = ein Graph, ¢ : H — Aut(Z) eine inversionsfreie
Aktion mit =/H = ¢ und das Segment T' = (p, ¢; 1) ein Fundamental-
bereich von E. Die Abbildungen G, = H, < H und G, = H, — H
induzieren einen Homomorphismus ¢ : G — H. Es ist Z genau dann
ein Baum, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

2. Es gibt einen (bis auf Isomorphie eindeutigen) Baum = und eine Aktion
0:G — Aut(Z), so dass Z/G =2 ¥ ist.

BEWEIS:

1. Dieser Teil des Satzes folgt sofort, wenn die folgenden Teilbehauptun-
gen bewiesen sind.

(a) Zeige: Z ist zusammenhéngend genau dann, wenn ¢ surjektiv ist,
was genau dann der Fall ist, wenn A von H, und H, erzeugt wird.
Es sei Z' die Zusammenhangskomponente von =, die T enthélt.
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Weiter sei H = {h € H : hZ = Z'}. Es gilt: = ist zusam-
menhingend genau dann, wenn = = =, was genau dann der Fall
ist, wenn H' = H ist. Es geniigt also zu zeigen:

H = H":= (H,UH,).

,2“ Sei h € H, U H,. Dann ist AT N'T # () und somit h7T U T
zusammenhingend. Es folgt hZ' = Z', also h € H'.

,C“ Esist H'TUH\H")T = =. AuBerdem ist H"TN(H\H")T =
(), denn wire hp = hp mit h” € H”" und h € H\H" wire h™'h""p =
p, also h™'h” € H, < H” und folglich h € H”, im Widerspruch
zur Wahl von h. Somit ist & ¢ H"T. Fir h € H' ist KT C hZ' =
= C H'T, also h € H".

Zeige: = enthilt keine Kreise genau dann, wenn ¢ injektiv ist.
Es sei w = (ky, ..., k,) ein stachelfreier Weg in =Z. Dann gilt:

e Fiirallei =1, N gibt es ein h; € H mit k; = h; - ;, wobei
l;=1oderl; =1.
e Esist lz‘+1 = Zz

o Esist hi—i—l = hzgz fiir ein g; € Ht(li) = Hi(l

o%. !
g Y
hi \Z hit1q
hipJ

Fihig = hizip

it1)*

Es ist némlich (mit p; := t(l;))

hiv1pi = higai(liv1) = i(hiilivn) = i(kiga)
= t(k;) = t(hil;) = hit(l;)
= th’m
also h; 'hiy, € H,,.
e Da w stachelfrei ist, gilt g; ¢ H;.

e w ist geschlossen genau dann, wenn t(k,) = i(k;), was genau
dann der Fall ist, wenn

hll(ll) = hnl(ll) = h191 B 'gnfli(ll)
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ist. Es ist gy -+ - gn—1 € Hiq,) C HyU Hy. Aber gy - - - g, liegt
als Element von G' = G, *¢, Gy, = H, xy, H, nicht in H, oder
H,. Es folgt, dass = genau dann einen Kreis enthélt, wenn ¢
nicht injektiv ist.

2. Definiere = durch

E(E):=G/G, UG/G,,
K(E) = G/Gk U G/Gk,
i(9Gr) = 9Ga, t(9Gk) := gG,,.

= ist ein Graph. G operiert durch Linksmultiplikation auf =, und das
Segment (1-G,,1-Gy;1-Gy) ist ein Fundamentalbereich dieser Aktion.
Nach Teil 1 ist = ein Baum. ]

Folgerung 9.3 Aus Teil 1 von Satz 9.2 folgt
SLy(Z) = 7. /AZ %797, 7. 6.
Folgerung 9.4 Es sei G = G x4 Gy und H < G eine Untergruppe mit
gHg 'NG={1} =gHg ' NG,

fiir alle g € G. Dann ist H eine freie Gruppe.

BEWEIS: Es sei = der in Teil 2 von Satz 9.2 definierte Baum. Jede Fix-
gruppe einer Ecke von = ist zu (G; oder G5 konjugiert. Nach Voraussetzung
operiert H nun fixpunktfrei auf =, also frei. Aus Satz 5.4 folgt nun, dass H
frei ist. |

Speziell fiir den kanonischen Homomorphismus ¢ : G1x4Go — G1 XG5 aus
Bemerkung 7.8 ist Kern(p) eine freie Gruppe, denn er wird (als Normalteiler)
von den aba™'b~! mit @ € G1, b € Gy erzeugt. Man stellt nun fest, dass
aba='b~! keine Fixpunkte hat.

Folgerung 9.5 Es sei G = GG x4 G5 und H < G eine beschrinkte Unter-
gruppe (d.h. ¢(h) < const. fiir alle h € H). Dann ist H konjugiert zu einer
Untergruppe von GG; oder G. Dies gilt speziell fiir eine endliche Untergruppe
H.

BEWEIS: Es sei = der zu G konstruierte Baum aus Satz 9.2(2) und 7' =
(z,y; k) ein Fundamentalbereich in Z. Aquivalent zur Behauptung ist, dass
es eine Ecke p € K(Z) gibt mit H < G,. Dies soll im Folgenden gezeigt
werden.

Zuerst stellen wir fest, dass Hx eine beschriankte Teilmenge bzgl. der
Metrik auf = ist. Dies zeigen wir mit Induktion iber ¢(h):
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0: Es ist h € A und insbesondere hx = x.

1: Aus h € G1 U G, folgt d(hx, ) < 2.

n: Es ist h = asy - -+ s,. Daraus folgt d(hz,se- - s,z) < 2 und somit
d(hz,x) < 2n.

Sei Z der von Hz aufgespannte Teilbaum von =. H operiert auf Z (denn
hZ ist der von hHx = Hx aufgespannte Teilbaum). Aus Proposition 2.5(3)
folgt nun, dass es eine Ecke p € E(Z) gibt mit H < G, (oder eine geometri-
sche Kante {l,1} mit hl € {I,1} fiir alle h € H. Da G inversionsfrei operiert,
muss hl = [ gelten und folglich H < G < Giyy). [ |

¢(h)
((h)
¢(h)

10 Biume von Gruppen

Definition 10.1 Es sei T' ein endlicher Baum und ¢ = (T, G,, Gy, ax) ein
Graph von Gruppen iiber 7' (ein ,Baum von Gruppen®). Definiere induktiv
eine Gruppe Gr wie folgt: Es sei x € EP(I") ein Endpunkt, £ € K(T) die
Kante mit i(k) = z. Setze 7" := T — x. Dann sei

Gr = Gy *x¢, Ga.
G heiffit Fundamentalgruppe von ¢.
Beispiel 10.2 Fundamentalgruppen.
1. Essei T = e mit G = GG,. Dann ist G = G,.
2. Es sel T das Segment (z,y; k). Dann ist Gr = G, x¢, G-

3. Es sei

und ¢ enthélt Gruppen G,,, G, = A, Gy, = A und Morphismen oy, :
A — G;. Dann ist Gr = *4G;.
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Bemerkung 10.3 Gy ist wohldefiniert (hangt also nicht von der Wahl von
x ab).

BEWEISSKIZZE: Fasse ¢ auf als ,,induktives System“ von Gruppen G,
Gy und Homomorphismenmengen Hom(G,,G,) = 0, Hom(G,,G;) = 0,
HOIIl(Gk,Gi(k)) = {Oék}

Dann gibt es einen induktiven Limes G und Homomorphismen f, : G, —
G, fr : Gr, — G mit fig) ooy, = fi, fiir alle k € K(T), so dass die folgende
UAE erfiillt ist: Zu jeder vertrdaglichen Familie von Homomorphismen h, :
G, — H, hy : G, — H gibt es genau einen Homomorphismus h : G — H
mit h, = ho f, und hy = h o f;. Dieser Limes ist Gr. [ |

Folgerung 10.4 Auch fiir einen unendlichen Baum 7" kann man G definie-
ren.

Proposition 10.5 Essei 4 = (T, G,, Gk, o) ein Baum von Gruppen. Dann
gibt es einen (bis auf Isomorphie eindeutigen) Baum = und eine Aktion von
Gr auf =, so dass gilt:

1. T ist Fundamentalbereich fiir =/Gr.
2. Furjedes ¢ € E(T) ist (Gr), = G, und fiir jedes k € K(T) ist (Gr)r =
G.

Oder in anderen Worten: Z/Gr = ¢ als Graph von Gruppen.
BEWEIS: Zur Konstruktion von =:

BE) = |J Gr/G.

z€E(T)
K(E) = U GT/Gk,
keK(T)

und i(gk) := gi(k), t(gk) := gt(k) (man iiberzeuge sich, dass dies wohldefi-

niert ist).
Es ist noch zu zeigen, dass = ein Baum ist. Ohne Einschréinkung kénnen
wir annehmen, dass 7" endlich ist. Induktion tiber n := |E(T)|:

n=1==T, Gr = G,. Es ist nichts zu zeigen.

n = 2: T ist eine Segment der Form (z,y; k). Dieser Fall wurde in Satz 9.2
betrachtet.

n > 2: Essei x € EP(T) und 7" := T — z. Dann ist Gr = G *¢, G,. Nun
sei =/ ;= GpT" C Z. Fiir T' erfiillt =’ die Voraussetzungen der Proposition.
Nun folgt mit der Induktionsannahme, dass =’ ein Baum ist. Fiir g € G ist

g':'/ =/ — El? g e GT’?
®7 g ¢ GT"
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Folglich sind Teilbdume g=’ von = disjunkt, wenn ¢ ein Vertretersystem der
Nebenklassen in Gr/Grp durchlauft. Es sei = der Graph, der aus = durch
Kontraktion alle ¢=' entsteht. G operiert auf = mit Fundamentalbereich
T/T" = (T',z; k). Dabei sind die Fixgruppen G7+, Gy, und G,. Nach Satz 9.2

(d.h. dem Fall n = 2) folgt: = ist ein Baum und damit nach Proposition 2.15
auch =. |

Proposition 10.6 Es sei ¢ : G — Aut(I') eine inversionsfreie Aktion, so
dass I'/G ein Baum ist (es gibt also einen Fundamentalbereich 7" C T).
Weiter sei ¥4 = (T, G, Gy, ar) der Baum von Gruppen zu I'/G, Gr die
Fundamentalgruppe von ¢ und = der Baum zu ¢ aus Proposition 10.5.
Dann gilt:

1. Der durch die Inklusionen G, — G, G}, — G induzierte Homomorphis-
mus ¢ : Gr — G ist genau dann surjektiv, wenn I' zusammenhéngend
ist.

2. id : T" — T induziert einen Morphismus f : = — I, der dquivariant
bzgl. der Aktionen von G bzw. G ist, d.h. fir ¢ € Gy und z € E(T)

gilt f(gz) = @(g)z.
3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) T ist ein Baum.
(b) f ist ein Isomorphismus.

(c)  ist ein Isomorphismus.

BEWEIS:
1. ,,=%“: Ist ¢ surjektiv, so ist nach Teil 2 auch f surjektiv. Da = zusam-
menhédngend ist, ist auch I' zusammenhéngend.

»,<="“: Dies ist ein Spezialfall (T' = Z) der folgenden Proposition 10.7.
2. Klar.

3. ,,(b)=(a)“: Klar.

»(c)=(b)*: Da Gy = G, enstpricht dies der Eindeutigkeit von = in
Proposition 10.5.

»(a)=(b)“: Fiir alle x und k sind ¢|¢, und ¢|g, Isomorphismen. Daraus
folgt, dass f lokal injektiv ist (d.h. die Einschrinkung von f auf einen
,Stern® um z ist injektiv fir jedes © € F(Z)). Ware f nicht injektiv,
so gibe es einen ,injektiven Weg* w in Z, so dass f(w) nicht injektiv
ist. Da I" ein Baum ist, muss f(w) einen Stachel haben.



10 Baume von Gruppen 49

Dies ist aber ein Widerspruch zur lokalen Injektivitdt von f. Somit
muss f injektiv sein.

f ist auch surjektiv, da I' zusammenhéngend ist und damit nach Teil
1 ¢ surjektiv ist.

»(b)=(c)“: Ist g € Kern(yp), so ist f(gz) = z fiir alle x € E(T). Da
f injektiv ist, muss gx = z sein, also g € G, fir alle x € E(T). Aus
¢|g, = id folgt g = 1. Also ist ¢ injektiv und nach Teil 1 auch surjektiv.
[ |

Proposition 10.7 Es sei [ ein zusammenhangender Graph, ¢ : G — Aut(I)
eine inversionsfreie Aktion, 7" der Lift eines maximalen Teilbaums von I'/G,
und Z sei ein Teilgraph von I' mit T' C Z, GZ =T derart, dass jede Kante in
Z mindestens einen Eckpunkt in 7" hat. Fiir jede Kante k € K, := K(Z) —
K(T) mit i(k) € E(T) sei gr € G mit git(k) € E(T). Dann wird G von den
Gz, © € E(T), und den g, k € Ky, erzeugt.

BEWEIs: Es sei H die von den G, und g, erzeugte Untergruppe. Nun

geniigt es zu zeigen, dass HE(T) = E(T') ist (denn fiir g € G, z € E(T) gibt
es h € H mit hx = gz, also g-'h € G, < H, also g € H).
Es gilt E(Z) C HE(T), denn fir z € E(Z) — E(T) gibt es k € K mit
z = t(k), also gxz € E(T). Also ist nur noch zu zeigen, dass HE(Z) = E(I)
ist. Dazu sei x € E(I'). Ohne Einschrinkung kénnen wir x = t(k) fiir eine
Kante k € K(I') mit i(k) € HE(Z) annchmen, da I' zusammenhéngend ist.
AuBlerdem kénnen wir ohne Einschrankung i(k) € E(T) annehmen (andern-
falls ersetze k durch ein geeignetes h~'k). Nach Voraussetzung gibt es ein
g € G mit gk € K(Z). Zu zeigen ist nun, dass ¢g in H liegt. Dazu unterschei-
den wir zwei Fille:

e i(gk) € E(T): Es ist i(gk) = gi(k), T ist Lift eines maximalen Teil-
baums und somit gi(k) = i(k). Also ist g € Giy < H.

o t(gk) € E(T): Dann ist gzi(gk) € E(T) und somit gzg € Gigy < H.
Daraus folgt g € H. |
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11 HNN-Erweiterungen

Wir betrachten die ,,Schleife von Gruppen® zu

L= x@k

mit Gruppen G, G = A und Homomorphismen oy : A - G, und az : A —
G,.
Gesucht sind im Folgenden ein Baum = und eine Gruppe G, die auf =
operiert, so dass ¥ (Z2/G) = (L, G, A, ag, o) gilt.
Beispiel 11.1
1. Es sei G, = {1}. Dann ist = die unendliche Kette und G = Z operiert
auf = durch Translation.

2. Essel G, =Z/27Z = {1,0} und A = G, o = aj = id. Wieder ist =
die unendliche Kette. Die Gruppe G wird erzeugt von der Translation
7 und einem Element o der Ordnung 2, dass trivial operiert. Da 7o7 7!
alle Ecken fest lisst, gilt die Relation 707! = o, also

G = (1,0lT0 = 07,0 = 1).

3. Essei G, =7/27 = {1,0} und A = {1}. Der Baum = hat die Form

* 0T : L TYOTT

Der Baum = ist der Cayley-Graph der freien Gruppe Fy. Wieder wird
G von Elementen 7 und o erzeugt, wobei 7 durch Translation operiert
und o die Ecke z festlésst, aber 7x bewegen muss (wegen der Inversi-
onsfreiheit aber nicht auf 77 'z. Es ist 02 = 1. Es gilt

G=(r)x(0) =Z*7ZJ2Z.

Auf der vertikalen Achse operiert o7o durch Translation. Die von 7
und o7o erzeugte Untergruppe ist Fy, denn sie operiert frei auf =.
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Proposition 11.2 Es seien A und G Gruppen und aq, as : A — G injektive
Homomorphismen. Dann gibt es eine Gruppe H mit G < H und ein Element
t € H, so dass fiir alle a € A gilt:

as(a) = tag(a)t™t.

BEWEIS: Es sei G der induktive Limes des System (G, Ay, a1, 020 )nez,
wobei G, :=G, A, = A, a1, =1 : Ay = Gy und ag,, =gt Ay, — G,
sei. Weiter seien ¢, : G,, — G’ die kanonischen Einbettungen.

G = G_1 %4 Gy *a G1 *a

R AW

Weiter sei u,, die Abbildung G,_; q G, <5 G'. Dann ist Up( p(a)) =
tn(ag,(a)) fir a € A,,. Wegen der UAE von G’ gibt es einen Automorphismus
u: G — G mit ulg, , = uy,. Sei t das Element, dass auf G' durch u operiert,
dann ist Z = (t). Setze

H: =G x,7Z,

d.h. als Menge ist H = G’ x Z und die Verkniipfung auf H ist durch
(91,m1) - (92, m2) := (g1u™ (g2), 1 + o)

gegeben. Fiir g € GG’ ist dann

tgt™" = (1,1)(g,0)(1, —1) = (u(g), 1)(1, —1) = (u(g),0).
Insbesondere gilt fiir a € A: tay(a)t™ = u(ai(a)) = as(a). [ |

Definition und Bemerkung 11.3 Die Gruppe H, die im Beweis zur Pro-
position 11.2 konstruiert wurde, ist universell bzgl. der Eigenschaften in Pro-
position 11.2. Sie heift HNN-Erweiterung

H = HNN(G, A, aq, 042)

von G bzgl. A, ay, as (benannt nach Graham Higman, Bernhard H. Neumann
und Hanna Neumann).

Proposition 11.4 Es sei ¢ = (L, G, A, oy, o) eine Schleife von Gruppen.
Dann gibt es einen (bis auf Isomorphie eindeutigen) Baum = und eine Aktion
von H = HNN(G, A, oy, az) auf =, so dass 4 (2/H) = ¢. Die Gruppe H heifit
Fundamentalgruppe von ¥.
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BEWEIS: Es sei = der Graph mit

E(Z)=H/G,
K(Z)=H/AUH/A,
wobei G als Untergruppe von G’ < H mit G identifiziert wird, entsprechend
Amit Ay. Esisti(hA) = hG und t(hA) = htG. Die Gruppe H operiert durch
Linksmultiplikation auf =. Es ist ¥(2/H) = L mit s =1-G und k =1- A.
Dann ist G, = G, G, = A, oy, = aq und af = .
Zu zeigen bleibt, dass = ein Baum ist: G’ < H operiert auf = mit Quoti-
entengraph =/G’ mit
=/GN = = =
B(=/G) = (H/G)/G' =, H|G' = 1.
K(Z/G)=H/G'UH/G".
Also ist Z/G’ eine unendliche Kette mit Fixgruppen G,, = G bzw. A, = A.
Auf Z/G" operiert H/G" durch Translation. Nach dem Beweis von Proposition

11.2 ist G’ Fundamentalgruppe von =Z/G’. Nun ist = nach Proposition 10.6
ein Baum. [

12 Fundamentalgruppe eines Graphen von Grup-
pen

Definition und Bemerkung 12.1 Essei¥ = (I, G, Gy, i, ) ein Graph
von Gruppen und 7' ein maximaler Teilbaum von I'. Weiter sei m(¥¢,T)
die Gruppe, die erzeugt wird von den G,, x € E(I'), und Elementen g,
ke K(I')\K(T), mit den Relationen

1. gz =g, " fiiralle k € K(I')\K(T).

2. ag(a) = ag(a) fir alle k € K(T) und a € G.

3. grag(a)gy ' = ax(a) fiir alle k € K(T')\K(T) und a € Gy.
m (¥, T) heifit Fundamentalgruppe von ¢ (bzgl. T)).

Beispiel 12.2 Fundamentalgruppen.

1. Ist I' =T, so ist
Wl(gaT) = GT

(vgl. Abschnitt 10).
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2. Ist T' = L (aus Abschnitt 11), so ist T'= {z} und

m(¥4,{z}) = HNN(G, A, ay, az).

Satz 12.3

1. Es sei 4 = (I, Gy, Gg, ag, o) ein Graph von Gruppen. Dann gibt es
einen (bis auf Isomorphie eindeutigen) Baum = und eine Aktion ¢ von
G =m(¥9,T) auf 2, so dass 9(Z/G) = ¢ (dabei sei T ein beliebiger
maximaler Teilbaum von I'). Das Paar (Z, p) heiit universelle Uber-
lagerung von ¥.

2. Es sei = ein Baum und G eine Gruppe, die inversionsfrei auf = ope-
riert. Dann ist G = m(9(2/G),T) (bzgl. eines beliebigen maximalen
Teilbaums 7" von =Z/G).

Bevor wir diesen Satz beweisen, soll zunéchst die (Un-)Abhéngigkeit der
Fundamentalgruppe vom Baum 7' geklédrt werden. Dies wird sich auch im
Beweis des Satzes als hilfreich erweisen. Dabei verwenden wir durchgehend
die Bezeichnungen aus Definition 12.1.

Definition 12.4 Fiir ¢4 sei F(¥¢) die Gruppe, die erzeugt wird von G, x €
E(T), und Elementen g, k € K(I'), mit den Relationen

L ogr=g;'
2. grag(a)gy ' = ax(a)
fir alle k € K(I') und a € Gj.

Bemerkung 12.5 Ist T ein maximaler Teilbaum von I', so induziert id, :

1, ke K(T)
Gy = Gy g = ;
F(¥) — m(¥4,T). Der Kern von p ist der Normalteiler, der von den gy,
k € K(T), erzeugt wird.

einen surjektiven Homomorphismus p :

Definition 12.6

1. Essei w=(ki,...,k,) ein Weg in I', zg :=i(k1), z; :== t(k;)(= i(kiz1))
fir ¢ = 1,...,n. Ein Element g € F(¥¢) heift vom Typ w, wenn es
hi € G, (fir i =0,...,n) gibt mit

9 = hogk, Mgk, =+~ Gr, Ion-
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2. Setze
(4, x0) :={g € F(¥4) : g ist vom Typ w fiir einen Weg w mit i(w) = zg = t(w)}.

Beispiel 12.7 Sind alle G, = {1}, so ist m(I", zo) die Fundamentalgruppe
wie in Abschnitt 6 (Stacheln ergeben grgr = 1).

Bemerkung 12.8 Die Abbildung
ﬁ BIE| (ga IO) — T (Fa 1:0)7 h()gkl hlgk2 T gknhn = Ok Gk " Gkn

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Kern(f) ist der von den G,
erzeugte Normalteiler.
Bemerkung 12.9 Es sei ¢ ein Graph von Gruppen, zp € E(I') und T'C T’
ein maximaler Teilbaum. Dann ist

p’m(‘fﬁbo) :mi(Y,x0) = (94, T)

ein Isomorphismus.

Bewers: Fiir jedes z € E(T) = E(I') sei w, = (k1, ..., k,) der eindeutig
bestimmte stachelfreie Weg in 7" von x¢ nach = und v, := gx, - - - gx,, € F(¥).
Definiere die Abbildung f : m(¥4,T) — F(¥) durch

f(h) ==k, fiir h € Gy,
fgr) = %(k)gk%—(;) fiir g mit k € K(I)\K(T).
Der durch f gegebene Homomorphismus respektiert die Relationen in F(¥):
L f(98) = %9 Yy = %ewde Vg = i givay) = Flae) ™"

2. Fir k € K(T) ist v = Vi gx- Fiir a € Gy, ist dann
flow(a)) = Vi(k)ak(a)%@}),

o -1

flag(a)) = ’Vi(k)%(a>7i@)

Yi(k) gkaE<a)91f_1 ’yizkl)
=ag(a)

= flax(a)).

3. Fir k € K(D)\K(T) ist

ak(a)) = Yigw (@) Vg,

Flanar(@)gi) = G geriay) i x (@) (e i i)
= Vi) Ik OF (a)gk Tk
= itm k(@) Vi)
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Also definiert f einen Homomorphismus, dessen Bild in m (¥, x) liegt. Die-
ser Homomorphismus ist surjektiv:

Esist p(y,) = 1 firallex € E(I') und pof = id. Sei g = hogk, P19k, - * - Gk, on €
m(¥Y,x0). Dann ist f(p(g)) = g. [ |

Folgerung 12.10 Fiir maximale Teilbdume 7" und 7" von T ist
T (g7 T) = ™ (g’ Tl)

Entsprechend ist m (¥, zo) = (¥, z1).
Nun wenden wir uns dem Beweis des Satzes 12.3 zu. Es sei G := 7 (¥4, T).
Zuerst betrachten wir die Konstruktion des Graphen =:

E(E) = U G/G,,

zeE(T)

KE) = | 6/G

keK(T)

Fiir gk € K(Z) sei gk := gk. Fiir k € K(T) setze i(gk) := gi(k) und t(gk) :=
gt(k). Fur die Kanten k € K(I')\K(T) ist die Sache komplizierter, wie die
folgenden Skizzen veranschaulichen:

(1]

Der Baum T wird zu einem Baum Tj in = geliftet, der iiber den Lift der
Kante £ mit einer Kopie von Ty verbunden ist. Ebensogut hétte man aber
iiber einen Lift der Kante k£ mit einer Kopie von T verbinden kénnen:
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[1]

Man muss sich also bei jeder geometrischen Kante {k,k} fiir k& oder k ent-
scheiden, d.h. wir miissen eine Orientierung K+ := (K(I')\K(7))" wéhlen.
Nun setzen wir fiir k € K™:

i(gk) := gi(k),
t(gk) := ggrt(k)

und schliellich

Nach Konstruktion gilt nun

i(gk) = ggii(k) = ggrt(k) = t(gk).

Diese Definitionen sind unabhéngig von der Wahl eines Représentanten einer
Nebenklasse: Ist h € Gy, so ist ghk = gk. Also muss gelten:

ghi(k) = gi(k),

da h € Gy < Gjg). Entsprechend sicht man dies fiir t(k) € E(7T'). Fiir
t(k) & E(T) gilt:
ghgit(k) = ggrt(k),

da g; 'hgy = ap(h) € Gl(r), also hg, = gih' fiir ein geeignetes h' € Gyy).

Somit haben wir den Graphen = aus Teil 1 von Satz 12.3 und eine Aktion
von G auf Z, so dass 4(2/G) = ¢. Im Folgenden wird gezeigt werden, dass
= wie behauptet ein Baum ist.
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Bemerkung 12.11 = ist zusammenhéngend.
BEWEIS: Es sei Ty C Z ein Lift von 7' (vgl. die Skizzen oben), d.h.

E(Ty) ={lz:2 € E(I') = E(T)},
K(Ty) ={1k: ke K(T)}.

Weiter sei T7 der kleinste Teilgraph von =, der Tj enthélt und alle Kanten
1%k sowie 1k fiir k € K.

Ty ist zusammenhingend: i(1k) = i(k) € E(T,). Weiter gilt GT; = =. Die
Menge
S={gr:ke KT}u U G
zeE(T)

erzeugt G. Seinun g € S. Ist g € G, so ist 1z € T} N gT}, da G, = G,. Ist
g = gr, so ist t(1k) = gpt(k) € E(Ty N gy T1), also gTy N'Ty # 0.

Mit Induktion iiber die Wortlédnge in G (bzgl. S) folgt, dass T} zusam-
menhéngend ist (und damit auch =). [ |

Definition 12.12

1. Eine Folge (ho, gkys- - -, 9k, , hn) heilt Wort vom Typ w, wenn g =
hogk, - -+ Gk, hn, vom Typ w ist.

2. Ein Wort heifit reduziert, wenn fiir alle Stachel, also alle ¢ mit k; 4, =
ki, gilt: hy & af (Gg,), falls n > 1. (Falls n = 0, so heifle ho reduziert,
wenn hg # 1.)
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Proposition 12.13 Ist ¢ = (ho, gk, - - - Gk, , n) €in reduziertes Wort von
Typ w fir w = (ky,...,k,) in T, so ist

9(¢) = hogr, - - g, € F(F)\{1}.
Der umfangreiche Beweis dieser Proposition folgt am Ende des Abschnitts.

Folgerung 12.14 Ist w ein geschlossener Weg in I', so ist p(g) # 1 in
m (%, T) fiir jedes zu einem reduzierten Wort vom Typ w gehorende g € F(¥)
(mit p aus Bemerkung 12.5).
BEWEIS: Fiir 2 := i(w) gilt g € m (¥4, 20). Da plr, (9,4, injektiv ist (nach
Bemerkung 12.9), folgt p(g) # 1, da g # 1. |
Wir schlieflen nun den Beweis von Teil 1 von Satz 12.3 ab.

Bemerkung 12.15 = enthélt keine stachelfreien geschlossenen Wege und
ist somit ein Baum.

BEWEIS: Wir nehmen an, es giibe einen stachelfreien geschlossenen Weg
w' = (kj,..., k) in =.

Es sei k] = s;k; mit k; € K(I') und s; € G. Setze

. J0, ke KT
i 1, sonst

Schreibe g; := g,. Dann ist

t(k,) = t(snkn) = sngy "t(kn)
= i(k}) = s197 “i(kr) = s19; 't(kn),

also $,9, " gnrn = s19, " fiir ein 7, € Gi,) = Gyr,)- Analog: s;g; “gir; =
-

Sit10;41 fir ein 7; € Gyy) = Gir,h)- Mit ¢; == s;9;  gilt:

i+1
_ -1
giT = 4; qi+1
firi=1,...,n— 1. Es folgt
gir1gare - gnln = 1.

Aber (1,g1,71,- .-, gn,Ts) ist ein reduziertes Wort vom Typ w (= Bild von

w’ in T'). Dies ist ein Widerspruch zur Proposition 12.13. Es kann also keine

stachelfreien geschlossenen Wege in = geben. [ |
BEWEIS VON PROPOSITION 12.13: Wir betrachten drei Fille:
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1. T ist das Segment (x1, z9; k) mit Gruppen G, Gy und A = Gj. Dann
hat jeder Weg die Form

w=(,1,...,1(])

mit [ € {k, k}. Ein reduziertes Wort von Typ w ist

¢ = (ho, g, hi,g ', ..., hy)

mit h; € G fiir gerades i, h; € G fiir ungerades ¢ und h; & A fiir ¢ > 1.

Das Bild g(c) von ¢ in m(¥) ist hohy - -+ hy, € Gy x4 Go = m1(¥). Nach
Bemerkung 7.12 ist g(c) # 1.

2. I ist die Schleife L. Hier ist
w= (k" k2, ... k)

mit g; € {—1,1} und k= := k.

Ein Wort ¢ = (ho, 9, ..., 9", hy) ist reduziert, wenn h; € az (A), falls
g;+1 = —¢;. Nach dem Beweis von Proposition 11.2 ist hog®* - - - g**h,, #
1in 1 (g)

3. Der allgemeine Fall fiir I". Hier ist die Idee, Induktion zu verwenden und
den Fall fiir I' auf ein geeignetes I'/Y zuriickzufithren, indem man ein
Segment oder eine Schleife in I' kontrahiert. Um dabei keine Informa-
tion zu verlieren, wird im Graph von Gruppen ein Segment (G1, Ga; A)
ersetzt durch die Eckengruppe Gy %4 Go, und eine Schleife wird durch
eine Eckengruppe HNN(G, A, ay, ag) ersetzt.

Es sei also Y ein Teilgraph von I' mit genau einer geometrischen Kante
{k,k} (d.h. Y ist Segment oder Schleife). Weiter sei ¢(Y") der Teilgraph
von Gruppen (Y, G, Ge, A, o, o) bzw. (Y, G, A, oy, az), und Gy =
m(9(Y)). Es sei # der Graph von Gruppen (I'/Y, G, G, ax, az) mit

] Gy, QZEE(Y)

und Gy, o, af wie bisher.

Man iiberzeuge sich, dass

12

1 (Jaf) 1 (g)

gilt.



60 13 Der Satz von Kurosh

Es sei nun w = (ky,...,k,) ein Weg in I und w' = (k,...,k,) das
Bild von w in I'/Y. Ist ¢ = (ho, g1, - - -, Gn, hn) €in Wort vom Typ w in
¢, so wihle ¢ = (hy, g}, ..., 9., h.,) als zugehoriges Wort vom Typ w’
in S, wobei g, = g; fiir k = k; und h} durch Iterieren der Vorschrift

. h;, falls k] = k; und ki & {k, k} 2 ki
i hz’gi+1hi+17 falls ki+1 =k und k’z ¢ {k’,E}

gegeben ist.

Wir zeigen nun, dass ¢’ reduziert ist, wenn ¢ reduziert ist (dann folgt
die Aussage mit Induktion iiber |K(T")| bzw. |w|).

Verwende Induktion iiber |w'|:

|w'| = 0: Ist Jw| > 0, so ist w ein Weg in Y, also ¢g(¢’) = g(c¢) # 1 nach
Fall 1 oder Fall 2.

Der Fall |w'| > 0 sei dem Leser als Ubung iiberlassen. |

13 Der Satz von Kurosh

Satz 13.1 (Satz von Kurosh)
Es sei G = *;c;G; ein freies Produkt von Gruppen und H < G eine Unter-
gruppe. Dann ist H ein freies Produkt der Form
H=Fx * H@x,
iel,xeX;
wobei X; ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen HgG; ist, H; , = H N
xGix~! und F eine freie Gruppe.

BEWEIS: Essei I ein Baum mit Ecken x;,7 € I, und ¢ = (', G;, {1},1d,id)
ein Graph von Gruppen auf I'. Dann ist m(¢) = G. Nach Proposition 10.5
gibt es einen Baum = und eine Aktion von G auf =, so dass 9(Z/G) =2 9.
Die Gruppe H operiert auch auf =. Nach Teil 2 von Satz 12.3 gilt H =
m(¥Y(2/H)). Alle Kantengruppen sind {1}. Es ist F' = m(2/H) die freie
Gruppe iiber K (Z/H)\K(T), wobei T' ein maximaler Teilbaum von =/H ist.
Es ist '

EE) = Ja/a.
iel
Fir x = gG; gilt:
H,=HNG,=HnNgGg "

Die Ecken von =/H sind die Bahnen von E(Z) unter H:
E(Z/H)={HgG;: g€ G/G;,i € I}.
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Also ist X; = E(Z/H).
Die Aussage bleibt richtig fiir G = *,G; und H N A = {1}.
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13 Der Satz von Kurosh
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Teil IV
Der Bruhat-Tits-Baum fir

GLo(Qp)

14 p-adische Zahlen

Es sei p eine Primzahl. Eine Zahl n € N ldsst sich eindeutig schreiben als

k
i=0
mit a; € {0,...,p— 1} und £ > 0.

Bemerkung 14.1 Wir rechnen mit Ubertrag: Fiir n = S a;p' und m =

ST bipt st
m+n = Z cip',
mn = Z d;p’
mit ¢; = ¢ — oip, d; = cil- — o;p, wobei
&G=a;+b+o01, di= (Z aibi—1) + i1
1=0

1 &> o
und QiZ{O’ ?zﬁ,oi:max{seﬂ\l:spgdi}lst.

Definition und Bemerkung 14.2 Die Menge

Z, = {Zaipi:ai € {O,...,p—l}}
i=0

wird mit + und - wie in Definition 14.1 zu einem kommutativen Ring mit 1.
Er heit Ring der ganzen p-adischen Zahlen.
BEWEIS: Wir zeigen, dass (Z,, +) eine Gruppe ist:

_<Zaipi):(p—@0)+(P—Cl1—1)p+(p—a2—1)p2+...

= (p—ao) + Z(p —a; — 1)p".
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Es gibt also zu jedem Element ein additiv Inverses.
Die iibrigen Ringeigenschaften sind klar. ]

Proposition 14.3

1. Die Inklusion N C Z, induziert eine Einbettung ¢ : Z — 7Z,,.

2. Z, ist nullteilfrei.
BEWEIS:

1. Firn € Z, n <0, setze ¢(n) := —u(—n).

2. Es selen a =Y a;p',b=>_byp' € Z,\{0} und

i ;= min{i : a; # 0}, 4 := min{i : b; # 0}.
Fir ab = Zdipi ist dann sz'aﬂ‘b = a;,b;, nicht durch p teilbar, da p

prim ist. Folglich ist auch d;,+;, = d;,+s, — o;p nicht durch p teilbar und
insbesondere # 0. Also ist ab # 0. |

Bemerkung 14.4 Es sei
m, = {a—ZaipieZp:ao—O}.
i=0
Dann gilt:
1. m, ist ein maximales Ideal.
2. Zp/m, = Z/pZ =TF,,.
3. a € Z, genau dann, wenn a ¢ m,.

Insbesondere ist m, das einzige maximale Ideal in 7Z,, d.h. Z, ist ein lokaler
Ring (vgl. Kapitel I1.4 in Lang [4]).
BEWEIS:

1. Offensichtlich ist m,, ein Ideal. Die Maximalitit folgt aus Teil 2 oder 3.

2. Die Abbildung a = Y a;p' — ay € Z/pZ ist ein surjektiver Ringhomo-
morphismus mit Kern m,. Der Homomorphiesatz liefert die Behaup-
tung.
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3. Es sel a = > a;p' € Z,\m,, also ag # 0. Gesucht ist b = > b;p" mit
ab = 1. Definiere die b; induktiv: Da p prim ist, kann man by so wéhlen,

dass agby = 1 mod p gilt. Hat man fiir + > 1 schon by, ..., b;_1 gefunden,
wahle b; so, dass

aogb; + Zalbi,l =0 mod p

=1
gilt. |
Definition und Bemerkung 14.5

1. Der Quotientenkorper
Q, = Quot(Z,)
heiffit Kérper der p-adischen Zahlen.

2. Die Inklusion Z — Z, induziert eine Inklusion Q — @, (d.h. char(QQ,) =
0).

3. Jedes a € Q, = Q,\{0} hat eine eindeutige Darstellung
mit a; € {0,...,p — 1} und i, € Z minimal, so dass a;, # 0.

BEWEIS VON 3.: Ist a = > a;p* € Z,\{0}, so sei i, = min{i : a; # 0}. Dann
ist a = Y a;p" die gewiinschte Darstellung.

1=iq

o0
Es ist a = p'u mit u = ) a;44,p" € Z;. Nun sei § € Q, mit a,b € 7Z,,

i=0

b # 0. Schreibe a = pu und b = p*v mit i,,i, € N und u,v € Z). Es folgt

5= pa®uv! wie gewiinscht. |
~—~

EZy
Definition und Bemerkung 14.6

1. Fiira= Y a;p' € Q) sei

1=1q

v(a) = ig,

la] == p~".

2. Ist a € Z, so ist v(a) = max{n : p"|a}.
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3. a € Z,\{0} & v(a) >0 & |a| <1
4. Setze v(0) := oo, |0| := 0.
5. Fiir alle a,b € Q; gilt:

(a) v(ab) = v(a) + v(b) bzw. |ab| = |a] - |b|.
(b) v(a+b) > min{v(a),v(b)} bzw. |a + b| < max{|al,|b|}.

(c) Ist v(a) # v(b), so ist v(a + b) = min{v(a),v(b)} bzw. |a + b| =
max{|al, |b|}.

(d) v(a) = v(=a).

6. v: Q) — Z heifit p-adische Bewertung, |- | : QF — R heifit p-
adischer Betrag.

Proposition 14.7
1. d(z,y) := |z — y| ist eine Metrik auf 4.

2. Jedes Dreieck in QQ,, ist gleichschenklig, und die dritte Seite ist hochstens
so lang wie einer der gleichen Schenkel.

BEWEIS:
1. Es gilt

dlz,y) =0 & z—y=0 & =y,

dy,z) =y —z|=|-(@—-yl=|-1] |z -yl =d(z,y)
und
d(z,z) =z —z| = |(x —y) + (y — 2)| < max{|z —yl, [y — 2[} < d(z,y) + d(z, 2).

2. Folgt aus |z — z| < max{|x —y|, |y — 2|} |
Proposition 14.8

1. @, ist vollsténdig.

2. Q liegt dicht in Q.

BEWEIS:
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1. Es sei (a™) eine Cauchy-Folge in @,

mit agn) €{0,...,p— 1} und i4(n) := min{i : agn) #0}. Es ist
v(a™) =i,(n) und |a™| = p~ia().

Nun gilt
la™ — ™| = pvinm)

mit v(n,m) := min{i : agn) # (zgm)}. Folglich gibt es fiir jedes i ein ng(7)

En) = agm) fiir alle n > ng(i). Da a™ eine Cauchy-Folge ist, gibt

(n)

%

mit a

es auflerdem ein iy mit a; ° = 0 fiir ¢ < ig und alle n. Dann ist

0= " e q,

der Grenzwert.

2. N (und damit auch Z) ist dicht in Z,, folglich ist auch © = Quot(Z)
dicht in Q, = Quot(Z,). [ |

15 Der Baum fiir Q,

Definition 15.1 Fiir a € QQ, und reelles r > 0 sei
K.(a):={beQ,:]la—b <r}

der Kreis um a mit Radius r.

Beispiel 15.2 Kreise in Q.

1. K1<O) - Zp.

2. Kl/p(()) = my.

3. K,.(0) = m, fiir alle r mit £ <r < 1.
P

4. Kyjp(a) = {b € Q, : |b—a| < 1}, d.h. topologisch sind offene und
abgeschlossene Kreise in @), nicht zu unterscheiden.
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Bemerkung 15.3 Fiir Kreise K; = K, (a;), i = 1, 2, gilt:
K, NK; =0 oder K; C K5 oder K, C Kj.

Insbesondere ist K, (a) = K, (b) fiir jedes b € K,(a), d.h. jeder Punkt in
K., (a) ist Mittelpunkt.

BEWEIS: Es sei a € K;y N Ky und ohne Einschrankung r; < ry. Dann gilt
fir b € Ky:

d(b,as) = |b— a1 + a1 —a+a — ay|
< max{|b— a4|,|a; — a|,|a — as|}
—— —— N——
<ri<rz  <r1<ra <ra
< Ta.

Also ist b € K5y und K; C K. [ |
Wir betrachten nun den Kreis K = K;(0) = Z,. Dieser Kreis enthélt
offensichtlich m, = K ,(0), also die Elemente a aus Z, mit ao = 0.

Fiir die iibrigen Elemente von K liegt ag € {1,...,p— 1}, und K enthilt fiir
jedes ag einen Kreis K /,(i), dies sind die Nebenklassen von m,. Die folgende
Bemerkung verallgemeinert dies.

Bemerkung 15.4

1. Zujedem Kreis K = K, (a) in @, gibt es genau p verschiedene maximale
Kreise Ko, ..., K, 1 mit K; C K firt=0,...,p— 1. Es ist

K; = K, p(a + ip! ")),
2. Zu jedem Kreis K = K, (a) in @, gibt es genau einen minimalen Kreis

K’ D K. Es ist
K =K,,(a).
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Definition 15.5 Es sei T, der Graph, der wie folgt definiert ist:

E(T,) ={K C Q, : K ist Kreis},
K(T,) ={(K,K') : K € K’ minimal oder K" C K minimal},
(K,K') = (K, K), i(K,K') = K und t(K,K') = K"
Auf T, konnen wir eine kanonische Orientierung K wihlen, indem wir
aus jeder Kante (K, K’) den grofieren der beiden Kreise auswéhlen.

Bemerkung 15.6 T, ist ein Baum. Er heifit Bruhat-Tits-Baum fiir Q).

BEWEIS: T, ist zusammenhéngend: Seien K; = K, (a;), i = 1,2, Kreise
in Q. Ist K; C Koy, so ist ohne Einschrankung a; = a2 (denn jeder Punkt
ist Mittelpunkt). Dann beschreibt

K1 C Krlp(a1> cC...C thk(al) = KQ

einen Weg in T),.

T, enthélt keine stachelfreien geschlossenen Wege: Wihle die kanonische
Orientierung K auf T,,. Es sei w = (ky,...,ky) ein stachelfreier Weg. Be-
obachte, dass fir k; € K~ (d.h. k; = (K;,K;;11) mit K;;; C K;) auch
kiv1,..., k, in K~ liegen missen (wegen Bemerkung 15.4(2)).

Ist w geschlossen, so gibt es ein ¢ mit k;_; € K+ und k; € K. Folglich ist
K,1 C K; D K, 1, aber K; 1 # K;;; (sonst géibe es einen Stachel). Also
ist K;_1 NK;;1 = 0. Wegen der obigen Beobachtung ist ¢ eindeutig, also gilt
Ky € K;_; und K,, C K;;;. Und somit Kq # K,,, im Widerspruch dazu,
dass w geschlossen sein soll. Somit kann w nicht geschlossen sein. ]

Definition 15.7 Es sei I' ein Graph.

1. Ein Strahl in I' ist ein Teilgraph, der isomorph ist zu einer in einer
Richtung unendlichen Kette.

2. Zwei Strahlen R; und R, heiflen Aquivalent, wenn RN R, einen Strahl
enthalt.

3. Die Aquivalenzklassen von Strahlen heifien Enden.

Ry
dquivalente
Strahl
ranien RQ
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4. Eine Achse von I' ist ein zu einer in beiden Richtungen unendlichen
Kette isomorpher Teilbaum.

Definition 15.8 Die projektive Gerade iiber @), ist
]P1<Qp) 1= Qp U {oc}.

Proposition 15.9 Die Enden von 7}, entsprechen bijektiv den Punkten von

PH(Qy).

BEWEIS: Suche eine Bijektion
¢ : {Aquivalenzklassen von Strahlen in 7,,} — P(Q,).

Es sei R = (ky, ko, ...) ein Strahl in 7).
Erster Fall: Alle k; € K. Setze ¢(R) := oo. Alle solchen Strahlen sind

dquivalent.
Zweiter Fall: Fast alle k; € K~ (d.h. alle ab einem k;,). Esist {a} = ) K.

i>ig
Setze Y(R) = a.

Man iiberzeugt sich leicht, dass ¢ wohldefiniert, surjektiv und injektiv
auf den Aquivalenzklassen von Strahlen ist. [ |

Bemerkung 15.10 Die Achsen in 7}, entsprechen bijektiv den Punktpaaren
{r,y} in P(Q,) (mit o # y).

BEWEIS: Es sei A eine Achse in T},. Zerlege A in R U R, mit zwei Strahlen
R; und R5. Setze

V(A) = {Y(R1),¥(Re)}
fiir v wie in Proposition 15.9. Ist A = R U R, eine andere Zerlegung, so ist
Ry ~ Ry und Ry ~ Ry (oder umgekehrt), also ist ¢ wohldefiniert.

1 ist injektiv: Es sei A" = Ry UR) mit ¢(A") = ¢¥(A), ohne Einschriankung
sei Ry ~ R} und Ry ~ Rj. Wéhle auf jedem Strahl die kanonische Orien-
tierung (also die von KT induzierte, von den Anfangspunkten wegweisende).
Dann enthalten R; und R, keine gleichorientierte Kante.

Angenommen, es ist A # A’. Dann gibt es ein x € F(A") mit x ¢ E(A).
Ohne Einschriankung sei x € E(R}). Wihle 2’ so, dass Ry und R sich in 2’
treffen. Aulerdem sei y € (E(R2) N E(RY))\E(RY).

R’l/_/”"
s
. ;\‘ﬂi

Ry
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Dann ist die Strecke Ty in A’. Andererseits liegt ' auf der Strecke Ty, aber
za’ hat die Orientierung von R}, wohingegen Ty die Orientierung von R} hat;
ein Widerspruch.
1 ist surjektiv: Zu je zwei Enden in T}, gibt es eine Achse. |
Im Folgenden werden wir Punkte aus P*(Q,) mit Enden von 7, identifi-
zieren, ohne die Bijektion v explizit anzugeben.

Definition und Bemerkung 15.11

1. Es sei T' ein Baum, eq, e, e3 seien drei verschiedene Enden von 7' und
A;; die durch e;, e; bestimmte Achse. Dann gibt es © = M(ey, e, €3)
mit {z} = E(A12) N E(A13) N E(Asz). Wir nennen M(ey, eg, e3) den
Median der Enden e, e; und eg.

2. Es seien a,b,¢ € P}(Q,) und ohne Einschrinkung |a — b| < min{|a —
c|,|b—c|} und |a|] < |b|. Dann ist M(a, b, c) = Kjq_y(a).

BEWEIS:

1. Es seien zunéchst e, es,e5 € E(T) und A;; = &e; der stachelfreie
Weg von e; nach e;. Weiter sei w; = K(A;;) N K(A;) ein Weg mit
Anfangspunkt x; und es sei y; = t(w;). Dann liegt ;55 in A;;, und fiir
jede Kante k von y;y; gilt: k & K (A;) UK (Aji). Also ist 71727203 - Ui
ein stachelfreier geschlossener Weg. Da T aber ein Baum ist, folgt y; =
Y2 = Ys.

Sind nun ey, ez, e3 Enden von 7', so sei y; € (E(A;;) N E(Aix))\E(Ajx).
Dann liegt x = M(y1, y2,y3) im Schnitt der Wege 7193, 7273 und 7173,
d.h.

v € E(A) N E(A) N E(As).

2. Zuerst der Fall ¢ = oo (nach Voraussetzung kann von a, b und ¢ nur ¢
diesen Wert annehmen):

Es ist
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und folglich
M(a,b, c) = Kjo_p(a) = Kjq_p (D).

Bs ist B(Agp) = {K,(a) 17 < Ja— b} U{K.(0) : 7 < |a—b|}.

Nun zum Fall ¢ # oo:

K|a—c|(a')
'.N
K|a—b|(a)
a
b
Nach Voraussetzung ist |a — ¢| > |a — b| und [b — ¢| > |a — b]. |

16 Die Aktion von PGLy(Q,) auf 7T,

Bemerkung 16.1 Es sei K ein beliebiger Korper.
1. Die Gruppe GLy(IK) operiert auf
PHK) := K U {cc}

durch die Mobiustransformation

wth e K,cz+d#0

cz+d?
(a b)~z:: o, ze€K,cz4+d=0.
c d o

% Z =00

Der Fall ,,8“ kann wegen ad — cb # 0 nicht vorkommen.

2. Der Ineffektivitatskern der Aktion ist

(M : ) e K}

BEWEIS:

1. Fir A, B € GLy(K) erhélt man A(B - z) = (AB) - z durch direktes
Nachrechnen.
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2. ,C“: Es sei % = 2 fiir alle z € P}(K). Dann:
b
z=0 = E:O = b=0,
z=00 = 2:oo = c=0,
c
d
,2 " Klar. |

Folgerung 16.2 Die projektive lineare Gruppe

PGLy(K) := GLy(K) /{ L5 : A € K*}

operiert effektiv auf P!(K).

Proposition 16.3 Fiir a,b,c € P'(Q,) paarweise verschieden und g €

PGLy(Q,) sei
9(M(a, b, c)) := M(g(a), g(b), g(c)).

Dadurch wird eine Aktion von PGLy(Q,) auf T, definiert.

BEWEIS: Es seien a, b, ¢ wie in Bemerkung 15.11.

e Zuerst zeigen wir die Wohldefiniertheit: Ist M(d', b, ) = M(a, b, ¢c,),

SO ist

M(g(a), g(t'), g(c")) = M(g(a), 9(b), g(c))
fir alle ¢ € PGL2(Q,) zu zeigen. Es reicht, dies fiir Erzeuger von

PGL5(Q,) zu zeigen. Dazu schreiben wir

L2 (0 LY (1 dag ) (s
1o/\o 1 )\o

0 1
_ (a1 a2\ _
1= (o 02) -

Wir miissen (x) also nur fiir

(o) (09

ze Az, AeEQ),
z2 2+ 20, 2 € Qp,

Z = =
z

a2

0

ol

0
1

(%)

)(

01
10

01
10

)(

)

det(g)

a4

0

0
1 Y
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zeigen. Dazu seien o', b0, ¢ gegeben mit M(a,b,c) = M(d/, V', ') und
la’ = b'| < min{|a’ — [, [0 = ¢|}. Dann ist M(a,b,c) = Kjo_p(a) =
Ko_w|(a") = M(d', V', ¢) und folglich |a — b| = @’ — b'| und |a’ — a| <
la — b|. Wir betrachten nun die drei Félle einzeln:

Der Fall z — Az: Es ist
M()\CL, )\b, )\C) = K|,\‘.|a_b|()\a) = K‘)\|.‘a/_b/|(/\a/) = M()\CL,, /\b/, /\C/),

wobei die Gleichheit in der Mitte sich aus [Aa’ — Aa| = |A| - |a’ —a] <
|A| - |a — b| ergibt.

Der Fall z — z + zo: Es ist

M(a + 20, b + 20, ¢ + 20) = Kja—p|(a + 29),
M(a' + 20, 0" + 20, ¢ + 20) = Kjo—p|(a’ + 2).

Der Fall z — 1: Wir schreiben r := [a — b|.
Zunéchst sei |a| < r. Dann ist auch |b] < rund K, (a) = K,.(0). Gesucht

1st
{‘1 pgr 11 1}
mms|(— ——|=-— |7~ ~|(¢
a bI'la cl'lb ¢
T | | [b—c|
STl =tarre =T

Mit Hilfe von Proposition 14.7(2) und der folgenden (nicht maBstabs-
getreuen) Skizze kann man dies herleiten.

Sei |e] < r. Aus |¢] <r =]a—0b| <l|a—c|=|a| folgt |a| =7, |b] =r
und |b — ¢| =r. Es gilt

r 1 Ja—c |b—c] 1

lal < fol 7 " lal e [ol el el
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Fiir den Fall |¢| > r muss |a — ¢| = |¢| = |b — ¢| gelten und auBerdem
|b| = r > |a|. Dann ist

ro_ b _Ja=d_fo=d _b—d _
lal - 16| lal lal-le| lal - fe| = [o[-|e] (o]

In beiden Féllen ist das gesuchte Minimum |— Es folgt M(2,,1) =

K/ (1) = Ki/(0). Genauso kann man fiir ¢’, & und ¢ argumentieren
und man erhélt M(2, £, 5) =Ky .(3) = K1/r(0)

Nun sei |a| > 7. Dann ist |a| bl und |2 — 1| = @ st fef < la—c| =
lal, so gilt

’1 1‘_|a—c\_1

a clJaf-le I

und somit ﬁ > - Andernfalls ist “a| \§'| > |a‘2, da entweder |c| = |a]

oder || =|a — c|. Es folgt M(2,1,1) = K, /,42(2). Es ist

Ky_y(a) =M(d,V, ) = M(a, b, c) = K,(a),

also @’ € K,(a) und |a —d| < r < |a|. Es folgt |a| = |d/|. Es ist
M(%v%v%) :KT/|0/\2( ) und da

‘1 I r

@@ Tl e S

folgt wie vorhin K, /¢/2(2) = K, /jq2(+). Eine Skizze fiir die Operation
von z — i:
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e Nun zeigen wir, dass PGLy(Q,) auf den Kanten von 7T}, operiert, d.h.
dass benachbarte FEcken auf benachbarte Ecken abgebildet werden. Auch
hier reicht es, die drei Erzeugertypen zu betrachten.

Fir z — Az: Es wird K, (a) auf Kj5-(Aa) abgebildet und K, (a) auf
K‘ ,\|pr()\a).

Fiir z — 2z + zp: Es wird K, (a) auf K, (a + z) abgebildet und K,,(a)
auf K, (a + z).

Fir z — 1: Es wird K, (0) auf K;,.(0) abgebildet und K, (0) auf
K /() (0). Hierbei wird die Orientierung vertauscht:

K- (0) K/ (0)

K..(0) K /(pr)(0)
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Ist 0 & K, (a), so geht K, (a) auf K, /42(2) und K, (a) auf K, /42(2).
|

Bemerkung 16.4 PGL,((Q,) operiert transitiv auf den Ecken E(7},) und
auf den Kanten K (T),), aber nicht inversionsfrei.

BEWEIS: PGLy(Q),) operiert transitiv auf den Tripeln verschiedener Punk-
te (a,b,c) in P(Q,), also insbesondere auf E(T},).

Z ;;z bildet (K;,,(0), K;(0)) auf (K;(0),K,(0)) ab.
z+— (1—=n)z+n (mit n = 2,...,p— 1) bildet K;(0) = M(0, 1,00) auf
M(n,1,00) = K;(0) ab, und K;,,(0) = M(0,p,00) auf M(n,n + (1 —
n)p,o0) = Ky p(n).
z — £ vertauscht K;(0) mit K,,,(0), daher ist die Aktion nicht inversionsfrei.
|

Folgerung 16.5 Es sei T;7 die baryzentrische Unterteilung von 7). Dann
operiert PGLy(Q,) inversionsfrei auf 7y mit dem Quotientengraphen

T, /PGLy(Qp) = e——e

Also ist PGL2(Q,) = G1 *g, G2, wobei G die Fixgruppe von K;(0) ist und
Gy der Schnitt von G mit der Fixgruppe von K /,(0). Die Gruppe G ist
die Fixgruppe der Ecke ¢.

T ist enthalten im Bruhat-Tits-Baum fiir Q,(/p).

Einen weiteren Zugang zur inversionsfreien Aktion erhalt man durch die
Aktion einer Untergruppe von PGLy(Q),).

Bemerkung 16.6 Die spezielle projektive Gruppe

PSLy(Qp) := SLa(Q,)/{£ 12}

hat Index 4 in PGLy(Q,).

BEWEIS: Fiir A € GLy(Q,) und A € Q) ist det(AA) = A*det(A), d.h. ein
Element aus PGLy(Q,) ist d4quivalent zu einem Element aus PSLy (4, ), wenn
es als Reprisentanten eine Matrix hat, deren Determinante ein Quadrat in
Q) ist.

Was ist nun |Q/(Q))?|? Schreibe a € Q) als a = up™ mit n € Z, u € Z.
Da \/p & Qp, ist p kein Quadrat in Q,. Es ist a € (Q;)z genau dann,
wenn n € 27 und u € (Z))*. Es sei © € F das Bild von v in . Es ist
[F/(F))?| = 2. Mit dem Lemma von Hensel (van der Waerden (6], § 144)
folgt, dass genau dann u € (ZX)? gilt, wenn @ € (F))?. [ ]
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Folgerung 16.7 Es sei u € Z\(Z)?. Dann sind
10 u 0 p 0 pu 0
0 1)°\0 1/°\0 1/°\ 0 1
Vertreter der Nebenklassen von PSLy(Q,) in PGLy(Q,).

Proposition 16.8 Es gilt
Gl - PGLQ(Qp)Kl(O) - PGLQ(ZP)

BEWEIS: ,20“ Es sei A = (CCL 2) € GLy(Z,), d.h. |a| <1, b] <1, |c] <1,
|d| <1 und |ad — be| = 1. Zu zeigen ist A - K;(0) = M(2, ¢, zTJFS) = K;(0).

Zunéchst nehmen wir an, dass es einen Matrixeintrag < 1 gibt. Ohne
Einschriankung sei |¢| < 1 (dies lasst sich durch Anwenden einer Permutation

S = <(1) (1]) erreichen, und da S € PSLy(Z,) liegt und K;(0) stabilisiert,

geniigt es A oder SA oder AS oder SAS zu betrachten). Es gilt dann |a| =
d =1, 1% > 1, [ = ] <1, |2 = |a+b <1 und |5 — 22| =

c+d c+d
|bc + bd — ad — bd| = 1. Also ist M(b,“,ZTJFS) K, (0).
Nun sei |a| = |[b] = |¢| = |d| = 1. Dann gilt |§| = |4, s_% =
be—ad a a a : a
l\d\-|c|| =1, |£ |>1und| +b b|21.Also ist M(g a id) K, (0).

,C“ Es sei A = (CCL 2) ein Reprisentant von g € G;. Ohne Ein-

schrinkung sei |det(A)| = 1 oder |det(A)| = l Nach Voraussetzung ist

M(§, &£ 4) — K, (0). Ohne Einschréinkung durfen wir M(4, a8 a) — Ko _at

Kg(0)-g1)/(9(0)) annehmen (denn wére dies nicht so, konnte man es durch
Anwenden der Untergruppe

z

1 1 1
{zr—>z,2»—>—,z»—>1—z,zr—>1——,2f—> ,zr—>1 }<PGLQ(Qp)
z z —z

z—1

erreichen, die {0,1,00} auf sich abbildet). Es gilt also |2 < 1, |Z‘i§| <1,

Q—z—J“b =1, (—l——|>1und|“—“—+b|>1 Daraus folgt |b] < |d|,
la+b| < |c+d|, |d|-|c+d| = |ad—be|, |d|-|c| < |ad—be| und |¢|-|c+d] < |ad—bc|.
Nun muss |d| = |¢ + d| sein, denn fiir |d| < |¢+ d| gilt |¢| = |¢ + d] und

lad — be| = |d| - |c+d| < |e+d|* = |c| - |e + d| < |ad — be],
und im Falle |d| > |c + d| gilt |¢| = |d| und
lad — be| = |d| - |+ d| < || - |d| < |ad — b,

d~ c+d
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in beiden Fillen ein Widerspruch. Aus |d| = |c¢+ d| folgt |d|* = |ad — bc| = 1
(da % kein Quadrat ist). Es folgt

|d| =1, |b| <1, |C| <1 |a| <1
also A € GLy(Z,). [ |

Definition 16.9 Wir setzen
a b
GLg(Zp) = {<c d) € GLy(Z,) : |b] < 1}7

und
SLS(Z,) := SLo(Z,) N GLY(Z,).
Weiter sei PGLY(7Z,) das Bild von GL(7Z,) in PGLy(7Z,).
Folgerung 16.10
1. Die Fixgruppe Gy der Kante (K;(0), Kj/,(0)) ist PGL3(Z,).
2. Der Index ist [G; : Go] =p + 1.
BEWEIS:

1. Es ist
PGL?(QP)KUP(O) =g- PGL?(QP)Kl(O) 'g_l

mit g = <€ (1)> Dies sind die Matrizen

(D) -G D6 (0 erome)

Folglich ist

o

. b
Go = PGLsy(Z,)Ng-PGLy(Z,)-g~* = {(‘Cl d) € PGLy(Z,) : b < 1}.

2. Es sel ¢ : PGLy(Z,) — PGLy(F,) die von 7 : Z, — F, induzierte
Abbildung. Damit ist

Go= ¢! ({ (i 2) € PGLQ(]FP)}).

-

=PGLY(F))
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Es ist
[G1 : Go] = [PGLy(TF,) : PGLY(IF,)]
= [GLQ(FP) : GLg(Fp)]
_ @ =-1)p*—p)
(p—1)(p* —p)
=p+1,
wie behauptet. [ |

Proposition 16.11 Es ist

und
[Gy : PGLY(Z,)] = 2.

BEWEIS: Esist (g g) in der Fixgruppe von ¢, also <PGL3(ZP), ((1) g) > <

Go. Ist umgekehrt g € Go\PGL(7Z,), so ist g - (? g) € PGLY(7Z,). |

Zusammengefasst erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 16.12 Es ist
POLA(Q,) = POLa(Z,) #pangey) (PCLAE). () ).
Nun betrachten wir die Aktion von SLy(Q,) auf T,,.
Folgerung 16.13 Es ist

SLQ(QI)) = SLQ(ZP) *SLg(Zp) SLQ(ZP)

(Dabei ist der zweite Faktor durch Konjugation isomorph zu SLy(Z,).)
BEWEIS: Der Stabilisator von K;(0) in PSLy(Q,) ist

PGLy(Z,) N PSLy(Q,) = PSLy(Z,).

Wir zeigen nun, dass das Segment

L
K(0) Ki/p(0)
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ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SLo(Q),) auf T}, ist. Wir schreiben

abkiirzend z = K;(0) und y = K /,(0).

e z und y liegen in verschiedenen Bahnen von SLy(Q),). Es ist ndmlich

y = Bx mit B = (g ?) ¢ SLy(Q,). Géibe es ein A € SLy(1Q,) mit

Az =y, so wire A~'Bx = z, also A™' B im Stabilisator PGLy(Z,) von
. Dies ist ein Widerspruch, da det(A™'B) = p & Z.

Schreibe K; := K, (i) fiir i =0,...,p — 1.

K; =K;/,(i)
Die Matrix A; = ((1) _1Z) € SLy(Z,), gegeben durch die Abbildung
z +— z — 1, bildet K; auf y ab und lasst x fest. Die Matrix ((1) _01> €

SLy(Z,), entsprechend der Abbildung z — —%, bildet K, (0) auf y ab

und lasst x fest. Die Matrix (g (l)) € SLy(Q),), entsprechend der

P
Abbildung z + p?z, ist die Translation um zwei Ecken entlang der

Achse durch 0 und oo.

Der Stabilisator von y in SLy(Q,,) ist

sta(@y), = (5 1) st (5 ).

Der Stabilisator der Kante (x,y) ist

Die Einbettung von SL)(Z,) in der ersten Faktor ist

PSLy(Q,) N PGLY(Z,).

b'_>ab
d c d

b
Einbettung in den zweiten Faktor ist a b N Al |
c d pc d
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Bemerkung 16.14 Es gilt

SL, (Z ED > SLy(Z) #rog) SLa(Z),

mit T(p) = {(ﬁ Z) € SLy(Z) :p|b}.

BEWEISSKIZZE: Das Segment von z nach y ist ein Fundamentalbereich

fiir die Gruppenaktion, denn (p 0) € SLQ(Z[%]) und A; € SLy(7Z). Nutze

0 4
p
aus, dass Z[%] dicht in Q, liegt (da Z dicht in Z, liegt). |

17 Der Satz von Thara

Zunéchst eine allgemeine Aussage iiber Baume:

Proposition 17.1 Es sei 7" ein Baum und « € Aut(7’) inversionsfrei. Dann
gilt entweder « hat einen Fixpunkt, oder es gibt eine eindeutige Achse A(«)
in 7', auf der a durch (nichttriviale) Translation operiert.

BeEWwEIS: Es sei dy := min{d(z,a(x)) : € E(T)}. Falls dy = 0, so hat «
einen Fixpunkt. Falls dy > 0, so wéhle z mit d(x, a(z)) = dy. Es sei Ay der
eindeutige stachelfreie Weg in 7" von = nach a(z) und y der Nachbar von x
in Ao.

Dann muss «a(y) ein Nachbar von a(z) sein, aber zugleich nicht in Ay liegen,
da sonst dy nicht minimal wére. Induktiv kann man so schlielen:

a(Ag) N Ag = {a(x)}.

Das ganze ldsst sich nun fiir a(z) wiederholen, so dass wir die Achse
Afe) == | Ja"(Ag)

erhalten. Zur Eindeutigkeit kann man sich Folgendes tiberlegen: Sei z ¢ A(«).
Dann ,projiziere“ z auf A(«) durch den eindeutigen kiirzesten Weg Zzg fiir
ein geeignetes zy € A(a).
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(o)

Betrachtet man einen Nachbarn 2’ von z in ZZg, so wird dieser Nachbar auf
einen Nachbarn von «(z) zwischen «a(zg) und «(z) abgebildet, kann also nicht

»geschoben® werden. -
Fixpunkte eines Elementes g € PGLy(Q),,) sind Lésungen von

_az+b_

= =z & 2> +dz =az+0.
cz+d

9(2)

Wir geben nun eine Klassifikation der Elemente von PGL2(Q),)

anhand ihrer Fixpunkte.
1. Fall: ¢ = 0. Ein Fixpunkt ist co.

e Falls d # a, so ist ﬁ ein weiterer Fixpunkt.
e Falls d =a und b = 0, so ist g = id, also ist jeder Punkt ein Fixpunkt.

e Falls d = a und b # 0, so ist g eine Translation, d.h. oo ist der einzige
Fixpunkt.

2. Fall: ¢ # 0. Die Losungen der Fixpunktgleichung sind durch

—d 1
ez

- — 24
5 2c(a d)? + 4be

gegeben. Wir betrachten den Term unter der Wurzel:

(a —d)? + 4bc = a® + d* — 4ad + 4bc + 2ad
= (a+d)* — 4det(g)
= Spur(g)? — 4 det(g).

Die Spur und die Determinante von ¢ sind natiirlich durch einen Vertreter in
GL2(Q,) gegeben. Man iiberzeugt sich leicht, dass beim folgenden Vergleich
von Spur(g)? mit 4det(g) die Wahl des Vertreters unerheblich ist.

e Spur(g)? = 4det(g): In diesem Fall hat g genau einen Fixpunkt in @,,

a—d
2c

namlich
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e |Spur(g)?| > |4det(g)|: In diesem Fall liegen beide Fixpunkte von ¢ in
Q, (nach dem Lemma von Hensel, siche van der Waerden [6], § 144).

e |Spur(g)?| < |4det(g)|, aber Spur(g)? # 4det(g): In diesem Fall hat g
zwei Fixpunkte in der Erweiterung Q,(+/Spur(g)? — 4 det(g)).

b) sind Losungen der cha-

Bemerkung 17.2 Die Eigenwerte von g = (CCL d

rakteristischen Gleichung

a—XA b
det( . d_/\):)\Q—)\(a+d)—bc+ad:O.

Die Eigenwerte sind also

d
a+ il
2 2

V/Spur(g)? — 4 det(g),

d.h. g hat genau dann zwei verschiedene Fixpunkte, wenn g zwei verschiedene
Eigenwerte hat.

Definition und Bemerkung 17.3

1. Hat g nur einen Fixpunkt, so heifit g parabolisch und ist konjugiert
zu z = z + 2 fiir ein 2o € QF\(Q)).

2. ¢ hat zwei verschieden Fixpunkte (also zwei verschiedene Eigenwerte).
Haben die beiden Eigenwerte von g den gleichen Betrag, so heifit g
elliptisch, andernfalls hyperbolisch.

3. Ist |Spur(g)?| > |4 det(g)], so ist g hyperbolisch und konjugiert zu z —

Az fiir ein A € Qp, |A| > 1 (denn falls [A| < 1, konjugiere mit (_01 (1)))

4. Tst |Spur(g)?| < |4det(g)|, so ist g (parabolisch oder) elliptisch, und in
PGLy(Q,(1/Spur(g)? — 4det(g))) konjugiert zu z — Az mit [A| = 1.

Bemerkung 17.4

1. Ist g € PGLy(Q,) hyperbolisch, so gibt es eine Achse A, in T, auf der
g durch Translation um v(A)(= [log, |A|]) # 0 operiert.

2. Ist g parabolisch, so hat g genau ein Fixende und viele Fixpunkte, aber
keine Fixachse.
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3. Ist g elliptisch mit Fixpunkten in @),, so gibt es eine Achse A, in T,
die puntkweise fix ist unter der Aktion von g.

4. Ist g elliptisch mit Fixpunkten in @Q,(,/p), so invertiert g eine Kante
in 7.

5. Ist g elliptisch mit Fixpunkten in Q,(v/a), a € ZX\(ZX)?*, a # p, so
fixiert g genau eine Ecke in 7}, ndmlich K., _.,|(21), wobei 21, 2, die
Fixpunkte sind.

Satz 17.5 (Satz von Ihara)
Ist G < PGLy(Q,) und jedes Element g € G'\{id} hyperbolisch, so ist G eine
freie Gruppe.

BeEwEIs: Nach Bemerkung 17.4(1) und Proposition 17.1 kann kein Ele-
ment von G'\{id} einen Fixpunkt haben, also operiert G frei auf dem Baum
T,. Nach Satz 5.4 ist G eine freie Gruppe. |

Beispiel 17.6 Es seien K;, K| Ecken in 7}, so dass Ky N K} = 0 gilt.
Gesucht ist g1 € PGLy(Q,) mit ¢;1(K;) = K} und KK/ C A,,. Es seien
a,b,a’,b" Enden in T, mit K; = M(a,b,00) und K| = M(d', b, 00) (vgl.
Abbildung weiter unten). Wéhle g; so, dass

gi(a) = a,
91(b) =V,
qi(a) =d

gilt. Dann gilt ¢g(K;) = K/, denn fiir ein weiteres ¢ € K; ist g(c¢) € K],
da g(Auee) = A oo- (Beachte, dass g1 zwar Fixpunkte in P!'(Q,) hat, aber
nicht auf 7,.)

Nun seien Ky und K, weitere Kreise, so dass K, K/, Ky, K/, paarweise dis-
junkt sind. Es sei g, € PGL2(QQ,) mit ¢2(K>) = K und KyKf) € A,,.
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Behauptung: G' = (g1, g) ist eine freie Gruppe.

Wir werden unten zwei verschiedene Beweise dafiir angeben. Zunéchst
betrachten wir die Aktion von g; (und analog ¢2) genauer. Als Teilmenge
von PH(Q,) ist

g1(Kq) = Pl(Qp)\Kla’—b’\/p(a/)-
Also bildet g; den Rand von K; (bzgl. Mittelpunkt a) auf den Rand von K
(bzgl. Mittelpunkt a’) ab, und das Innere von K; wird auf das AuBere von
K/ abgebildet.

ERSTER BEWEIS: (Dieser Beweis funktioniert auch fiir ein entsprechendes
Resultat in P*(C).) Es sei z € PY(Q,)\(K; UK] UK, UKY), und

€1 .01

n 5”
g=91'9%" 97"
beliebiges reduziertes Wort in g; und go. Dann gilt

Kl, e1 <0

Kll, g1 >0
9Z) €K, & =0.0,<0°

K/2, e1=0,61 >0

Also ist g(z) # z und g # id. Somit ist G frei. [
ZWEITER BEWEIS: Es sei F' C T, der von den Ecken K;, K/, Ks, K
aufgespannte Teilbaum, und K eine Ecke in F\{K;, K/, Ky, K}}.

Es sei

€1 51 En On

g=0192 "-"91 92

ein beliebiges reduziertes Wort in ¢; und go. Mit Induktion folgt ¢(K) & F,
also insbesondere g(K) # K und g # id. [

Bemerkung 17.7 Es sei

T,(G) = UgF.

geG

T,(G) ist ein Baum und nach Konstruktion G-invariant. 7,(G)/G ist ein
endlicher Graph und isomorph zu F'/ ~, wobei ~ durch Identifizierung zweier
Eckpunkte, die zu g; gehoren, gegeben ist.
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Bemerkung 17.8 Fiir jedes v > 1 gibt es in PGLy(Q),) (und in PSLy(C))
eine Untergruppe G mit:

e (5 ist frei vom Rang v.
e G\{id} enthélt nur hyperbolische Elemente.

e Es gibt eine offene Teilmenge F' von P'(Q,) (bzw. P}(C)) mit g(F) N
F =1 fiir alle g € G, g # id. Es ist

14

F = PY@Q,)\JK, UK)).

i=1

Eine solche Gruppe G heifit Schottky-Gruppe.
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Teil V
Diskontinuierliche Gruppen

18 Mobiustransformationen

Definition und Bemerkung 18.1 Es sei X ein topologischer Raum und
G eine Gruppe von Homoomorphismen von X, die effektiv operiert.

1. G operiert diskontinuierlich in z € X, wenn es eine offene Um-
gebung U von x gibt mit g(U) N U = ( fiir alle bis auf endlich viele
g€qG.

2. G heifit diskontinuierlich, wenn es ein x € X gibt, so dass G in z
diskontinuierlich operiert.

3. Die Menge der gewdhnlichen Punkte,
Q(G) :={x € X : G operiert diskontinuierlich in z},
ist eine offene, G-invariante Teilmenge von X. Es ist U C Q(G).

Beispiel 18.2 Diskontinuierliche Gruppen.

1. BEs sei X = C := PY(C) die Riemannsche Zahlenkugel. Es sei
g € PGLy(C) und G = (g).

(a) g ist hyperbolisch. Dann ist g konjugiert zu z +— Az mit A\ € C,
Al > 1. Setze U := {z € C : 1 < |z] < |Al]}. In der folgenden
Skizze ist A = g
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Fir z € U und n € Z ist g"(z) = A"z, also

>\, n>1
9" ()] = [AI"[s] = <1, n<-—1.
’Z|> n=

Also ist ¢"(U)NU = ( fir n # 0. Damit ist G diskontinuierlich
und es ist Q(G) = C\{0,00}. Der Bahnenraum Q(G)/G ist ein
Torus, den man durch Identifizieren des inneren und des dufleren
Randes von U erhélt.

Die Projektion Q(G) — Q(G)/G ist ein lokaler Homoomorphis-

maus.

g ist elliptisch. Dann ist g konjugiert zu z — Az mit |[\| = 1.

Ist A eine n-te Einheitswurzel, so ist G endlich und operiert somit
diskontinuierlich auf C. Es ist C/G = C.

Ist A\ keine Einheitswurzel, so ist G' unendlich und G = Z. Jeder
Punkt des Einheitskreises {z € C : |z| = 1} ist ein Haufungspunkt
von {\" : n € Z}, denn ist Ay ein Haufungspunkt, so gibt es eine
Folge (A\"); mit A" — )\, und damit gilt auch A=+ \" — 1. Es
folgt nun, dass GG in keinem Punkt diskontinuierlich operiert, da
fiir z € € die Folge g~ "+1¢™ (z) gegen z konvergiert.

g ist parabolisch. Dann ist g konjugiert zu z — 2z + 1, und G =
Z ist diskontinuierlich auf U := {z € C : —3 < Re(z) < 3}.
Es ist Q(G) = C\{oo}. Man erhilt den Bahnenraum Q(G)/G,
indem man die Rénder des Streifens U miteinander identifiziert
und in dem so erhaltenen Zylinder die ,,Rénder im Unendlichen*

miteinander identifiziert, also zu einem Punkt zusammenzieht.
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\ Fixpunkt gehort

nicht zur Flache

Dieser Punkt entspricht fiir z — z 4+ 1 dem Fixpunkt oo und
gehort nicht zur Fliche Q(G)/G. Wéhlt man ein zu z — z + 1
konjugiertes g derart, dass 0 der Fixpunkt ist, so erhélt man als
Projektion

C~QG) = QG)/GECT*, 2™,

2. Ahnlich wie fiir C kénnen wir die Aktion von g € PGLy(@Q,) auf P(Q,)
betrachten. Es sei G = (g).

(a) ¢ ist hyperbolisch. Wie im komplexen Fall ist g konjugiert zu
z +— Az mit |[A| > 1, und G ist diskontinuierlich. Es ist Q(G) =
P'(Q,)\{Fixpunkte von g}.

(b) g ist elliptisch. G ist genau dann diskontinuierlich, wenn g von
endlicher Ordnung ist.

(c) g ist parabolisch. Dann ist g konjugiert zu z — z + 1. Fiir jedes
z € @, konvergiert ¢ (z) = z + p" gegen z. In jeder Umgebung
von z gibt es also unendlich viele g?" und somit ist G nicht dis-
kontinuierlich.

Satz 18.3 Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und G < PGLy(K) eine
endliche Untergruppe. Dann ist GG isomorph zu einer der folgenden Gruppen:

1. Z/nZ mit n > 1.
2. D,, (Diedergruppe) mit n > 1.
A, (Tetraedergruppe).

Sy (Oktaedergruppe).

AR Sl

Aj (Ikosaedergruppe).
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BEwEIS: Ohne Einschriankung nehmen wir an, dass jedes g € G zwei Fix-
punkte in P1(K) hat (notfalls miissten wir zu einer endlichen Kérpererwei-
terung von K iibergehen, um dies zu gewihrleisten). Es sei n = |G| und
Z ={z,...,2n} die Menge der Fixpunkte von Elementen aus G\ {id}. Dann
operiert G auf Z: Ist z; Fixpunkt von h, und ist g € G, so ist g(z;) ein Fix-
punkt von ghg~!

Es seien nun zi, ..., 2, Vertreter der G-Bahnen. Setze v; = |G|, d.h. es ist
|Gz = - (beachte: v;|n). Es gilt

S

m—2=3 (- 1),

]/.
i=1 g

was dquivalent ist zu

2 1
2—— = 1——) <2
< =%2(7)
Gesucht ist eine Losung dieser Gleichung, die die Bedingungen n,v; € N,
v; > 2, v;|n erfiillt. Die Félle s = 1 und s > 4 lassen sich direkt ausschlieflen,

da hier die rechte Seite der Gleichung < 1 bzw. > 2 ist.

5 =2 E81st2———2 ——unddayz|ng11t folgt 11 = vy = n.

Vo b

Somit haben alle Elemente die selben Fixpunkte, es ist G = Z/nZ.

s = 3: Ohne Einschrinkung sei 14 < vy < v3. Dann ist

1 1 1 2 1 1 1 2
3———— - —=2-" & —+—+—=1+-.
141 %) V3 n 141 1) Vs n
Damit muss v; = 2 sein, sonst wére die linke Seite der Gleichung zu
klein. Ebenso muss vy < 3 sein.

vy = 2: Esist v3 = 4, d.h. G enthilt ein Element 7 von Ordnung
2 und ein Element o von Ordnung 2 mit o7 = 77! (o vertauscht
die Fixpunkte von 7). Es ist also (0, 7) = Dx.

vy = 3: Es muss v3 € {3,4,5} sein. Fiir v3 = 3 ist G = A4 und
n=12. Firvy =4ist G =2 S, und n =24. Fiir 3 =5 ist G = A5
und n = 60. |

19 Diskontinuierliche Untergruppen von PGLy(Q),)

Bemerkung 19.1 Es sei K ein bewerter Korper, etwa K = C oder K = @,
(vgl. van der Waerden [6], § 141). Dann gilt:
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1. PY(K) ist ein Hausdorff-Raum.

2. PGLy(K) ist eine topologische Gruppe, d.h. die Abbildungen (g1, g2) —
g192 und g — g_1 sind stetig.

BEWEIS:

1. Eine Umgebungsbasis fiir oo ist durch die Mengen U, = {z € K : |z| >
r} mit r > 0 gegeben.

2. Wir kénnen GLy(K) als die offene Teilmenge {(a,b,c,d) € K* : ad —
be # 0} von K* auffassen. Dann bekommt PGLy(IK) die Quotientento-
pologie, d.h.

d(gl,gg) <Ee & ElAl c gl,AQ cgo: ||A1 — AQH < €

fiir eine beliebige Norm von K*. Dies ist vertriglich mit Multiplikation
und Inversion. ]

Bemerkung 19.2 Ist G < PGLy(K) diskontinuierlich, so ist G diskret als
Teilmenge von PGLy(K) (d.h. G hat keinen Héufungspunkt in PGLy(K)).

BEWEIS: Zunéchst stellen wir fest, dass G < PGLy(K) genau dann dis-
kret ist, wenn id kein Hdufungspunkt von G ist. Wére nédmlich g € PGLy(K)
ein Hidufungspunkt von G, d.h. gébe es eine Folge (g;) mit g; — ¢g und g; # g;
fiir 7 # j, so konvergierte gijrll gi nach ¢g~'g = id, da die Gruppenverkniipfun-
gen stetig sind.

Es reicht also im Folgenden zu zeigen, dass id kein Haufungspunkt ist.
Dazu sei G nun eine nicht-diskrete Untergruppe. Es gibt also eine Folge (g;),
die gegen id konvergiert. Dann ist auch g;(x) = z fiir jedes x € P!(K), und
fiir jede Umgebung U von z ist ¢;(U) N U #  fiir unendlich viele i. Also
operiert G nicht diskontinuierlich in allen z € P'(K). [ |

Bemerkung 19.3 Es sei K ein bewerteter und lokalkompakter Korper, G
eine diskontinuierliche Untergruppe von PGLy(K) und oo € Q(G). Dann ist
fiir jede Konstante C' > 0 die Menge

. a b .
{CE]K. es gibt (c d) € G mit ]c]<C}

endlich.
an,

. b . . .
BewEIs: Wir nehmen an, g, = . d") sei eine Folge in G mit |c,| < C
n n

und g, # g fiir n # m. Da K lokalkompakt ist, hat (c,) einen Haufungs-
punkt, also gelte ohne Einschrinkung ¢, — ¢ (ansonsten wéhle eine kon-
vergente Teilfolge von (¢,)). Wegen oo € Q(G) ist die Folge %= = g,(oc0)

Cn
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beschrankt, also ohne Einschrénkung a,, — a. Ebenso ist —‘Z—: = g, '(c0) be-
schréankt, also ohne Einschréankung d,, — d. Auch Z—z = ¢,(0) ist beschrénkt,
da sonst in jeder Umgebung von oo unendlich viele G-dquivalente Punkte
liegen, also ohne Einschrankung b, — b. Es folgt a,d,, — b,c, — ad — bc =1

und (Ccln Zn N (Z Z) € SLy(K). Dies ist nach Bemerkung 19.2 ein

Widerspruch zur Diskontinuitat von G. |

Folgerung 19.4 Ist G < PGLy(Q,) diskontinuierlich, so ist fiir jede Ecke
x € E(T,) die Fixgruppe G, endlich.
BEWEIS: Ohne Einschrankung kénnen wir Folgendes annehmen:

o (G < PSLy(Q,) (sonst ersetze Q, durch den Kérper K mit [K : Q,] = 4,
in dem alle quadratischen Polynome iiber @), zerfallen).

o 2 =K;(0) (sonst wihle g € PGL3(Q,) mit g(z) = K;(0) und betrachte
9G=9~" = (9G9™ )k, (0)-

e 00 € (U(G) (sonst finde fiir z € Q(G) ein g € PGLy(Z,) mit g(z) = oo
und ersetze G' durch gGg1).

Nach Bemerkung 19.3 enthilt G nur endlich viele Elemente (CCL 2) mit

lc| <1, also auch ¢ € Z,. Der Stabilisator von K;(0) ist nach Proposition
16.8 aber gerade PSLy(Z,). |

Bemerkung 19.5 Ist G eine endlich erzeugte Untergruppe von PGL2(Q,),
so gibt es in T}, einen G-invarianten Teilbaum T,(G), so dass T,(G)/G ein
endlicher zusammenhéngender Graph ist.

BEWwEIs: Es seien gy, ...,¢, die Erzeuger von G und so geordnet, dass
J1, - - -, g hyperbolisch und gi11, . . ., g, elliptisch oder parabolisch sind. Ohne
Einschrénkung habe jedes g;, j = k +1,...,n, einen Fixpunkt z; in 7),. Fiir
jedes hyperbolische g; sei F; ein Abschnitt in der Achse A, mit Anfangspunkt
x; und Endpunkt g¢;(z;). Es sei F' der von den F; und den z; aufgespannte
Teilbaum von 7},, und

T,(G)/G = | Jg(F).
geG
Dieser Graph ist nach Konstruktion G-invariant. 7),(G) ist zusammenhéngend,

da fiir jedes 1 =1, ..., n gilt:

Fngi(F) #90,



19 Diskontinuierliche Untergruppen von PGLy(Q,) 95

und mit Induktion tiber die Lange ¢(g) von g € G als Wort in gy, .. ., g, folgt,
dass T,(G) zusammenhéngend ist. [ |

Wir kombinieren die Endlichkeitsaussagen der Bemerkungen 19.3 und
19.5 im folgenden Satz.

Satz 19.6 Es sei G eine endlich erzeugte diskontinuierliche Untergruppe von
PGL,(Q,). Dann gilt:

1. G ist isomorph zur Fundamentalgruppe eines endlichen Graphen von
endlichen Gruppen.

2. (G ist virtuell frei, d.h. G enthélt eine freie Untergruppe, die ein Nor-
malteiler von endlichem Index ist.

BEWEIS:
1. Dies folgt aus Bemerkung 19.5, Folgerung 19.4 und Satz 12.3.

2. Folgt aus Teil 1 und dem folgenden Satz 19.7. ]

Satz 19.7 Ist G die Fundamentalgruppe eines endlichen, zusammenhéngen-
den Graphen ¥ = (I',G,, G, y) von endlichen Gruppen, so ist G virtuell
frei.

BEWEIS: Induktion iiber die Anzahl n der Kanten von I'.

n = 0: In diesem Fall ist nichts zu zeigen.

n>1: Essei k € K(I') und I'' = T" — k. Wir unterscheiden nun die Félle,
dass IV zusammenhéingend ist oder nicht.

1. I ist zusammenhédngend. Es sei G’ die Fundamentalgruppe des Gra-
phen von Gruppen zu IV und C' = Gy. Dannist G = HNN(G', C, oy, o).

2. T ist nicht zusammhéngend. Dann ist die I'” die disjunkte Vereinigung
[V =T} UT%. In diesem Fall seien G; und Gy die Fundamentalgruppen
von [} bzw. I', und C' = Gy. Es ist G = G *¢ Ga.

Nach Induktionsvoraussetzung haben G’ bzw. G; und G5 freie Normalteiler
F’ bzw. F; und F; von endlichem Index. Je nach Fall sei nun A = G'/F’ bzw.
A = G1/F, und B = G5/ F,. Weiter seien ps bzw. pg die entsprechenden
Restklassenhomomorphismen. Dann sind pala,(c) und ppla (c) injektiv (da
die endliche Gruppe a;(C) nur trivialen Schnitt mit dem freien Kern der
Abbildung haben kann).

Im ersten Fall induziert p4 einen Homomorphismus

p: G — HNN(A,C,paoay,paocag) = (G ttan(c)t ™ = az(c) Ve € O).
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Im zweiten Fall induzieren p4 und pg einen Homomorphismus
p:G— Axc B.

Ist H < @ eine endliche Untergruppe, so ist H N Kern(p) = {1}, denn
H ist konjugiert zu einer Untergruppe von G’ bzw. von G oder Gg, aber
Kern(p) N G; = Kern(p) N F;. Wir verwenden die folgenden Behauptungen,
die im Anschluss an den Beweis des Satzes bewiesen werden:

1. Im ersten Fall gibt es eine endliche Gruppe Gy und einen Homomor-
phismus ¢ : HNN(A, C,pa o ag,pp © a) — Gy, so dass p|a injektiv
ist.

2. Im zweiten Fall gibt es eine endliche Gruppe Gy und einen Homomor-
phismus ¢ : A xc B — Gy, so dass ¢|4 und ¢|p injektiv sind.

Dann setzen wir ¢ := pop : G — Go. Es gilt, dass |y injektiv ist fiir alle
endlichen Untergruppen H < G. Also ist Kern(p) ist ein Normalteiler von
endlichem Index, da das Bild endlich ist. Im zweiten Fall folgt aus Folgerung
9.4, dass Kern(p) frei ist. Im ersten Fall kann man dies aus einer analogen
Aussagen fiir die HNN-Erweiterung folgern.

Damit ist der Satz bewiesen und es bleibt die Existenz von Gy und ¢ zu
zeigen. Wir beginnen mit dem zweiten Fall:
Dazu seien A/C = {a,...,aq4} und B/C = {by,...,b.} die Mengen der
Rechtsnebenklassen (eigentlich: A/(paoax(C)) und B/(pgoaz(C))), und X
sei die Menge

X=A/CxC xB/C.

Dann ist

AJCxC— A, (a;,c)— ac

eine bijektive Abbildung. A operiert auf A/C' x C' durch Rechtsmultiplikati-
on, d.h. a- (@;, c) = (a;, ¢), wenn a;¢ = a;ca gilt, insbesondere ist ¢ - (a;, c) =
(@;,cc’) fiir ¢ € C. Somit operiert A auch auf X durch a - (a;,¢,b;) =
(a-(as,c), b;). Entsprechend operiert B auf C' x B/C durch b- (¢, b;) = (¢, by,),
wenn b,¢ = b;jcb. Ebenso operiert B auf X. Wir erhalten so injektive Homo-
morphismen ¥4 : A — Perm(X) und ¢p : B — Perm(X) mit 14 o ap, =
Y o az. Wihle also Gy = Perm(X). Durch die UAE von A *¢ B erhalten
wir einen eindeutigen Homomorphismus ¢ mit ¢|4 = 14 und ¢|g = ¥ 5.
Nun zeigen wir die Existenz von G und ¢ fiir den ersten Fall:

Dazu seien C; = a(C), Cy = az(C) und ¢ := agoa; ' : C; = Cy. Weiter
seien ay, . .., aq Reprisentanten von A/C} und af, . .., a), Repriasentanten von
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A/Cy. Jedes a € A hat also eine eindeutige Darstellung a = a;c fiir ein ¢ und
¢ € C}. Somit ist die Abbildung

V:A—= A a=ac— a(c)
bijektiv. Fiir a € A und ¢ € C ist

d(ac") = I(a;cd)
= aj(ec)
= aj(c)(c)
=J(@)p(d). (%)

Wihle nun Gy = Perm(A) und definiere ¢ : HNN(A, C, ay, o) — G durch

p(a)(a') =d'a fiir alle a,d’ € A,
o(t) = 0.

¢ ist wohldefiniert: Fiir ¢ € Oy ist tet™! = ¢(c). Fiir a € A ist

p(tet™)(a) = I(p(c)(¥™(a)))
=99 (a)o)

L9 (@)y(c)
= ay(c).

Damit ist alles gezeigt. |

Beispiel 19.8 Als Beispiel zur Konstruktion von Gy und ¢ aus dem Beweis
von Satz 19.7 betrachten wir

Schreiben wir Z /47 = {1,a, c,ac} und Z/67Z = {1,b,V%, c, bc, b*c}, so ist
X ={1,a} x {1,¢} x {1,b,b*}.

Es ist | X| = 12, also Gy = S12. Es ist Bild(¢) = Z/127Z.
Ohne Beweis stellen wir fest, dass auch die Umkehrung von Satz 19.7 gilt.

Satz 19.9 Eine endlich erzeugte Gruppe ist genau dann virtuell frei, wenn
sie Fundamentalgruppe eines zusammenhéngenden, endlichen Graphen von
endlichen Gruppen ist.
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