5. Potenzreihen

Im Folgenden sei ) # A C C, (f,) eine Folge von Funktionen f, : A — C und s,, := f1 + fo +
o fa (nEN)

Definition

(1) (fn) heisst auf A punktweise konvergent : < Vz € A ist (f,(z)) konvergent.
In diesem Fall heisst f : A — C, definiert durch f(2) := lim,— fn(2), die Grenzfunk-
tion von (fy).

(2) (fn) heisst auf A gleichmaessig (glm) konvergent : <= 3f : A — C mit:
Ve > 03ng € N: |f(2) — f(2)] < e Vn >noVz € A
In diesem Fall sagt man : (f,,) konvergiert auf A gleichmaessig gegen f.
(3) (fn) heisst auf A lokal gleichmaessig konvergent : <= (f,) konvergiert auf jeder

kompakten Teilmenge von A gleichmaessig. ( <= Va € Adp > 0 : (f,) konvergiert auf
Upy(a) N A gleichmaessig)

oo
(4) >° fn konvergiert auf A punktweise : <= (s, ) konvergiert auf A punktweise.

n=1

oo
> fn konvergiert auf A gleichmaessig : <= (s,) konvergiert auf A gleichmaessig.
n=1

oo
> fn konvergiert auf A lokal gleichmaessig : <= (s,,) konvergiert auf A lokal gleichmaessig.

n=1

Klar: gleichmaessig Konvergenz = lokal gleichmaessig Konvergenz = punktweise Konver-
genz.
Wie in der Analysis zeigt man:

Satz 5.1

(1) (fn) konvergiert auf A gleichmaessig gegen f, alle f,, seien in zy € A stetig. —
f ist in zq stetig.

(2) Cauchykriterium:

(fn) konvergiert auf A gleichmaessig <= Ve > 0 dng € N : |f(2) — fi(2)| < €
Vn,m>ngVze A

(3) Kriterium von Weierstrass:
o0

Sei (ay) eine Folge in [0,00), > (a,) konvergiert und |f,(z)| < a, Vn € N Vz € A.

n=1

o0
Dann konvergiert Y f,, auf A gleichmaessig.

n=1
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5. Potenzreihen

Definition
Sei (an)02, eine Folge in C und 2 € C.

o0
Eine Reihe der Form ) a,(z — 29)" heisst eine Potenzreihe (PR).

n=0
Wir setzen p := limsup ¥/|a,| (p = oo falls (¥/]a,|) unbeschraenkt) und
0 falls p = ©
r:=qoofalls p=0
% falls 0 < p < o0
r heisst der Konvergenzradius (KR) der Potenzreihe.

Wie in der Analysis zeigt man:

Satz 5.2
Die Summe ) ap(z — z0)"™ habe den Konvergenzradius r
n=0

(1) Ist r =0, so konvergiert die Potenzreihe nur in z = z

(2) Ist r = oo, so konvergiert die Potenzreihe in jedem z € C absolut.
Die Potenzreihe konvergiert auf C lokal gleichmaessig,.

(3) Ist 0 < r < oo so gilt:

(i) die Potenzreihe konvergiert in jedem z € U,(zg) absolut.

)
(ii) die Potenzreihe divergiert zu jedem z & U, (20).
(iii) fur z € OU,(2p) ist keine allgemeine Aussage moglich.
)

(iv) die Potenzreihe konvergiert auf U, (zg) lokal gleichmaessig.

Beispiel:

o oo

(1) > 2™ hat den Konvergenzradius r = 1. Fiir |z| = 1 ist 2" keine Nullfolge = > 2" ist
n=0 n=0
divergent zu jedem z € C mit |z| = 1.

[e.°]
(2) > n"z" hat den Konvergenzradius r = 0.
n=0

o0
n

3) > Z—Z hat den Konvergenzradius r = 1. Sei [z| = 1, |%;] = %; Majorantenkriterium
n=0

4
n

o0
= ) %3 konvergiert.
n=0

24



o0

(4) Zo Z—T: Wie in der Analysis: die Potenzreihe hat den Konvergenzradius r = oc.
n=

Satz 5.3 .

3" an(z — 20)™ habe den Konvergenzradius r. Dann hat die Potenzreihe >~ na,(z — z)" !
n=0 n=1
ebenfalls den Konvergenzradius 7.

Beweis

ap = nap; Y |an| = Yni/|anl; ¥n — 1= lim sup {/|ay| = lim sup {/|ay| -

Definition
Fiir z9 € C: Ux(20) := C.

Satz 5.4

> an(z — z,)" habe den Konvergenzradius r > 0 (r = oo zugelassen). Die Funktion f :
n=0

Ur(z0) — C sei definiert durch f(z) = > an(z — 20)". Dann
n=0

(1) f € HU,(20)) und f'(2) = i::l nan(z — 20)" ! Vz € Up(20)

(2) f ist auf Uy(z0) beliebig oft komplex db und

) =S nn—1)--(n—k+Dan(z — 20)" % ¥z € Up(29) ¥n € N
n==k
) (4
(3) an = f ng 0)
Beweis

(1) 0.B.d.A z = 0.
Fiir w € U,(0) : g(w) := 3" na,w™ L. Sei w € U,(0). Wihle p > 0, so daf |w| < p < 7.

n=1

o0 o0
by, == n2[an|p" 2 (n > 2); V/|by] = £ < 1= 3 b, konvergent; c := 3 by. Sei z € U,(0)
n=2 n=2

und z # w. Betrachte dann

- & & & 2" —w" _
FE W) — g(w) = 225 % an(z" — ) = 3 nagu™t = Y an(—— —nu"Y),
n=0 n=1 n=2 < —w
=:0n

n—1
Nachrechnen: o, = (z — w) > kwF=tzn=F-1,
n=1

Dann gilt:
(S nd k=1 || n—k—1
o] = |2 = wl| 35 kw12 <z —w] 3Dk Jw| T 2]

k=1 k=1
<p <p
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5. Potenzreihen

n—1
<lz—w| Y k"% = |z — w]p 22 < fr — w2
k=1

. |M g(w)| = | Z anay| < Z lan||an|

<( 22 lan|n?p""2)|z — w| = c|z — w|
n=

= (z = w) f ist in w komplex db und f'(w) = g(w)
(2) folgt aus (1) induktiv.

(3) folgt aus (2) mit z = 2.

Definition
Seien 11,72 € [0,00) U {o0}. Dann

min{ry,ro} ,falls r1,79 < 00
min{ry,re} =< 7o ,falls 71 = o0

T1 ,falls 19 = o

Satz 5.5 .
> an(z — 29)" und > by(z — 2zp)™ seien Potenzreihen mit den Konvergenzradien r; und

n=0
oo

ro. Dann hat fiir o, 8 € C die Potenzreihe ) (aap + Bbyn)(z — 2z0)" einen Konvergenzradius
n=0
r > min{ry, ra}

Beweis
Klar.

Beispiel
an =bp,a=1,=—
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