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. Vorwort

I.1. Uber dieses Skriptum

Dies ist ein erweiterter Mitschrieb der Vorlesung , Funktionentheorie I von Herrn Schmoeger im
Sommersemester 2006 an der Universitét Karlsruhe (TH). Die Mitschriebe der Vorlesung werden
mit ausdriicklicher Genehmigung von Herrn Schmoeger hier veréffentlicht, Herr Schmoeger ist
fiir den Inhalt nicht verantwortlich.

1.2. Wer

Beteiligt am Mitschrieb sind Ferdinand Szekeresch, Christian Schulz und andere.

1.3. Wo

Alle Kapitel inklusive ATEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de abge-
rufen werden. Dort ist ein Wike eingerichtet und von Joachim Breitner um die IXTEX-Funktionen
erweitert. Das heifit, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der Entwicklung beteiligen. Auf
Wunsch ist auch ein Zugang iiber Subversion moglich.


http://mitschriebwiki.nomeata.de




1. Komplexe Zahlen

R? = {(a,b) : a,b € R} Fiir (a,b), (¢,d) € R? definieren wir :
(a,b) + (¢, d) := (a+ ¢, b+ d); (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + be)
Wir setzen abkiirzend: i := (0,1) (imaginére Einheit). Dann: i2 = (—1,0)

Satz 1.1
R? ist mit obiger Addition und Multiplikation ein Korper. Dieser wird mit C bezeichnet und
heiftt Korper der Komplexen Zahlen.

(1) (0,0) ist das neutrale Element bzgl. der Addition. (1,0) ist das neutrale Element bzgl.
der Multiplikation.

(2) Fiir (a,b) € C ist (—a,—b) das inverse Element bzgl. der Addition Fiir (a,b) €
C\{(0,0)} ist (%2 22 +b2) das inverse Element bzgl. der Multiplikation

Beweis
Nachrechnen! =

Definiere ¢ : R — C durch ¢(a) := (a,0) (a € R). Dann gilt:

w(a+b) = p(a) + ¢(b),p(ab) = p(a) - p(b), (0) = (0,0), (1) = (1,0). ¢ ist also ein injektiver
Koérperhomomorphismus. Also: R C C.
Wir schreiben a statt (a,0) fiir a € R. Insbesondere: i2 = —1.

Satz 1.2
Jedes z € C hat eine eindeutige Darstellung z = a + ib mit a,b € R
Rez := a (Realteil von z), Im z := b (Imaginérteil von z)

Beweis
Sei z = (a,b) € C (a,b € R);z=(a,0)+ (0,b) = (a,0) 4+ (0,1) - (b,0) =a+ib
Eindeutigkeit: klar ™

Definition
Seiz=a+ibeC (a,beR)

(1) z:=a — ib heift die zu z konjugiert komplexe Zahl



1. Komplexe Zahlen

(2) |2| :== (a® + bz)%(: |(a,b)|| = eukl. Norm von (a,b) € R?) heift Betrag von z; |z| > 0

Geometrische Veranschaulichung von C: Komplexe Ebene
|z| = Abstand von z und 0

Satz 1.3
Seien z,w € C

(1) Rez:%(zﬂ—i);lmz:%z—é);zER <— z=%ZzZz=zz=w <= Rez=
z

Rew,Imz=Imw;|z| =0 <= 2=0
> > 1 _1
(2 ztw=Z+wzw =2 W, =z, fallsw#0
(3) [Rez| < [z[;[Im 2| < [2|
(4) ]2]:]z];\z|2:z-2:5-z;fﬁrz#O:%:%:‘Z%

(5) |zw| = |2| - |w]; |%] = ﬁ falls w # 0

(6) |z+w| <|z|+ |w| (Dreiecksungleichung)

(7) Izl = Jwl] < |2 — w]

Beweis

1) - (5): nachrechnen!

folgt aus (6) wortlich wie in R
®3) 2

6) |z+w? = z+w)(z+w) 2 (z4+w)(Z+w) =2z + 20 + Zw + ww

112 4 2 Re(z@) + w2 < |2]? + 2| Re(z@)| + |w]?

3)

< [2? + 202@] + [wl* = |27 + 2]2][w] + |w]? = (|2] + w])? m
Polarkoordinaten

Sei z =z +iy € C\{0} (z,y €eR). r:=|z|

Bekannt: 3p € R: x =rcosp,y =rsing

Dann: z = & 4 iy = r(cos ¢ + isin ) = |z|(cos ¢ + isin )

Die Zahl ¢ heifit ein Argument von z und wird mit arg z bezeichnet. Mit ¢ ist auch p+2kw  (k €
Z) ein Argument von z.

Aber: es gibt genau ein ¢ € (—m, 7] mit z = |z|(cos ¢ +isin ). Dieses ¢ heikt der Hauptwert
des Arguments und wird mit Arg z bezeichnet.
Seien z1 = |z|(cos p1 +isin ), 22 = |z|(cos g + isin p2) € C\{0}(¢1, 2 € R).

Aus Additionstheoremen von Sinus und Cosinus folgt:

(¥) 2122 = |21]]| 22| (cos(p1 + w2) + isin(p1 + ©2))
Aus (x) folgt induktiv:



Satz 1.4 (Formel von de Moivre)
(cosp +ising)™ = cos(ny) + isin(ny) Vn € NgVp € R

Wurzeln:
Beachte: 20 :=1 Vze C

Definition
Sei a € C\{0} und n € N. Jedes z € C mit 2" = a heifit eine n-te Wurzel aus a.

Satz 1.5
Sei a € C\{0},n € Nund a = |a|(cos¢p +isiny) (p € R)

Fﬁrk:O,l,...,n—lsetzezk—\/H(COS( +2k”)—|—zsm( _|_2’:l”))
Dann:

(1) zj # 2z, fiir j # k

(2) firzeC:2"=a < z€{20,21,---,2n-1}

Spezialfall: a =1

2 = COS(Qk )+ zsm(%”) (k=0,...,n— 1)n-te Einheitswurzeln
Beispiel

a=1,n=4 zk—cos( )—i—zsm(%r) (k=0,...,3)

zo=1,z1 =1,20 = —1,23 =

Beweis (von 1.5)
(1) Ubung

(2) 7 <" " L4 |a|(cos(p + 2km) + isin(p + 2km)) = |al(cos ¢ + ising) = a
9 :>7a . Se1 Zn:a _— |Z’ — "/|CL’,Z

Sei z = |z|(cosa+isina) (a € R)

14

a = |a|(cosp +ising) = 2" 2" (cos(na) + isin(na))

=lal
= cos ¢ = cos(na),sin ¢ = sin(na)
= JjE€Z:na=p+271j :>a:‘p+27r]
HleZk:e{O ,n—1}: ]—ln—l-k
= =]+t —a—‘P+27r(l+ Ey=2 42tk 4 on
= cosa—cos“"—i—%k sma—sm:‘;—i—%
- Z =2z






2. Topologische Begriffe

Definition
(an) sei eine Folge in C.

(1) (an) heift beschrinkt <= 3¢ >0: |a,| <cVneN
(2) (ap) heift eine Cauchy-Folge (CF) : <= Ve > 03ng € N: |ap, — an| < € Vn,m > ng

(3) (ay) heift konvergent : <= Ja € C:|a, —a| - 0 (<= Ve >03Ing e N: |a, —a| <€
Vn > ng)
In diesem Fall ist a eindeutig bestimmt (Ubung) und heift der Grenzwert (GW) oder
Limes von (a,). Man schreibt : lim,,_,~ a, = a oder a,, — a(n — o)

(4) (ay) heift divergent : <= (a,) konvergiert nicht.

Beispiel

=L i1+ 1) lan — il = | — il = L

—0(n — 00) = a, =1

Wie in R bzw. mit 1.3, zeigt man:

Satz 2.1
(an), (by) seien Folgen in C; a,b € C

(1) (an) konvergent = a,, ist beschrankt.

(2) (an) konvergent : <= (Re ay), (Im a,) sind konvergent. In diesem Fall gilt lim a,, =
lim Re a, + ¢1lim Im a,,

(3) Es gelte (an) — a, (by,) — b. Dann:
an + by, = a+b, apb, — ab, a, — a, |a,| — |al
Ista#OiHmEN:an#OVanundﬁ%é
Ist ayp, eine Teilfolge (TF) von (a,) = an, — a(k — o0)

(4) Ist (ap) beschrankt = (ay) enthélt eine konvergente TF (Bolzano-Weierstrafl)

(5) (ay) ist eine CF <= (ay,) ist konvergent (Cauchykriterium)

Definition

(an) sei eine Folge in C und s,, := > ; a; n € N. (s,,) heift eine unendliche Reihe und wird
mit >, a, bezeichnet. Y7 | a, heift konvergent/divergent <= (s,) konvergent/divergent.
Ist Y >° | a, konvergent, so schreibt man y | a, 1= limy, 0 Sy,

Beispiel (Geometrische Reihe)
Yo" =14+z4--- (2 € C). Wie in R zeigt man:

11



2. 'Topologische Begriffe

1—znt!
falls 1
() 1+z+-+2"= 12 ,falls z £
n+1 fallsz=1

(2) D¢, 2" konvergent <= |z| < 1. In diesem Fall Y 0° (2" = -1

—Zz

Definition
> no ay heifst absolut konvergent : <= > ™ |a,| konvergent.

Wortlich wie in R beweist, bzw. formuliert man:

Satz 2.2
(an) sei eine Folge in C

(1) Ist Y07 | ap konvergent = a, — 0
(2) Ist >0 | an absolut konvergent = > ">, a,, konvergent und | Y 7, an| < D02 |ay]

(3) Es gelten Cauchykriterium, Majorantenkriterium, Minorantenkriterium, Wurzelkrite-
rium, Quotientenkriterium und der Satz iiber das Cauchyprodukt.

Definition
Sei ACC,zp€cCund e >0

(1) Ue(z0) :={z € C: |z — 2| < €} e-Umgebung von z; oder offene Kreisscheibe von zj
mit Radius e
Uc(z0) := {2z € C| |z — 29| < €} (abgeschlossene Kreisscheibe von zy mit Radius ¢)

Uc(z0) := Uc(20)\{20} (punktierte Kreisschreibe)

(2) zo0 € A heift innerer Punkt von A : <= Je > 0:Uc(2)) C A
A° := {z € A|z innerer Punkt von A} heift das Innere von A. Klar ist: A° C A
A heifst offen : <= A = A°

3) A heift abgeschlossen : <= C\A ist offen.

5

(3)

(4) A heifst beschrankt : <= Jc¢>0:|a| <cVa€e A

(5) A heifst kompakt : <= A ist beschréankt und abgeschlossen.
(6)

6) zo heiRt ein Haufungspunkt von A : <= Ve > 0: U.(z0) N A # 0.
A:={z € C|z ist HP von A} U A heifit die AbschlieRung von A

(7) zo heikt ein Randpunkt von A
i<= Ve>0:Uc(20) NA# D und Ue(z9) N (C\A) # 0
0A := {z € C|z ist Randpunkt von A } wird als Rand von A bezeichnet

Wie in R zeigt man:

12



Satz 2.3
(1) A heikt abgeschlossen <= A = A <= der Grenzwert jeder konvergenten Folge
aus A gehort zu A.

(2) zoist HP von A <= 3 Folge (z,) in A\{z0} : zn, — 20

(3) A ist kompakt : <= jede Folge in A enthélt eine konvergente Teilfolge deren Limes
zu A gehort
<= jede offene Uberdeckung von A enthilt eine endliche Uberdeckung von A.

13






3. Stetigkeit, Zusammenhang, Gebiete

In diesem Paragraphen seien D,E C C, D # () # F und f : D — C eine Funktion. Die
Funktionen Re f, Im f, |f| : D — R sind definiert durch:
(Re f)(z) :==Re f(2), (Im f)(z) :=Im f(2), [f|(z) := [f(2)].
Definition
Sei zg ein HP von D und a € C.
lim, ., f(z) =a:<= Ye>030 >0:|f(2) —a| <eVzeUs(zx)ND
In diesem Fall schreibt man f(z) — a (z — zp)
lim,_,,, f(z) existiert : <= Ja € C:lim,_,,, f(z) = a. Es gelten die iiblichen Rechenregeln.

Definition .
(1) Sei zp € D. f heifit stetig in zp : <= Ve > 030 > 0:|f(2) — f(20)| < e Vz € Us(z0) N D

(2) f heift stetig auf D : <= f ist in jedem z € D stetig. In diesem Fall schreiben wir

feC(D).
Beispiel
(1) p(z) =ap+ar1z+ -+ anz" (ao,...,a, € C). Klar: p € C(C) (Linearkombination stetiger
Funktionen).
Rez  falls 2 # 0
2) f(z)=19."
0 ,falls z = 0.

Klar: f € C(C\{0}). Fiir z € R\{0} ist f(2) =14 f(0) =0 (2 — 0). fistin 2o =0
nicht stetig.

Re 2 folls 2 #0
3) f(z)= z ’
®) f(z) {0 Jfalls z = 0.
Firz#£0:|f(z)| = % < % < |z| = f ist in 29 = O stetig. Insgesamt: f € C(C).
Beispiel

D = C\{0}; fiir z = |z|(cosp + ising) € D mit ¢ € (—m, 7] sei f(z) := ¢ = Arg z. Behauptung:
Ist zp € R und 29 < 0 = f ist in zp nicht stetig. Denn:

Sei 2y, := |20|(cos(m — 1) +isin(m — 1)), wy, := |20|(cos(—m+ ) +isin(—7+ 1)) = 2z, = —|20] =
20, Wy — —|20| = 20 und f(2zn) = Arg zn =7 — 2 > 7, f(wp) = Argwp, = -1+ 1 — -7

Wie im R”™ beweist man die folgenden Satze 3.1,3.2 und 3.3

Satz 3.1
Sei zg € D.

(1) f ist stetig in zg <Ref und Im f sind stetig in zy < fiir jede Folge (z,) in D mit
zn = 201 f(2n) = f(20)-

15



3. Stetigkeit, Zusammenhang, Gebiete

(2) Ist zp ein HP von D, so gilt: f ist in zg stetig < lim,—., f(2) = f(20)

(3) Sei g : D — C eine weitere Funktion und f und g seien stetig in zp. Dann sind
f+g,fg,|f| stetig in zp; ist f(z) #0Vz € D = % ist stetig in zp.

Satz 3.2
Sei ) # FE C C,g: E — C eine Funktion und f(D) C E. Ist f stetig in zg und g stetig in
f(z0), s0ist go f: D — C stetig in zp.

Satz 3.3
D sei kompakt und f € C(D)

(1) f(D) ist kompakt
(2) 3max|f[(D), Imin|f[(D)

Definition

Sei [a,b] € R(a < b). Eine stetige Funktion v : [a,b] — C heifst ein Weg (in C). y(a) heift
Anfangspunkt von v, v(b) heift Endpunkt von ~v. ~([a,b]) heit der Trager von . 3.3
= v([a, b]) ist kompakt. ("Rektifizierbarkeit" und "Lénge"von ~: siche Analysis II)

Beispiele:
(1) Seien zg,21 € C;7(t) := 20 + t(z1 — 20),t € [0, 1]. S[z0, 21] := ([0, 1]) heift die Verbin-
dungsstrecke von zy und 2.

(2) Seizg € C,r > 0;79(t) := z9+r(cost+isint),t € [0,27].7(0) = zo+7 = v(27),v([0, 27]) =

U, (20)

Fiir den Rest des §en sei ) # M C C

Definition
M heifit konvex < aus zg, 21 € M folgt stets: S[zp,21] C M

Definition
(1) Eine Funktion ¢ : M — C heift auf M lokalkonstant :< Va € M 35 = d(a) > 0 : ¢ ist
auf Us(a) N M konstant. Beachte: i.d.Fall: ¢ € C(M).

(2) M heifst zusammenhéngend (zsh) :< jede auf M lokalkonstante Funktion ist auf M
konstant.

(3) M heifst wegzusammenhingend (wegzsh) :< zu je zwei Punkten z,w € M existiert
ein Weg v[a,b] — C : v([a,b]) C M,~v(a) = z und v(b) = w.

16



(4) M heift ein Gebiet < M ist offen und wegzsh.

Bemerkung;:
(1) Mengen die offen und konvex sind, sind Gebiete.

(2) wegzsh = zsh ("<=" ist i.a. falsch)

Satz 3.4

M sei offen, dann sind dquivalent:
(1) M ist ein Gebiet
(2) M ist wegzsh

(
(

M ist zsh

)
)
3)
)

4) Aus M = AUB,AN B =0, A, B offen folgt stets: A = oder B = 0.

Beweis

(1) & (2): klar,(2) < (3): ohne Beweis.

(3) = (4): Sei M = AUB,ANB = (), A, B offen. Annahme: A # () und B # (). Definiere
1,z€e A

0,z€ B

Sei zop € M. 1. Fall (2. Fall) : z9 € A(B), A(B) offen = 3§ > 0 : Us(z9) C A(B) = ¢ ist auf
Us(zp) konstant. ¢ ist also auf M lokalkonstant. Vor = ¢ ist auf M konstant = 1 = 0, Wid!
(4) = (3): Sei ¢ : M — C lokalkonstant. Annahme: ¢ ist nicht konstant auf M. 3z, wp € M :
o(20) # o(wp).A = {2z € M : p(z) = ¢(20)};20 € 4, also A # 0.B := M\A,wy € B, also
B#0.Klar: M = AUB,ANB=1.

Sei z; € A.p ist lokalkonstant = 30 > 0 : Us(z1) € M und ¢ ist auf Us(z1) konstant. Sei
z € Us(z1).0(2) = p(z1) aed ©(20) = 2z € A. Also: Us(z1) C A.A ist also offen. Ahnlich: B ist
offen. Fazit: M = AUB,ANB =0, A, B offen, A # (), B # (). Wid zur Vor. =

¢ : M — C durch ¢(z) :=

Folgerung 3.5
Sei A C C, A sei offen und abgeschlossen. Dann: A = () oder A = C.

Beweis

B := C\A; dann A, B offen, AN B = ) und C = AU B.C ist ein Gebiet 3 A = 0 oder

B=0= A=0oder A=C. [
Satz 3.6

Sei M zsh und g € C(M). Dann ist g(M) zsh.

Beweis
Sei ¢ : g(M) — C auf g(M) lokalkonstant. Zu zeigen: ¢ ist auf g(M) konstant. 1) := pog: M —
C. Sei zo € M = g(z9) € g(M) = Fe >0und c € C: (x) p(w) = ¢ Yw € U(g(z0)) N g(M).g

17



3. Stetigkeit, Zusammenhang, Gebiete

stetig in 29 = 30 > 0 : |g(2) — g(20)| < e Vz € Us(z9) N M. Sei z € Us(zp) N M. Dann:
9(z) € Uz(g(20)) N g(M) &) ©(g9(2)) = ¢ = ¥(z) = c. Also ist ¥ auf M lokalkonstant. M zsh
=Y(z)=cVzeM. Seiwe g(M)= Fze M:w=yg(z) = pw) =p(g(z) =9(z) =c pist
also auf g(M) konstant. -

Beispiele:
(1) [a,b] C R ist zsh.

(2) Ist 7y : [a,b] — C ein Weg, so ist y([a, b]) zsh.

Beweis

(2) folgt aus (1) und 3.6

(1) Sei ¢ : [a,b] — C lokalkonstant. Also: Vt € [a,b]30(t) > 0 : ¢ ist auf Usy)(t) N [a,b]
konstant. [a,b] € Use(q,4Us(e) (1) 23 1, ...ty € [a,b] : [a,b] C U?ZlU(;(tj)(tj).Elcl, ., cp €C:
p(t) = ¢Vt € Usy,(t;) N a, b = ¢([a,b]) = {c1,...,cn}. O.B.d.A: ci1,... ¢, € R. Annahme:
1 # ¢ etwa ¢ < c2.¢ € Cla,bl. ZWS = [c1,¢2] C ¢([a,b]) Wid! Also: ¢; = ¢a. Analog:
cyg =c3 =+ = cy. @ ist also konstant. n

18



4. Komplexe Differenzierbarkeit,
Holomorphie

In diesem §en sei ) # D C C, D offen und f : D — C eine Funktion.
Definition
(1) f heift in zp € D komplex differenzierbar (komplex differenzierbar) : <= es ex.
lim,_, M(: limy,_,0 M) I.d. Fall heikt obiger Grenzwert die Ableitung

z—20
von f in zp und wird mit f’(zo) bezeichnet.

(2) f heift auf D holomorph (analytisch) : <= f ist zu jedem z € D differenzierbar.
(3) H(D) :={g: D — C: g ist auf D holomorph}.

Beispiele:
(1) D=C,neN, f(z) :== 2"
Wie in R zeigt man: f € H(C) und f'(z) = nz""'Vz € C.

(2) D=C, f(2) =% Sei 2z € C und h € C\{0}.
Q(h) = LEoth=iGo) _ zothzy _ k., B st Q(h) = 1, falls h € R und Q(h) = —1, falls
h € iR := {it : t € R}. Also ex. lim;_,o Q(h) nicht. f ist also in keinem z € C komplex
differenzierbar.

Sei u := Re f und v := Im f. Fasst man D als Teilmenge des R? auf, und schreibt man z = (z,y)
statt z = 2 + iy (z,y € R), so ist f = (u,v) : D C R? — R? eine vektorwertige Funktion.

f(2) = u(z) +iv(2) = (u(2),v(2)) = (u(z,y),v(z,y)) = f(2,y).
Erinnerung (Ana II): f heift im (zo,y0) € D reell differenzierbar : <= es ex. relle 2 x 2-
Matrix A:
h
f($0+h,y0+k') - f(x(]vy()) —A (k’)
lim

=0
(hk)=(0.0) (R, Bl

Beispiel
D = C, f(z) = z, reelle Auffassung: f(z,y) = (z,—y).f ist in jedem (z,y) € R? reell differen-
zierbar, aber in keinem 2z € C komplex differenzierbar.

Satz 4.1

Sei u := Re f,v :=Im f; Sei zg = (x9,y0) = o + iyo € D (0,40 € R).

f ist in 29 komplex differenzierbar. : <= f ist in (¢, yo) reell differenzierbar und es gelten
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (CRD):

uz(20) = vy(20), uy(20) = —vz(20)

19



4. Komplexe Differenzierbarkeit, Holomorphie

Ist f in 29 komplex differenzierbar, so ist f’(z0) = ux(20) + ivz(20) = vy(20) — Fuy(20)

Beweis
Seia=a+if € Cund s =h+ik € C\{0}(«, 5, h, k € R)

f ist in zp komplex differenzierbar und f'(zp) = a <= lims_0 fleots)—flz)=as _

Is

Zerlegen ( u(xo + h,yo + k) — u(zo, y0) — (ah + Bk)

lim
(h,k)—(0,0) |(h, k)l
=1 (hk)

. v(xo+ h,yo + k) —v(xo,y0) — Bh — ak
+ 1 =0
| (R, k)| )

=:pa(h,k)

< @i(h,k) = 0,p2(h, k) = 0((h, k) — (0,0))

<= w und v sind in (zg, yo) reell differenzierbar, u/(zo,y0) = (a, —3) und v'(x¢, yo) = (8, )
<= fist in (xg,yo) reell differenzierbar und es gelten die CRD. Ist f in zy komplex differen-
zierbar = f'(20) = a = a+if = uy(20) + vz (20) n

Folgerung 4.2
Es sei f € H(D)
1) f ist auf D lokal konstant <= [/ =0 auf D.

(1)

(2) Ist f(D) C R, soist f auf D lokal konstant.
(3) Ist f(D) C iR, so ist f auf D lokal konstant.
(4)

4) Ist D ein Gebiet so gilt:
(i) f ist auf D konstant <= f' =0 auf D.
(ii) ist f(D) C R oder C iR, so ist f auf D konstant.

Beweis
u:=Re f,v:=1Imf.

(1) ” = 7 Klar!
"="41 = up =uy =v, = vy =0auf D. Ana Il = wu,v sind auf D lokal konstant.
(2) f(D)CR = v=0auf D = v, =vy,=0auf D LER Uz = uy = 0 auf D. Weiter
wie bei (1).

(3) Sei f(D) CiR,g:=if — g€ H(D),g(D) CR 2 ¢ ist auf D lokal konstant. — f
ist auf D lokal konstant.

(4) folgt aus (1),(2),(3) und 3.4 n
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Satz 4.3
Sei zp € D und f in zg komplex differenzierbar.

(1) fistin zp stetig.
(2) Sei g: D — C eine weitere Funktion und g sei komplex differenzierbar in z

(i) Fir «, 8 € Cist af + Bg komplex differenzierbar in zy und

(af + Bg)'(20) = af'(20) + Bg'(20)

(ii) fg ist in zp komplex differenzierbar und

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g (20)

(iii) Ist g(z0) # 0, so ex. ein § > 0 : Us(z9) C D, g(z) # 0Vz € Us(20),
% : Us(zp) — C ist in zp komplex differenzierbar und

S (20) = f'(20)9(20) — f(20)g' (20)
g " 9(20)?

(3) Kettenregel: Sei ) # E C C, E offen, f(D) C E und h : E — C komplex differen-
zierbar in f(zp). Dann ist ho f : D — C komplex differenzierbar in zp und

(ho f)(20) = I'(f(20)) - f'(20)

Definition

Sei f € H(D) und 29 € D. f heift in 2y zweimal komplex differenzierbar : <— [’
ist in zp komplex differenzierbar. 1.d. Fall: f”(z0) := (f’)'(20) (2. Ableitung von f in zp).
Entsprechend definiert man héhere Ableitungen von f in zg, bzw. auf D. Ubliche Bezeichnungen:

O L N
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5. Potenzreihen

Im Folgenden sei ) # A C C, (f,) eine Folge von Funktionen f, : A — C und s,, := f1 + fo +
o fa (nEN)

Definition

(1) (fn) heisst auf A punktweise konvergent : < Vz € A ist (f,(z)) konvergent.
In diesem Fall heisst f : A — C, definiert durch f(2) := lim,— fn(2), die Grenzfunk-
tion von (fy).

(2) (fn) heisst auf A gleichmaessig (glm) konvergent : <= 3f : A — C mit:
Ve > 03ng € N: |f(2) — f(2)] < e Vn >noVz € A
In diesem Fall sagt man : (f,,) konvergiert auf A gleichmaessig gegen f.
(3) (fn) heisst auf A lokal gleichmaessig konvergent : <= (f,) konvergiert auf jeder

kompakten Teilmenge von A gleichmaessig. ( <= Va € Adp > 0 : (f,) konvergiert auf
Upy(a) N A gleichmaessig)

oo
(4) >° fn konvergiert auf A punktweise : <= (s, ) konvergiert auf A punktweise.

n=1

oo
> fn konvergiert auf A gleichmaessig : <= (s,) konvergiert auf A gleichmaessig.
n=1

oo
> fn konvergiert auf A lokal gleichmaessig : <= (s,,) konvergiert auf A lokal gleichmaessig.

n=1

Klar: gleichmaessig Konvergenz = lokal gleichmaessig Konvergenz = punktweise Konver-
genz.
Wie in der Analysis zeigt man:

Satz 5.1

(1) (fn) konvergiert auf A gleichmaessig gegen f, alle f,, seien in zy € A stetig. —
f ist in zq stetig.

(2) Cauchykriterium:

(fn) konvergiert auf A gleichmaessig <= Ve > 0 dng € N : |f(2) — fi(2)| < €
Vn,m>ngVze A

(3) Kriterium von Weierstrass:
o0

Sei (ay) eine Folge in [0,00), > (a,) konvergiert und |f,(z)| < a, Vn € N Vz € A.

n=1

o0
Dann konvergiert Y f,, auf A gleichmaessig.

n=1
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5. Potenzreihen

Definition
Sei (an)02, eine Folge in C und 2 € C.

o0
Eine Reihe der Form ) a,(z — 29)" heisst eine Potenzreihe (PR).

n=0
Wir setzen p := limsup ¥/|a,| (p = oo falls (¥/]a,|) unbeschraenkt) und
0 falls p = ©
r:=qoofalls p=0
% falls 0 < p < o0
r heisst der Konvergenzradius (KR) der Potenzreihe.

Wie in der Analysis zeigt man:

Satz 5.2
Die Summe ) ap(z — z0)"™ habe den Konvergenzradius r
n=0

(1) Ist r =0, so konvergiert die Potenzreihe nur in z = z

(2) Ist r = oo, so konvergiert die Potenzreihe in jedem z € C absolut.
Die Potenzreihe konvergiert auf C lokal gleichmaessig,.

(3) Ist 0 < r < oo so gilt:

(i) die Potenzreihe konvergiert in jedem z € U,(zg) absolut.

)
(ii) die Potenzreihe divergiert zu jedem z & U, (20).
(iii) fur z € OU,(2p) ist keine allgemeine Aussage moglich.
)

(iv) die Potenzreihe konvergiert auf U, (zg) lokal gleichmaessig.

Beispiel:

o oo

(1) > 2™ hat den Konvergenzradius r = 1. Fiir |z| = 1 ist 2" keine Nullfolge = > 2" ist
n=0 n=0
divergent zu jedem z € C mit |z| = 1.

[e.°]
(2) > n"z" hat den Konvergenzradius r = 0.
n=0

o0
n

3) > Z—Z hat den Konvergenzradius r = 1. Sei [z| = 1, |%;] = %; Majorantenkriterium
n=0

4
n

o0
= ) %3 konvergiert.
n=0
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o0

(4) Zo Z—T: Wie in der Analysis: die Potenzreihe hat den Konvergenzradius r = oc.
n=

Satz 5.3 .

3" an(z — 20)™ habe den Konvergenzradius r. Dann hat die Potenzreihe >~ na,(z — z)" !
n=0 n=1
ebenfalls den Konvergenzradius 7.

Beweis

ap = nap; Y |an| = Yni/|anl; ¥n — 1= lim sup {/|ay| = lim sup {/|ay| -

Definition
Fiir z9 € C: Ux(20) := C.

Satz 5.4

> an(z — z,)" habe den Konvergenzradius r > 0 (r = oo zugelassen). Die Funktion f :
n=0

Ur(z0) — C sei definiert durch f(z) = > an(z — 20)". Dann
n=0

(1) f € HU,(20)) und f'(2) = i::l nan(z — 20)" ! Vz € Up(20)

(2) f ist auf Uy(z0) beliebig oft komplex db und

) =S nn—1)--(n—k+Dan(z — 20)" % ¥z € Up(29) ¥n € N
n==k
) (4
(3) an = f ng 0)
Beweis

(1) 0.B.d.A z = 0.
Fiir w € U,(0) : g(w) := 3" na,w™ L. Sei w € U,(0). Wihle p > 0, so daf |w| < p < 7.

n=1

o0 o0
by, == n2[an|p" 2 (n > 2); V/|by] = £ < 1= 3 b, konvergent; c := 3 by. Sei z € U,(0)
n=2 n=2

und z # w. Betrachte dann

- & & & 2" —w" _
FE W) — g(w) = 225 % an(z" — ) = 3 nagu™t = Y an(—— —nu"Y),
n=0 n=1 n=2 < —w
=:0n

n—1
Nachrechnen: o, = (z — w) > kwF=tzn=F-1,
n=1

Dann gilt:
(S nd k=1 || n—k—1
o] = |2 = wl| 35 kw12 <z —w] 3Dk Jw| T 2]

k=1 k=1
<p <p
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5. Potenzreihen

n—1
<lz—w| Y k"% = |z — w]p 22 < fr — w2
k=1

. |M g(w)| = | Z anay| < Z lan||an|

<( 22 lan|n?p""2)|z — w| = c|z — w|
n=

= (z = w) f ist in w komplex db und f'(w) = g(w)
(2) folgt aus (1) induktiv.

(3) folgt aus (2) mit z = 2.

Definition
Seien 11,72 € [0,00) U {o0}. Dann

min{ry,ro} ,falls r1,79 < 00
min{ry,re} =< 7o ,falls 71 = o0

T1 ,falls 19 = o

Satz 5.5 .
> an(z — 29)" und > by(z — 2zp)™ seien Potenzreihen mit den Konvergenzradien r; und

n=0
oo

ro. Dann hat fiir o, 8 € C die Potenzreihe ) (aap + Bbyn)(z — 2z0)" einen Konvergenzradius
n=0
r > min{ry, ra}

Beweis
Klar.

Beispiel
an =bp,a=1,=—
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6. Exponentialfunktion und
trigonometrische Funktionen

Bekannt aus §5: > o7 konvergiert absolut in jedem z € C

nOn'

o n

z
e” 1= exp(z ZEZE(C
n=0

klar: ? =1,el = ¢

Satz 6.1
(1) >oio % + konvergiert auf C lokal gleichméfig.

2) exp € H(C) und exp/(z) = exp(z)Vz € C

4

(2)
(3) Additionstheorem: e*™% = e*e“Vz,w € C
(4) e* = 1, insbesondere e* # 0

(5)

5) Fiir z = 2 +iy(z,y €R) : €* = e%eW, | = 1, |e*| = €®

Beweis
(1) folgt aus 5.2

n—1

(2) 5.4 = exp € H(C) und exp’(z) => o2, o= = exp(2)(z € €)

(3) Sei ¢ € C zunéchst fest.
f(z) = e*e(z € C),
f € H(C)und f'(z) = ee“* +e*e“#(—-1)=0 VzeC
C ist ein Gebiet =3 f ist auf C konstant.
f(0) =ef. Also: e*e“#* =e° VzeCVeeC
Setze ¢ 1=z +w

(4) folgt aus (3)

(5) Nur zu zeigen: |e¥| = 1(y € R)

— )" @) )"y
e’y—z n! _Z n! _Z n! =€
n=0 n=0 n=0
— |eW|? = eWely = eWeW Wy n

27



6. Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Definition
Fir ze C
1 12 —iz :
cosz = 5(6 + e *) Cosinus
1. .
sinz = 5(62'2 —e ) Sinus
i
Satz 6.2
(1)
& »2n
cosz = » (=1)"
T
oo 2n+1
z
sinz = —-1)" VzeC
7;)( ) (2n+1)!
(2) cos,sin € H(C)
cos' z = —sinz, sin’ 2z = cosz Vz € C

(3) € =cosz +isinz Vz € C.
in Polarkoordinaten: z = |z|e! 8~
(4) Additionstheoreme:
cos(z +w) = coszcosw —sinzsinw

sin(z +w) = sinzcosw + sinw cos z

(5) cos?z +sin?z=1VzeC

Insbesondere: €' = cos ¢ +isin ¢ Vo € R. Damit lautet fiir 2 € C\{0} die Darstellung

Vz,we C

Beweis
(1) nur fiir cos:
Vze C:
1 oo n Y
cosz = Z H_TEIZ) 2"
n=0 e
0, n ungerade
2(—1)", n = 2k
00 k Z2k
= cosz =) (1) Gy
(2) Aus der Definition folgt: cos € H(C) und
cos' z = (i€’ —ie7%) = L(e" —e7%) = 51 (e* — %) = —sinz

Analog fiir den Sinus.

(3) , (4), (5) folgen aus der Definition.
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Folgerung 6.3
(1) e?k™ =1 Vk € Z; insbesondere: ™ = 1

em4+1=0

(2)

(3) FirzeC:e* =1 < Ik €Z:z=2knmi

(4) e*T2™ = ¢* Yz € C (Die Exponentialfkt. hat die Periode 27)
(5)

Fir z € C:
sinz=0 = 3dke€Z:z=knr
cosz =0 = HkEZ:Z:L;lﬂ'

Beweis
(1) 6.2 (3) = €27 = cos(2kn) +isin(2kn) = 1(k € 7Z)

- 6.2(3
(2) e'™ 2) cosT+isinm = —1

)
—~

(B)" = 7"Seiz=zx+iyeClr,ycR)und e* =1
= e%e = e%(cosy +isiny) =1
= e’cosy=1,e"siny=0 = siny=0 = Jke€Z:y=kn
l=|ef|=¢" = 2=0 = cosy=1 = k=2j(j €Z) = z=12jn

(4) ez+27ri — 62627ri = e

(5) Nur fiir sin. Sei z € C :
(3)

. . . 3
sinz=0 < ez=e " < 2 =1 «= 3k cZ:2iz=2kmi

< 3k eZ:z=km ]
Definition
Fir z € C:
i 2k + 1
tanz = sz, z € C\{ i m:k€Z} Tangens
COS 2 2
cotz = C?SZ, z€ C\{kr:ke€Z} Cotangens
sin z

tan und cot sind auf ihrem Definitionsbereichen holomorph.
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7. Der komplexe Logarithmus

Definition
Sei w € C\{0} Jedes z € C mit e* = w heift ein Logarithmus von w. Man schreibt in diesem
Fall (ungenau): z = log w.

Satz 7.1
Sei w € C\{0}, w = |w|e’*&¥ (Argw € (—m,7])
Fir z € Cgilt: e =w <= 3k € Z: z = log |w| + iArgw + 2kmi (log |w| ist der reelle Log)

Beweis
" ” L eE — elog\w\ ezArgw €2k7T’L _ ’w|ezArgw — w
N—— —~—

|w] 1
" = 7 Sei z =z +iy(z,y € R) und €* = w. Dann: |w| = |e*| =¥ = z = log |w|
|w|eAT8Y = ) = e* = el = |w|eW
— oW = eihrer s ily—Argw) =1 8 g o7 1y — iArgw = 2kmi
= z = log|w| + iArgw + 2kmi n
Definition

Die Funktion Log : C\{0} — C def. durch Logw := log |w| + iArgw heift der Hauptzweig des
Logarithmus.

Beispiele:
(1) Alle Log von w = 1: 2kmi (k € Z)
Log 1 =0

(2) Log(—1)=1im

(3) w=1+1, ’w| :\/§> Argw:%
Log(1+1i) =log V2 +iZ
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7. Der komplexe Logarithmus

Satz 7.2
SeiA={z€C:—nm<Imz <~}
fi=expjy

1 ist auf A injektiv.

(1)
(2)
3)
(4)

f
f(4) = C\{0}
f~H(w) = Logw (w € C\{0})

Die Funktion Log ist unstetig in jedem w € R und w < 0

Beweis
(1) 6.3, 7.1

(2) 6.3, 7.1
(3) 6.3, 7.1
(4) 83 Beispiel: w — Argw ist in w < 0 unstetig. n

Definition

C_ :=C\{teR:t<0}(CC\{0})

Fir w € C_ ist Argw € (—m, ).

Satz 7.3
Log € C(C_)

Beweis
Sei wy € C_, 29 := Logwy, z¢ := Re zp, yo := Im zp; also: z¢ = log|wq|, yo = Argwg € (—m, 7).
R={z=z+iy:z,y e R, |x — x| <log2,|y| <}
Sei e > 0 so klein, dass K := RN (C\U:(z20)) # 0. Klar: K ist kompakt, zg ¢ K.
Definiere ¢ : K — R durch ¢(z) := |e* — wp| = |e* — €.
Dann: ¢ € C(K). 3.3 = 3o := minp(K).
Annahme: p = 0. Also existiert ein z € K : e? = e = e* % =1. 63 =>3dj€Z:2—2 =
2jmi = 2jm =Im(z — 29) = Imz — Im 2o = 2|j|7 = |Im 2z — Im 20| < |[Im 2| + | Im 29| < 27 =
—— ——
<m <m
j=0=20=2z¢€ K. Wid!
Also: >0
§ :=min{o, 3¢™}. Sei w € C_ und |w —wo| < &; z:=logw. Z.z: |z — 2| <e.
Sei z=x+1iy (x,y € R); y=Argw € (—m,m), also: |y| < 7.
Annahme: x > x9 4 log 2. Dann:

1
iexo > 6 > |w—wp| = [e*—e™| > ||e*|—|e™]] = |[e"—e™0| > eT—e™0 > 0B _gTo — T Wi
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Also: © < zg + log 2. Analog: = > zg — log 2.
Fazit: z € R.
Annahme: [z — 2| > e = 2€ K=< p<¢(z) =|e* —e®| = |w —wo| <. Wid! n

Satz 7.4
Log € H(C_) und Log'w = + Vw € C_

Beweis
Sei wg € C_; (wy) eine Folge in C_ mit: w, # wo Yn € N und w,, — wp, 2o := Logwy,
zp = Logw,. 7.3 = z, — zp. Dann:

Logw, — Logwo 2z, — 2o (ez" — e > -1 R 1 1

wy, — W efn — 0 Zn — 20

D.h. Log ist in wg komplex differenzierbar und Log'wg = wio ™

Bezeichnung: D:={z € C: |z| < 1} = U;(0)
Beachte: Fiir z € Dist 1 —2 € C_

Satz 7.5

Fiir alle z € D gilt:
o0 Zn
Log(1+2) = 3 (-1

n
n=1

Beweis

7./4, 5.4 :i f(2) = Log(1 + f) - ?:11(—1)”210% ist aufllD) hollomorplri und

fl(2) =1 — 2o ()" = s = 3 ()T = g (= —0V2€D

D ist ein Gebiet 25 f ist auf I konstant. f(0) = 0 = Beh. n

Definition
Sei w € C\{0} und a € C.

a._ eaLogw

w (Hauptzweig der allgemeinen Potenz)
Beispiele:
(1) Fir a = k € Z ist obige Definition die frithere Potenz von w. Denn: Vk € N :
ekLogw — 6Logw+Logw+~~-+Logw — (6Logw)k — wk
6kaogw — m 8.0. ﬁ — wfk
(2) w=a=1i,log|w| =0, Argw = 7, Logw = i§ =i’ = €7 =e"2 €R

Satz 7.6
Seia € Cund f:C_ — C definiert durch f(w) := w®. Dann:
fe€H(C )und f'(w) =aw* !t VweC_
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7. Der komplexe Logarithmus

Beweis Bap(1)
74,44 = f € H(C_ ) und f'(w) = eaLogw(aLogw)’ = aeaLogwi B qelogw o —Logw _
ae(afl)Logw — quw1 -
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8. Komplexe Wegintegrale

Im Folgenden sei I = [a,b] CR (a < b) und ¢, : I — C Funktionen.

Definition
(1) Ist Zo auf I stetig, so setze: f; p(t)dt = ff Re p(t)dt + if;lmcp(t)dt; Jie(t)dt =
— [ o(t)dt; [T o(t)dt =0

(2) ¢ heift auf I differenzierbar (db) < Rey, Im ¢ sind auf I differenzierbar. In diesem
Fall: ¢’ := (Rep) + i(Im ¢)’

(3) ¢ heifst auf I stetig differenzierbar < Re ¢, Im ¢ sind auf I stetig differenzierbar.

Satz 8.1
Sei D C C offen, f € H(D), ¢(I) C D und ¢ auf I differenzierbar.
Dann ist f o : I — C differenzierbar auf I und (f o ¢)'(t) = f(p(t))¢'(t) ¥t € I.

Beweis
Ubung! [

Satz 8.2
(1) Sei ¢ stetig auf I und @ : I — C definiert durch ®(s) := [’ ¢(t)dt. Dann ist ® stetig
differenzierbar auf I und ®" = ¢ auf I

(2) Sei ¢ auf I stetig differenzierbar = f; O (t)dt = p(b) — ¢(a)

Beweis
Ubung! n

Definition
Sei 7 : [a,b] — C ein Weg (also v stetig).

(1) Tr(y) :=v([a,b]) Tréager von =y
(2) ~v heifst geschlossen :< y(a) = v(b)

(3) ~ heift glatt :< « ist auf [a, b] stetig differenzierbar.
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8. Komplexe Wegintegrale

Definition

Sein € Nyai, ..., any1 € R, a1 < az < -+ < apg1 und v; = [a4,aj41] — C seien Wege
(j=1,...,n) mit vj(aj+1) = vj41(aj+1) G =1,...,n —1).

Definiere v : [a1, ant1] — C durch y(t) := v;(¢), falls t € [aj, aj41].

Dann ist v ein Weg und man schreibt: vy =71 @y ® - SV

~ heif’t stiickweise glatt :< v1,...,7, sind glatt.

Bemerkungen:
(1) Sei~: [a,b] — C ein Weg.  ist stiickweise glatt < Jaq,...,ap+1 € [a,b] 1 a = a1 < ag <
wor < apt1 = bund g, ist glatt (j =1,...,n)

7“]’4—1}

(2) stiickweise glatte Wege sind rektifizierbar.

(3) glatt = stiickweise glatt

Beispiel
() :==t(t €0,1]), 72(t) :=1+i(t — 1) (t € [1,2)).
v =71 D2, V1,72 sind glatt, v{(t) =1 # ~4(1) =i =~ in 1 nicht differenziebar.

b b
Wie in R zeigt man: Ist ¢ : [a,b] — C stetig, so gilt: | [ ¢(t)dt] < [ |¢(t)]|dt.
a a
Fiir den Rest des Paragraphen sei 7y : [a,b] — C stets ein Weg (also stetig).
Definition
v~ i [a,b] = C,y7(t) :=~y(b+a—t);y~ heift der zu 7 inverse Weg.
Klar: Tr(y) = Tr(y7)

Definition b
Ist v glatt, so setze L(v) := [ |v/(¢)|dt.

a
Ist y =71 @+ @y, stiickweise glatt (mit 1, ..., v, glatt), so setze:

L(7) := L(m) + -+ + L)
L(v) heift Weglénge von 7.

Beispiele:
(1) Seien 2,29 € C,y(t) := 21 + t(22 — 21)(t € [0, 1]), ist glatt.
1
Y (t) =29 — 21. => L(y) = [ |22 — z1|dt = |22 — 21
0

(2) Sei z9 € C,7 > 0 und (t) := 29 + re’’(t € [0,27])

27
v ist glatt, 7/ (t) = rie, |7/(t)] =r = L(y) = [ rdt = 27r.
0
Definition
Sei [, ] CR und h : [a, f] = [a, b] stetig differenzierbar, bijektiv und h(a) = a, h(B) = b. Ist
7 stiickweise glatt, so setze I := v o h, also I'(s) = v(h(s))(s € [o, B]).
Dann ist I' ein stiickweise glatter Weg mit Tr(I") = Tr(vy).
h heift eine Parametertransformation. Man schreibt I" ~ .

Definition
Sei f € C(Tr(v));

Ist v glatt, so setze [ f(2)dz := [ f(y(t))/(t)dt
ol
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Ist v =7 @ ® 7, stickweise glatt mit v1,...,7, glatt, so setze [ f(2)dz:= Y [ f(z)d=.
v =17

| f(z)dz heisst ein (komplexes) Wegintegral (von f lings )

v

Beispiel
y(t) := 3e'(t € [0,27])

e~ i3ett dt = 18mi.

0 s =5 g

O\§

2m
(2) f(2) =22 [ 2%dz = [ 9e*ti3e'dt = 0.
vy 0

Wie in der Analysis zeigt man:

Satz 8.3
7y sei stiickweise glatt, f, g : Tr(y) — C seien stetig, o, 8 € C und I sei ein stiickweise glatter
Weg mit I' ~ ~.

(1) [J(af(2) + Bg(2))dz = a [ f(2)dz + B [ g(2)dz
Y Y

v

2) lff(Z)dZ = [ f(2)dz (und L(T) = L(y))
Y

3) [ f(e)dz =~ [ f(2)dz

Y

Satz 8.4
v und f seien wie in 8.3. f, sei eine Folge in C(Tr(7)) und es sei M := max ey (4 |f(2)]-
Dann:

(1) [ [ f(z)dz] < ML(v)
Y

(2) Konvergiert die Folge (f,,) auf Tr(v) gleichmaessig gegen f, so gilt:

ffn dz—>ff Ydz(n — 00)

(also: limy, oo [ fn(2)dz = f(hmn_>Oo fn(z))dz )
v v

Beweis

b
!ff )dz| = [ F(v () dt\<f\f )Y (¢ Idt<fM\’Y )|dt = ML(v).
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8. Komplexe Wegintegrale

(2) My := max.cmy(y) |fn(2) — f(2)|. Vorraussetzung == M,, — 0(n — c0).
8]
| [ fnl(2)dz = [ f(2)dz| = | [(fu(2) = f(2))dz| < MpL(). n
g v g
Definition

Sei ) # D C C, D offen und f € C(D). f besitzt auf D eine Stammfunktion (SF) : <= JF €
H(D): F'= f auf D.

Satz 8.5
Sei ) # D C C, D offen und f € C(D) besitze auf D die Stammfunktion F und -~ sei ein
stiickweiser glatter Weg mit Tr(y) C D. Dann:

[ f(z)dz = F(y(b)) = F(v(a))
5

Beweis b " b
0O.B.d.A: v glatt. ff(z)dz = ff(’}/(t))’y/(t)dt = fF/(')’(t))’}//(t)dt — f(F o ’}/)/(t)dt 8.2 (Fo
D) - (For)(a). .

Folgerung 8.6
D, f und v seien wie in 8.5. Ist v geschlossen = [ f(z)dz = 0.
¥

Beispiel 8.7
Sei zg € C, r > 0. y(t) = 29 + re'(t € [0,27]); v ist geschlossen.
Fiir k € Z sei fy(2) == (z — 20)* (2 € C\{20})

(1) Sei k # —1. fi hat auf C\{z} die Stammfunktion z — =5 (z — z0)**".
8.6 = [(2 — 20)¥dz =0
ol

relit iretdt = 2mi.

(2) Sei k= —1: [ & =

2—20
v

Also:
1 dz

2mi | z— 2z
Y

=1

Wegen 8.6: Die Funktion z — —— hat auf C\{zp} keine Stammfunktion!

2—20

Aber: im Falle zp = 0 hat die Funktion z — % die Stammfunktion Logz auf C_.

Satz 8.8
Sei [aj,b;] € R und ;5 : [aj,b;] = C glatte Wege mit v;(b;) = vj+1(ajt1) (j =1,...,n)

n
Dann exisitert ein stiickweise glatter Weg v mit: Tr(vy) = | Tr(v;), L(y) = L(m) + -+ +
j=1

L(yn) und [ f(z)dz = [ f(z)dz+---+ [ f(2)dz Vf € C(Tx(v))

Tn
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Beweis

mit 8.3(2).

Beispiel
Y2(t) :==1+4(t —1),t € [1,2]. Dann: 2 ~ 725 v :=m ® 2 : [0,2] = C.

Satz 8.9

und d(K,,) = Imax |z —w| — 0 (n — 00). Dann:

N K, #0.

neN

Sei (K,,) eine Folge kompakter Mengen in C mit: K, # 0 (Vn € N),K; O Ko O K3 D ...

Beweis
Wihle in jedem K, ein z,. Firnk e N: z,, 2z, € K,
Dann: |z, — zp4k| < d(K,) = (zp) ist eine Cauchy-Folge = 3z5 € C: 2z, — 20.

Sei N € N. z, € KyVn > N. Ky abgeschlossen — zg € Ky.
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9. Cauchyscher Integralsatz und
Cauchysche Integralformeln

Definition
Seien z1, 29,23 € C.A := Azl,z2,23 = {t121 + tozg 4tz i t1,to,t3 > 0,81 + 1o + 13 = 1}

A heifst ein Dreieck (A ist kompakt)

’yl(t) =21+ t(ZQ — 2’1)(t S [0, 1])

’)/Q(t) = z9 + (t — 1)(2’3 — ZQ)(t € [1,2])
v3(t) := 23+ (t — 2)(21 — 23)(t € [2,3])

V=7 Dy @73 :[0,3] — C ist ein stiickweise glatter Weg mit Tr(y) = 0A.
Wir setzen (ausnahmsweise): L(OA) = L(v) und [y, f(2)dz == [ f(z)dz. (f € C(0A))

Satz 9.1 (Lemma von Goursat)
Sei ) # D C C, D offen und f € H(D).
Ist A C D ein Dreieck, so gilt: [, f(z)dz =0

Beweis
Sei A = A21,22,237717 Y2573, 7Y wie oben.
Fall 1: 21 = 29

Fall 1.1: 23 = 21 : y(t) = 23Vt € [0,3]. Dann: 7},75,75 = 0= [, f(2)dz = f71 O—I-f,y2 0—|—f73 0=
0.

Fall 1.2: z3 # z1.71(t) = 21,7 = 0, also f% =0,7 ~73 = f’YS = f7
f% + fw o fvz =0.

Fall 2: A ist ein echtes Dreieck (21 # 22 # 23,23 # z1). Verbinde die Mittelpunkte der Kanten
von A durch Geraden.

3 _fvz = faA f(z)dz =

2

Wir erhalten 4 Dreiecke! Ay, Ag, Az, Ay.
Es existieren stiickweise glatte Wege a1, oo, a3, aq mit Tr(a;) = 0A; (j =1,... ,4).2
Die Summe der Integrale in entgegengesetzten Richtungen lings der Kanten von Ay = 0.

Also:
4
;/(Mj f(z)dz = /8A f(z)dz

!Die Skizze taucht hier leider nicht auf, ich versuchs mal zu erkliren: Verbindet man alle Seitenhalbierenden
miteinander, so entstehen in einem Dreieck vier kleine Dreiecke. Diese nummeriert man nun gegen den
Uhrzeigersinn mit 1,2,3, das mittlere aber nennt man 4.

2gegen den Uhrzeigersinn
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9. Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralformeln

Somit:

z)dz

4
<>
j=1

f(z)dz
oA

0A

0.B.d.A: a; = max{ay,...,as}.AM) := A;. Fazit: |f8A dz\ < 4| [ya0) f(2)dz| und L(OAW) =
$L(0A) 3

Verfahre mit A®) genauso wie mit A. Wir erhalten ein Dreieck A € A0 C A | Jonm f(2)dz| <
4 Joaw f(2)dz|, LOA®)) = 3L(0AW).

Also: | [ya f(2)dz| < 42| [ya@ f(2)dz| und L(OA®) = L L(OA).

Induktiv erhaelt man eine Folge (A™) von Dreiecken mit:
ADAM D N Son F(2)dz] A7 [yam f(2)dz] und L(OAM) = & L(0A)(n € N)
8.9 = Hzo € D 20 € A(”)Vn e N.

Definiere: ¢ : D — C durch

f(Zg Z(EZO) .2 # 20
o(z) = {f’(Zo) —
= fe H(D)= ¢ e C(D). Es ist
f(2) = f(z0) + ¢(2)(z — 20) =
f(20) + f'(20) (2 = 20) + (¢(2) = f'(20))(z — 20) Yz € D.

=:f1(2) =:f2(2)

Seie>0:30>0:Us(z) C D und |p(z) — f(20)| <eVz € Us(20)*. Im € N : Al™ C Us(20).
Fiir z € 9AM) : |z — 2] < PL(OAM™)) und |p(2) — f'(20)| < e.

8.4
Dann: |fa(2)] < eL(OAM)Vz € OAM. Also: | [y f2(2)dz| < eL(OA™)2,

f1 hat auf D die Stammfunktion f(20)z + & f/(20)(z — 20)? 20 | [oaem fi(z)dz| = 0.

Dann: | [y £(2)dz] < 4™ fynim F(2)dz] = 47 [yx0m fo(2)d2] < AmEL@AIM)2 = 4me( i L(9A))? =
4me L L(OA)? = eL(0A)2.

Fazit: Ve > 0 gilt: | [, f(2)dz| < eL(0A)?. n

Hilfssatz 1:
Sei z9 € C,7 > 0 und f € C(U,(2)). Fiir jedes Dreieck A C U,.(20) gelte: [, f(z)dz = 0. Dann
besitzt f auf U,(zp) eine Stammfunktion.

Beweis

Definiere: F' : U,(z9) — C wie folgt: Fir z € U,(29) sei 7:(t) := z0 + t(z — 20) (¢t € [0,1]).
= fvz f(w)dw

3Diese Gleichheit folgt aus geometrischen Uberlegungen an Dreiecken.

4Folgt aus der Stetigkeit.
*max., zea |w — 2| < L(OA)
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Sei z1 € Uy(20). Sei h € C\{0} so, dass A, -, z,+n C Ur(20).

Yo(t) := 21 + th(t € [0,1)).

M= ’Yz_l-l-h
Vorraussetzungen = 0 = / flw)dw + f'yo flw / w)dw = F(z1 +h) — F(z1)
Yz '7
=F(z1) (21+h)
- f'Yo f

f%f 21 dw—fo (21)hdt = f(z1)h.

Also:

F(Zl—l-h)—F(Zl) 1
h

=]hjfﬂm—f@nmwkﬂiﬁiﬂm+ﬂw—ﬂm»Mt

— f(=1)

1 1
A(ﬂm+ﬂw—ﬂamﬂs ) s

Seie >0:30>0:|f(z1 +th)— f(z1)| <efir0<|h| <0 und fir ¢t € [0,1] =
|w — f(z1)] < efir 0 < |h| < 6. D.h. F ist in 2z; komplex differenziebar und
Fl(z1) = f(=21) ]

Folgerung:
Sei ) # D C C offen und f € H(D). Ist zp € D, so existiert ein 6 > 0 : Us(z9) € D und f
besitzt auf Us(zp) eine Stammfunktion.

Beweis
9.1 und Hilfssatz 1 n

Definition
Sei G CC

(1) G heift sternformig : <= Jz* € G mit: S[z, z*] C G L.d. Fall heift z* ein Sternmit-
telpunkt von G.
Beachte: sternformig = Wegzusammenhang.

(2) Ist G offen und sternférmig, so heifst G ein Sterngebiet

Beispiel
(1) Konvexe Mengen sind sternférmig

(2) C,U.(z) sind Sterngebiete. C\{0}, Uc(z0) sind Gebiete, aber keine Sterngebiete.

(3) C_ist ein Sterngebiet. Jedes z* € (0,00) ist ein Sternmittelpunkt von C .

Satz 9.2 (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete)
Sei G C C ein Sterngebiet, es sei f € H(G) und es sei 7 : [a,b] — C ein stiickweise glatter
Weg mit Tr(vy) C G. Dann:

(1) f besitzt auf G eine Stammfunktion F.
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9. Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralformeln

(3) Ist v geschlossen, so ist [ f(z)dz =0
v

Bemerkung: Fiir beliebige Gebiete ist 9.2 i.a. falsch.
Beispiel: G = C\{0}, f(2) =1 (s. 8.7)

z

Beweis
(1) Sei z* ein Sternmittelpunkt von G. Definiere F' : G — C wie folgt: fiir z € G sei v,(t) :=
2+ t(z — 2%)(t € [0,1]). Tr(y:) = S[z,2*] € G. F(z ff ydw. f € HG) 25

Jon f(w)dw = 0 fiir jedes Dreieck A C G Fast wortlich wie in HS 1 zeigt man: F' € H(G)
und F’ = f auf G.

(2) folgt aus (1) und 8.5

(3) folgt aus (1) und 8.6 n

Bezeichnung
Seien G und f wie in 9.2. z* € G sei ein Sternmittelpunkt von G. Fiir z € G setze: F(z) :=
JZ fw)dw = [ f(w)dw, wobei v irgendein stiickweise glatter Weg mit Tr(y) € G, Anfangs-

5
punkt von v = z* und Endpunkt von v = z ist.

Wegen 9.2(2) ist F' wohldefiniert. Der Beweis von 9.2(1) zeigt: F € H(G) und F' = f auf G.
Beispiel

tg=C f():;,z—lF =[] Ldw

Dann: F’( )=1=Log'zVz€eG

Dann existiert c € C: F(z) = Logz+cVz € G. F(1) =0=Logl = ¢=0

Also: Logz = [ 2dw(z € C )

Hilfssatz 2

Sei D C C offen. zg € D, r > 0, U.(20) € D und 7(t) := 2o + 7 - e (t € [0,27]) Weiter sei
z1 € Up(20), p> 0 so0, dab U,(21) C Up(20) und

Yo(t) := 21 + p-e(t € ]0,2n]) Ist g € H(D\{21}), so gilt:

Beweis

0.B.d.A Rez, = Re 21,71 und 2 seien stiickweise glatte Wege. Wahle R > r so, dass Ug(zg) C
D.

G1 := Ugr(z0)\{z1 +t : t < 0}. Gy ist ein Sterngebiet, Tr(y1) € G1. 71 ist geschlossen, g €
H(G1).9.2 = [ g(w)dw = 0. Analog: [ g(w)dw = 0. Also:

0= fg(w)dw —I—W} g(w)dw = fg(w)dw —ff g(w)dw = fg(w)dw — fg(w)dw -
7 Y2 v Yo ¥ Yo

5Dieses Beispiel trigt die Nummer 9.3
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Satz 9.4 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben)

D C C sei offen, zp € D,r > 0 und U, (2o

2o+ 7€t (t€]0,2n)).

Dann gilt:

f(z) = 2m/qu(—)z w Vz € Ur(20)
8!

) € D. Weiter sei f € H(D) und ~(¢) :

Bemerkungen

(1) Die Werte von f in U,(zp) sind festgelegt durch die Werte von f auf oU,(z)

27
(2) Fiir 2 = 20 : f(20) = 5= [ f(z0 + 7 €')dt (Mittelwertgleichung)
0

Beweis

Sei 21 € Up(20). Sei e > 0. 35 > 0: Us(21) C Ur(20) und
[f(w) = f(z21)] < € Vw € Us(21)-
Sei 0 < p < d;y0(t) := 21+ p- e’ (t €0,2n)).

Fir w € Tr(y) :

|lw—z1| = p <9, also |f(w) — f(z1)] <e.

Also: \%ﬁzl)\ < SVwe Tr().
8.4 — |’Yf0 f(w%ﬁzl)dﬂ < %L(’yo) = %27rp = 2me.

Definiere g : D\{z1} — C durch g(w) := fw)
Dann: g € H(D\{#}).

Somit:

w—2z1

/uf(_wzldw = /g(w)dw:/g(w)dw

¥ Yo
B /f(21)+f(w)—f(z1)dw
- w — z1
Yo
_ f(w) — f(z1)
B f(21) / — 21 / —Z1
8i;2r7ri =A

= 27rif(21) + A

— |f @ gy~ 9mif(21)] = |A] < 2me.

w—2z1

e>0 beheblg — f(z1) = o= UG

Beispiel
Berechne I = [
¥

ERres@) g (1) = et € [0, 2n])

z

f(2) := e5n% + cos(e?) 2>
9.4 = I =2mif(0) = 2mi
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9. Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralformeln

Satz 9.5
v sei ein stiickweise glatter Weg in C, es sei D := C\Tr(y) (D offen). Fiir n € N sei

F,, : D — C definiert durch
Fo(z) i= / o),
- z

wobei ¢ € C(Tr(v)).
Dann ist F,, € H(D) und F} = nF,1; auf D (n € N)

Beweis

Sei zp € D. Wir zeigen : F,, ist in zp komplex differenziebar und F) (29) = nFy,+1(20).
0.B.d.A: 29 = 0. Dann ist 0 € D, also 0 & Tr(y). Sei w € Tr(y) und z € D\{0}:
Nachrechnen:

1 1
I # anfkfl(w o Z)k

(w—2)" wr (w-—z)"w"

h(z,w) := ﬁ S pw T (w — 2)F —

g3

Dann folgt (Nachrechnen!):

F(z) — Fu(0)

— nF,1(0) = / P0) )
0l

Weiter gilt 3r > 0: Ur(20) € D. Sei € > 0. Uz (20) x Tr(7) ist kompakt und h ist auf Uz (z0) X
Tr(7y) gleichmifig stetig. Dann existiert ein § > 0 : 6 < § und |h(z1,w) — h(z2,w)| < €
Vz1, 29 € Us(0) Yw € Tr(y).
Es ist h(0,w) =0 Vw € Tr(y) = |h(z,w)| < e Vz € Us(0) Vw € Tr(y)

| =

M = maxyemy(y)|p(w)]; w € Tr(y) = [w| = |w - 0] > 5

= |lw > = ﬁ = 7272

= Ll |n(z, w)| < MZze V2 € Us(0)

-/ PO e, ] < MZreLiy) = (M2 L)) V= € U5(0) .
.

=| Fn(Z);Fn(O) —nFni1(0)]

Satz 9.6
Sei ) # D C C, D offen und f € H(D). Dann:

(1) f'e H(D)
(2) f ist auf D beliebig oft komplex differenzierbar

(3) Cauchysche Integralformeln fiir Ableitungen

Ist zo € D,7 > 0,U,(20) € D und ~(t) = 20 + 7€' (t € [0, 27]), so gilt:
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F () = / Sy Ve e Up(z) vne No
Y

27t )., (w— z)ntl

Beweis
Sei zg, r,y wie in (3).

= 7]‘”(10) w fir z T n
Fo(z2) = ,A(w_z)nd fir z € C\Tr(y),n € N

9.4 = f=F auf Uy(20);
9.5 = Fy € H({U,(20)) und F| = Fy auf U,(z,). Also: f' = Fy auf U,(29). 9.5 = F» € H(U,(20)),
also f' € H(U,(20)). z0 € D beliebig = (1).
/= Fy auf U,(29) =
oy 1/ f(w)
fi(z) = ori ). T — Z)Zdw Vz € Up(20)
" = F} =2F3 auf U,(2) =

"(z) = l / (f(w)de Vz € Ur(20)

Weiter mit Induktion und 9.5 =

Satz 9.7 (Satz von Morera)
Sei ) # D C C, D offen und f € C(D)
Dann:

fe HD) < f(2)dz = 0 fiir jedes Dreieck A C D
0A

Beweis

T=7:91

7 «<: Sel zg € D,r > 0 und Uy(29) € D. Dann mit HilStammfunktionsatz 1 und den Vorraus-
setzungen = IF € H(U,(2p)) : F' = f auf U,(20)

9.6 = f € H(U,(20)). Da 2y € D beliebig = f € H(D) n

Hilfssatz 3 Seien G und G5 Gebiete in C und es sei G1 N Gy # 0.
Dann ist G7 U G5 ein Gebiet.

Beweis
G1 U Ga ist offen. Sei ¢ : G1 U G — C lokal konstant. ¢; := ¢, (j = 1,2)
J
G; Gebiet = ¢, ist auf G; konstant. G1 N Gg # 0 = ¢ ist auf G; U G konstant. =
Definition

Sei G C C ein Gebiet.
G heifit ein Elementargebiet (EG) : <= Vf € H(G)3F € H(G) : F' = f auf G.
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9. Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralformeln
Beispiel
(1) Aus 9.2: Sterngebiete sind Elementargebiete

(2) C\{0} ist kein Elementargebiet, denn die Funktion 1 hat auf C\{0} keine Stammfunktion
(siehe 8.7).

Satz 9.8
Seien G1 und G5 Elementargebiete, G1 N G2 # () und es sei G N G2 zusammenhingend.
Dann ist G; U G2 ein Elementargebiet.

Bemerkung: (1) Sind G; und G2 Gebiete, so muf G; N Gy nicht zusammenhéngend sein.
(2) Es gibt Elementargebiete, die keine Sterngebiete sind.

Beweis

Hilfssatz 3 = G1 U G4 ist ein Gebiet.
Vorraussetzungen = G1 N Gs ist ein Gebiet.

Sei f S H(Gl @] Gg),fj = f‘G]‘ (] = 1,2),

HFJ' S H(G]) : FJ/ :fj =f auij (] = 1,2)
Firz€ G1 NGy : (Fy — Fy)(2) = f(2) — f(2) =0
42=3ceC: Fi(z) =Fy(2)+¢c VzeG1NG,

F G
F(z):= 1(2) 2 €61
Fy(2)+c¢ ,z€ G
Dann ist F' eine Stammfunktion von f auf G; U Go ™
Definition

Sei ) # D C C und g : D — C eine Funktion. g ist auf D beschrinkt : <= 3¢ > 0: |g(2)| <
c VzeD

Definition
Eine Funktion f € H(C) heift eine ganze Funktion.(entire function)
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10. Folgerungen aus den Integralformeln

Satz 10.1 (Cauchysche Abschitzungen)

Sei zg € C,r >0, f € H(Uy(20)) und f sei auf U,(zp) beschréankt mit M := sup |f(z)].
Ur(z0)

Dann: |f(™(z)] < M2l vp € N.

rn

Beweis
Sei 0 < p < r,y(t) == 20 + pet(t € 0,27]). 9.6 = f(M) () = 2 [ (f&dw.

— 2m w—zg)" 1

lfw)] M
[w—zo[" 1 —= pntl

S0 ()| < g - Mramp = Mt 22 Bep, .

Fir w € Tr(y) : |w — 20| = p, also

Satz 10.2 (Satz von Liouville)
Ist f € H(C) auf C beschrénkt, so ist f konstant.

Beweis
Sei zg € C und r > 0. 10.1 = |f(20)| < &;r > 0 beliebig.

=0

= f'(20) = 0,20 € C beliebig = f' =0 auf C.4.2 = Beh. n

Bemerkung: 10.2 ist in R falsch. Z.B. ist + — cos x auf R beschrinkt aber nicht konstant. Fiir
t € R : cos(it) = %(ei(“) + =) = (et +et)
= cosht — oo(t — £00)

Hilfssatz
Sei n € N.ag,...,an € Cya, #0und p(z) :=ap + a1z + ...+ apz".
Dann ex. ein R > 0: |p(z)| > 1Vz € C mit |z| > R.

Beweis
Fir z#0: ¢(z) := % + lz'gi|1| +...+ |a7"z_|1| + |an|.
= ¢(2) = |an| (2] = 00) = [p(2)| = [2]"|¢(2)] = oo(|z] = 00) = Beh. ]

#0

Satz 10.3 (Fundamentalsatz der Algebra)
Sei p wie in obigem Hilfssatz. Dann ex. ein zg € C: p(29) =0
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10. Folgerungen aus den Integralformeln

Beweis
Hilfssatz = 3R > 0: [p(z)| > 1Vz € C mit |z| > R.
Annahme: p(z) # 0¥z € C. Dann ¢ := % € H(C) und |q(2)| <1 fiir z € C mit |z| > R.

q ist stetig = ¢ ist beschriankt auf Ur(0) = ¢ ist auf C beschrankt.
10.2 = ¢ ist konstant = p ist konstant, Wid! n

Satz 10.4 (Potenzreihenentwicklung)
Sei D C C offen, f € H(D),zy € D und r > 0 so, dass U,(z9) C D. Dann:

= Z an(z — 20)" Vz € Up(20)
n=0

wobei

_f (20 1
ey = L0 L[ IO
5

mit y(t) = 20 + pe',t € 0,27],0 < p <7

Beweis

(**) folgt aus (*), 5.4 und 9.6. O.B.d.A.: 29 = 0.
Sei z € Up(0) und sei R > 0 so, dass |z| < R <13
Y0(t) == 20 + R - €% (t € [0,27]).

o0
Sei w € Tr(fyo). Dann % =l | < 1, also {U(i”g = f(ul)”) : 1_1% = Zo Qi,(fi)lz"
n=
fw
/ S5 282w
Y0 n=0
—27rzf
8.4 f(w IO
= / Wdu)et = f(z) = 5 (L) "
n= n=0
_f<"><0>
Bemerkungen:

(1) 10.4 ist in R falsch.
Bekannt aus der Analysis: Die Funktion

_Je® JzeR\{0}
) _{0

ist auf R bel. oft db und f(™(0) = 0Vn € Ny.

Also: > %x” = 0 auf R.
n=0

(2) Die Entwicklung (*) gilt in der groften offenen Kreisscheibe um zj, die noch ganz in D
liegt. Sei 9 der Radius dieser Kreisscheibe (ist D = C, so ist » = 00). Sei R der KR der
PR in (*). Also : R > ry.
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Satz 10.5 (Konvergenzsatz von Weierstraf})

D C C sei offen, (f,,) sei eine Folge in H (D) und ( f,,) konvergiere auf D lokal gleichméfig

gegen eine Funktion f: D — C.
(1) f e H(D)

(2) (f]) konvergiere auf D lokal gleichméafig gegen f.

Beweis
(1) 5.1 = f € C(D). Sei A C D ein Dreieck. (f,,) konvergiere auf 0A

gleichméfig = [, f(z)dz & limy, oo Jon fn(z)dz .
9.7= f e H(D).

(2) O.B.d.A. f =0 auf D (ansonsten betrachte f, — f). Sei zo € D und r > 0
so, dak U,(zp) C D. Es geniigt zu zeigen:
(f1) konvergiert auf U %(zo) gleichméfig gegen 0.
Y(t) == zo + 1 - et(t €10,27]). My, ;== max |fn(w)]

wETr(y)
Vor = M, — 0.
S+ € Uyl 1) 2 g f, 5
wETr('y):]w—z|2§:>%g%
= |fn(2)] < %4%"2777" = M,

Also: |f1,(2)] < #12Vz € Ur (20)Vn € N und M,, — 0.
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11. Weitere Eigenschaften holomorpher
Funktionen

In diesem Paragraphen sei G C C stets ein Gebiet. Fast wortlich wie in Analysis I zeigt man:

Satz 11.1 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen)

> an(z — 20)™ sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0,

n=0
oo

essel f(z) = > an(z — 20)" fiir z € Uy (20), es sei (zx) eine
n=0

Folge in Ur(zo) mit z; — zp und es gelte f(z;) =0V k € N.

Dann: a, =0V n € Np.

Satz 11.2 (Identititssatz fiir holomorphe Funktionen)

Es sei f € H(G), 20 € G, (2x) eine Folge in G\{20} mit f(z;) =0V k € N
und zp — 2g.

Dann: f =0 auf G.

Beweis 5w
3r > 0: Up(20) CG. 104 = f(z) = > L&) (2 — 20 v 2 € Un(20)

n=0
ko €N: 2, € Up(20) V k> ko. 11.1 = f(2)) =0V n € Ny
=2€A={2€G: fM)=0YnecNy}. B:=G\A, ANB =1

oo n
Seia€ A. 30 >0:Us(a) CG. 104 = f(2)= > %(Z —a)"V z € Us(a)
n=0

ac€A= f"(a)=0VnecNy= f=0auf Us(a)

= (™ =0 auf Us(a) V n € Ny

= Us)(a) € A. A st also offen. Sei b € B. 3k € Ny : f*)(b) # 0;

%) stetig = Je > 0: U(b) € G und fF)(2) £0V 2z € U(b)

= Ue(b) C B; d.h. B ist offen. G ist ein Gebiet = B =0 = G = A = Beh. n

Bezeichnung

fir f € H(G): Z(f) :={z€ G: f(z) =0}.

Folgerung 11.3
(1) Ist f € H(G), f # 0 auf G und zp € Z(f), so existiert ein € > 0:

Ud20) CG, f(2) 0V z € Ud(z)
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11. Weitere Eigenschaften holomorpher Funktionen

(2) Ist f € H(G), 20 € G und gilt: f("(z) =0V n € Ny, so ist f =0 auf G.

Beweis
(1) folgt aus 11.2

(2) Verfahre wie im Beweis von 11.2 n

Satz 11.4
Sei G ein EG und f € H(G) mit Z(f) =0

(1) 3h € H(G): e" = f auf G

(2) Ist n € N, so existiert ein g € H(G): ¢" = f auf G

Beweis
(1) Bsist & € H(G). G ist ein EG = IF € H(G): F' = L auf G. ¢ := &
Dann: ¢ € H(G) und ¢/ = 0 auf G. (nachrechnen!)
Jee C: el =c¢- f auf G.
Klar: ¢ #0. 71 = 3a € C:ic=e* = f=el " auf G.

(2) Sei h wie in (1), g := en’. Dann: g" = el = f auf G. =

Satz 11.5
Sei D C C offen.

(1) Ist F € H(D), 0 € D, F(0) =0 und F’(0) # 0, so gilt: 0 € (F(D))°
(2) Ist f € H(G) nicht konstant, so ist f(G) offen.

(3) Satz von der Gebietstreue:
Ist f € H(G) nicht konstant, so ist f(G) ein Gebiet.

Beweis
(1) u:=ReF,v:=ImF. 4.1 = u,(0) = vy(0), uy(0) = —v,(0)
und F'(0) = u,(0) + iv,(0)
uz(0) uy(0) \ _ 2 2 _ 1m0 |2
= det< 0, (0) v, (0) > = ug(0)" +v5(0)° = |F'(0)]* # 0
Umkehrsatz (Analysis II) = 3U C D: 0 € U, U ist offen und F(U) ist offen. F'(0) =0 =
0 € F(U) = 36 > 0: Us(0) C F(U) C F(D).

(2) Sei wg € f(D). z.z. 36 > 0: Us(wg) C f(D).
O.B.d.A. wg=0. 3z € D: f(ZO) =wp=0. O.B.d.A. 2o =0.
Also: f(0) =0. Je > 0: Uc(20) C D.
104 = f(2) = ap + a1z + a2 + ... Vz € U-(0);
f(0)=0=0ap=0.11.3=3In e N:a, #0
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m :=min{n € N:a, # 0} (>1)

Dann: f(2) = 2™(am + Gmi12 + Gma2z? +...) = 2™ - g(2) Vz € U.(0),
wobei g € H(U.(0)) und ¢(0) = a,, # 0.

g stetig = 3r € (0,¢): g(z) # 0 Vz € U,(0)

U,(0) ist ein EG %' 3h € H(U,(0)): h™ = g auf U, (0)

Def. F € H(U,(0)) durch F(z) := zh(z).

Dann: F(0) =0, F'(2) = h(z) + zh/(2)

also F'(0)™ = h(0)™ = g(0) # 0, also F'(0) # 0.

Weiter: F = f auf U,(0). (1)= 3R > 0: Ur(0) C F(U,(0)).
d:=R™. Seiw € Us(0). 1.5=FweC:v"=w

Dann: [v|™ = |w| < d = R™ = |v] < R = v € Ug(0) C F(U,(0))
= 3z € U,(0) C D mit: F(z) =v.

=w=0v"=F(z)" = f(z) € f(D)

Also: Us(0) C f(D)

(3) 3.6 = f(Q) ist zusammenhéngend @ f(G) ist ein Gebiet.

Satz 11.6 (Maximimum-, Minimimumsprinzip (I))
f € H(G) sei nicht konstant.

(1) |f| hat auf G kein lokales Maximum

(2) Ist Z(f) =0, so hat |f| auf G kein lokales Minimum.

Beweis
(1) Sei zp € G und € > 0 so, dass Uc(z0) C G. wo = f(z0). 11.5 = f(Uc(20)) ist offen.
wo € f(UE(Zo)) =36>0: Ug(’LU()) - f(Ue(Z()».
Jw € Us(wp) : |w| > |wo|. Iz € Uc(20) : w = f(2).
Dann: [f(2)| = [w] > fwo| = [f(20)]

(2) Wende (1) auf% an. n

Satz 11.7 (Maximimum-, Minimimumsprinzip (II))
G sei beschriinkt, f € C(G) und es sei f € H(G).

(1) |f(2)] < max | f(w)| Vz € G

(2) Ist f(2) #0Vz € G, so gilt |f(2)] > HeuanG]f(w)\ VzeG

Beweis
(1) G ist kompakt, 3.3 = Jwg € G : |f(2)] < |f(wo)| V2 € G
Fall 1: wg € 0G: fertig
Fall 2: wy € G. Dann: |f(z)| < |f(wo)| Yz € G. 11.6 = f ist konstant auf G. f stetig =
f konstant auf G = Beh.
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11. Weitere Eigenschaften holomorpher Funktionen

(2) Falll: f(2) #0 Vz € G. Wende (1) auf % an.
Fall 2: 329 € G : f(20) = 0 Vor. = 29 € G = mgé |f(w)| = 0 = Behauptung. n
we

Definition
Sei A C G. A heit diskret in G : <= A hat in G keinen Haufungspunkt. ( <= Vzy €

G3Ir=r(z)>0: AﬂUr(zo) =0)

Aufgabe: Ist A diskret in G, so ist A héchstens abzéhlbar.

Satz 11.8

Sei f € H(G) und f nicht identisch 0 auf G.

Dann ist Z(f) diskret in G.

Ist z9 € Z(f), so existiert ein m € N und ein g € H(G):

F(2) = (= = 20)™g(2) V= € G und g(z0) # 0

m und g sind eindeutig bestimmt. m heift Ordnung (oder Vielfachheit) der Null-
stelle zg von f. (" f hat eine m-fache Nullstelle")

Beweis

11.3 = Z(f) ist diskret in G. O.B.d.A: 2o =0. Ir > 0: U,(0) C G.
104 = f(2) =ag+ a1z + a2’ + ... V2 € U.(0). f(0) =0 = ap =0
112 = 3neN:a, #0, m:=min{n € N: a, # 0}

Dann: f(z) = 2" (am + ams12 + ... ) = 2™p(z) Vz € U,(0)

=p(2)
Es ist ¢ € H(U,(0)) und ¢(0) = a,, # 0

Definiere g : G — C durch
f(z) P 0
9(2) = { o t7

am ,2=0

Dann: f(z) = z2™g(z) Vz € G, ¢(0) = am, # 0,9 = ¢ auf U,(0), also g € H(G) n

Aufgabe: Sei f wie in 11.8, zg € G und m € N. Dann:
f hat in zg eine m-fache Nullstelle <= f(20) = f'(20) = ... = f™ D(z) = 0 und ™) (2) # 0

Satz 11.9
Sei f € H(G).

(1) Sei g:G x G — C definiert durch

JE=IW) Ly,
g(z,w) =4 =7

f'(2) 2= w

Dann ist g stetig.
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(2) Ist 29 € G, so existiert ein € > 0:

Ue(z0) € G und (*) |f(2) = f(w)| > 3]f'(20)l]z — w| Vz,w € Ue(2o)
Ist f'(20) # 0, so ist f auf Uc(20) injektiv und = ist auf f(Ue(20)) stetig.

Beweis

(1)

Es geniigt zu zeigen: ist zg € G, so ist g stetig in (20, 20) € GXG, e > 0: |g(z,w)—f'(20)| < €
Sei e >0.30 > 0:Us(z0) C G und |f'(w) — f'(20)] < e Vw € Us(20)

Seien z,w € Us(zp).7y(t) := z + t(w — 2) (t € [0,1]), dann :

Tr(7) C Us(z0).

Us(zo) ist ein Sterngebiet und f’ hat auf U(;( ) dle Stammfunktion f.

9-2=>ff’( )d§ = f(w) = f(z) = f(w) ff’ w — z)dt

Ist 2 #w = g(z ff’
Istz:w:>'y()—th€[O 1]

1 1
= ff’(v(t))dt = ff’(Z)dt = 1'(z) = 9(2,2)

. °
Also: g(z,w) = [ f'(v
0

Dann:
1

1
19(z,w) = f'(z0)l = | [ f'(2(1)) = f'(20)dlt] < Of /' (v(t) = f'(20)| dt < €

0

<e
(2) Aus (1): |g(z,w)| = |f'(20)] ((z,w) = (20,20)) = Fe > 0: Uc(z0) € G und |g(z,w)| >
31 (20)| Vz,w € Ue(20) = (%)
Sei f'(29) # 0.(x) = f ist injektiv auf Ue(2g)
Seien \, i € f(Uc(20)); 2 := f~1(\),w == f~1(p)
0= £ W) = 12— wl < A=l .
Satz 11.10

Sei f € H(G), zo € G und f'(z9) # 0
Dann existiert ein 7 > 0: U,(z9) C G,

(1) f ist auf Uy(z0) injektiv und f/(z) # 0 Vz € U, (20)
(2) f(Uy(z0)) ist ein Gebiet
(3) F7 € H(F(U(0))) wnd (F71) () = ey Yoo € F(U(20))

Beweis

(1)

Sei € > 0 wie in 11.9(2), f’ ist stetig = Ir € (0,¢) : f'(2) # 0 Vz € U,(20)

(2) folgt aus 11.5
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11. Weitere Eigenschaften holomorpher Funktionen

(3) Sei wo € f(Ur(20)) und (wn) eine Folge i 1n F(Ur(20))\{wo} mit: wy, — wy.
Zn o= [ wy), 2= f7 (wo). 11.4 = f~1 stetig in wo = 2, — 2

fﬁl(wn)_fil(wo) _ Zn—2 1 _ 1
T wemwe TG)F® TG T FU(w0)
Also ist f~1 in wo komplex differenzierbar und (f~!

1
)V (wo) = 7=ty .

Satz 11.11
Sei f € H(G) auf G injektiv. Dann:

(1) 2(f)=0
(2) /4 € H(F(G)) und (/7 (w) = gy fie Yoo € F(G)

Beweis

(1) Annahme: Sei zp € G mit f'(z9) = 0, wo := f(20). O.B.d.A. wy = 0 = 2. Also f(0) =
F1(0) =0
11.8 = 3Im > 2;3g € H(G) mit f(z) = z™g(z) Vz € G und g(0) # 0.
11.3 = 3 > 0: f(2) # 0¥z € U.(0) und U.(0) C G. Also g(z) # 0 Vz € U.(0). 11.4 =
I € H(U:(0)) mit ™ = g auf U.(0). Def. ¢ € H(U-(0)) durch (z) := z1)(2) (z € U(0)).
Dann: @™ = f auf U(0); (0) = 0, ¢'(2) = ¥(2) + 2¢'(2), ¢'(0)™ = 4(0)™ = g(0) # 0
also ¢’'(0) # 0. O.B.d.A. ¢/(z) # 0 Vz € U.(0). Klar: ¢ ist auf U.(0) 1nJekt1V
0=¢p(0) € cp(UE(O)). 11.5 = 36 > 0: Us(0) C ¢(U(0)) 11.10 = ¢~ € H(p(U(0))), 11.5
= U := ¢ 1(Us(0)) ist offen. Klar: 0 € U, U C U.(0) und (*)¢(U) = Us(0).
Sei z1 € U\{0}; a1 := p(21); w1 := f(z1) # 0. af* = ¢(21)" = f(z1) = w1 = a1 #0. 1.5
= a ist eine m-te Wurzel von wi; m > 2 = 3Jag : ay* = a]* = wy mit a; # as.

(%)
ai = wip = @(z1)™; laz] = |lp(z1)] < d = a2 € p(U) = Fz2 € U : ag = ¢(22) = f(22) =
o(22)™ = ay' = wy = a" = f(z1) = f(z1) = f(22) Widerspruch zu f injektiv!

(2) folgt aus (1) und 11.10 [

Definition
Sei zp € G; a > 0; y1,72 : [0,a] — C seien glatte Wege und

V() # 0Vt € [0,a],j = 1,2 und 71(0) = 20 = 72(0). £(71,72,20) := argy3(0) — argv1(0) =

arg 3? Eg; Orientierter Winkel von 1 nach 79 in zj.

Satz 11.12 (Winkeltreue)
Sei f € H(G), z0 € G und f’(z) # 0. Dann:
é(f ° 71, f © 72, f(ZO)) = 4(717 72, ZO)

Beweis

Lji=fon; (=1,2). T5(t) = f'(7;(£)7;(t) I5(0) = f'(20)7;(0) # 0.
3b € (0,a) mit I';(t) # 0 vt € [0,].

Z(I'1, g, f(20)) = argp?% =arg égog Z(71572, 20) m
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Definition
(1) G1 und Gy seien Gebiete in C. Ist f € H(G1) injektiv auf G; und gilt f(G1) = Ga, so
heift f eine konforme Abbildung von G auf Gs.

(2) Ist f: G — G eine konforme Abbildung von G auf G, so heifst f ein Automorphismus
von G:

f € Aut(G).

Satz 11.13
G1,Go seien Gebiete, f : G — Go sei eine konforme Abbildung von G auf G und G sei
ein Elementargebiet. Dann ist G2 ebenfalls ein Elementargebiet.

Beweis
Sei g € H(G3), h:= (go f)f. Dann h € H(G1),G1 EG = 3 eine Stammfunktion ® von h,
F :=®o f~! ist dann SF von g, g war beliebig = G9 ebenfalls EG. n
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12. Das Schwarzsche Lemma

D:={z€C:|z| <1}

Satz 12.1 (Schwarzsches Lemma)
Es sei f € H(D), f(D) € D und f(0) = 0.
Dann:
[f(2)] < [2Vz € D und |f/(0)] <1 ().
Ist [f/(0)] = 1 oder |f(z0)] = lz0| fiir ein 29 € D\{0}, so ex. ein A € ID mit:
f(z) = Az
Beweis

O.b.dA: f#£0.11.8 =3Jg€ HD) : f(2) = zg(2). Sei z € D. Wahle r > 0 so, dass r < 1 und

T—>1

11.7
2] < 7. Dann: [g(2)| < max lg(w)] = max JEk < 372 lg(2)] < 1. Also Jg(2)] < 1¥2 € D.

f'(z) = g(2) + 2g'(2) = ['(0) = g(0) Also gilt (*)- Es sei [f/(0)] = 1 oder |f(z0)] = |0l
fir ein zp € D\{0} = [g(0)| = 1 oder |g(z0)] = 1 = |g| hat ein Maximum in D. 11.6 =
g konstant = 3IX € C : g(z) = A Vz € D. Dann: f(z) = Az. Es ist |A\| = |g(0)] = 1 oder

Al = |g(20)| =1= X € OD. ]
Definition

Sei a € D und S, € H(C\{2}) def. durch S,(z) := =%

Beachte 1

i = |a‘ > 1, also 2 ¢ D. Sy(a) =0, S,(0) = —a.

Satz 12.2
Sei a € D. Dann:

1) S, ist auf C\{1} injektiv.

2 =S_,auf D

4) S,(D) =D

(1)
(2) S
(3) Sa(0D) =D
(4)
(5) Ist A € O, so ist AS, € Aut(D).
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12. Das Schwarzsche Lemma

Beweis
(1) Nachrechnen.

(2) w=058:(2) = = z—a=w-aw <= 2(l+aw)=w+a z:fi‘%‘zv:
S_a(w)

(3) Sei |z = 1, also z = eit(t € R).[Sy(2)] = | €24 | = |-7oza_ | = L€ _ 1 Also:

1—ae® e't(e~t—a) leit|[eit—al
2)

S4(9D) C 8D, ID &

Sa(S—q(0D)) C S,(0D).
5/—/
WEglﬁ)cn
(4) Sei z € D. |S,(2)] < max |S,(w)| ® 1= S9,(D) CDSeizeD, w:= S,(2). Annahme:

|w|=1
lw| =1 Q) z| = |S_g(w)] = 1 Wid. Also S,(D) C D. Genauso S_,(D) C D. Dann

|
D = S, (S_4(D)) C S,(D)

(5) folgt aus (1) und (4). -

Satz 12.3
Sei f € H(D)
feAut(D) und f(0) =0 < IN€ID: f(z)= Az

Beweis
"<": Klar
"=": Dann f~! € Aut(D), f~1(0) = 0. Sei z € D, w := f(2); dann:

12.1 12.1
z=f"Hw), |z| = |fHw)| < |w|=]|f(2)] < |z| Also |f(2)| = |z| V2 € D. 12.1 = 3\ € OD :
f(z) =Xz Vz e D n

Satz 12.4
Aut(D) = {AS, : A € D, a € D}

Beweis

11122 (5)

"C": Sei f € Aut(D), a:= f~1(0) €D. g:= foS,; g € Aut(D) und g(0) = £(S.(0)) = f(a) = 0.
123=3IX€dD:g(z) = Az. Esist f =goS, = \S,
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13. Isolierte Singularitaten

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei stets D C C offen, 29 € D, D = D\{zp} und f
H(D).
zo heiftt dann eine isolierte Singularitét von f.

Definition
2o heifit eine hebbare Singularitidt von f :& 3h € H(D) : h = f auf D. I.d. Fall ist
eindeutig bestimmt und wir sagen kurz: f € H(D).

Beispiel
D:(C,Z():O
sinz 1 2 2P 22 2
— = — PR — —_— e e . .« e :1_7 —_— e e . o e
/() z z<Z 3!+5! + ) 3!+5! *
::?zr(z)

Dann: h € H(C). h = f auf C\{0}. f hat also in 0 eine hebbare Singularitét.

c

h

Satz 13.1 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) .
f hat in zp eine hebbare Singularitit < 36 > 0 : Us(z0) € D und f ist auf Us(zo)
beschrankt.

Beweis

=: klar

< M = sup,cy,(z)| f(2)]. Def: g : D — C durch:

Z— Z 2 V4 z ‘
g(z):_{< 0f(z) .z€D

0 , 2= 20

9(2)
zZ—20

Fiir z € Us(20) : ‘9(3)—9(%) _

zZ—20 _

= |f(2)(z = 20)| < M|z — 2
= ¢ ist komplex db in zp, also g € H(D) und ¢'(2¢) = 0.

Fall 1: g =0 auf D. Dann: f =0 auf D

Fall 2: g # 0 auf D. Es ist g(20) = ¢'(20) = 0. 11.8 = 3h € H(D) : g(2) = (2 —20)%h(2)Vz € D.

Dann: h = f auf D.
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13. Isolierte Singularitéiten

Satz 13.2
2o ist ein Pol von f :< 3Im € N, 39 € H(D) mit:
f(z) = &Vz € D und g(z) # 0.
(z —z9)™

I. d. Fall ist m eindeutig bestimmt und heifst die Ordnung des Pols zp von f

Beweis .
Seien m,l € N, g,h € H(D), g(z0) # 0 # h(zp) und (Zf(;))m = f(z) = (Z}i(jg)l Vz e D.
Annahme: m > [, also m —1 > 1. h(zg) # 0. 36 > 0 : Us(29) € D und h(z) # 0Vz € Us(2).
Fiir z € Us(z) : Z%g = (2 — 20)" L = g(20) = 0. Wid! Also: m < I. Analog: | < m. n
Satz 13.3
Hat f in 2 einen Pol, so gilt: |f(2)| — oo (z = 20)
Beweis
Folgt aus 13.2 ]
Beispiele:

(1) f(z) =1. f hat im Nullpunkt einen einfachen Pol.

(2) f(z)= ;% f hat in 0 einen Pol der Ordnung 17.

Definition
zo heifit eine wesentliche Singularitit von f :< zp ist nicht hebbar und kein Pol von f.

Beispiel

f(z)=e: (D=C,z =0)

zn = £, f(2) = €" = 0o(n — 00), 2, — 0. 13.1 = 0 ist nicht hebbar.

wy =1 =—L |f(w,)| = |e7™| =1V¥n € N, w, — 0. 13.3 = 2y = 0 ist kein Pol von f. f hat

also in zp = 0 eine wesentliche Singularitét.

Satz 13.4 (Satz von Casorati-Weierstraf)
f habe in zy eine wesentliche Singularitidt und es sei § > 0 so, dass Us(z9) € D. Dann:

f(Us(z0)) = C

d.h. ist b€ C und e > 0, so existiert ein z € Us(z) : |f(z) — b| < e.
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Beweis ' '
Seib e C u?d e > 0. Ann: |f(z) — b] > eVz € Us(2p). g := ﬁ. Dann: g € H(Us(zp)) und
lg| <L auf Us(z). 13.1 = g hat in 2y eine hebbare Singularitit. Kurz: g € H(Us(2))

€ .
Fall 1: g(z0) # 0. O.B.d.A: g(z) # 0Vz € Us(z). [ = %—i— b auf Us(zg) = f hat in zp eine
hebbare Singularitat.
Fall 2: g(z9) = 0. 11.8 = 3Im € N,p € H(Us(z0)) : g(z) = (z — 20)"¢(2) Vz € Us(zp) und

©(z0) # 0. O.B.d.A: ¢(z) # 0Vz € Us(zp). Def: ¥ : D — C durch:

U(z) = {“0(12) % € Us(z0)
(z—20)™(f(z) =b) ,z€D

W ist wohldefiniert: Fiir z € Us(z) :
und U(zg) = @ #0

h(z) :=¥(z) +b(z — 20)" (z € D). Klar: h € H(D)

h(z0) = ¥(z9) # 0. Weiter: Mo) TGy = f(z) =b4+b=f(z)Vze D e f hat in zg

(z—20)™ (z—2z0)™

einen Pol. Wid! ]

ﬁ (z — 20)™(f(2) — b). Dann: ¥ € H(D)

Satz 13.5 (Klassifikation)
Die isolierte Singularitat zg von f ist

(1) hebbar < 3§ > 0: Us(29) € D und f ist auf Us(zp) beschrankt.
(2) ein Pol von f < |f(2)| = oo (2 = 20)

(3) wesentlich < V6 > 0 mit Us(zg) C D gilt: m =C

Beweis
(1) 13.1

(2) =:13.3
<: Vorr. und 13.1 = zy nicht hebbar. Vorr. und 13.4 = zy nicht wesentlich

(3) =:134
<: Vorr. und 13.1 = zg ist nicht hebbar. Vorr. und 13.3 = zq ist kein Pol! n

Beispiele: ) '
(i) f(z) =e=. Ubung: f(Us(0)) = C\{0} ¥§ > 0.

(ii) f(z) =sini. Ubung: f(Us(0)) = C V5 > 0.
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14. Laurententwicklung

Fiir 29 € C: Uso(20) := C, Uno(20) = C\{zo}, 0 = 00. Erinnerung: Satz 9.5: Sei vy ein stiickweise
glatter Weg in C, ¢ € C(Tr(7)) und g(2) = 5= fv i(wz dw (z € C\Tr(y)). Dann:
g € H(C\Tr(v)).

Satz 14.1

Seien 0 < r < R<oo; A:={2€C:r < |z| < R}und f € H(A). Fiir s € (r,R) sei
vs(t) := se', t € [0,27] und J(s) := f% f(z)dz.

Dann ist J konstant auf (r, R).

Beweis
( ) = 2f(2) (z € A). Dann: f(z) = %2 und g € H(A).
g(zz (z)d 2” g(se )sze“dt 027r ig(se)dt
J ist auf ( ) db und J’( ) = OQWi;lsg(se” dt = fo ig'(se)ettdt = 027r g (se)sielldt =
OQW g (vs(O))Yi(t)dt = 1 f J( dz 20 = J(s) konstant. n

Satz 14.2 (Laurententwicklung)

Sei A wie in 14.1 und f € H(A). Dann existieren eindeutig bestimmte Funktionen g €
H(Ug(0)) und h € H(U1(0)) mit:

(*) f(2) = g(2) + h(2) Vz € A und h(0) =0

(*) heiftt die Laurentzerlegung von f, g heift Nebenteil von f und die Funktion z — h(%)
ist der Hauptteil von f.

Beispiel1
f(z) =ex A=C\{0} (r=0,R = o0). Es gilt:
flz)=1+ (e% —1),also g(z) =1, h(z) =e* -1
Beweis
1. Eindeutigkeit: es sei g,g1 € H(Ug(0)), h,hy € H(U1(0)); h1(0) = 0 = h(0) und g(z) +
h(z) = f(z) = a(z )+h1( ) Vz € A
G:=g9—g1 € HUR(0)), H —hl—hEH(U%(O))
= G(z) = H(Y) Vz € A Damn ist F': C — C, definiert durch
G(z) (2l <R)
F(z) = { .
H(Z) (2] >7)
Sei (2,) eine Folge in C und |2,| — co. Dann (1) — 0 und 2, > r Vn > ng. F(z,) =

auf C wohldefiniert. F' € H(C).
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14. Laurententwicklung

H(Z-) = hi(5;) = h(5;) = ha(0) = h(0) =0

Also F(z) — 0 (2| — oo) Somit:

Jdo > 0:|F(z)] <1Vze C\U,(0). F stetig auf U,(0) = F ist auf C beschrénkt. 10.2 =
F' ist auf C konstant; wegen F(z) — 0 (2 — oo) folgt: FF =0

2. Existenz: fehlt hier nicht was ? Doch! n
Definition
Sei (an)nez eine Folge in C,zp € C und A C C. Eine Reihe der Form Z an(z — o)™ heiftt

n=—oo
eine Laurentreihe.

oo oo

Diese Reihe heifit in z € C (absolut) konvergent : <= > an(z — 20)"” und > a_p(z — 2z0)™"
n=0 n=1

konvergieren (absolut).

o0 o0 oo
In diesem Fall: Y an(z2—20)" := Y an(2—20)"+ > a—n(z—20)"". Die Laurentreihe heift
n=0 n=1

auf A (lokal) gleichméfig konvergent : <= > an(z—20)" und Y a_n(z — z0)~" konvergieren
n=0 n=1
auf A (lokal) gleichméfig.

Satz 14.3
Sei0<r<R<oo,A:={z€C:r<|z—2)|<R}und f € H(A).

oo
Dann hat f auf A die Laurententwicklung f(z) = >  an(z — 20)". Die Laurentreihe
n=—o00

konvergiert auf A absolut und lokal gleichméfig. Die Koeffizienten a,, (n € Z) sind eindeutig
bestimmt. Ist » < p < R und v(t) := 2z + pe® t € [0,27], so gilt:

271

:if O n+1den€Z
5

[e.°]

> an(z — 20)™ heifst Nebenteil von f,
n=0

a2

nzzjl a_n(z—29) " = Za:zlo + o e heift der Hauptteil von f.

Beweis
O.B.d.A: 29 = 0. 14.2 = 3g € H(Ug(0)),3h € H(U.(0)) : f(z) = g(z) + h(1) Vz € A und

h(0) = 0. 10.4 = g(z) = > anz" Yz € Ur(0) und h(z) = > bp2" Vz € Ui. Setze a_y, := by,

n=0 n=0
o0
firn > 1. Dann: f(z) = ). an,z". 5.4 = die Laurentreihe konvergiert auf A absolut und lokal
n=-—o00

gleichméfig.

14.2 = g und h sind eindeutig bestimmt

5.4 = a, eindeutig bestimmt fiir n € Z. Sei n € Z; v(t) := pe (t € [0,27]) r < p < R. Sei
w e Tr(y):

o0
f(w —n—1
= 3 aw
V=—00

Die letzte Reihe konvergiert auf Tr(vy) gleichméafig.
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fw) _ y—n-1
8.4:>fwn+1— > ay /w -

¥ v=—00

v
—_———

0 v#En
2m v =n

Satz 14.4 ' ‘
D C Cseioffen, zgp € D, D := D\{z0} und f € H(D) (zo ist also eine isolierte Singularitét).
Sei R > 0 so, daf Ugr(z9) € D. f hat also, nach 14.3, auf UR(Z()) die Laurententwicklung

f) = 3 an(z—2)" (2 € Un(z0))

n=—00
(1) f hat in zp eine hebbare Singularitit <= a_, =0Vn € N
(2) f hat in zp einen Pol der Ordnung m € N <= a_,, #0,a_, =0VYn >m

(3) f hat in zg eine wesentliche Singularitdt <= a_,, # 0 fiir unendlich viele n € N

Definition
Vorraussetzung wie in 14.4. Res(f, z9) := a—1 heift das Residuum von f in z.
Ist 0 < p < Rund v(t) = 20 + pe' (t € [0, 27r]) so folgt aus 14.3:

Res(f, 20) 2mff

Beweis
(1) Klar.

(2) O.B.d.A: 2y = 0.
“=%132=39g€ HD): f(2) = % Vz € D und g(z0) # 0
104 = g(z) = cotcrz+ez®+... V2 € Ug(0) = f(2) = S5+ +. .+ 4+ Z 2

n=m
Vz € Ug(0). Eindeutigkeit der Laurententwicklung = co = a_p,, also a_,, = g(0) # 0;
weiter: a_, = 0Vn >m

&)
“Ef2) =Y a2+ 4+ +
n=0

(0)

o
= 2"f(2)=a_m+...+a_12™ 4+ Zanz”+m Vz € Ug(0)
n=0

~~

=:9(2)
Es ist g € H(Ur(0)), g(0) = a—p, # 0 und f(z) = % Vz € Ugr(0). 13.2 = f hat einen
Pol der Ordnung m.

(3) folgt aus (1) und (2). [ ]

Beispiele:
(i) f(z) = ﬁ Laurententwicklung in C\{1}: f(z) =

(i) f(z) =

Fiir |z[

P 1, Res(f,1) =

Laurententwicklung in {z € C: 1 < |z| < oo}.
1

Zn

z—1

1 1.1 _ 1
T oz1— z

13

|-

n=0
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14. Laurententwicklung

(ifi) f(z) = <=

. Laurententwicklung in C\{0}. f(z) =

1 1 z 23 1

;_?Zﬁ‘a—aﬂ‘—..., Reb(f,O)——§
N——

Hauptteil Nebenteil
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15. meromorphe Funktionen,
Moebiustransformationen

Definition
Es sei oo irgendein Element ¢ C. C := C U {oo} heifst die Vollebene. co heifit “der Punkt
oo, Wir definieren:

z+oo:i=oc0otzi =0 —z:=2z—00:=00 Vz € C;
00z 1= 200 := 00 Vz € C{0}; Z :=0(z € C), § := o0 (2 € C\{0})
S = {(21,22,73) € R® : 23 + 23 + (23 — 3)> = 1} heift Riemannsche Zahlenkugel.
N :=(0,0,1) wird als Nordpol bezeichnet .

Deﬁnitign
o:85 — C durch

o(N):=o00
0($1,1‘2,$3) = lfl + 922 fiir (.%'1,.%2,.%3) S S\{N}

T3 1—z3

o heifst stereographische Projektion. Anschaulich (nachrechnen!): Ist P € S\{N}, so trifft
die Gerade durch N und P die komplexe Ebene im Punkt o(P).

Satz 15.1 R X
o ist injektiv auf S und o(S) = C. 0! : C — S ist gegeben durch

o (o00) =N, o71(2) = 1+}Z‘2 (Rez,Imz, |z|?), falls z € C.

Satz 15.2 (Der chordale Abstand)

Seien z,w € C. d(z,w) := ||o~(z) — o' (w)|| heikt der chordale Abstand von z und w
(wobei || - || = eukl. Norm im R3).

Fir z,w,u € C : d(z,w) > 0; d(z,w) = 0 & 2z = w; d(z,w) = d(w,2); d(z,w) <
d(z,u) + d(u,w) (A—Ungl.)

A

(C,d) ist also ein metrischer Raum.
Fiir z,w € C : d(z,00) = (14 |2]?)72; d(z,w) = |z — w|(1 + |2?) "2 (1 + |w|?) "2

Beweis
Ubung! n
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15. meromorphe Funktionen, Moebiustransformationen

Definition
Sei (zp,) eine Folge in C und zy € C.(z,) konvergiert in C gegen 2 :< d(2p, 20) — 0(n — o0)

Aus 15.2 folgt:

Satz 15.3 R X
Sei (z,) eine Folge in C, 2y € C

(1) d(zn,20) > 0= |2z, — 20| = 0

(2) d(zn,00) = 0= |z, = 00

Ersetzt man |z —w| (z,w € C) durch d(z,w) (z,w € C), so lassen sich die topologischen Begriffe
der §en 2,3 auch in C definieren.
Beispiele:
(1) Sei A C C. Eine Funktion f : A — C heifit stetig in 29 € A :< fiir jede Folge (z,) in A
mit d(zy,, 20) — 0 gilt: d(f(zn), f(20)) — 0.

(2) A C C heift offen 1 Va e A35=6(a) >0:{z e C:d(za) <3} C A

Konvention
Sei D C C offen. z9 € D.f € H(D\{20}) und z¢ sei ein Pol von f. Wegen 13.5 und 15.3 setzt
man f(zp) := oco. Dann ist f auf ganz D definiert, also f : D — C und in jedem z € D stetig.

Definition )
Sei DC Cund f:D — Cund P(f) :=={z€ D: f(z) = oco}.f heillt auf D meromorph :&

(i) P(f) ist in D diskret

(i) fip\p(r) € H(D\P(f))

(iii) jedes zp € P(f) ist ein Pol von f.

M(D):={f: D — C: f ist auf D meromorph }

Beispiele:
(1) P(f) = 0 zugelassen. Dann: H(D) C M(D).

(2) Seien f,g € H(D),g # 0 auf D. Dann g € M(D).P(g) C Z(g).
(3) f(z) = ﬁ,P(f) = {&,k € Z\{0}}.0 ist kein Pol von f, 0 ist HP der Pole ;=-. Also:
f & M(C), aber f € M(C\{0}).

Moebiustransformationen:

Seien a, b, c,d € C und es gelte ad — be # 0. Eine Abbildung der Form T'(z) := ‘c‘jis heifst eine
a b

e d ) := @7 heifit

Moebiustransformation (MB) (z € C). Also: T : C — C. Die Matrix (

die zu T gehorende Koeffizientenmatrix.
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Bemerkungen:
(1) Die Bedingung ad — be # 0 sichert, dass T nicht konstant ist.

(2) Seic:0:>d7é():>T(z):%z+§. T'(00) = 00, Tjc € H(C).

(3) ¢#0. T(c0) = ;T (—4) = 0. — % ist ein Pol der Ordnung 1 von T'; T' € M (C).

c’ c

M :=Menge aller Moebiustransformationen.

Satz 15.4
Seien T, S € M.

(1) T(C) = C; T ist stetig und injektiv auf C; 7= € M; T~ (w) = %

(2) ToSeM. Opog = Pp - Pg

M ist also eine Gruppe.

Beweis
Ubung! [ ]

spezielle Moebiustransformationen:
T(z) := az (Drehstreckung)
T(z):=z+a (Translation)
T(z):=1 (Inversion)

Satz 15.5
T € M lasst sich darstellen als Hintereinandersausfiihrung von Drehstreckung, Translation
und Inversion.

Beweis

Sei T'(z) = %45

Fall 1: ¢=0. Dannd#OundT(z):%z—i—%. SetzeT1:%zundT2:z+2:>T:TgoT1.

b_ad
Fall 2: ¢ # 0. T(2) = & + ﬁ =a+ zfv' Ti(z) =z 4+ v; Ta(2) == 15 Ty(z) = Bz; Tu(z) ==
z+a=T=Tyo0T30T507Tj. n

Satz 15.6
Sei T'€ M. Dann hat T einen oder zwei Fixpunkte oder es ist T'(z) = z.
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15. meromorphe Funktionen, Moebiustransformationen

Beweis

Sei T(z) = 45

Fall 1: T'(oc0) = oco. Dann ist ¢ = 0,d # 0. = T'(z) = Gz + % = az + . Sei z; ein Fixpunkt von
T,z1 #00. Also z1 =az1 + < (1 —a)z; = 0.

Fall 1.1: a=1==0=T(2) = 2.
Fall 1.2: a# 1= 2 = %
Fall 2: T'(00) # 0. Sei zg € C. T'(20) = 20 < azp + b = zp(czp + d) quadratische Gleichung =

ein oder zwei Losungen. n

Definition
Seien z1, 22, 23 € C paarweise verschieden. Fiir z € C heifst

z—z1 . z2—21
=22 falls z1, 29,23 € C

1 (0.
DV (z, 21,29, 23) = Z=2 ’
: z=21 _
— , falls z9 = o0
zZ—Z]1 —_
P , falls z3 = o0

das Doppelverhéiltnis von z, zq, 29, 23.

Satz 15.7
Seien z1, z2, 23 € C wie oben.

(1) Sind 17,75 € M und gilt Tl(Zj) = TQ(Zj) (] = 1,2,3) =T =1Ts.

(2) Esist T(z) := DV (z, 21, 20, 23) (2 € C) eine Moebiustransformation. T ist die einzige
Moebiustransformation mit T'(z1) = 0; T(z2) =1 ;T(23) = oc.

(3) Sind wy,wq,ws € C paarweise verschieden, so existiert genau ein S € M : S (zj) =

wj (j=1,2,3)
(4) DV (z,21,22,23) = DV(8(2),5(21),5(22),5(23)) V2 € C VS € M (Invarianz des
Doppelverhéltnisses)
Beweis

(1) T =Ty o Ty. 15.4 =T € M. T(z) = Ty (Ti(z)) = Ty NTa(z)) = 2 (5 = 1,2,3).
156 =T(2)=2V2eC=T, =Tb.

(2) Klar: T € M. Nachrechnen: T'(z1) = 0; T'(22) = 1; T(23) = oo. Eindeutigkeit folgt aus
(1).

(3) Eindeutigkeit: (1). Existenz: T1(z) := DV (z, 21, 22, 23); Ta(z) := DV (2, w1, w2, w3). S 1=
Ty o Ty S(z1) = Ty Y (Ti(21) € T31(0) Y wy. Analog: S(z0) = wa; S(z3) = ws.

(4) Ubung. n
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Kreisgleichung:

Seizg €C,r >0z —2|=re(z—2)Z-%)=r’c |22 -2z — 202+ 20?12 =0<
|z]2+az+az+B =0, wobei a = —29 € C.8 = |20]>—r? € Rund |a|>— 8 = |20]?> —|202+72 > 0,
also 8 < |a.

Geradengleichung;:
mx+ny+d =0 (m,n,d,z,y € R). v =Rez, y =Ilmz;a = §+i§ € C, f:=d € Rmaz+ny+d =
0 az+az+5=0.

Fazit:
Sinda € C,3 € R, soist e|z]? +az+az+B=0

- Die Gleichung eines Kreises, falls ¢ = 1 und 8 < |a|?

- Die Gleichung einer Geraden, falls ¢ = 0.

Satz 15.8
Sei T € M. T bildet eine Gerade (einen Kreis) auf eine Gerade oder einen Kreis ab.

Beweis

Die Behauptung ist klar fiir Drehstreckungen und Translationen. Wegen 15.5 geniigt es die
Behauptung fiir Inversionen (7'(z) = 1) zu zeigen. Sei e|z|*+az+az+3 = 0. die Gleichung einer
Geraden oder eines Kreises und w = 1. Dann: 5@—#@%—%&%4—5 =0 = et+aw+aw+b|w* = 0.

Fall 1: 8 =0 — Gerade.

Fall 2: 3 # 0. Dann: 5 + (%)w + Fw+ lw|? = 0 — Kreis. n

Beispiel
Bestimme ein 7' € M mit: T(0D) = RU{oo}.z1 = 1; 20 =4; 23 = —1.7(2) := DV (2,1,i,—1) =

—i24.15.7 = T(1) = 0; T(i) =1; T(—1) = 0. 15.8 = T(dD) = R U {oc}.
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16. Die Umlaufzahl

Hilfssatz:
Sei o eine Menge von zsh. Teilmengen von C mit ()., A # 0. Dann ist (J 4, A zsh.

Beweis
Fast wortlich wie Hilfssatz 3 in §9. n

Definition
Sei D C C offen. C' C D heift eine (Zusammenhang-)Komponente von D :& C' ist zsh. und
aus C C C7 C D. (4 zsh. folgt stets C' = C}.

Beispiel
D = U;(0) UU;(3) Dann nennt man U;(0) und U;(3) die Komponenten von D.

Satz 16.1

Sei D C C offen und K C C kompakt.
(1) Ist C C D eine Komponente von D, so ist C' ein Gebiet.
(2) Sind C, Cy Komponenten von D, so gilt: C1 N Cy = 0 oder C1 = Cs.
(3) Ist 29 € D, so existiert genau eine Komponente C' von D : zy € C.

(4)

4) C\K hat genau eine unbeschriankte Komponente.

Beweis
(1) Seizp € C. 36 >0:Us(z9) € D. Cy:=CUUs(2) C D. Klar: C C Cy. HS = C zsh. C
Komponente von D = C = C; = Us(z9) C C = C offen = C Gebiet.

(2) Sei C1NCy# 0. C:=C1UCy. HS = C zsh. Klar: C; CC C D.
C7 Komponente von D = C =C1 = Cy C C1 C D.
Cy Komponente von D = C = (5.

(3) o:={ACD:Aistzsh., 29 € A}. 20 € [y, A H:S C:=Upes Azsh.Sei C C C; €D
und Cy zsh. Dann: Ci €e o= C; CC=C1 =C.

(4) Ubung. n
Definition
Sei 7 ein stiickweise glatter und geschlossener Weg in C und es sei z ¢ Tr(7). n(v,z) == 5= [ %
gl

heifst die Umlaufzahl von v beziiglich z. n(y™, z) = —n(y, 2).
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16. Die Umlaufzahl

Satz 16.2
Sei v wie oben und D := C\Tr(7).

(1) n(y,2) € ZVz € D.
(2) Ist C eine Komponente von D, so ist z — n(7y, z) auf C konstant.

(3) Ist C die unbeschrénkte Komponente von D, so gilt: n(y,z) =0 Vz € C.

Beispiele:
(1) Sei k& € Z\{0},7 > 0,20 € C und ~(t) := z + re’** (¢t € [0,27]).01 = U, (20);Co =
C\Uy(z0) und die Komponente von C\Tr(y). Sei z € Cs. 16.2(3) = n(y,z) = 0. Sei

16.2(2 _
z € Cr.n(y, 2) 22) n(v,z9) = %m 027r Te%mzkre’ktdt =k.

(2) Sei
t —2<t<2

(1) = { 2-2) 2 ct<24n
Berechne n(7,4). Sei y1 wie im Bild' und vo(t) := 2¢ (t € [0,27]).

1 d 1 d 1 d
v - v Bg'llén(’y,i):l.

211 w—1 27 w—1 211 w—1
v 7 Y0

—n(7.0) 16.2(9),

Beweis ¢
(1) O.B.d.A v glatt. v: [a,b] = C, z € D und h : [a,b] — C definiert durch h(t) := [ 7zsgs_)zals
£2 hist auf [a, b] differenzierbar und R’ (t) = %
Sei H(t) := e " (y(t) — 2)). Nachrechnen: H' = 0 auf [a,b]. Also existiert ein ¢ € C mit
H(t) =cVt € [a,b].

t=a

= e=e M (y(a) - 2) = y(a) - 2
= M) = HU=2 vt ¢ [a, §)

v(a)—z
t:=>b eh(b) _ 3(((13:2 o gescilossen 1
%3 3k € Z : h(b) = 2knmi

b /
= 2kmi=h(b) = [ Z ) gy = [ —dw =2rin(y,2) = k =n(y,2)
g

—J y(s)—z w—z
a

(2) Definiere f : C' — C durch f(2) = n(y,2) = 55 [ -4 2t e H(C). C ist ein Gebiet.
v

Y f(C) ist ein Gebiet oder f ist auf C' konstant. @ f(C) C Z. Also ist f auf C konstant.

(3) Sei f wie im Beweis von (2). Wéhle R > 0, so daf Tr(y) C Ug(0). @3 cc: f(z)=c
Vz € C. Sei z € C, so dak |z| > 2R (geht, da C unbeschrénkt).
Fiir w € Tr(y) gilt: |w — 2| > |z| = |w| > |2| = R > R > 0.

151 lduft von (2,0) aus nach (—2,0) und dann den Halbkreis mit Radius 2 und Mittelpunkt (0, 0) wieder zuriick
nach (2,0)
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Damit: |c| =

Also: || <

Ifdeﬁr)R)-

% Vz € C mit |z| > 2R. C unbeschrinkt = Behauptung.
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17. Der Residuensatz und Folgerungen

Satz 17.1 (Residuensatz)

G sei ein Elementargebiet, es seien 2q,...,2; € G (25 # z fir j # [) und es sei
f e HG\{z,...,2}). Jedes z; ist also eine isolierte Singularitét von f. Weiter sei 7 ein
geschlossener, stiickweise glatter Weg mit Tr(y) € G\{z1,..., 2 }.

Dann:

k
% f — Z n(v, zj)Res(f, zj)
¥ =1

Beweis

Vj € {l...k} existiert ein R; > 0: Ug;(2;) € G und Ug,(2;) N Ug,(21) = 0 (j # ). Sei
je{l...k}.

S f hat auf Ug,(z;) die Laurententwicklung

[e.e]

f(z) =3 af "+Za i—z

n=0

i (2)
wobei ¢; € H(C\{z;})
k

Definiere g € H(G\{z1,...,2;}) durch g(z) = f(2) — > ¢;(2).
j=1
Dann hat g in z; eine hebbare Singularitét(j = 1...k%). Also g € H(G). G ist ein Elementarge-

k
biet = ¢ hat eine Stammfunktion auf G 2 J9(z)dz=0= [ f(2)dz= )" [¢,(z)dz
v v Jj=ly
Noch zu zeigen: fgpj )dz = 27 n(y, zj)a (]% (j=1...k).

Die Reihe fiir ¢; konvergiert lokal gleichmafig (14.3).

& fgpj )dz = Z a,nf z—z;) "dz. Sein € {2,3,4,...}. Die Funktion e ) hat auf G\{z;}
die Stammfunktlon %
&0 J(z—z)"dz=0Vn € {2,3,4,...}
¥
= [pdz = a(_]i i ﬁdz = a(_]% n(vy, zj)2mi -
¥ ¥

Folgerung 17.2
G C C sei ein Elementargebiet, es sei f € H(G) und + sei ein geschlossener, stiickweise glatter
Weg mit Tr(y) C G.

Dann:

81



17. Der Residuensatz und Folgerungen

(1) Cauchyscher Integralsatz fiir Elementargebiete

[ f(z)dz =
5
(2) Cauchysche Integralformel
n(vy, z) :ﬁfiwdezéG\Tr()
gl
Beweis
(1) Alle z; in 17.1 sind hebbare Singularitéten. Y Res(f(zj)) = 0 = Behauptung.
(2) Sei zp € G\Tr(v). g € H(G\{20}) sei definiert durch g(w) := wf(_“;z Sei 7 > 0, so dass
UT(Z()) - G
£ f(w) = ag + a1 (w — z0) + ... Yw € Uy(20)

= g(w) = 7%= + a1 + az(w — 20) + ... Yw € Uy (20)
= Res(g, 20) = ap = f(z0)
7.
= 24 f ) gy = L [ g(w)dw 'E' n(y, 20) f(=0) .
Y

Fiir die Berechnung von Residuen an Polstellen

Satz 17.3
Sei D C C offen, zp € D, f € H(D\{z0}) und f habe in 2 einen Pol der Ordnung m > 1.
Es existiert also (siehe 13.2) ein g € H(D) mit:

F(z) = 22 vz € D\{z}

(z—20)™

und ¢(zp) # 0. Dann:

(m—1)(,
(1) Res(f,20) = g(mil()xo)

(2) Ist m =1, so ist Res(f,20) = lim (2 — 20) f(2)

Z—20

Beweis
(1) Seir > 0 so, dass Uy,(z9) C D.
£l g(z) =bo+b1(z—20)+ ...+ bm(z—20)" + ... Vz € Up(20) .
= [(2) = G2y + -+ (2 + b+ by (2 — 20) + .. V2 € Up(20) = Res(f, 20) =
10.4 ¢g(m—1) 2
bm—l == 49 (mfl()!O)
(2) Aus (1) folgt: Res(f, z0) = g(20) = le g(z) = lim (z—20)f(2) n
2—20 2—20
Beispiel
(1) f(z) = m hat in z = 4 und in z = —1 jeweils einen Pol der Ordnung 1. Also:

Res(f,i) = 1131(2 —i)f(z) = h%l = % —i%; Res(f,—1) = —% —H%
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(2) f(2) = W hat in 2z = ¢ einen Pol der Ordnung 3 und in z = 0 eine Pol der Ordnung
1. Hier ist g(z ):%.g’(z):—z—%g (z ):Z—3 = Res(f,i ):%:2

Satz 17.4 (Das Argumentenprinzip)

G C C sei ein Elementargebiet, es sei f € M(G), f habe in G genau die Pole by,..., by,
(jeder Pol sei so oft aufgefiihrt, wie seine Ordnung angibt), f habe in G genau die
Nullstellen ay,...,a, (jede Nullstelle sei so oft aufgefiihrt, wie ihre Ordnung angibt) und

7 sei ein stiickweise glatter und geschlossener Weg mit Tr(y) € G\{b1,...,bm,a1,...,an}.
Dann:
1 f/ n m
o [ &t 7o dz = > n(v,a5) = 32 n(y,b;)
gl j=1 j=1

Bemerkung: (1) in 174 ist {b1,...,by} = 0 oder {ai,...,a,} = 0 zugelassen. I.d.Fall:

> n(v,b;) =0oder Y n(y,a;) =0
J=1 J=1
(@) (1) =n(y, ) (=1, =1, m). Do

&,’

QL f Z) %) 4z = Anzahl der Nullstellen von f Anzahl der Polstellen von f (jeweils gezahlt
5

mit Vielfachheiten!)

Beispiel )

f(z) = = Z)2n—1an—Om—Qbl—bg—z'y()—261’5t€[027r ﬁfl}((j z2=1-2=-1
v

Beweis

(von 17.4) Sei B4,..., 3, die paarweise verschiedenen Pole von f (p < m) und a,..., o, die

paarweise verschiedenen Nullstellen (¢ < n).

hi= L.

Dann h € HG\{a1,...,aq,01,..-,6p})-

Dann:

"(z 17.1
o5 | 554z = g [ h(2)dz & 21 n(y,;)Res(n, a;) + z n(7, ;) Res(n, ;).
¥ ¥ Jj=
Sei a € {au,...,aq}, B € {B1,...,5p}, v = Ordnung der Nullstelle von « von f und p =
Ordnung der Polstelle 5 von f.

Zu zeigen: Res(h,a) = v und Res(h, §) = —

L8 35 > 0: Us(a) C G, 3p € HUs(a)) und £(2) = (2 — a)’p(z) Yz € Us(a) und ¢(2) # 0

Vz € Us(a).

Dann: f/(2) = v(z — @)’ 1p(2) + (2 — a)"¢'(2) Vz € Us(a)
/
= h(z) = ]}((ZZ)) ==+ i((j)) Vz € Us(a) = Res(h,a) = —v.
——
holomorph auf Us(c)
Analog: Res(h, 3) = p (statt 11.8 nimmt man 13.2) n

Folgerungen 17.5
Sei G C C ein Gebiet, 29 € G, 7 > 0, U (20) C G, y(t) = zo+ 1€l (¢t € [0,27]) und f,g € H(G).
Sei Ny := Anzahl der Nullstellen von f in U,(z0) (gezéhlt mit Vielfachheiten!).
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17. Der Residuensatz und Folgerungen

f(2)

(1) Ist f(2) #0Vz € Tr(y) = Ny = % I ') g,
Y

(2) Satz von Rouché

Gilt (*) lg(2) — f(2)] < [f(2)] Vz € Tr(y), so gilt Ny = Ny

Beweis

(1)

AR > 1 : Ur(20) € Ugr(z0) C G. Also: Uy(z0) € Ur(20). Ur(z0) ist ein Elementargebiet.
Seien ay, ..., ay die Nullstellen von f in Ur(zp). (gezéhlt mit Vielfachheiten).

17.4 (2 s
= o/ J;((z))dz =2 n(y, a;)
Y ~

16.2 1 ,aj € Ur(20)
0 ,a; € Ur(20)
Fir s € [0,1] : hs:= f+s(g—f) € H(G); N(s) := Np,. Aus (*) folgt hs(z) # 0 Vs € [0,1]
Vz e Tr(y )
Aus (1): N(s) = 55 f he(z e ydz = o) f(z +S(g Z) f(i))))dz
g

= die Funtion s — N( ) ist stetig. Wegen N(s) € Ny Vs € [0, 1]: N(s) ist konstant. Also
Ny =N(0)=N(1) =N, ]

Satz 17.6 (Satz von Hurwitz)
G C C sei ein Gebiet. (fy,) sei eine Folge in H(G) und (f,) konvergiert auf G lokal gleich-

méRig gegen eine Funktion f: G — C. (= f € H(Q)).
Dann:

(1
(2

10.5

) Ist Z(fn) =0VneN= Z(f) =0 oder f =0

) Sind alle f,, auf G injektiv = f ist auf G injektiv oder f ist auf G konstant.

Beweis

(1)

84

Sei f £ 0 auf G; zp € G, r > 0 so, dass U,(20) € G und f(z) # 0 Vz € U,(z0)\{20}

Y(t) = 20 + relt (t € [0,27]). (fn) konvergiert auf Tr(y) gleichmifig gegen f. gL (f1)
konvergiert auf Tr(y) gleichméRig gegen f’.
Ubung: (f%) konvergiert auf Tr(vy) gleichméfig gege

—~ B
&"‘&E %\H
\./

Fazit: (%) konvergiert auf Tr(vy) gleichméfig gegen

. I
gm 77 9n / T
/

Also: Ny = 0. Somit: f(zp) # 0

Sei 20 € G. gn = fo — fu(20), 9 := [ — f(20)- G := G\{z}. Dann:

(9n) konvergiert auf G' lokal gleichméfig gegen g. g, (z) # 0¥z € G

(1) = g=0oder g(z) # 0Vz € G = f ist auf G konstant oder f(z) # f(z0) Vz € G\{20}
[



Berechnung von Integralen

Satz 17.7
Sei R(xz,y) = R(x + iy) = R(z) eine rationale Funktion ohne Pole auf 9D. Weiter sei

1,1
Ri(z) = iR(ZJFT;, Z2—Z") und M :={z € D: z ist ein Pol von Ry} (endlich)

Dann:

2w
/R(cost, sint)dt = 2mi Z Res(Ry, z)

Breweis 2 ) )
f R(cost,sint)dt = [ % R(emreﬂt, eyt
0

iett 2 2

= fR1 )Ydz, wobei y(t) = et (t € [0, 27]).

Also: f R(cost,sint)dt = le 2o n(v,z)  Res(Ry,z2). n
z Pol von Ry ~——
J1 ,zeM
0 ,2¢M

Satz 17.8

Z und N seien Polynome. R := % habe auf R keine Pole und es gelte (*) grad N > grad Z+2

(= [ R(z)dz konvergiert absolut). Weiter sei M := {z € C:Imz > 0, z ist Pol von R}.
R

Dognn:
J R(z)dx =2mi Y. Res(R,z)
—00 zeM

Beweis

(*) = Im>03c>0:|R(2)| < e V2 € C mit |z| > c. (*%)
Sei 0 > ¢ so gross, dass alle Pole von R in Us(0) liegen.

(1) =t (t € [=6,0]); 12(t) == de™* (t € [0,7]) v := 71 & 7.
[ R(z)dz = [ R(z)dz+ [ R(z)dz

0 00
[ R(z)dz= [ — [ R(t)dt (§ — o).
Y1 -4 —0o0
Sei z € Tr(y2). Dann: |z| = 6 > 0, also nach (**): |R(z)| < Z5 = & = | [ R(2)dz| <
L) < o = mr

= [ R(2)dz = 0 (§ — o0). Dann: | R(z)dz — 70 R(z)dz (§ — 00). 171 = [ R(2)dz =

72 g
2 Yy n(y,z)  Res(R,z). . n
z Pol von R ~—
J1 ,ze M
o 2 &M

85






18. Der Satz von Montel

Satz 18.1 (Satz von Montel)

Sei D C C offen, (f,) eine Folge in H(D) und es gelte mit einem ¢ > 0: | f,(2)| < cVz € D

Vn € N. (¥)

Dann enthélt (f,,) eine auf D lokal gleichméfig konvergierende Teilfolge.

Beweis
Wegen (*) und des Satzes von Arzela-Ascoli (Ana3) geniigt es zu zeigen:

Zu € > 0 und 29 € D existiert ein § > 0: |f(2) — fn(w)]| < e ¥n € N Vz,w € Us(2)

Sei € > 0 und zo'e D.3r>0:Us(20) €D
Y(t) == 29 + 2re’ (t € [0,27])

§:=

= L min{<, 2r}.

Sei n e N, z,w € Us(zp). Fir A € Tr(v): A —z[,[A —w| >r
— 1£n (V)] < c

Dann: | fn(2) = fa(w

IN

A—z[[A—w|] = 72

(A
— I gy

7
_ﬁwl $om2r = %]z — w|

n(N)
b w||f (A= z)()\ w)
A-Ungl.

%|Z—zo+zo—wl < %(!z—zol+|w—z0]) < %25
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19. Der Riemannsche Abbildungssatz

Definition
Zwei Gebiete G, G2 C C heissen konform &quivalent (G; ~ Gq) : < 3f € H(G;):
f(G1) = Ga, f ist auf G injektiv.

.~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Gebiete in C.

Satz 19.1 (Riemannscher Abbildungssatz)
Sei G C C ein Gebiet.
Dann: G ~D <= G # C und G ist ein Elementargebiet.

Beweis

, =

10.2 (Satz von Liouville) = G # C
11.13 = ( ist ein Elemenetargebiet.
7<=": nach 19.5.

Definition

Sei G C C ein Gebiet. G hat die Eigenschaft (W) : <= Vf € H(G) mit Z(f) =0 3g € H(G) :
2

g° = f auf G.

Beachte: Elementargebiete haben die Eigenschaft (W) (siehe 11.4)

Lemma 19.2
G1, Go C C seien Gebiete, es gelte G1 ~ G2 und G habe die Eigenschaft (W). Dann: G,
hat die Eigenschaft (W).

Beweis
Ubung. [ |

Lemma 19.3
G C C sei ein Gebiet mit der Eigenschaft (W) und es sei G # C. Dann existiert ein Gebiet
G*:

0 G*CDund G ~G* (G* hat also die Eigenschaft (W))
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19. Der Riemannsche Abbildungssatz

Beweis

G#C = FJceC:c¢gG. Dann: f(z) = z — ¢ hat keine Nullstelle in G. (f € H(G))
(W) = 3dg € H(G): g°> = f auf G. Fiir 21, 22 € G-

(+) aus g(21) = £g(22) folgt f(21) = f(22), also 21 = 2.

Insbesondere: g ist injektiv auf G. G1 := g(G). Also G1 ~ G.

Seia € Gi. Ir > 0:Uy(a) € Gy.

Sei w € G1.

Annahme: —w € G;.

o, meGiglz) =w=—g(2) (1) = 21=2 = w=0 = g(z21)’ =0 = f(z) =
0. Widerspruch.

Also: —w € Gy

Insbesondere: 0 € Gy, —a € G1.

Definiere ¢ € H(G1) durch p(w) = u%'_a (Wohl definiert und holomorph)
Ubung: ¢ injektiv.

G2 = gD(Gl) — G2 ~ Gl, also: G ~ GQ.

Seiv € Gy = FweE G v=pWw) =1

w+a”’

Annahme: |w+a| < 7. Dann: | —w —a| <r = —w € U,(a) C G;. Widerspruch.
Also: |w+al > 7.

= |r| < % (9 also beschrankt.

Mit einer Abbildung z — z 4+ a: (Translation)

d Gebiet G3: Go ~ G3, 0 € G3, G3 beschrankt. Somit: G ~ Gj.

Mit einer geeigneten Abbildung z — 0z (6 > 0): 3 Gebiet G*: G* ~ G3,0 € G*,G* C D.

Somit G ~ G*. ]

Lemma 19.4
Sei G C C ein Gebiet mit der Eigenschaft (W). Es gelte 0 € G C D und es sei G # D.
Dann existiert ¢ € H(G): ¢(0) = 0, ¢ ist auf G injektiv. o(G) C D' und |¢'(0)| > 1.

Beweis

G#D = JacD:adq. f(z):=Z5.
f € HQG), 124 = f € Aut(D). a ¢ G. f(a) = 0 (einzige Nullstelle). f hat in G keine
Nullstelle.

(W) = 3ge H(G): ¢ = f auf G.|g2 = |f| £ 1, also |g| < 1 auf G. D.h: ¢(G) C D. Dann:
c=g¢(0) € D. h(z) == 2%, ¢ :== hog. Klar: ¢ € H(G), ¢(0) = h(g(0)) = h(c) = 0, ¢ ist

cz—1>
injektiv auf G, ¢(G) = h(g(G)) C k(D) 12.4 D. Nachrechnen: |¢(0)| = loltL . n
—— 2¢/lal
CD
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Lemma 19.5

Sei G C C ein Gebiet mit der Eigenschft (W). Es gelte 0 € G C D und F := {¢ € H(G):
©(0) = 0, ¢ ist injektiv auf G und ¢(G) C D}.

Weiter sei ¥ € F und es gelte (*) |¢/(0)| < |¥/(0)] Vi € F. Dann: ¢(G) = D. Insbesondere
G ~ D.

Beweis B N
G :=V(G). 19.2 = G hat die Eigenschaft (W). Weiter: 0 = ¥(0) € G C D.

Annahme: G's # D. Wende 19.4 auf Gs an: 33 € H(G): $(0) = 0, § ist injektiv,

@(G) €D und [§'(0)] > 1. ¢ := o W. Dann: ¢ € H(G), ¢(0) = p(¥(0)) = $(0) = 0. ¢ ist auf
G injektiv, (G) = (¥ (G)) = ¢(G) C D. Also ¢ € F. Aber:

£/ (0)] = |&'(T(0)®'(0)| = |&'(0)[ |’ (0)[ > [¥’(0)|, Widerspruch zu (¥). ]
—— ——
>1 11.11
# 0
Beweis

Beweis ,,<=" von 19.1:

Sei G ein Elementargebiet und G # C. 11.4 = G hat die Eigenschaft (W).

ObdA: 0 € G C D (wg 19.3). Sei F wie in 19.5. ¢g(2) := z. Dann: ¢y € F. Wegen 19.5 gentigt
es zu zeigen:

Ve F:lp(0)] <|T(0)| Ve e F

s :=. 3 Folge (¢n,) in F: |¢,(0)] = s. n(G) CD Vn € N

= |pn(z)| <1Vn € NVz € G. Satz von Montel = (¢y,) enthélt eine auf G lokal gleichméfig
konvergierende Teilfolge.

ObdA: (py) konvergiert auf G lokal gleichméfig. ¥(z) := nh_)nolo on(z) (2 € G). 105 =
U € H(G) und ¢}, (0) — ¥'(0). Also: |[¥'(0)] = s. ¥(0) = limp,(0) = 0. Es ist |[¢/(0)] =
1 < |¥'(0)]. Insbesondere ist ¥ auf G nicht konstant. ¢, injektiv Vn € N 8 g i injektiv.
on(G) CDVR € N = |U(z)] < 1Vz € G Annahme: Jzp € G: |¥(20)] = 1. 11.6 = ¥
konstant. Widerspruch! Also ¥(G) C D

Fazit: ¥ € F und |¢'(0)| < |¥'(0)|Vp € F. n

Satz 19.6 (Charakterisierung von Elementargebieten, I)
Sei G C C ein Gebiet.

G ist Elementargebiet <= G hat die Eigenschaft (W)

Beweis

, = 11.4.

="

Fall 1: G =C. /

Fall 2: G # C. Im Beweisteil ,<=” von 19.1 wurde nur die Eigenschaft (W) benutzt. Also
G ~ D. D ist ein Elementargebiet LY G st ein Elementargebiet. ™
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20. Homotopie und einfacher
Zusammenhang

Lemma 20.1
Sei ) # K C D C C, D offen und K kompakt. Dann existiert ein r > 0: U.(a) € D Va € K.

Beweis
Va € K 3r, > 0: Uy, (a) € D. Dann: K C {J U, (a).
acK
n
23 = Jay,...,ap, e K: KC | U,,aj(aj).
j=1
r:=min{re,...,rq, }- Sei a € K und z € U,(a).

7 zeigen: z € D.
Jje{l,....,n}:ac Ur,, (a;)-

A-Ungl.
Dann: [z —aj| = |z—a+a—a;| < |z—a|+|a—aj| <rdry <21y, = 2z € Usr,, (a;) € Dm

Lemma 20.2
Sei D C C offen und 7 : [a, b] — C ein Weg mit Tr(y) C D. (v also ,nur” stetig)
Dann existiert ein > 0 und eine Zerlegung Z = {ao, ..., an} von [a, b] mit:

(1) fiir zj :==7y(a;) gilt: Uy(25) €D (j =0,...,n)

(2) v(laj,aj41]) € Ur(25) NUr(2j41) (7 =0,...,n)

Beweis

201 = Ir>0:U,(2) CDVze K :=Tr(y) = (1).

OBdA: [a,b] = [0,1]. v ist auf [0, 1] gleichméafig stetig = 36 > 0: |y(s) —~(t)| < r Vs, t € [0,1]
mit |s —t| < 0.

Sei n € N so, dak L < 4. a; = % (j=0,...,n) und Z := {ag,...,an}. Sei t € [a;,a;j11].
= [t—aqj| <9, [t —ajn| <0. = [y({t) —7(a;)| <7, |7(t) —v(aj+1) | <1 = ~A(t) €
—— ——
=z; =zj11
Ur(zj) N Ur(zj+1)~ u

In §8 haben wir [ f(z)dz definiert fiir  stiickweise glatt und f € C(Tr(v)). Jetzt definieren wir
g

| f(z)dz fir v ,nur” stetig und f holomorph.
5
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20. Homotopie und einfacher Zusammenhang

Definition

Sei D C C offen, f € H(D) und ~:[a,b] — C ein Weg mit Tr(y) C D. Seien r, z;, Z wie in 20.2.
z0 = v(ao) = (a), zn = v(an) = 7(b)

’}/j(t) =2z + t(2j+1 — Zj) (t [0, 1]) (j=0,....,n—1).

=7 & @ y,_1 ist stiickweise glatt. 20.2 = Tr(I') C D. Setze

(1) [ 1z = [ 1z
v r

Lemma 20.3
Bezeichnungen wie in obiger Definition.

(1) Ist ~ stiickweise glatt, so stimmt obige Definition (+) mit der Definition von [ f(z)dz
gl
aus §8 tiiberein.

(2) Die Definition (+) ist unabhéngig von der Zerlegung Z, solange Z die Eigenschaft aus
20.2 hat.

(3) | [ f(z)dz] < ( max [f(2)])L(T).
Y

z€Tr(T)

Beweis
(1) 7~j = Vlaj,a;41]- Dann: vy=7% &M1& - ®Yn-1
Seije{0,...,n—1}:7; D, ist ein geschlossener, stiickweise glatter Weg im Sterngebiet
U,(z;) (siehe 20.2).
9.2

= [ f(z)dz=0 = [f(z)dz:ff(z)dz.

Ti®v; Vi

Sungionff(z)dz: [ f(z)dz.

¥ I

(2) Ubung. (Ist Z eine weitere Zerlegung von [a, b] mit den Eigenschaften aus 20.2, so betrachte
die gemeinsame Verfeinerung Z U Z. Verfahre dhnlich wie in (1).)

(3) folgt aus 8.4 ]

Definition
D C C sei offen.

(1) Seien ~p,71 : [0,1] = C Wege mit Tr(vo), Tr(y1) € D, v(0) = 41(0) und ~o(1) = ~
7o und 77 heifen in D homotop :< 3H : [0,1]?> — C: H ist stetig, H([0,1]?) € D und

H(t>0) = ’VO(t)v H(tv 1) = '71(t) vt € [07 1]

H(O78) = 70(0) = 71(0)) H(lvs) = 70(1) = 71(1) Vs € [07 1]

In diesem Fall heift H eine Homotopie von 7y nach v; in D.
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Anschaulich: Sei s € [0, 1].

[s(t) := H(t,s) (t € [0,1]), I's ist ein Weg mit Tr(I's) C D. I's(0) = H(0,s) = v(0) =
71(0),Ts(1) = H(1,5) = v0(1) =71 (1), To =7, T1=m

»Yo kann in D stetig nach v; deformiert werden.“

(2) v: [0,1] — C sei ein geschlossener Weg mit Tr(y) C D. 2 : 0v(0) = v(1).
Yz () := 20 (t € [0,1]) heift ein Punktweg.

v heifst nullhomotop in D :& v und 7;, sind in D homotop.
.,y lasst sich in D stetig auf einen Punkt zusammenziehen.*

(3) G C C sei ein Gebiet. G heifst einfach zusammenhéngend :< jeder geschlossene Weg
v : [0,1] = C mit Tr(y) C G ist in G nullhomotop.
,G hat keine Locher.”

Satz 20.4
Sei G C C ein konvexes Gebiet.

(1) Sind ~v9,m : [0,1] — C Wege mit 7(0) = ~1(0) und (1) = (1) und
Tr(v0), Tr(y1) C G, so sind ~yp und ~; homotop in G.

(2) G ist einfach zusammenhéngend

Beweis
(1) H(s,t) :==v0(t)+s(71(t) —0(t)), (s,t € [0,1]). H ist eine Homotopie von 7y nach v; in G

(2) folgt aus (1) [
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21. Cauchyscher Integralsatz
(Homotopieversionen)

Satz 21.1 (CIS, Version I)

Sei D C C offen, f € H(D) und 79,71 : [0,1] — C seien Wege mit Tr(~g), Tr(y1) € D,
70(0) = 71(0),70(1) = 71(1).

Sind g und 1 in D homotop, so gilt:

Beweis
Ohne Beweis

Satz 21.2 (CIS, Version II)
Sei D C C offen, f € H(D) und -~ sei ein geschlossener Weg mit Tr(y) C D .

Ist v nullhomotop in D, so gilt
/ f(z)dz=0
5

Beweis
21.1

Satz 21.3 (CIS, Version III)
G C C sei ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, es sei f € H(G) und «y ein geschlossener

Weg mit Tr(v) C G. Dann
/f(z)dz =0
Y

Beweis
21.2
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21. Cauchyscher Integralsatz (Homotopieversionen)

Satz 21.4 (Charakterisierung von Elementargebieten, IT)
Sei G ein Gebiet in C.

G ist ein Elementargebiet < G ist einfach zusammenhéngend

Beweis

,=" Fall 1: G = C = G konvex, also einfach zusammenhéngend (siehe 20.4)

Fall 2: G # C %' 3f € H(G) : f(G) =D und fist auf G injektiv.

Sei v ein geschlossener Weg mit Tr(vy) C G. 2, :=Anfangspunkt von +.

Zu zeigen: v und 7, sind in G homotop

I' :== fo~. T ist ein geschlossener Weg in D. D ist konvex %' D ist einfach zusammenhiin-
gend.

Also existiert eine Homotopie H von I’ nach Vf(zo) In D. H := f~1o H ist eine Homotopie von
v nach 7v,, in G

W= Zu zeigen: Vf € H(G)IF € H(G) : F' = f auf G

Sei f € H(G). Sei zg € G (fest).

Fiir z € G sei 4(*) ein Weg mit Tr(7*)) C G, v*)(0) = 2,7 (1) = z. (Parameterintervall von
(%) sei [0,1])

Flz) = / _ fwydv (€ G)

Voraussetzung + 21.1, 21.3 = diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von ~(%)
Fast wortlich wie im Beweis von 9.2.: F' € H(G), F' = f auf G. n

Satz 21.5 (Charakterisierung von Elementargebieten, III)
Sei G C C ein Gebiet. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) G ist ein Elementargebiet
(2) G ist einfach zusammenhéngend

(3) [ f(2)dz=0Vf € H(G) und fiir jeden geschlossenen Weg ~ mit Tr(y) C G
g

(4) Vfe HG) mit Z(f)=03g€ HG): e = f auf G
(5) Vf € H(G) mit Z(f) =0 3Jg € H(G): ¢g* = f auf G
(6) G=Coder G~D

:21.4
: wie im Beweisteil ,,<=“ von 21.4

(1)=(2)
(3)=(1)
(3)=(4),(5): 11.4
(4)=(5)

: siche Beweis von 11.4
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(5)=(6): 19.6
(6)=-(1): wie im Beweisteil ,,=“von 21.4
(2)=(3): 21.2 .

Definition R
Sei A C C. A heift in C zusammenhéngend :< jede lokal konstante Funktion f: A — C ist

auf A konstant.

Satz 21.6 (Charakterisierung von Elementargebieten, IV)
Sei G C C ein Gebiet. Dann sind dquivalent:

(1) G ist einfach zusammenhéngend
(2) (AI\G ist zusammenhiingend in C

(3) Aus C\G = AU K, A C C abgeschlossen, K C C kompakt und AN K = () folgt:
K=10

Beweis
Ohne Beweis.
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22. Cauchyscher Integralsatz
(Homologieversionen)

In diesem Paragraphen sei G C C stets ein Gebiet.

Definition
Sei v ein geschlossener Weg in C.

(1) Int(y) := {z € C\Tr(v) : n(7,2) # 0} ("Inneres” von )
Ext(y) := {z € C\Tr(v) : n(y,2) = 0} ("Auberes” von 7)

(2) Sei Tr(y) € G. v heift in G nullhomolog : <= n(y,z) =0Vz € C\G
(<= Int(y) CG)

Beispiele:
(i) Jeder geschlossene Weg in C ist in C nullhomolog.

(ii) G := C\{0}, y(t) = €l (t € [0,2x]), n(v,0) = 1 # 0; ~y ist in G nicht nullhomolog.

Satz 22.1
Sei v ein geschlossener Weg mit Tr(y) C G.

(1) Ist v nullhomotop in G = = ist nullhomolog in G.

(2) Ist G einfach zusammenhéngend, so ist v in G’ nullhomolog.

Beweis
(1) Sei zy € C\G. Dann ist f(z) = —— holomorph auf G.

z—20

A /f(z)dz =0=n(y,20) =0
U

——
=27 n(v,z0)

(2) folgt aus (1) [

Satz 22.2
Sei f € H(G) und 7 sei ein geschlossener Weg mit Tr(y) C G .
¢ : G x G — C sei definiert durch:

f(w)—f(z) w2
o(w, z) = S E
f(z) W =2
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22. Cauchyscher Integralsatz (Homologieversionen)

(1) ¢ ist stetig.

(2) Fiir z € G (fest) hat w — ¢(w, z) in z eine hebbare Singularitit; w — ¢(w, z) ist also
holomorph auf G
Fiir w € G (fest) hat z — ¢(w, z) in w eine hebbare Singularitét; z — ¢(w, z) ist also
holomorph auf G

(3) h(z) = [¢(w,2z)dw (= € G). Ist v nullhomolog in G, so ist h = 0 auf G.
g

Beweis
(1) 11.9

(2) 13.1

(3) (A) Esist h € C(G). Sei zp € G und (zy,) eine Folge in G mit z, — 2. gn(w) := @(w, z,,),
g(w) := p(w, z9) (w € G). Sei T der stiickweise glatte Ersatzweg fiir v (wie in §20).
Ubung: (g,) konvergiert auf T gleichméiﬁig gegen g.

& Jr gn(w)dw — [ g(w)dw = [ o(w,z0)dw = [ p(w, z0)dw = h(z)
g
Also: h(zn) — h(z0)
(B) Es ist h € H(G).Sei A C G ein Dreieck. Wegen 9.7 geniigt es zu zeigen: [, h(z)dz =0
9.1und (2) = [y, o(w,2)dz =0Vw e G
= [oa M(2)dz = [H\ ([ o(w,z)dw)dz Fubini f(/ o(w, z)dz)dw =0
¥ [oJAN

5
=0
(C) C = Int(v) UExt(vy) U Tr(y) = G U Ext(7)
G G

Sei zg € Ext(7). Sei C' die Komponente von C\Tr(v): 29 € C.

162 n(y,z) =n(y,20) =0Vz e C

= C C Ext(7y). "%/% O st offen. = 36 > 0 - Us(z0) C C C Ext(vy).
AlbO ist Ext(y) offen. [Analog: Int(~y) offen]

f fw) Zdw (z & Tr(y)) 20 g € H(C\Tr(v)), insbesondere gilt g € H(Ext(y)).

SeleGﬁExt ff( dw—ff(w dw — f(2) [ Z=dw = g(2) — f(2)2ni
g
n(vy,z) = g(z). Also: h =g auf GnN Ext( ). Dann ist
=0
h
F(z)= (2) ,zed eine ganze Funktion.
9(2) ,z € Ext(y)
Ubung: F(2) =0 (|z] -+ 00). 102 = F=0=h=0 n

Satz 22.3 (Allgemeine Cauchysche Integralformel)
Sei « ein geschlossener Weg mit Tr( ) € G und 7 sei nullhomolog in G. Dann:

n(y,2) f(2) = 5= f 1w g vf € H(G) ¥z € G\Tr(y)
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Beweis

Sei f € H(G) und z € G\Tr(v). 290 = i.fwdw = [ f(w)dw—f(z)
gl

Satz 22.4 (CIS, Homolgieversion I)
Sei v ein gechlossener Weg mit Tr(y) C G.

Dann:
[ f(2)dz=0Vf e H(G) <= ~ ist in G nullhomolog
5
Beweis .
"0 Sei 20 € C\G f(2) = bl = f € H(G) %/f(z)dz:
U

"< Sei f € H(G) und z9 € G\Tr(v); g(2) = (2 — 20) f(2); g € H(G).
Wende 22.3 auf g an :

g(w
n(7, z0) = w = [ flw)dw = 0.
\_6_/ v ’U)*Zo v

=f(w)

Satz 22.5

nullhomolog.

G ist einfach zusammenhéngend <= jeder geschlossene Weg v mit Tr(y) C G ist in G

Beweis
"= 92.1(2)
"< Sei 7 ein geschlossener Weg mit Tr(y) C G und f € H(G)

Vorraussetzungen = v ist in G nullhomolg. 22.4 = [ f(z)dz = 0. 21.5 = G ist einfach zusam-

5
menhangend.

Definition

Seien 1 und 79 geschlossene Wege mit Tr(v1), Tr(y2) € G. 1,72 heifen in G homolog : <

n(y1,2) = n(y2, z) Vz € C\G.

Satz 22.6 (CIS, Homologieversion II)
~1,7Y2 seien wie in obiger Definition und in G homolog.
Dann:

[, f(2)dz = [ f(z)dz¥f € H(G)
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22. Cauchyscher Integralsatz (Homologieversionen)

Beweis

Sei f € H(G) und z; := Anfangspunkt von v; (j = 1,2).
iﬁEIWeg’y [0,1] = C: Tr(y) € G, v(0) = 21, (1) = 29
F''=v®&y®&v, &7 . T ist ein geschlossener Weg mit Tr(y) C

Sei zp € C\G: n(T', z9) = n(y1, 20) + n(7, 20) — n(y2, 20) (7, 20
D.h.: T ist in G nullhomolog. 22.4 = 0 = [, f(2)dz = f% +f
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