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Bezeichnungen und Vorraussetzungen

Logische Zeichen: = , <=V, 3, 3! (es gibt genau ein), A (und), V (oder)

Zeichen der Mengenlehre: z.B. U, N, N := {z € Z|z > 0}

Induktion als Beweistechnik

#M Kardinalitat der Menge M, z.B. #N = oo

N=1{0,1,2,3,...}, Ny ={1,2,3,4,...} (natiirliche Zahlen)

o 7Z={0,£1,£2,43,...} (Ring der ganzen Zahlen)

Q=1{Z|z € Z,n € N, } (Korper der rationalen Zahlen)

R Korper der reelen Zahlen

F, Kérper mit ¢ < co Elementen (= GF(q) in der Informatik)

P=1{2,3,5"7,11,13,17,19,23, ...} Menge aller Primzahlen






1 Primzerlegung

1.1 Faszination Primzahlen: Primzahlsatz (o.Bew.), gel6ste und
ungeloste Probleme iiber Primzahlen

Satz 1.1 (Euklid, ca. 300 v. Chr.)

#P

I
8

Bemerkung: Analysis:

neN
> <
n2
neN
Euler:
1
DL
peP p
Definition

p € P heifse Zwillingsprimzahl <= p,p+2 € P

{p,p + 2} heifst Primzahlzwilling

Frage: Gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge? Kein Mensch hat eine Idee, wie das zu zeigen
ist.

Satz 1.2 (Primzahlzwillingsatz von Viggo Brun, ca. 1915)

1 1
Z S — )<
<p p+2>

p Zwillingsprimzahl




1 Primzerlegung

Pierre de Fermat (1601 — 1665) schreibt auf den Rand seines Exemplars von Arithmetica des
Diophant: ,Die Gleichung =™ + y™ = z" (mit n € N, n > 2) hat keine Losung mit z,y, z € N
Heute: Fermat hat recht. (Wiles 1995/96)

Fermat schrieb auch: Die Zahlen F,, = 2(2*) +1 sind prim. Die Aussage ist ok fiir n = 0,1,2, 3, 4.
Euler konnte zeigen, dass F5 = 4294967297 = 641 - 6700417. Noch 2000 ist unbekannt, ob Fyy
prim ist.

Moglichkeiten:

(1) Kein F,, mit n > 24 ist prim.
(2) Nur endlich viele F), sind prim.
(3) #{Fn|Fp € P} = o0

(4) #{FnlFn ¢ P} = o0

Niemand weift oder vermutet, was richtig ist, keine Beweisideen!

Definition
M, = 2P — 1 heifst p-te Mersenne-Zahl

Satz 1.3
M, ist hochsten dann prim, wenn p € PP

Beweis
Ubungsaufgabe n

Die grofste bekannte Primzahl ist seit langerem eine Mersenne-Primzahl, da es gute Tests gibt,
z.B. Lucas/Lehmer, verbessert von Grandall. Heute: M), € PP fiir p = 3021327, M), > 12000000

Eine weitere Frage an Primzahlen ist die nach der Verteilung von P in N. Bei dieser Frage spielt
die Analysis eine Rolle.

Satz 1.4 (Elementarer Primzahlsatz)
Sei II(z) = #{p € P|p < z} (x € R). Dann gilt:

II(z) ~ 1 < (fast asymptotisch gleich)

Der Satz wurde 1792 von Gauft vermutete und 1896 von Hadamard und von de la Vaille-Poussin
nach Vorarbeiten von Riemann bewiesen

Folgerung 1.5
Sei p,, die n-te Primzahl der Grofe nach (p; = 2,p2 = 3,p3 = 5,...). Dann gilt:

Pn ~n-logn (n— oc0)



1.1 Einfiihrung und Motivation

Beweis
pn =1 = n=I1I(z)
-1 II(z) log IT
lim o8 _ lim —($) og ()
n—00 Pn n—00 X
II(z) x  logII(zx)
n—oo x/logx logx x
— lim log II(x)
n—oo  logx

()

n—oo log = ' x/logx

1 II
= lim log (z) + (log x — loglog )
n—oo log o x/logx

x/logx

— 1 lm log(log x)
z—oo  logx

Folgerung 1.6
Ve >0dN eNVe >N dpelP:

r<p<x(l+te)

Riemann (1826-66): ,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Groke" stellt
Zusammenhang mit Riemanns (-Funktion her.

(=Y %,SEC

¢(s) konvergiert fiir Re s > 1 und hat eindeutige Fortsetzung zum analytischer Funktion C\1 —
C mit Pol in s = 1. Man kann zeigen: Primzahlsatz <= ( hat keine Nullstelle mit Re > 1.

Vermutung: Alle nichtreellen Nullstellen von ( liegen auf % + ¢R. Gauf vermutet: Besser als
x/log x approximiert

x

d

li(x)—/ i “ (Integrallogarithmus).
o logu

Man will méglichst gute Abschéatzung des Restglieds R(z) = |II(x) — li(z)].

Fakt: Je grofer die nullstellenfreien Gebiete von (, desto bessere Restgliedabschétzung moglich.
Demnach: Beste Restgliedabschitzung moglich, wenn Riemanns Vermutung stimmt.

R(z) < Const - 2 log x

Fakt 2: Von der Qualitdt der Restgliedabschétzung héngen in der Informatik viele Aussagen
iiber die theoretische Effektivitdt von numerischen Algorithmen ab.



1 Primzerlegung

1.2 Elementare Teilbarkeitslehre in integren Ringen

In dieser Vorlesung gilt die Vereinbarung, dass ein Ring definitionsgeméf genau ein Einselement
1R besitzt.

Definition
Ein Ring R heifst integer, wenn gilt:

(1) R ist kommutativ.
(2) Va,be R: ab=0 < a=0Vb=0.

Beispiel
Jeder Unterring eines Korpers ist integer.

Definition
Die Menge
R*:={a€eR|FxeR: ar =1=za}

heifst Einheitengruppe R* des (allgemeinen) Ringes R.
Leicht zu schen ist, dass R* eine Gruppe ist, z ist das eindeutig bestimmte Inverse a~! von a.

Beispiel
7> = {1} (klar!)
Z™ ™ ist der Ring der ganzzahligen n x n-Matrizen, GL(Z) = (Z™*™)*. Beispielsweise fiir n = 2:

AZ(i g) A1=<31 _25>, AAT =T=A"A= AcGLy(2).

R = K[X] ist der Ring der Polynome in X iiber dem Kérper K. R* = {a € K* = K\{0}}
(Konstante, von 0 verschiedene Polynome)
Z,K[X] sind integere Ringe.

Ab jetzt sei R ein integerer Ring, a,b,c,d, z,y,u,v,w € R.

Problem: Gleichung ax = b mit der Variablen x. Beispielsweise ist 3z = 5 in R = Z nicht
l6sbar, 3z = 6 hingegen schon.

Definition

alp <= Jrx€R: ar=b
Sprechweise: a teilt b, b ist Vielfaches von a, a ist Teiler von b.
—alb <= a [ b (a teilt nicht b).
Beispiel
R=17:3 /)5, 3|0, £3, £6...

R=K[X]: (X -1|(X2-1).
In jedem R: YVa € R:1|a (denna=a-1) A a0 (denn 0 =0-a).

10



1.2 Elementare Teilbarkeitslehre in integren Ringen

Satz 1.7 (Elementare Teilbarkeitseigenschaften)
(1) | ist mit - vertraglich:
alb N c|ld = aclbd.

(2) | ist mit Linearkombinationen vertraglich:
alb A alc= Vz,y € R: alxb+ yc.

(3) | ist eine transitive und reflexive Relation und fiir a # 0 gilt:
alb N bla <= Je€ R*: a=eb.

Beweis
Treppenbeweis (© Dr. Rehm. n

Bemerkung: (2) hat einen haufigen Spezialfall: alb A a|c = alb+ c.
Anwendungsbeispiel: a|b> A ab® +1 = a|b* + 1 — b2
=1
Folgerung: e € R* : alb <= ealb < aleb.
Grund: b = za = (ze !)ea.
Merke: Einheitsfaktoren d&ndern Teilbarkeit nicht!
Folge 2: R ist disjunkte Vereinigung aller Mengen R*a = {eale € R*}.
Grund: v € R*aNR*b <= ula A alu A ulb Ablu, also R*a = R*u(= R*b, eu € R*a =
R*u C R*a, genauso zeigt man R*a C R*u.

Definition (Normierung)

Auswahl je eines festen a, in R*a. Man wahlt immer e,or = 1, Opor = 0.
Standard-Normierung: R = Z, R*a = {*a}, anor = max{R*a} = |al.
R=K[X], 04 f=ag+a X + -+ a, X" mit o, # 0. Dann ist for = = f.

Qn

Klar ist: Jedes a € R hat die trivialen Teiler e € R* und ea, e € R*. Nichttriviale Teiler heiften
auch echte Teiler.

Beispiel
R =7, triviale Teiler von 6 sind +1, +6. Echte Teiler sind £2, +3.

Definition
(1) a € R heift unzerlegbar oder irreduzibel, falls a # 0, a ¢ R* und a hat nur triviale Teiler.

(2) R=7Z. p € Z heikt Primzahl <= p normiert und irreduzibel.

(3) R= K[X]. f € R heifst Primpolynom <= f irreduzibel.

GroBter gemeinsamer Teiler und kleinstes Gemeinsames Vielfaches

Definition
d heifst ein grofter gemeinsamer Teiler von aq, as, ..., a, : <

(1) dlay A dlag A --- A d|a, (d ist gemeinsamer Teiler)

(2) ular A ulag A -+ A ulay, = uld

11



1 Primzerlegung

Bemerkung: (1) Bei R = Z ist ein beziiglich < grofter gemeinsamer Teiler ein normierter
ggT.

(2) Eindeutigkeit des ggT: Ist d ein ggT von ay,aq,...,an, so ist auch dy,er ein ggT und dy,or
ist durch aq,ag, ..., a, eindeutig bestimmt: d = dp,or = ggT (a1, az,...,an)
Grund: e € R* spielt bei Teilbarkeit keine Rolle, und d,,,, = ed fiir ein e € R*. Sind
d,d ggTs von ay,as,...,a, = d|d A d|d < d = ed, da normiert = d = d'.

Der kgV wird analog zum ggT unter Umkehrung aller Teilbarkeitsrelationen definiert:

Definition
k heifit ein kgV von ay,as,...,a, : <

(1) a1lk A azglk A --- A aplk (k ist gemeinsames Vielfaches)

(2) a1lu A aglu A - A aplu = klu

Die Eindeutigkeitsaussage des ggT gilt fiir den kgV ebenfalls.

Satz 1.8 (Euklids Primzahlsatz)
Fir R = Z gilt:
#P = oo

Beweis

Es seien p;, j =1,2,...,n paarweise verschiedene Primzahlen. Betrachte 1 4+ [[p; > 0.
Aussage: Ist a € N, a > 1, so ist min{d € N : d|a} eine Primzahl und das Minimum existiert
wegen ala. Benutzt, dass jede Teilmenge der natiirlichen Zahlen eine kleinste Zahl enthilt =
Behauptung, da ein echter Teiler kleiner wire = 3p € R: p|1+ [[p;.

Wire p = p; fiir ein j € {1,2,...,n}, sop\Hpj.p\l—i—Hpj—l(Hpj) = pll=peZ” =

=1
Widerspruch. -

1.3 Primzerlegung in Euklidischen Ringen, Faktorielle Ringe

In diesem Abschnitt sei R integerer Ring, a,b,c¢,d,... € R.

Sprechweise: a = gb+r. Man sagt r ist der Rest bei Division von a durch b, g ist der Quotient
(Division mit Rest).

Mathematischer Wunsch: Rest r soll im geeigneten Sinn kleiner sein als der Divisor b. Man
bendtigt dafiir eine Gréfsenfunktion gr : R — N.

Definition
Ein Ring R, beziehungsweise ein Paar (R, gr) heift euklidisch : <=

(1) R ist integer

(2) Man hat Division mit Rest, das heift:
Ya,b€ R, b#0, 3¢, € R:a = qgb+r, wobei r = 0 oder gr(r) < gr(b).

12



1.3 Primzerlegung in Fuklidischen Ringen, Faktorielle Ringe

Es ist (Z,|-|) ein euklidischer Ring.

Beweis
O.b.d.A: b >0, da |b| = gr(b) = gr(-b).

q=|%]ist geeignet: 0 < §—q¢<1|-b=>0<a—qgb=r<b=gr(r)=|r|=r<b=1[b=gr(b)m
Viele Porgrammiersprachen, etwa MAPLE, bieten einen modulo-Operator:

r := (amod b) =a— Lﬁj

Im K[X] ist die Division mit Rest moglich beziiglich gr(f) := grad f = n, (f # 0).

Der Ring R = Z + Zi C C, also R = {x + iy|z,y € Z} heifst ,Ring der ganzen Gaufschen
Zahlen“. R ist euklidisch mit gr(z,iy) = |z +iy| = /22 + y2. Die Idee fiir die Division mit Rest
ist: Suche einen Gitterpunkt nahe %. (sieche Ubung)

Lemma 1.9
R integer, a = gb+r, a,b,q,r € R. Dann gilt

ggT(a,b) = ggT(b,7),

und falls eine Seite existiert, so auch die andere.

Beweis
Sind u,v € R, so kann Existenz und ggT(u,v) abgelesen werden an

T(u,v) = {d € R|d|u A dv},
der Menge der gemeinsamen Teiler. Es ist aber T'(a,b) = T'(b,r):

»,C“ dla Nd|b = d|r (Linearkombination)
»2“ dlr Ndlb = d|a (Linearkombination) -

Euklids glinzende Idee ist nun: Bei der Division mit Rest verkleinert der Ubergang von (a, b)
zu (b,r) das Problem. Sein Algorithmus ist wie folgt:

geT := proc(a,b); # Prozedur, die ggT = ggT(a,b)
aus $a$,$b$ berechnet if b = 0
then normiere(a) # es ist immer ggT(a,0) = anor

else ggT (b, a mod b) # terminiert wegen gr(a mod b) < gr(b)
fi

Idee: r ist Linearkombination von a und a,b. Die Hoffnung dabei ist: Auch d := ggT(a, b) lasst
sich linear kombinieren.

Satz 1.10 (Satz der Linearkombination des ggT)
Sei R ein euklidischer Ring. Dann existiert d = ggT(a,b) fir alle a,b € R und ist als
R-Linearkombination von a, b, darstellbar:

Jz,y € R:d=ggT(a,b) =xa+yb

13



1 Primzerlegung

Beweis
I Falls b = 0 (,,Induktionsanfang®) gilt d = aney = €-a + 0 - b mit geeignetem e € R*

IT Falls b # 0: Division mit Rest a = gb+r
Falls r = 0 ist d = byqr, fertig!
Falls r # 0, so gilt ggT(a,b) = ggT(b,r) = d und gr(r) < gr(b)

Induktionshypothese: 3xg,yo € R: d = xob+ yor = x0b+ (a — gb)yo = yoa + (xo — qyo)b =
xa + yb
Induktionsschritt geleistet. n

Die Idee ist, dass ein Ring faktoriell heifft, wenn man in ihm eine eindeutige Primzerlegung, wie
aus Z bekannt, hat. Ein Ziel der Vorlesung ist die Feststellung, dass euklidische Ringe faktoriell
sind (Euler-Faktoriell-Satz).

Definition
Ein Ring R heifit faktoriell (dlter: ,ZPE-Ring“) wenn gilt:

(i) R ist integer

(ii) Es gibt eine Menge P C R, beziiglich der jedes a € R mit a # 0 eine ,eindeutige Primzer-
legung‘ hat, also:

Je(a) € R* Juy(a) € N, mit nur endlich vielen vp(a) # 0 mit

a=e(a)- H p%(@  Primzerlegung von a
peP

Eindeutigkeit heifft: Durch a sind e(a) und alle v,(a) eindeutig bestimmt.

Der Fall R = Z ist aus der Schule bekannt, und wird nicht bewiesen. Ein Beispiel ist —100 =
—1-22.52, also e(—100) = —1, v2(—100) = v5(—100) =2 und Vp € P,p # 2,p # 5 : v,(—100) = 0

Im Fall R = K, wobei K ein Korper ist, gilt R* = K\ {0} und P = 0.

Ist R faktoriell, so ist die Standardnormierung

Gnor = H pvp(a) .

peP

Bemerkung: P besteht aus unzerlegbaren Elementen. Hatte man namlich p = wv mit ech-
ten Teilern u, v, so gilt u,v ¢ R*, also Vpi,ps € P: v, > 0,v,, > 0. Nun haben wir zwei
Primzerlegungen, da v,(p) = 1, Vg € P,q # p,vy(p) = 0 und damit p=1-p' =1-pi - p}

Ein Zweck der Primfaktorzelegung ist, dass die Multiplikation in R auf die R* und die Addition
in N zuriickgefiihrt werden kann. Denn mit a = e(a) - [ ,cp (@ b =e(b)- Hpepp”p(b) gilt:

ab = e(a) . e(b) . H pvp(a)—i—vp(b)
peP

= e(ab) - H per(a®)

pEP

14



1.3 Primzerlegung in Fuklidischen Ringen, Faktorielle Ringe
Aus der Eindeutigkeit folgt nun: e(ab) = e(a) - e(b) und v,(ab) = v,(a) + vy(b). vp(a) heifst
,additiver p-Wert von a“. v, heift (additive) p-adische Bewertung von R.

Ein weiterer Zweck liegt in der Riickfiithrung der Teilbarkeit auf < in N: Fiir a,b # 0 gilt
bla <= Vp € P:uy(b) <vyla)

Begriindung: nb =a = v,(b) < vp(b) + vp(n) = vp(a)
>0

Eine Folgerung davon ist, dass Vp € P gilt: v,(ggT(a,b)) = min{v,(a),v,(b)} und allgemei-
ner: v,(ggT(a1,...,a,)) = min{vy(a1),...,vp(a,)}. (Damit das auch bei a = 0 Sinn macht,
kann man v,(0) = oo definieren, was auch iblich ist.) Ebenso gilt: Vp € P: v,(kgV(a,b)) =
max{vp(a), vp(b)}-

Allerdings ist zur Bestimmung von kgV (a, b) folgener Algorithmus besser als der Weg tiber die
Primfaktorzelegung:

(1) Berechne ggT(a,b) mit Euklids Algorithmus

(2) Verwende: Sind a,b normiert, so gilt:

ggT(a’ b) ’ kgV(a, b) =ab

Begriindung: min{vy(a), v,(b)} + max{vy(a), v,(b)} = vy(a) + vy(b) und ab = Hpeppvp(a)+vp(b)
Anwendungsbeispiel: Ist m,n € N4, so gilt ggT(a,b") =1 <= ggT(a,b) =1
Zusammenfassung: Fiir alle a,b € R, a,b # 0 gilt:

* vp(ab) = vp(a) + vp(b)

e ac R < VpeP:uyla)=0

* vp(a+b) = min{vp(a), vy(b)}

* vp(ggT(a,b)) = min{vp(a), vy(b) }

Noch zu zeigen: vy(a + b) > min(v,(a), v,y(b)).
0.B.d.A: v,(a) < vy(b), also min(v,(a), vy(b)) = vy(a). a = p*»( @) -ag, b = p*»®by mit ag, by € R.
a+b=p@(ag+p*®)=@py) = p»@|a + b = v,(p* @) = vy(a) < vy(a+b)

Bemerkung: Ist R (integrer Rang) enthalten in einem Korper, so ist K = {¢ = z|a,b € R,b #
0} ein Koérper.
Man kann v, auf K ausdehnen: v,(z) = vp(a) — vp(b) (z # 0) Ist R faktoriell, so hat man die

»Primzerlegung” von z = ¢ :
xr = e(aj) . H p’llp(.'b)

peEP

mit e(z) € R*,vp(z) € Z. Nur endlich viele v,(x) sind # 0.
x € R < vy(x) > 0 (Vp € P). Die Rechenregeln 1-4 gelten auch auf K (siche R [Beweis leicht]).

Beispiel
U?(%) — 171;5(%) = —271)1,(%) = 0 sonst

15



1 Primzerlegung

Lemma 1.11
Sei R euklidisch, dann gibt es eine ,Grofenfunktion gr : R — N fiir die (zusétzlich) gilt:

e Istec R*;a€ R,a#0:gr(ea) = gr(a)

e Ist b ein echter Teiler von a # 0, so ist gr(b) < gr(a)

Beweis
Idee: Ist gr die gegebene Grofenfunktion, so erfiillt
gr*(a) = min{gr(ea)le € R*}

die beiden Punkte des Lemmas. (Beweis wird auf die Homepage gestellt!) n

Fir R = Z und R = K[X] sind beide ohnehin richtig.
(z.B. Z,gr(a) = |a|,b echter Teiler. a = bu,u € Z* = {£1} = |a|] > 1 = gr(a) = |a|] =
|b||ul, gr(b) = |b] = lal la| = gr(a). Ahnlich in K[z])

Jul

Lemma 1.12
R sei euklidisch, p € R irreduzibel, a,b € R. Dann gilt:

plab = pla oder p|b

Beweis

0.B.d.A.: p normiert, die normierten Teiler von p sind 1 und p.
Annahme: pfaAptbd

Falls pta = ggT(p,a) =1

(anderenfalls ggT(p, a) = p, damit p|a, Widerspruch!).

ptb=geT(p,b) =1.
Nach dem Linearkombinations-Satz:

Jxo, Y0, 71,51 € R: 1= x0p + yoa = x1p + y1b
1=1-1= (...) p+yoy1ab
—~—
€R
plab = p|1 = p € R*, also nicht irreduzibel, Widerspruch! n
Beweis
Des Euler-Faktoriell-Satzes: R euklidisch = R faktoriell.

P = {pnor|p irreduzibel} (z.B. P =P fiir R = Z).
Existenz der Primzerlegung fiir a € R (a # 0)

I Fall: a € R, Primzerlegung a = e(a),Vp € P: v,(a) =0

1 gq=p

II Fall: a irreduzibel = p = anor € P, a = €anor = ep,e € R, e(a) :=e,vp(a) = {0 2
qFp
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1.3 Primzerlegung in Fuklidischen Ringen, Faktorielle Ringe

Allgemeiner Fall wird durch Induktion nach gr(a) bewiesen.

Esist nurnocha € R,a # 0,a € R*, a nicht unzerlegbar zu betrachten = a¢ = u-v mit u, v echte
Teiler. Induktions-Hypothese mit Hilfe des Lemma 1.11 = gr(u) < gr(a) A gr(v) < gr(a), also
haben u, v Primzerlegung = (Durch Ausmultiplizieren) a hat Primzerlegung: e(a) = e(u)-e(v) €
R, vp(a) = vp(u) + vp(v)

Eindeutigkeit: a = e(a) - [[p**® = €/(a) - [[ p*(® seien zwei Primzerlegungen.
Zu zeigen: e(a) = €'(a), Vp € P : vp(a) = v)(a)

Induktion nach n =: 3°  p(vp(a) + vy (a)
Induktionsanfang: n =0 = Vp : v,(a) =0
Induktionsschritt: n > 0 = 3Jp : vy(a)

(@) [yep 44
Aus Lemma 1.12 leicht induktiv: pla; - ... - a, = 35 : pla; = ple'(a) VIgeP: plg¥a@ = plq
——

S
= vy(a) = e(a) = €'(a)
> 0V o,(a) > 0, 0.B.dA: vy(a) > 0 = pla =

geht nicht
= p ist normierter Teiler von ¢ = p = ¢ (p = 1 geht nicht) = p|p*(® = vy(a) >0
a = @(a])p”;v(a)fl Hq;ép pvp(a) = e/(a)pvé(a)_l Hq;ép qU;(a)
Zwei Primzerlegungen von a mit n — 2 statt n. Induktionshypothese anwendbar auf a = e(a) =

e'(a),¥q # p : vp(a) = vy(a). vy(a) — 1 = vy(a) — 1 = Induktionsschritt geleistet. n

Primzerlegung hat viele Anwendungen, z.B.: ggT(a,b) =1 = ggT(a™,b™) =1

Satz 1.13 (Irrationalitétskriterium)
Sei a € C eine Nullstellen von f = X™ +ynX™ bt + .+ v X + v € Z[X] (dh
Y1y oy Ym € Z) Ist dann o € Z, so o ¢ Q.

Beweis
Annahme o € Q, a = 2,z € Z,n € N, ggT(z,n) =1
0=f(2)= fl—: + ’ylz%:ll + .. + Ym—17 + Ym, multiplizieren mit n™ =
0=2"4n(.)=nlz"=n|ggT(z™,n) =1, da ggT(z,n) =1 (s.0.)
——
€7
nll=>a=%2=z€2Z. [ ]

n

Anwendung: z.B. auf f = X¥ —a,a € Z(k > 1). Ist a keine k-te Potenz in Z, a eine Nullstelle

von f in C (sozusagen o = ¥/a), so ist « irrational.
[@ € Z : a = oF ist k-te Potenz in Z| Tritt zum Beispiel ein, wenn 3p € P : k { vp(a) (denn
a=z" = v,(a) = k- vp(2). Etwa {/q,q € P ist immer irrational, z.B. v/2.

Die erste Grundlagenkrise der Mathematik Die Pythagorider glaubten, alle Naturwissen-
schaften seien durch N ,mathematisierbar”. Zum Beispiel wurde Folgendes als selbstversténdlich
betrachtet:

Man kann kleinen Einheitsmafstab e (verdeutlicht durch einen gezeichneten Streckenstab mit
kleinen Einheiten) wihlen, so dass die Strecke a und die Strecke b in der Forma =n-e,b=m-e
ist, mit n,m € N & 2 € Q.

Modern ist die Aussage % = /2 = Seite und Diagonale erfiillen nicht dem Glauben.
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1 Primzerlegung

Der Glaube besagt: Nur natiirliche und rationale Zahlen sind Zahlen. = Die Lénge einer Strecke
ist keine Zahl.

Der Dozent glaubt, dies hat die Griechen daran gehindert ,reelle Zahlen“ zu erfinden, d.h. mit
Léngen von Strecken wie in einem Korper zu rechnen (wirkt iiber 1000 Jahre, relle Zahlen exakt
erst seit ca. 1800 exakt erklért!).

Heute bekannt: Die Proportionenlehre von Eudoxos von Knidos ist logisch dquivalent zu der
Konstruktion der rellen Zahlen.
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2 Arithmetische Funktionen

2.1 Einfiihrung

Erkldrung: Eine zahlentheoretische Funktion ist eine Abbildung o : N — C, also nichts anderes
als eine Folge a,, = a(n) komplexer Zahlen (n € N).

Beispiel
Pn: N — Py (n-te Primzahl) ist eine zahlentheoretische Funktion.

Kurzbezeichnung: >, = Z{d€N+‘d|n}

Standardbezeichnungen (in vielen Biichern):
o p(n)=#{r eN|l <z <nAggT(x,n) =1} (,Eulersche Funktion®)
o 7(n) =Ygy, 1 =#{z € N;z|n}
e o(n) =3y, d ,Teilersumme*
e 0x(n) = de d*. keN alsoog=7,01 =0
o w(n) = #{p € Plpn}

0 IpeP:p’n

e u(n)= . ,Mobiusfunktion®
(—1)‘*’(”) sonst, d.h. ,,n quadratfrei*
Zeichen in dieser Vorlesung:

o ¢,: Konstante Funtion, also Vn € N: ¢,(n) = a

1 =1
e 0:6(n)= { " =01, ,Kronecker-Delta“

0 sonst
e I1;(n) = n* ,Potenzfunktion*

Sprechweise fiir den Fall ggT(x,n) =1 <= z und n sind ,relativ prim*.
Beispiel
(1) ¢(12) = #{1,5,7,11} =4

(2) peP,ne Ny, o) =7

geT(z,p") =1 < p fx

{r e Ny|ggT(x,p") =12 <p"} ={r € Ny|p fr,z <p"}
:{1,...,p”}\{p,2p,...,p”}:{1,...,p”}\p{l,Q,...,p”’l}
(") =p" —p"t=p" N p-1)=p"(1-])
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2 Arithmetische Funktionen

2.2 Dirichlet-Reihen

Benannt nach Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-59.

Definition
Sei « eine zahlentheoretische Funktion. Ist s € R oder besser s € C, so definiert man:

L(s,a) = Z a(n)

ns
neNL

Beispiel
L(s,c1) = ¢(s) (,Riemanns ¢-Funktion®)

Wir rechnen nun formal. «, 8 seien zahlentheoretische Funktionen:

L(s,a)-L(s,f) = 3 0‘75”) 3 ﬁT(L“)

neNy neNL

a(n) - B(u

n,ueENL n,u;nu=m

_ 5 (ash)m)

ms
meNL

mit der Dirichlet-Faltung:

e = Y a@se) =Y a@s(2)

u,0EN juv=n d|n
Als Ergebnis erhalten wir jetzt (formal):

L(s,a) - L(s,B) = L(s,a % )

2.3 Arithmetische Funktionen allgemein

R sei jetzt ein faktorieller Ring.

Definition

Rnor = {QHor‘q 7é 0}

(z.B.: Zpor = N1))
Bemerkung: {d|n|d € Ruor}, (n #0), ist endlich.
n=en) [[ep pU(™ hat endlich viele v,(n) # 0, etwa p = p1,...,p

dln,d = [ cp p™ mit my < vy, (n), ..., myp, < vy (n), my =0 sonst.
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2.3 Arithmetische Funktionen allgemein

Definition
(1) Jede Abbildung  : Rnor — K (K ein Korper) heifst in dieser Vorlesung (K -wertige) arith-
metische Funktion (auf R). Die Menge dieser Funktoin wird hier mit Arfun = Arfunp g
bezeichnet.

(2) Fir a, 8 € Arfun wird definiert:
e o+ 8 durch (a+ B)(n) = a(n) + (n)
e ca, (c € K), durch (ca)(n) = c¢- a(n)

(3) Dirichlet-Faltung « * 8 durch

(axB)(n) = Y a(d) - B(Z)

din

(Das Inverse wird mit a~! bezeichnet, also a x ! = 1)

Satz 2.1 (Arfun-Ring-Satz)
o (Arfun,+,x) ist integrer Ring und K-Vektorraum.

e a € Arfun® < «a(l) #0.

Beweis
Die Vektorraumeigenschaft wird wie in der Analysis gezeigt. Wir zeigen die Ringeigenschaft:

Einselement ist 1appun = 0:
(6+a)(n) = Y s(d)a(5) = (1) - a(7) = aln)

dn

Die Kommutativitat von x ist offensichtlich. Die Distributivregel gilt auch:

ax(B+7)m) =Y ad)-(B+7) (3)

dn

- Za(d) . (5 (g) + fy(%)) (- ist distributiv in C)

dn
-5 (01 (3) o004 (3)
S o0 (3) + Sota (3

= (axB)(n) + (ax7)(n)
= ((ax ) + (7)) (n)

Bemerkung:

(@xB)n)= Y a@ws)

u,VE€ Rnor; U-v=n
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2 Arithmetische Funktionen

Nun zeigen wir noch die Assoziativregel:

((ax B) % 7)(n) = D _(a*B)(u)y(v)

u,V; UV=n

=D _(a(z)B(y))y(v)

UV=n; TY=u

= > a(z)B(y)y(v)

Den Beweis, dass Arfun ein integrer Ring ist, fiihren wir nur fir R = 7Z, ldsst sich aber mit
etwas Scharfsinn auf beliebige R iibertragen.

a#0,8#0 = Ju=min{xr € Ny|a(x) # 0}, v = min{y € N;|5(y) # 0}. n := wv.
(axpB)(n) = ny:noa(x)ﬁ(y). r<u = afz)=0,z>u = y=2<T=v = f(y) =0.
Also: (a* B)(n) = a(u)B(%) = a(u)B(v) # 0, da K integer = a* 3 #0

Die Existenz von Inversen: o € Arfun™ <= 35 € Arfun: 8 * a = (= Larfun)
B existiere = 1=4(1) = (B*a)(1) =>4, BLa(d) =B1)a(l) = a(1) #0

Sei a(1) # 0. Setze B(1) = ﬁ (geht, da K ein Korper ist und «(1) # 0). § ist so zu definieren,

dass fiir n € Ryor, n # 1, gilt:
(+) 0=0d(n) = (Bxa)(n) = Bld)a(5) (2.1)
din

Induktion nach len(n) = cpvp(n), len(n) = 0, dann n = 1, also OK.
Bemerkung: d|n,d # n (d = dpor) = len(d) < len(n)

Induktiv darf man £(d) schon als definiert annehmen.

1) = B =~ X Bl
dn, d#m

Die rechte Seite ist schon erklart, die linke Seite dadurch gewonnen. 5 also rekursiv, also definiert,
so dass 8 * a = §. Im Prinzip wird § als ,,Programm* realisiert.
2.4 Multiplikative arithmetische Funktionen

Definition
a € Arfunp i, (a # 0), heifle multiplikativ <=

Vm,n € Ryor mit ggT(m,n) =1: «a(mn) = a(m)a(n)
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2.4 Multiplikative arithmetische Funktionen

a multiplikativ — « (Hpe]P pvp(n)) = Hp ePog(pvp(n))

Ein Beispiel fiir eine Anwendung folgt aus der Multiplikativitdt der Eulerfunktion ¢, welche wir
spater zeigen werden:

1 1
¢(p”p(”)) = p”p(")(l ——)firpeP = ¢(n)=n- <1 — > ,Eulers Formel“
p

pEP,p|n

Beispiel
I}, ist multiplikativ. (ITx(n) = n*)

Satz 2.2 (Multiplikativitéitssatz fiir Arfun)
(1) Ist o € Arfun multiplikativ, so ist a(1) =1

(2) Die multiplikativen Funktionen bilden eine Untergruppe von (Arfun*, x), also «, 3
multiplikativ, so auch « * 8 und o~

Beweis Kérperl
(1) «ist multiplikativ = a(1) = a(1-1 a(1)-a(1) =" (1) =1 oder a(1) = 0.

Falls (1) = 0, so Vn € Ryor a(n) = a(n-1) e T(n,1)=1 am)-a(l)=0 = a=0und

=0

) ggT(gl)=1

das ist nach Definition nicht multiplikativ, also gilt a(1) = 1.

(2) Zu zeigen: a, B multiplikativ = « * 8 multiplikativ und ! ist ebenfalls multiplikativ.
(ax B)(ning) = (ax B)(n1) - (o B)(na2), (2.2)

falls ggT(n1,n2) = 1. (a % B)(1) = Yy, a(d)B(h) = a(1)p(1) 2" 1.1 = (2.2) ist
ok, wenn nq = 1 oder no = 1. Sei nun ny # 1, ny # 1.

Behauptung: n = nins : Jeder Teiler d|n ist eindeutig in der Form d = dy,d mit di|ny
und dz|ny darstellbar.

Folgende Funktion f ist bijektiv:

f.{ {(d1,d2)|d1|n1, dolna} —  {d|d|n}
' (di,d2) = didy

Die Behauptung ist klar, wenn man die Primzahlzerlegung anschaut (ny, ng # 1):
ny = ngl p;l, ng = Hézl ¢;”", die p; sowie die ¢; sind jeweils paarweise verschiedene

Primzahlen. ggT(ny,n2) =1 <= {p1,p2,..., 0t} N{q1,q2,-..,q} = 0.
t !
dn,d = Hp;” Hqiﬁ mit u; < vj, yp < wg.
=1 =1
=d1 =dsy
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2 Arithmetische Funktionen

Es gilt weiterhin ggT(dy,d2) =1 = ggT (Z—ll, Z—i)

(@A) = D adB)

=nino d|n

- ()

distriautiv Z Od(dl)

Zeige nun noch: o multiplikativ. = B = o~ ! ist multiplikativ. In der Vorlesung wird
nur die Idee gezeigt, der Rest bleibt als Ubung. Sei also v die multiplikative Funktion mit
(1) = 1 und v(p*) = B(p*), (p € P,k € Ny (nach (3))) Mit Hilfe der Multiplikativitit
von 7 leicht nachzuweisen: a*y =6 = v=a ! =3 = f ist multiplikativ. n

Beispiel

Anwendungsbeispiele fiir diesen Satz: II; ist multiplikativ, ¢; = Ilg auch. Daraus folgt, dass
Il * ¢ auch multiplikativ ist. Wegen (Il  c1)(n) = > g, He(d)er () = Xy d* = op(n) ist
also auch oy, insbesondere ¢ und 7, multiplikativ.

L. . (t41)
Zum Beispiel: o (pt) = > dlpt dr = Z;:O(pj)k = ppk,l .
Das liefert die Formel oy (n) =[] cp 1 %
sowie 7(p') =t +1 = 7(n) = [y (vp(n) +1) und

vp(n)+1 _
H pr 1
pln

Eine konkrete Berechnung ist o(100) = 223__11 . 553__11 =7-31.

Historischer Exkurs

o(n) = X g, d (Teilersumme), 0*(n) = }_y,, 4z, d = 0(n) —n.
defizient
Benennung (Griechen): n € N heift ¢ abundand ; <= o*(n)
vollkommen
Beispielsweise ist jede Primzahl defizient, 12 abundant und 6 ist die kleinste vollkommene Zahl.

n.

Vv A
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2.4 Multiplikative arithmetische Funktionen

Satz 2.3 (Euklid, Euler)
Die geraden vollkommenen Zahlen sind genau die der Form

n = 2p_1Mp peP, M,=2P —1 e P Mersenne-Primzahl.

Unbekannt: Gibt es unendlich viele Mersenne-Primzahlen? Gibt es unendlich viele vollkommene
Zahlen? Gibt es wenigstens eine ungerade vollkommene Zahl (Es gibt mindestens 100 Arbeiten
zu den Eigenschaften der ungeraden vollkommenen Zahlen, aber leider hat noch niemand eine
gefunden)?

Beweis

,= Sein = 2p_1Mp wie oben.

1 2p71+1 -1
oln) = o(@)-o0) = | ot 1+ )
— M), ist prim
vgl. (2.3) P

= (2P -1)2P=2-2P"1. M, = 2n = 0*(n) =n = n vollkommen.
»= ‘ n sei vollkommen und 2|n, also o(n) =2n.n=2" -z, € Ny, 2 foz = ggT(2",z) = 1.
2rtl —1
o(n) " 0 (2No(x) = 5~

geT (21 2l — 1) =1 = 2"*l|g(2), also o(x) = 2" "1y mit y € N}
L - (2t — 1)y = by. T(z) C {1,y,b,by} mit b > 1 wegen r > 0. o(z) = (b+ 1)y =
—_—

U(.%') n volllgmmen U — 2r+lx (2.4)

=:b
y+by, y < by wegen b > 1.
= T(r)={y,by} = y=1, =05, T(z)={1,b} ={l,2} = x=2""! — 1 ist prim.
Mit Aufgabe 3a, Ubungsblatt 1 = r+1=peP, z = M, = Behauptung. n

Satz 2.4 (ohne Beweis, nach Abdul Hassan Tha bit Ibn Kurah, ca. 900)
Sindu=3-2""1-1, v=3-2"—1, w =9-2""! alle prim, so sind 2"uv und 2"w befreundet.
Zwei Zahlen n,m aus N heifien befreundet, genau wenn o(n) = o(m) gilt (zum Beispiel
220 und 284).

Zur Eulerschen Funktion ¢: Relp(n,d) := {z € N+’x <n, ggT(n,z)=d}.
p(n) = #Relp(n, 1).

Lemma 2.5 (Gauf)

n=> (d)

dln
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2 Arithmetische Funktionen

Beweis "
Die Abbildung  : Relp(ﬁ’{z - gjlp(md)

ggT(4,2) =1, d=d-1=ggT(dy,d-1) =ggT(n,d), <% <= dr <n. Ud|n Relp(n,d) =
{1,2,...,n} (wenn ggT(y,n) = d, so y € Relp(n,d), y <n.

wg. obiger Bijektion
n=#{1,2,...,n} = g, #Relp(n,d) "= =" g #Relp(%,1) = Yy, 0 (5) =
o), (d=7F). n

ist bijektiv.

Lemma von Gauf sagt: II; = ¢ * ¢, I;(n) = n' = n. Da II; und ¢; multiplikativ sind

— @ =11} xc; " ebenfalls multiplikativ (aus Multiplikativititssatz) = ¢(n) = nIl, (1 — )

P
(frither).

Definition
Ist @ € Arfun, dann heift & Mobiustransformierte von (oder Summatorische Funktion zu) o,
wenn:

(Das heifst: & = a*¢;.)

Problem: Wie kann man « aus & gewinnen (bzw. berechnen)?
Losung: a = a*xcp = a=ax*pu, mituzcl_l.

W= cfl heifst Mobiusfunktion.

Rest: Bestimmung von p, da p multiplikativ ist, reicht es aus,
w(p') = ¢p, p € P,1 € N; zu ermitteln.

p(l) =1 ,

0=38(p) = pxcr(ph) = X g 1(d) = X 1(p?)

l=1: 0=p(l)+pulp) = pp)=-1

1=2: 0=p)+ulp)+u@®) = wpE*) =0

w(p') = 0 fiir j > 2. Also folgt, weil x4 multiplikativ ist:

0 Ip € P: p?In, d.h. n ist nicht quadratfrei
(=1)t fallsn=p;-py----- p¢ mit ¢ verschiedenen Primzahlen

Ergebnis:

Satz 2.6 (Umkehrsatz von Md&bius)
Sei a arithmetische Funktion, & die Md&biustransformierte von a, dann gilt & = & * p mit
der Mébiusfunktion pu, das heifét:

a(n) = Z a(d)p (g) Mobiussche Umkehrformel

und p wie oben.

Lineraturhinweise zu den Arithmetischen Funktionen:
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2.4 Multiplikative arithmetische Funktionen
(1) Fiir Algebra-Freunde: ,Der Ring Arfun ist selbst faktoriell“, siche Cashwell, Everett: The
Ring of Numbertheoretic Functions, Pacific Math.J., 1955, S. 975ff.

(2) Umkehrformeln gibt es fiir allgemeinere geordnete Mengen als (Ryor, |), siche Johnson,
Algebra I.

(3) Fir Analysis-Freunde: Viel Analysis iiber zahlentheoretische Funktionen. Viele Sétze iiber
asymptotisches Verhalten (&hnlich p, ~ n -logn), siehe Schwarz, Spieker, ,,Arithmetical
functions”, Cambridge University Press, 1994.
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

In diesem Kapitel betrachten wir entweder R = Z oder R = K[X], wobei K ein Korper ist.

Grundbegriffe

In den betrachteten Ringen gibt es eine eindeutige Restwahl: In R = 7Z ist die Division mit Rest
a=gm+r mit 0 <r < |m|. Andere Restwahl wére etwa a = gm + ' mit —@ <r' < @ Es
besteht folgender Zusammenhang:

, r, 0<r
-
r—|m|, —‘2‘<

In R = K[X] haben wir a = gm + r mit gradr < grad m.

||

IN

2
< |m|

Diese Reste sind eindeutig: Haben wir @ = gm + 7 = ¢gm + 7 mit 0 < r,7,|m|. Dann ist
(q—@m=7—r = |m||f —r. Annahme: ¢ — G #0 = |F —r| > m, Wid. Also ist ¢ = ¢
und r = 7. Der Beweis fiir R = K[X] funktioniert &hnlich.

Definition (Gauf fiir R = 7Z)
m,a,b,€ R

(1)
=b mod m (lies a kongruent b modulo m

< aqg modm=>b modm

Gaufs schreibt ,,Zwei Zahlen heiffen kongruent mod m, wenn sie bei Division durch m den
selben Rest lassen.”

(2) @a:={be€ R|b=a mod m} heifst Restklasse modulo m.

(3) R:= R/mR := {ala € R} heikt Restklassenring modulo m.

Warum ist Letzeres ein ,,Ring“? Der Dozent fiihrt einen schonen Beweis durch Aufwickeln einer
Schnur auf einer Tesa-Rolle durch.

Beispiel

Z/27 = {0,1} mit 0 = {0, £2, +4, ...} (die geraden Zahlen) und 1 = {£1,+3,...} (die ungera-
den Zahlen). Aus der Schule sind folgende Regeln bekannt:

(1) 0+0=0, ,gerade + gerade — gerade

(2) 0+1 =1, ,gerade + ungerade — ungerade*
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

(3) 1T+ 1 =0, ,ungerade + ungerade = gerade*
Bemerkung:
(i)a=b modm <= (i)a=b < (iii) mla—b

Merke: Kongruenz ist Gleichheit der Restklassen.

gm = 0. Die Idee: In R wird alles durch m teilbare als ,unwesentlich“ angesehen und durch 0
ersetzt.

Beweis

(i) <= (ii): Kongruenz mod m ist Offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf R. @ ist die
Aquivalenzklasse von a. Lineare Algebra: Zwei Elemente sind genau dann Aquivalent, wenn die
zugehorigen Aquivalenzklassen liberstimmen.

(i) = (iti): r =a modm =b mod m = a = qgm+r,b=¢m+r (Division mit Rest)
= a—-b=(q—q¢)m = mla—> n

Um mit Restklassen zu rechnen, brauchen wir folgende Definitionen:

Definition
Jedes b € @ heifit Vertreter der Klasse @ € R. Die Idee ist, die Operationen + und — vertreter-
weise zu definieren. Wir haben also:

(R,+,)mita+b:=a+b, a-b=a-b

Zu zeigen: Die Definition ist vertreterunabhingig, also :@a=a = a+b=a +bunda-b=
a’ -b. Das ist klar:

a=d < mla—d =a+b—(d+b) = a+b=d +b
mla—a = m|(a—d)b=ab—ab = ab=db

Bemerkung: e € R*,m € R = R/mR = R/emR (da m|r <= em/|x). Ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit kann man m also normiert annehmen.

m =0, dann @ mod m =b mod m <= a =b, also @ = {a},, = “a. Also: R/oR = R und
R/eR = R/R = {0} (,Nullring")

Diese uninteressanten Falle werden meist beiseite gelassen.

Satz 3.1 (Restklassenring-Satz)
Sei R ein euklidischer Ring, m € R.

(1) (R= R/mR,+,-) ist ein Ring
(2) B = {a Bl ggT(a,m) = 1)

Zusatz: Zu@ € R . Kann @ ! effektiv mit Euklids Algorithmus berechnet werden.
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Definition
@ € R heilt eine prime Restklasse modulo m, R™ heift prime Restklassengruppe modulo m.
(Sprachlich besser wire eigentlich: Gruppe der zu m relativ primen Restklassen)

Beweis B
(1) Alle Ringaxiome vererben sich von den Vertretern auf die Klassen. a+b
b+a = (R,+) ist kommutativ. 0 :=05=0,daa+0=(a+0)=a

. 15 =1 ebenso.

Assoziativitit der Addition: (@+b)+c=a+b+tc=(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c=
a + (b+©), Assoziativitat der Multiplikation und Distributivgesetzt analog.

(2) a e R” LN JreR:Ta=1z=1 < 1l=ar modm <= 3JgeR:1=
ax + gm = ggT(a,m) =1, (da normal).

Der LinKom-Satz 1.10 liefert: d = ggT(a,m) = Jz,y € R : d = ax + by. Diesen Satz
diirfen wir anwenden, da R euklidisch ist. Wir wenden ihn mit d = 1, ¢ = y an und erhalten
1 = az + gm, wobei x durch Euklids Algorithmus geliefert wird. = 1 = az + gm = az.
Resultat: @ ! = Z mit dem so berechnetem z. n

Folgerung 3.2
Ist m € N4, dann gilt fiir Eulers Funktion ¢:

p(m) = #{R/mR}*

Der Grund ist dass R/mR = {0,...,m — 1} und (R/mR)* = {F|0 < r < m,ggT(r,m) = 1},
derer es ¢(m) gibt.

Im Allgemeinen ist R nicht integer. Beispielsweise in Z/4Z = R gilt: 2-2 = 4 = 0 = 0, aber
240

Folgerung 3.3
Falls m unzerlegbar (also m Primzahl oder -polynom). Dann gilt: R/mR ist ein Korper.

Speziell:
(1) Fp :=Z/pZ, p € P ist Kérper mit p Elementen.
(2) Ist f € K[X], firreduzibel, so ist K[X]/f - K[X] = R ein Kérper.

Grund: m sei unzerlegbar. Danna@ € R, @ # 0 =0 <= m fa = ggT(m,
die einzigen normierten Teiler von m!) = a € R". Es gilt also B* = R\ {0} = R ist
Korper.

a) =1 (1,m sind

R=R/mR>a=a+ Rm:={a+ qm’q € R} Restklasse von a.
Rechne in R: Idee: Kodiere die Restklasse @ durch den Vertreter a mod m.

Beliebige Vertretersysteme (ohne Einschrinkung m € Ny, m > 1)

R =7:
Versys,, = {0,1,...,m—1} ,System Betrag kleinster positiven Reste' oder Versys,, = {v €
Z| -5 <r <3}, Symmetrisches Restsystem*
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

R = K[X]:
Versys,, = {f € K[X]|Grad f < Grad m} (Grad m > 0)
Klar:
Versys,, — R/mR (Ist bijektiv)
T o T
a +— a mod m (Umkehrung)

Transportiere die Struktur (Versys,,, ®,®), wobei gilt:
r®s:=r+s modm r®s:=rs modm

Klar, r — 7 ist ein Ringisomorphismus.
Vorzug bei R = Z:
r+s mod m mit 1-Addition: Zahlen < 2m
r-s: Zahlen < m?
(m mod mT? bei symmetrischen Resten)
Vorzug bei R = K[X]:
Ist n = Grad f, so ist Versys,, ein K-Vektorraum der Dimension n (Basis z.B.: 1, X, X2, ..., X7~ 1)
Grad f <m,Grad g<m = Grad (f+9)<m = fdg=f+9 = =+

Versys,, enthélt K als Teilkorper (konstante Polynome), da:

a,f e KCKIX] = a®pf=af modm=afS
Folgerung 3.4
R = K[X]/mK|[X] ist ein K-Vektorraum der dim n = Grad m mit Basis 1, X, XX
Identifiziert man o € K mit der Restklasse @, so enthiilt R den Korper R.

n—1

Folgerung 3.5

Ist m € F,[X] = R irreduzibel, so ist R/mR = R ein Kérper mit ¢ = p" (n = Grad m)
Elementen!

Grund: F,-Basis ist 1, X, YQ, ...,Yn_l
R={ap- 14+ X+ ..+ an_lyn_l‘ao, 01 € Fp} mit #R=p"

Zum Rechnen in R wird empfohlen @ € Fp‘durch r = a mod p zu ersetzen, mit r € Versys,.
f € Versys,[X] hat die Form f =3 " j¢;X*, ¢; € Versys,,.

Bei der Bestimmung von f+g, f-g ist bei allen Rechnungen mit Koeffizienten ¢y, ..., ¢,,, + durch
@ und - durch ® zu ersetzen. Man kann auch f + g, f - g in Z[X] berechnen und dann zu allen
Koeflizienten die Reste mod p nehmen.

Beispiel
IF3[XL F3 = {67 Iv 5}7 VersySS = {07 172}
(X?2+2X+1)-2X +1) = 2X34+202X2+2X + X2 +2X +1
| — ~—~—
(= TX2+2.-X+1 in R[X]) =1in Z[X]

= 2X34+4X? 42X + X2 42X +1
= 2X34+ 5 X?24 4 X+1
~~ ~~
2 mod 3 1 mod 3
= 2X3+(1o1)X%2+(202)X +1
= 2X342X24+ X +1
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3.1 Zyklische Gruppen

Beispiel

Fy={0,1, T ,T+ 1}, wenn m irreduzibel in Fy[X], Grad f =2
<=~
F, =0

X24+1=(X+1)?(=X2+_2 X+1=X2+1inF[X))

=0

X2 4 X +1 ist irreduzibel. (Alle Polynome vom Grad 1 sind X, X +1, X% X (X +1),(X +1)? =
X2 + 1 sind von m verschieden == irreduzibel)
Fy = {Oa 1,00+ 1}? 92 ="
(X)??=X?2 modm=X+1=X+1=p+1

€ Versys,,
X2 -1 (X24+X+1)=-X—-1=X+1inFy[X]
Rechenregel: o> = o +1 = Multiplikationstafel

Bemerkung;:

e R —zﬁ = R/mR, k:a— a= k(a), so ist k surjektiver Ringhomomorphismus. x(a+b) =
at+b=a+b=r(a+Db)

e Ist R ein Ring und z € Z, so definiert man:
z-0:=sgn(z) (e+o+..+0)
—_——
|z| —Stiick

Beispiel
R=7Z/mZ,z €L

za = za (leicht selbst nachzuweisen) m -1z =m-1=m =0y

Rechenregeln: z, 21,20 € Z,0, 01,02 € R
(21 + 22)0 = 210+ 220
z(01+ 02) = 201 + 200
(2122)0 = z1(220)
z(0102) = (z01)02 = 01(z02) (Beweis leicht)
Fiir f € Z[X],@ € Z/Zm ist definiert (f = > 1 ;2 X"):
n n

f(a) = Zzﬁi €ER (= Zziai =

=0 1=0

f(a)

Ergebnis: f(a) = f(a)

3.1 Zyklische Gruppen
Aufgabe: Berechne 3" mod 167 (Rechne in Versysg7 !)

=p

Mathematische Hilfsmittel: Ordnung eines Gruppenelements.
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

Definition
Sei G eine (ohne Einschrankung multiplikative) endliche Gruppe, x € G. (Das neutrale Element
werde mit 1 = 1 bezeichnet)

(i) ord(xz) = min{n € N.,.}x” = 1} heikt ,,Ordnung von z*
(ii) #G heift ,,Ordnung von G*

Bemerkung: ord(z) existiert, da n > m,n,m € N; vorhanden sind mit 2" = 2™, da G
endlich. = 2" = 1. In allgemeinen Gruppen kann sein {n € N+’1:" = 1} = 0, dann
schreibt man ord(z) = oo

Satz 3.6 (Elementordnungssatz)
Sei G eine endliche Gruppe, ¢ € G, m,n € Z. Dann gelten:

(i) 2™ =2" <= m=n mod ord(x)
Insbesondere 2™ = g ™od o1d(@) ypd mod ™ =1 «—= ord(a?)‘m

(ii) 2#¢ =1 (d.h. nach (i) ord(z)|#G)

(iii) ord(a™) = ﬁfﬁmn

Anwendung:

Satz von Euler: Sei m,x € Z,m > 0,ggT(z,m) = 1, ¢ sei die Eulersche Funktion. Dann
gilt: 7™ =1 mod m

(Kleine) Satz von Fermat: Sei p € P,z € Z. Dann gilt: 2P = 2 mod p

Zum Satz von Euler:
G = (R/Rm)*,#G = ¢(m). T € G <= ggT(z,m) = 1. Elementordnungssatz (ii)) = 1=
1g — f#G s fﬂo(m) - :L'So(m) _ 1 = $90(m) mod m

Zum Satz von Fermat:

©(p) = p — 1. Aussage klar, wenn p‘x(aj =0=ap).ptr = geT(pr)=1 = P! =
70 =1 = T =7 = 2P =2 mod p

Beweis (Elementordnungssatz)

Sei x € G, ord(X) =: [.

(1) 2m =2" <= 2™ " =1=1g < 1= = ()9 .2" =19-2" = 12" = 2" (Falls
r # 0, so haben wir einen Widerspruch zur Minimalwahl von [) <= r =0 < 1|
m-—n <= m=n mod .

Insbesondere: ™ =1 <= [ | m, 2™ = z" mod!

(2) 27 = 1. Dies wird in dieser Vorlesung nur fiir kommutative G' bendtigt und bewiesen.
Betrachte die Abbildung G — G, z +— y - z. Sie ist bijektiv (die Umkehrabbildung ist
y—yz~), also {y |y € G} =G ={yx |y € G}.

Hy: H (yx)zny-x#G . p#G

yeG y,2EG yeG [ ]
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3.1 Zyklische Gruppen

Also laut (1): ord(z) | #G

my _ _ k _ omk U Do l
(3) ord(@™) =k = 1= (z™)% =™ L || mk Seid = ggT(m,l) = 1
k. Warum sind £ und 2 relativ prim? d = ggT(m,1) = d-ggT(2, L) =

].m

d>
Aber k | é wegen (xm)é = ¢!i =17 =1, k = ord(z™) nach (1).

ord(x)

CS A R
Ergebnis: k = = T (ord(z),m)

Hilfestellungen zur Berechnung von ord(z)

Bemerkungen:
(i) ord(a) | #G (wirklich a?)

(ii) Sei 2% = 1. Dann gilt: d = ord(z) <= Vp € P mit p | d: v # 1.

Beweis (Der Bemerkung (ii))
,=—" Klar

d
p

o= Sei 2 =1, x # ord(x). Nach (1): ord(z) |d = Ip € P: ord(z) | % = zr =1 n

Zur Berechnung von z™: Naive rekursive Berechnung: z/*! = 7 - . Hier hiitten wir n Produkte
zu berechnen! Westentlich bessere Methode: Stelle n binér da: n = ZEZO ;28 ey # 0, ¢; € {0, 1}.

Bezeichnung n = (¢, ¢—1, . . ., ¢o)2 mit den Bindrziffern c;.
. t e Ut
Y i Q i
x?’b = :L'Ei:() ci2 = H (:1;‘2 ) = H:L'(Q )
i=0 i=0, ¢;#0
. 0 i+1 i . ..
Rekursiv: 227 = 2! = z und 227 = (2%)2. ¢ ist etwa logyn, man hat ungefihr 2 - log,n

Produkte zu berechnen.
Beispiel
G =Fy, #G =9 — 1 = 8. Mdgliche ord(«) fiir ein a € G: 1,2,4, oder 8.

Fg = F3[X]/m - F3[X], ord(m) = 2, m irreduzibel. Beispielsweise ist X2 + 1 in R = F3[X]
irreduzibel.

Fg hat F3-Basis 1;7. Fg ={0,1,—1,...} ={a+ b7 | a,b € F3}
——

F3=Versysg

m=X241=0 modm = X>=-1 modm = X =-1=—lg,=—lp, = X =
(-1)?=1 = ord(X) = 4.

42X 4+1=-14142X= X #1, X+ =(X)?=X =-1 =
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

Zuriick zum Problem 3(10°*) mod 167, 167 € P. G = Fi67, #G = ¢(167) = 166 = 2 - 83, also
gilt ord(n) € {1,2,83,166}.

Laut Ordnungsatz: 310°% = 310°" mod ord(3)

Wir brauchen ord(3): 3° = 9 # 1g = ord( ) # 1,2, ord(S) =8 «— 3P =15=1
83 = (1010011)3 = 64 + 16 + 2 + 1. Tabelle: 32" in Fyg7 ist 3, 32° in Fyg7 ist 32 = 9, 32% in Fig7
ist 92 = 81, 32° in Figy ist 812 = 6651 = 30 - 167 + 48 = 48, 32" in Fyg7 ist 482 = 133, 32" in
Fig7 ist 1332 = 17629 = 154, 32° in Fygr ist 1542 == 2. Also: 3>° =3.9.133-2.7182 -1 = 1¢.
Ergebnis: ord(3) = 83.

310°%% — 310°% mod 83 Noch zu berechnen: 10590 mod 83. Man kann 10 in Fg3 berechnen. Reicht
auch 10" = 10590 mod #(83) ,(83) = 82, 500 = 8 mod 82 = 10°%° = 108 = 23 mod 83

— 124 = =33 und somit 3'9°°" = 124 mod 167

Satz 3.7 (Mersenne-Teiler-Satz)
Es seien p,q € P mit q | M, = 2P — 1. Dann gilt: ¢ =1 mod p

Beweis

q| M, <= M,=2"-1=0 modq < 2’ = linFy =G = ord(2) =p,dal
nicht geht und ord(2) | p nach dem Ordnungsatz. ord(2) | #G =¢(¢) =¢—1 = ¢—1=0
modp — ¢=1 modp [

Bezeichnungen:

(1) (z) = {1,z,2%,..., 271}, (I = ord(x)), heift die von x erzeugte zyklische Untergruppe
von G.

(2) G heift zyklisch <= Jr € G: G = (z) <= Tz € G : ord(z) = #G

Bemerkung: Die Abbildung (Z/Zl,+) — ((x),-) mit m — 2™ ist ein Isomorphismus von
Gruppen.

3.2 Primitivwurzeln

Vorbereitungen tiber R = K[X], K ein Korper.
Bemerkung: Sei a € K, f € R, ord(f) > 0. Dann gilt:

0=fla) <= X —a|f <= vx_a(f) >0 (X —aePp)
VX —q heilt Vielfachheit der Nullstelle o von f.

Beweis

Division mit Rest: f = ¢ (X —a) +r. gradr < grad(X —a) =1 = r € K (konstantes
Polynom), insbesondere r(a) = r. f(a) = ¢q(a)(a — a) + r(a) = r. Also: r(a) = 0 —
r=0<+<= X -« | f ]
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3.2 Primitivwurzeln

Satz 3.8 (Nullstellenanzahls-Satz)
feK[X], f#0,n=grad f, so gilt: f hat hochstens n verschiedene Nullstellen in K.

Beweis

at, ..., o seien ! Nullstellen. vx o, (f) >0 = H§':1(X—aj) | f, wegen vX_ai(Hé-zl(X —aj)) =1
und vm(ngl(X —aj)) =0 fiir alle anderen m € P sowie vx_qo,(f) = 1. Daraus folgt: | <
grad f [

Der Spezialfall K = IF,, ergibt den

Satz 3.9 (Satz von Lagrange)
SeipelP, f=>",6X"¢c ZX] Esgibt ein j € {0,...,n} mit ¢; # 0 mod p. Dann
fallen die ,,Losungen” x € Z der Kongruenz

f(z) =0 mod p

in hochstens n verschiedene Restklassen modulo p.

Beweis

Der Satz ist eine Ubersetzung des Nullstellenanzahls-Satzes auf Kongruenzen. Betrachte die
G=a; €F, = Fj:G#£0 = f=3",6GX #£0in F[X], ord(f) < n. f(z) =
0 modp <= f(z) = f(T) = Op,. Es gibt hochstens n Nullstellen 7, das heifst l16sende
Kongruenzklassen. ™

p € P wird gebraucht, Aussage modulo m, m ¢ P, im Allgemeinen falsch. Beispiele: m = 6,
f = X?+ X hat in Z/67Z die Nullstellen 0, 2, 3, 5. m =9, f = X? hat in Z/9Z die Nullstellen
0,3, -3

Satz 3.10 (Primitivwurzelsatz)
Sei K Korper, G eine endliche Untergruppe von K*. Dann ist G zyklisch. Genauer gilt:
#{a € K|ord(a) = #G} = p(#G) (p die Eulersche Funktion)

Bemerkung: Ist ord(a) = #G, so heift « primitive #G-te Einheitswurzel, da o#¢ = 1,
sozusagen o = */1. primitiv, da o™ = 1, wobei #G | m.

Spezialfille

(1) K =Ty, also ein Kérper mit ¢ < co Elementen. G = Fy = F, \ {0}, #G = ¢ — 1. Nach
dem Satz ist F* zyklisch a mit (a) = Fy heiit primitives Element.
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

(2) Noch spezieller: F,, = Z/pZ mit p € P besitzt ¢(p — 1) primitive Elemente a@ = w,
(0 <w < p—1). Solve w heiken Primitivwurzel modulo p.

Beweis
Sei | = #G, G wie im Satz.

Fir die d | I, d € Ny, sei A(d) = #{a € G | ord(a) = d}. Laut Elementordnungssatz gilt:
L= guA\d) = >4 ¢(d) (Lemma von Gauf). Man will zeigen: A(d) < ¢(d) (), denn dann
muss gelten: Vd | I : A(d) = ¢(d), denn sonst wiirde gelten: 3~ ;; AM(d) < -4, ¢(d).

(%) ist klar, wenn A(d) = 0. Sei also A(d) # 0 = Ja € G : ord(«r) = d. Sei A = (o) =
{1,a,02,...,ad — 1}. Klar: (a?)? =1 = o/ ist eine Nullstelle von X¢ — 1. Wegen #A = d
sind das d Nullstellen von X9 — 1, also alle solche. B = {3 € G | ord(3) = d}, dann 8¢ =1 —
S Nullstelle von X4 —1 = B € A. BC A,

o) € B < odd) =d = d = ord(c/) = g‘;l%i((gz.) (Elementordnungssatz) =—

geT(d,j) =1 = B C {ad | ggT(d,j) = 1,0 < j < d}. #B = A(d) < #{a’ | ggT(d,j) =
1,0 <j <d} = (d)

Der folgende Satz ist eine Anwendung des Primitivwurzelsatzes:

Satz 3.11 (Eulers Quadratkriterium)
Sei a € F)¥ (F, ein Korper mit ¢ Elementen, 2 | g). Dann gilt:

. . . a1
« ist ein Quadrat in qu — a2z =1

Anderenfalls gilt: a5 =1

Euler formuliert den Satz so: Sei p € P, p > 2, n € Z, p | m. Dann existiert ein z € Z mit

z2=m modp = m® =1 mod p. Solche m mod p heifsen quadratische Reste.

Wenn Kongruenz als Gleichung in F,, = Z/pZ gelesen wird, so gilt:

a =7 Quadrat in ]1'7';;< <= x quadratischer Rest modulo p

Beweis
Sei ¢ eine Primitivwurzel (Existenz folgt aus dem Primitivwurzelsatz).

g—1

=" Sei a5 =1und a = < Cj'% =1 = g—1=ord({)|j 2z =

3

j = B =(2 zeigt den Satz: 3% =/ = a

qg—1

,=“ a Quadrat < I €F,:a=p3 = keZ:p=Ca=¢* = az =
¢le=Dk =1 da ord(¢) = ¢ —1
qg—1

a 2 ist Nullstelle von X2 — 1. Alle Nullstellen sind {1, —1}. 1 entfllt, also ist o't =1 n

Eulers Formulierung ,;m nicht quadratischer Rest”, auch ,quadratischer Nichtrest. ggT(m,p) =
1 — m" = -1 mod p
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3.3 Zifferndarstellung nach Cantor

3.3 Zifferndarstellung nach Cantor

In diesem Abschnitt seien R = Z oder R = K[X], K ein Korper.

Ausgangspunkt ist die Folge v = (mg,m1,ma,...), mj € R mit m > 1 bei R = Z oder
grad(m;) > 0 bei R = K[X].

Definiere M() = 1, Mk =mgy-... - Mk_1.

Satz 3.12 (Ziffernsatz)
Jedes n € Ny bzw. n € K[X], n # 0 hat eine eindeutige Darstellung

n =z, My + 2,1 My_1 + -+ 21M1 + 2o (*)

wobei 7 € N und 0 < z; < mj bzw. grad(z;) < grad(m;)

Bezeichnungen: Die z; heifsen y-adische Ziffern und () Zifferndarstellung (vorlesungs-spezifisch).

Kurzbezeichnung: n = (2, zr—1,...,20)y. Die Kommata diirfen bei Eindeutigkeit weggelassen
werden.
Spezialfall: mg = mq = my = - - - =: m gibt Zifferndarstellung n = z.m"+ zp_ym" 4 429 =
(Zry -+, 20)m heilt m-adische Darstellung von n.
Speziallbenennungen:

m | Zifferndarstellung Ziffern

10 | Dezimaldarstellung | 0,1,....9 bei Menschen beliebt

(10 Finger)
2 | Binér oder dyadisch | 0,1 bei Comptern beliebt

(0,1 gut realisierbar)

8 | Oktaldarstellung 0,...,7
16 | Hexadezimal 0,...,9,A,B,C,D,E,F | Speicherverwaltung
im Rechner

Beispiel

(A8C)16 =10-16*+8-16+12-1
= 2700 := (2700)10
= (10101001100)5
= (5214)g

vy = (mo, m1,...),m; € Z (bzw. K[X]), mj > 1 bzw. Grad m; > 0
Moy=1, M =mg-...-mg_1
v-adische Entwicklung von n € Ny bzw. n € K[X],n #0:
n=2zM.+ 2z, 1Mp_1+ ...+ 21M1 + 201 (3.1)

v-adische Darstellung, wenn 0 < z; < m; (bzw. Grad z; < Grad m;)
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

Beweis (Ziffernsatz)
Fall (3.1) vorliegt: Wegen Mk‘Mk+1}Mk+2‘... :
n=zp1Mp_1+ zp_oMp_o+ ...+ zg mod M

Speziell: n = zp mod My =mg = n— 2y = n'mg,n’ € Z bzw. K[X]
Beweisidee: Induktion nach n bzw. Grad n (hier nur Z, K[X] fast genau so)

Behauptung: Sei n € Z. Dann existiert fiir alle 4’s dieser Art die y-dische Darstellung (3.1).
Induktion nach n:

Falls n < myg, dann zg = n,n = zo My ist (%)

Falls n > mg, zo = (n mod mg),n’ aus n — 29 = n'mo(n’ = %?)) Klar0 < zp < mg<n =
0<n' <n.

Induktionshypothese anwendbar auf n' mit ' = (m}, my, ...),m} = m;1(j > 0).

Iv/-adische Darstellung von n':

n =z, M, + 2z M, |+ ..+ M+ (" eN,z, #0)

n<zp<mi=mjp = n=n'mo+z =2, M1+ ..+ 21 M+ 2

Das ist die gesuchte y’-adische Darstellung von n mit 7 := 7'+ 1,2 = 2; + 1(j = 0,...,7") also
0< Zj+1 = 25 < m; = Mmj4+1

Dies ist ein Algorithmus, wenn die Abbildung j +— m; berechenbar ist.

Eindeutigkeit: Ebenfalls Induktion. zg muss n mod mg sein. Induktionshypothese n’ eindeutig
dargestellt = Darstellung von n eindeutig (Details: selbst!) n

Bemerkung: Zur Berechnung von (nq + /- n2), aus (n1), und (n2), éhnliche Algorithmen wie
fiir ()10.

3.4 Simultane Kongruenzen

3.4.1 Prinzip des Parallelen Rechnens
R;(j =1,...,1) seien algebraische Strukturen gleicher Art mit gleichbezeichneten Verkniipfungen
*, zum Beispiel:

Gruppen * € {-}

Abelsche Gruppen * € {+}

Ringe * € {+,-}

Vektorrdume * € {4, Skalarmultiplikation}

Dann ist auch S = H§:1 R; = Ry x ... x Ry eine algebraische Struktur mit Verkniipfungen
(komponentenweise):

S 3 (al, ey al), (bl, vy bl>, as, bj S Rj

(a1, ..c;ap) % (b1, ...,bp) == (a1 * by, ...,a; * by)

alay,...,a;) := (aay, ..., aq;) bei K-Vektorraumen.

Sind ; Ringe/Gruppen/Abelsche Gruppen/Vektorrdume, so auch S.
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3.4 Simultane Kongruenzen

Grund: Alles vererbt sich von den Komponenten!

Zum Beispiel Ringe: 0g = (0g,,...,0r,),1s = (1gr,,..., 1R,), kurz: 0 = (0,...,0),1 = (1,...,1),
—(CLl, ceey CLl) = (—al, ceey —al)

Zum Beispiel Assoziativitéat:

(a1, .oeyap) % (b1, ..oy by)) * (c1y ey 1) = ((ag % b1) * 1, ooy (ag % by) % ) = (a1, .y ap) % (b1, ..., by) *
(c1, 1))
Warnung! Sind die R; Korper, so ist fiir [ > 1, S kein Korper.
Zum Beispiel: (1,0)-(0,1) =(1-0,0-1) = (0,0) =0
—— =~
20  £0

Lemma 3.13
Sind dir R; Ringe, so §* = Hé’:l RjX

Grund: Muss sein (a1, ...,a;) "' = (a7, ...,a; ")

Falls ein Isomorphismus ¢ : R — S = Hé‘:1 R; vorliegt, so wird das Rechnen in R zuriickgefiihrt
auf das gleichzeitig (,,parallele”) Rechnen in dem R; wie folgt:

1/1((1) = (al, ceey al), w(b) = (bl, veuy bl)

axb=1"1(p(axb)) = (WP(a) x (b)) = v (a1 * by, ...,a; x by))

Praxis: Berechne die a; * b; gleichzeitig auf verschiedenen Prozessoren. Wende 1), Y~ wie oben
an. Niitzt nur, wenn 1/, 9~ gut und schnell berechenbar sind.

3.4.2 Der Chinesische Restsatz

Frage: Morgen ist Freitag, der 2. Juni. Nach wievielen (x = ?7) Tagen fallt frithestens der Dienstag
auf einen 17. des Monats?

Vorraussetzung: Chinesische Kalender vor ca. 2000 Jahren: Alle Monate haben 20 Tage.

Wochentag | Fr | Sa | So | Mo | Di | Mi | Do | Fr | Sa | So

Wochentagsnr. | 0 | 1 | 2 3 4 | 5 6 |01 2

Monatstagnr. | 2 | 3 | 4 ) 6 | 7 8 |9 10|11
(Wochentagsnummer modulo 7, Monatstagnummer modulo 30)

Gesucht ist also die kleinste positive Losung x der Kongruenzen:

=14 mod 7
r=17—2 mod 30

R sei euklidischer Ring, a1,...,a;,m1,...,m; € R

r=a; modmj, (j=1,...,1) (3.2)

heifst System simultaner Kongruenzen (mit gesuchter Losung x € R).
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

Bemerkung: Im Allgemeinen gibt es keine Losung.

xr=a modm = z =a mod m, falls d | m

System: * = 1 mod4,r = 0 mod6 — z =1 mod2,z =0 mod2 = 1
mod 2 = Widerspruch!

Il
o

Satz 3.14 (Chinesischer Restsatz, rechnerische Form)
Sei R ein euklidischer Ring, mq,...,m; € R, ai,...,a; € R derartig, dass Vi,j € Z mit
1<i<j<lgilt

ggT(m;,m;) =1 (,paarweise relativ prime m;")

Dann hat das System simultaner Kongruenzen (3.2) eine Losung. Sdmtliche Losungen bilden
eine Restklasse modulo m mit m =mq -...-my

Beweis
l=1:2=aj oder x = (a1 mod m;) <= (z=a1) mod mj und 0 < x < my

l=2:x=a; modmi. z muss in der Form x = a; + umi,u € R angesetzt werden.
Idee: Bestimme u so, dass = as mod ms. Also in R = R/mgR soll werden:
ay +umy = a1 + umy = ag, daher tut es: ©w = (ay — al)ml‘l
Ceht, da ;' existiert und da 7; € (R/maR)*. Nach dem Restklassensatz: 7, €
(R/maR)* <= ggT(mi,m2) =1
Algorithmisch w = m;l, u kann mit LinKom-Satz, also euklidischem Algorithmus, be-
stimmt werden. Erinnerung: ggT(m1, ma) = umy +vma, u,v berechnet der Algorithmus.
1 = wmy, ma = 0,7 = m; '
Fiir dieses u € R ist x = a1 + umy (eventuell mod m,ms) die gesuchte Losung.

[ > 2: Induktionshypothese 16st 2’ = a; mod m;(j =1,...,1 —1).

Lose dann = 2/ mod my - ... -my_1 (= z=2"=a; modm;,j=1,..,1-1) =
x =a; mod m; —> x ist die gesuchte Losung. n
Beispiel

Gegeben sind die Kongruenzen:

=4 mod7
=19 mod 30

Ansatz:  =4+u-7=19 mod 30. Im Z/30Z: 1+u-7=19 = uw= (19—-4)"1-7 . Es ist
7 =713, alsou=13-15etwaz =4+ 13-15-7 =109 mod 210.

Wir fiigen eine Bedingung hinzu: £ =1 mod 77. So ist nun zu l6sen:

z =109 mod 30
r=1 mod 11

Esist 210 ' =1 im Fyy, also 2 = 109 +2-210 = 529 mod 11-3 -7

42



3.4 Simultane Kongruenzen

Bemerkung (zur Praxis): Das Sytem z = z; mod my, (i =0,...,1). Der Beweis liefert eine
~v-adische Darstellung von z und m =y v = (mo,...,my) wie folgt: y = z;_1M;_1 + -+ + 2.
Die z; sind rekursiv aus zg = xp mod mg, ¥ = x, mod mj, (i = 1,...,1). Also ¢/ = s,

z; = (z; — z0)uio mod my;. g = myg YVin z/m;Z. ), in ~'-adischer Darstellung nach Induktions-

Voraussetzung (7' = (mq,...,mp)).
Empfehlung zur Praxis, vor allem wenn viele Kongruenzen zu den selben m; zu lésen sind:

(1) Berechne die u;; nur einmal.

(2) Belasse die Ergebnisse m in der Form = = (z_1,...,20)~
Zum paralellen Rechnen: Seien R, mq,...,m; wie im chinesischen Restsatz. Betrachte die Ab-
bildung

l
R/mR — [[(R/m;R)
j=1
Yix+mRe— (...,x+mjR,...)

1 ist wohldefiniert: « + mR = 2’ + mR <= x =2’ mod m <= z =2’ mod m; und ein
Ringhomomorphismus (leicht zu sehen).

Wir beobachten: Ist ¢ : A — B eine Abbildung, so gilt, dass ¢ injektiv genau dann ist wenn
die Gleichung ¥ (x) = b hochstens eine Losung z hat. Surjektivitdt heift analog, dass jede
Gleichung v (z) = b mindestens eine Losung x hat. ¢ bijektiv ist dann gleichbedeutend damit,
dass 1(z) = b genau eine Losung hat.

Fiir obiges ¢ gilt: b = (...,a; + mjR,...). Y(z + mjR) = b: (...,c+mjR,...) = (...,a; +
ijj...):b.az—l—mRUrbildvonb & Vj:z+miR; = aj +mjR <= Vj:x = q;
mod m;. Also:

e 1) surjektiv <= VbdLosung x = a; mod m;
e ) injektiv <= Losung z ist eindeutig modulo m

Ergebnis: Der chinesische Restsatz wie oben ist gleichbedeutend mit:

Satz 3.15 (Theorem B, Chinesischer Restsatz, theoretische Form)
R ein euklidischer Ring, my,...,m; € R, ggT(m;,m;) = 1 fiir i # j. Dann hat man den
Ringisomorphismus:
!
R/mR — [[(R/m;R)
j=1
Yix+mR— (..., +myR,...)

Bemerkung (Zur Praxis): ¢~! wird gegeben durch l6sen simultaner Kongruenzen. , Kompo-
nentenweises Rechnen: Rechnen im R/mR ersetzt durch paralleles Rechnen in den R/m;R"
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

Bemerkung (Theoretische Anwendung): Voraussetzungen wie im Satz. Die Einheitengrup-
pe (R/mR)* ist isomorph durch ¢ zu H§:1(R/ij)X- Ist R =Z, so gilt p(m) = szl o(my),
also ein neuer Beweis fiir die Multiplikativitdt von .

3.5 Ausgewahlte Anwendungen von Kongruenzen

3.5.1 Diophantische Gleichungen

Sei 0 # f € Z[Xy,...,Xy] (Polynom mit n Unbekannten und Koeffizienten aus Z), x =
(T1y...,xy) € Z™.

Eine diophantische Gleichung ist eine Gleichung der Form f(z) = 0, f wie oben, mit eine
,Losung .

Der Wunsch hier ist: Man finde mdéglichst viel Informationen iiber die Menge V¢(Z) = {z €
N | f(z) = 0} aller ganzzahligen Losungen.

Das Problem ist oft extrem schwierig. Zum Beispiel die diophantischen Gleichungen x™ + y™ +
2" =0, z = (x,y, z), auch bekannt als das Fermatproblem.

Information fiir Logik-Freunde: Das 10. Hilbertsche Problem (Paris 1900):

Man finde einen Algorithmus, der zu gegebenem f € Z[X1,..., X, entscheidet, ob
V#(Z) = 0 oder V¢(Z) # 0 ist.

Satz von Julia Robison (1910-85), J. Matjasevi¢: Es gibt keinen solchen Algorithmus!

Triviale, aber wichtige Methode: f(x) = 0 hat Losung x € Z" = f(x) = 0 hat Losung
x € R™ (Analysis) und Vm € Z : f(z) = 0 mod m losbar <= VYt € N,Vp e P: f(z) =0
mod p' lésbar. Die Folgerung ist, dass falls fiir ein m € N gilt, dass fiir alle (z1,...,x,) € Z",
0 <z; <mjgilt: f(x) #0 mod m, so gilt V;(Z) = 0, es gibt also keine Losung.

Beispiel
f=X?+ X2 —k, k € Z, diophanischsche Gleichung 23 + 23 = k. Unlésbar fiir k < 0 (da keine
Losung in R?). Nur interessant: k > 0.

Betrachtung modulo 4:
0+0
02=0,(£1)2=1,(£2)?=0 = (22 +23)mod4=<0+1 €{0,1,2}.
1+1

Fiir k =3 mod 4 hat 22 + 23 = k also keine ganzzahlige Losung!

Es kann eine Primzahl p # 2 nur dann Summe zweier Quadrate sein, wenn p = 1 mod 4 ist.
Hier gilt auch die Umkehrung, Beweis folgt eventuell spéter.

Beispiel
f =X+ X2+ X3 —k, also 22 + y> + 22 = k. Modulo 4 fiihrt hier zu keiner Aussage.
Wie betrachten modulo 8: 02 = 0, (£1)? = 1, (£2)? = 4, (£3)? = 1, (£4)? = 0. Also gilt:
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3.5 Ausgewdhlte Anwendungen von Kongruenzen

0+0+0
0+1+0
1+1+1
1+1+1
0+4+4+0

(22 + 23 + 22) mod 8 = €{0,1,2,3,4,5,6}.

\

Ergebnis: Fiir k£ < 0 oder K =7 mod 8 hat die Diophantische Gleichung % + 23 + x% = k keine
Losung.

Zur Information, nach Gauf: Die Umkehrung gilt auch fiir ungerade k.

Satz von Lagrange: 23 + x3 + 23 + 23 = k (k € N) hat immer Lésungen.

Gelegentlich erlangt man Ergebnisse auch iiber andere Gleichungen:
Beispiel
Gesucht sind Lésungen von 9% + 23 = k mit » € N,

Betrachtung modulo 9: 9 = 0 mod 9. 03 = 0, (£1)? = +1, (£2)3 = F1, (£3)3 =0, (+4)3 =
+1 = 2%+ 2% = 0,£1 mod 9. Ergebnis: Fiir k¥ = 2,3,4,5,6,7 mod 9 hat die Gleichung
keine Losung in x € Z.

3.5.2 Interpolation

Hier sei R=K[X]|> f, a,8 € K:

fla)=8 <= (f = B)(a) =0
— X—-a)|f-8
<~ f=08 mod (X —a)

Das Sytem f = f; mod (X —¢;) (j =0,...,n) <= Vj=0,...,n: f(aj) = B; (Vorrausset-
zung oy # oy fiir i # j, d.h ggT(X — a4, X — o) #0).

Der Chinesische Restsatz ergib nun: Zu gegebenen n + 1 Punkten ay, ..., € K (o # «; )
und Punkten fy, ..., 5, € K gibt es genau ein f mod (X — ag) -+ (X — ay,), also ord(f) < n
mit f(a;) = B;. Damit ist das Interpolationsproblem gel6st.

Frage: Kann man bei Interpolation die Tangentensteigung (allgemein fU)(ay)) auch vorschrei-
ben (Hermitesche Interpolationsaufgabe)? Ja fiir K = Q,R,C (Ubung).

f € K[X], (X —a)-adische Darstellung. Ziffern z; € K[X] haben Grad z : j < grad(X —a) =1,
das heifit z; € K. f = Z?:o zi(X — a)?, das ist die Taylor-Entwicklung in a. z; gegeben durch

f9 (o)
J!

d
f=gaa mod (X —a)*™,  goa=) z(X —d) (3.3)
j=0
o ist gegeben durch f(a), f'(a),..., fD(a).
System (3.3) entspricht der Vorgabe der f)(a), Interpolation mit m;j, = (X — aj)% ist 15sbar
mit dem Restsatz.

~

45



3 Kongruenzen und Restklassenringe

3.5.3 Rechnen im Computer mit groBen ganzen Zahlen

Prinzip: Gleicheit in Z entspricht Kongruenz und einer passender Abschétzung.

Bemerkung: m € N, m > 1, etwa 2{m. Ist u = v mod m und |u|, [v| < F, so ist u = v, weil
u,v sind im symmetrischen Versys,,,.

Wende dies an auf die Berechnung von f(z), f € Z[Xy,...,X,], © = (x1,29,...,2,) € Z™.
Kennt man eine Schranke |f(z)| < %, so geniigt es, f(z) mod m auszurechnen. f(x) mod m
kann fiir m = my - --- - my durch Berechnen von y; = f(z) mod m; (j = 1,...,1) ersetzt
werden, das ergibt simultane Kongruenz y = y; mod mj, die mit dem chinesischen Restsatz
gelost werden kann.

3.6 Struktur der Primrestklassengruppe mod m

12

R euklidisch, m = H§:1 p}' Primzerlegung, ¢; € N... Aus dem Chinesischen Restsatz: (R/mR)*
H;ZI(R/p;jR) (beachte: ggT(p?,p;j) =1 fiir i # j). Es geniigt also G := R/p'Rmitpe P, t €
N; zu betrachten. Hier nur der Fall R = Z (R = [F,,[X]| geht dhnlich).

Erinnerung: t = 1, Z/pZ = Fp, F ist zyklich, es existiert eine Primitivwurzel w mod p.
Frage: Wie ist der Fall fiir t > 17
Fiir p > 2 existiert eine Primitivwurzel!

Gesucht ist also eine Primitivwurzel u, das heifst ordw = ¢ (pt) = (p—1)p'~! in G. Es geniigt
u1,uz € Z mit p— 1 | ordu; und p'~! | ordwy zu finden. Wegen ordw; | #G = (p — 1)pt~1 gilt
s | p— 1. Daraus folgt, fiir vy := ulft_l,vl = ug_l ist

-1 ord _(p—-1)p" 1
Cgel(oduy,p ) p L

ordvy = ord

Ebenso: ordTy = p'~! (Nachrechnen). Aus Ubungsaufgabe 3 (a) Blatt 7 folgt mit u = vivy
mod p’, ord%w = (p—1)p'~!. Bevor wir fortfahren, bendtigen wir noch ein Lemma, das wir zum
Beweis eines Hilfssatzes bendtigen.

Lemma 3.16 ((1 + p)-Lemma)
peP, p>2 reNy, ueZ Dann gilt: (1+ up)f"rf1 =1+ up” mod p"t.

Beweis
Beweis via Induktion nach r.

r=1:(1+up)?  =1+up=1+up' modp? V.

r > 1: Induktionshypothese (fir r — 1):

(1+ up)pr_2 =1+4+up™ ! modyp.
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3.6 Struktur der Primrestklassengruppe mod m

— (14w " =l4uw L+zp mtzeZ = (1+up)P = ((1 + up)pri2> p=

i

(14 (wpt+2p")’ =1+30 (f) (up"™t + 2p") .
—_—

7 =(pr—1(u+zp))i::ci

r>2,1> 2 vp(c) =vp ((f)) +vp (p(’”*l)i) +op(utzp) > (r—1)i>r—r>r+l =
—_————

>0 =
Pt = ¢=0 ‘mod prtl
-1
i = 2: vp(c2) = vp <p(p2)> + vy (p2(r_1)> +op(ut2p)? >2r—241=2r—1>r+1 =
>1 =2(r—1) =

co =0 mod p7"+17.

i=1lici=p-p Hu+zp) =up” + 2p" T = up” mod p" .
—> Behauptung. [ |
Hilfssatz

SeipelP, p>2, teNy,.

(1) Ist w eine Primitivwurzel mod p, so gilt in G = (Z/ptZ) “p—1 | ordw, W = w + p'Z.
(u1 = w wdahlbar).
(2) ord(1+p) = pt~t (v2 = 1 + p wdhlbar).

Beweis
(1) Sei I = ordw, also @' = 1, das heift w! =1 mod p'. t >1 = w!=1 mod p' = in
F,ist w' =1, ordw =p—1 = p-a |l (Elementar-Ordnungssatz).

(2) Folgt aus Lemma 3.16

_ _ _ t—1 -
(1+pP "=1+41-p8 modp™ = (14+p)’' ' =1 modp! — T+p" = ordT+p]
p'~1. Fiir t > 2 ist noch zu zeigen: (1+p)?' "~ #1. (1+p)P " =14p"! mod p' (nach Lemma

t—2 — —
3.16). T+ p" =T4p1#£1=1. =
20

Gezeigt (fir p > 2):

Satz 3.17 (Struktursatz fiir (Z/p!Z)*, eigentlich ein Theorem)
Seip e P, t € Ny. Dann gilt:

(1) Falls p > 2, so ist (Z/p'Z)* zyklisch (das heift, es gibt eine Primitivwurzel v mod p?,
also (Z/p'Z)* = {1,7,..., @ ' P-1D-1}

(2) Falls p =2: (Z/2Z)*, (Z/AZ)* zyklisch. Fiir t > 2 ist (Z/2!Z)* nicht zyklisch, doch
es gilt: Jedes @ € (Z/2'Z)* lisst sich eindeutig in der Form @ = (=1)° - 5° schreiben,
mit ¢ € {0,1},s mod 2!2 (eindeutig). (Z/2!Z)* ist sozusagen bis auf das Vorzeichen
(—1) zyklisch.
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

Info:
Man kann sagen: Ist u € Z Primitivwurzel mod p?, so auch mod p* Vt € N,

Es gibt viele Arbeiten {iber Primitivwurzeln, z. B. analytische Zahlentheorie (sehr schwierig)
gibt Schranken s(p) so, dass in {2,...,s(p)} PW mod p zu finden.

Artins Vermutung: 2 (oder jedes n € Ni,n # 1) ist Primitivwurzel fir co-viele p € P.

Rechnen in (Z/mZ)* auf dem Computer, falls viele Produkte zu berechnen sind.
Primzerlegung m = pﬁl . -pfl t; € Ny
Kodiere a + mZ = a wie folgt:
Berechne vorab PW u; mod p;j
@/mz)" = 1 (Z/PZ)"
a=a+mZ — (...,a+pj,...)

(c.oyr(a,d),. ) .
(...,r(a,7) +7(B,4) mod pjjfl(pj —1),...)

Bijektiv: a &
a-f &
a~! dhnlich

Zum Rechnen mit grofien ganzen Zahlen (Skizze)
Prinzip: Gleichheit in Z = Kongruenz + passende Abschétzung
Bemerkung: m € N,m > 1, etwa 2{m. Ist u = v mod m und |u| < 2, |v| < B, soist u =v.
Grund: u, v sind in Versys,, (symm. Vertretersystem der Reste mod m), also u = v.
Wende dies an auf die Berechnung von f(x), f € Z[X1,...,Xn),x = (z1,...,2,) € Z. Kennt
man Schranke |f(z)| < % so geniigt es f(z) mod m auszurechnen.
f(x) mod m kann fiir m = my - ...-my durch Berechnen von f(z) mod m; =:y; (j =1,...,1)
ersetzt werden + 1x chinesischer Restsatz: y = y; mod m;.

Aufgabe:

Berechne mit dem Computer det A (exakt), A € Z"*"

Soll sein n mékig grofs, A = (a;;), die a;; makig grok.

Naives Verfahren: Gauf-Algorithmus in Q:

Arger: Sehr groke Integer-Zahlen als Zihler und Nenner entstehen wihrend der Rechnung un-
kontrolliert. Mogliche bessere Vorgehensweise, etwa |a;;| < s (Schranke)

Leibnitzformel: det A = 37 ¢ sgn(m) [[;2; a; (i) liefert Abschétzung |[det A| < s™-n! (n! = #85,,)
Schranke S = 2 - |det A| = 2-s" - n! kann sehr grof sein. Wéhle Primzahlen (# 2) p1,...,p:
(t verschieden) mit S < p;-...-p;. Dann |[det A| < PPt =10 = py - ... py

Kann oft sein: ¢ méig groR, alle p; mékig grof. (z. B.: s = 100, n = 100 = S = 100'%°-2.100! <
2.100'?0 Es reichen also 130 p;’s mit p; > 100, diese konnen < 1000 gewéhlt werden = in I,
kann sehr gut und schnell gerechnet werden!

= Berechnung von det 4, A = (a;;) in F5," kann durch Herstellen von Dreiecksform von A fiir
méfkig grofe n schnell berechnet werden. (Durch Arbeiten in Versys, entstehen niemals grofse
Zahlen!) Das ergibt y; € Versys, mit det A mod p; = y;. Es ist dann y = y; mod p; zu 18sen
(simultane Kongruenz m = p; - ... p;). Daher fir y € Versys,, (symm.) ist det A = m. y
kann sehr grofs sein, aber die Kongruenz ergibt sehr grofe Zahlen nur kontrolliert! (MéRig grofe
Zahlen, falls man mit y-adischer Darstellung von y = det A, v = (p1,...,pt, ... ) zufrieden ist.
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4 Endliche Korper und der Satz von
Chevalley

Schon bekannt:

(1) Vp € P gibt es den Korper F), = Z/pZ mit #IF, = p

(2) Hat man ein irred. Polynom (Primpolynom) g in R = F,[X] mit Grad g = n, so ist

R = R/gR ein Kérper mit ¢ = p" Elementen, der I, als Teilkorper enthélt.

(3) Jeder endl. Korper L enthélt primitives ¢, L* = L\ 0= {1,(,...}.

4.1 Untersuchung eines endl. Korpers L mit #L = ¢

ord(1) = p =min{n € Ny|n -1 = 0} (Ordnung in (L, +), neutr. Element ist 0, statt =™ steht

ne)

Beh.:peP

Ann.: p = wv zerlegbar, l <u<p, 1 <u<p,uv-1=(u-1)(v-1)=0

= u-1 = 0 oder v-1 = 0, Widerspruch. = L enthilt [,, wenn man F, =

Versys, =

{0,...,p—1} > z nimmt und z - 1 mit z identifiziert (inj. Ringhomomorphismus F, — L,

Zrrz-1)

Auferdem ist L ein F-Vektorrraum, wenn die Skalarmultiplikation so erklért wird:
ac€L,zelF,:Za= (z-1)-a (VR-Axiome leicht nachpriifbar!)
#L=qg<o00o=n:=dm L < .

LA I: Basiswechsel liefert einen VR-Isomorphismus L — F}

= q=#L=#F, =p"

(1) Gesucht zu n € Ny, p € P ein Korper mit ¢ = p™ Elementen.

(2) Wie eindeutig ist L. (Wunsch: Je zwei solche L’s sind isomorph)

Idee: "Kleiner Fermat"gilt in L, d.h. Va € L : o4 = «
= L besteht aus allen Nullstellen o von X9 — X
= X1 — X = [[,e (X )
Suche "grofe"Korper K O I, so dass X7 — X so zerféllt!
Hoffnung: Die Nullstellen o« von X7 — X bilden dann den gesuchten Koérper.

Durchfithrung der Idee: Kette von Hilfssitzen

Hilfssatz (1)
Ist R ein Ring der F), als Teilring enthalt, so gilt Vo, 3 € R,n € Ny, a = p"

(a£p)*=a"£p°
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4 Endliche Kérper und der Satz von Chevalley

Beweis
InZgltfirl <i<p:(1-2-...-9F) =p-p—-1)-...-(p—i+1) In F, gilt fiir
1<i<p:(1-2-...-9)(})=0...=0
e e
€Fz
= () =0

= (a+B)P =P + P + 0] (P)a' P~ = aP 4 BP, ok fiir n = 1 (— dhnlich)
Rest Induktion, sei j > 1 , , _ , ' _
(a+ B = (a+ B P = (¥ 4 g =l P g g = o g .

Hilfssatz (2)
Sei K ein Korper, der [F), als Teilkorper enthilt, so dass (¢ = p™,n € Ny)

q—1
XX =[[(X = o) mit ag,..., 091 €K
§=0
Dann ist L := {ao, ..., aq—1} ein Korper mit ¢ Elementen.

Beweis

K > o Nullstelle von X9 - X ol —a=0< o=«

aclsal=a

Priife nach: (L, +) ist Untergruppe von (K,+), (L* = L\ 0,-) ist Untergruppe von (K?,.) <
Teilkorper, ), € L wegen of = o = o fiir o € F),

0eL#0

a,fpel=al=apl=0=(a-p1=a?-p1HS]l) =a—-—F=a—p € Lalso L
Untergruppe von K.

Analog L* a,8 € L* = o9 = ,7 = 8 = a9(p)! = af~! = ap~! € L*, also L*
Untergruppe von K*.

Wieso #L = ¢q7 Wieso hat X9 — X in K nur einfache Nullstellen?

a € L, Wende HS1 an auf K[X]
Xl-X=(X-a)i=X1-a1-(X-a)=0=(X-a)!—(X—a)=(X—a) (X —a)?! -1),
« ist nicht Nullstelle von (X — )41 —1

Die NST ist einfach, Hinweis: L = {{ — «|¢ € L} n

Existenz von L: Suche K DO F,, (Korper), so dass K ¢ NST von X? — X enthilt.

Hilfssatz (3)
Ist K ein Kérper, f € K[X], Grad f > 0, K D F), (als Teilkérper), so gibt es einen endl. Kérper
K, der K (und damit FF,) als Teilkorper enthilt und ein o € K mit f(a) =0

Beweis
Primzerlegung von f, sei f = g7 -...- g/, g; irred. in K[X] (EuFa-Satz)
fla)=0=0=g1()™ -...g:()™ = 3Fj : gj(@) =0
So ein « ist gesucht! (und K)
K := K[X]/g;K[X] ist ein Korper, der K als Teilkérper enthilt.
o = X ist NST von g;, also f! g;(X) =g;(X)=0=0 n
Hilfssatz (4)
Es gibt einen endl. Kérper K, in dem f € F,p[X] (Grad f > 0, f normiert) in Linearfaktoren
zerféllt, d.h.

F=1IX-a) (o,...,am € K)

Jj=1
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4.1 Untersuchung eines endl. Kérpers L mit #L = q

Beweis
Induktion nach m = Grad f, m=1, f=X —a,a €F,

m > 1 F, nach HS3 mit a € F,, f(a) =0
= X —a|f in F,[X]
= f=(X—a)f, Grad f = Grad f —1
IH fiir f = Beh. -

Hilfssatz (5)
Sei M ein Korper mit p™ Elementen, R =F,[X], £ € M, g € R mit g(§) = 0 und g irreduzibel.

Ist dann entweder grad g = n oder ¢ ein primitives Element von M, so seind die Kérper M und
R/gR = R isomorph. Ein irreduzibles Polynom, das £ als Nullstelle hat, hat den Grad n.

Beweis
Y : R — M,h s h(£) =(h) ist der gesuchte Isomorphismus.

(1) % ist wohldefiniert:

hi=hy <= h; =hy mod g
< Ju e R:hy=h;+ug
= ha(§) = h1(§) +u() - 9(§) = hi(€)

(2) ¥ ist ein Ringisomorphismus, also (k1 + ha) = (k1) + ¥(ho):
Klar wegen (hy £ h2)(&) = hi(§) + ha(§)
(3) 1 ist injektiv:
Es geniig zu zeigen: Kernvy = {0}.
Ann: a € Kern, a # 0. 1 = 9(1) = (o ta) = (a™)y(a) = 0, Wid!
(4) 1 ist surjektiv:
a) gradg =n = #R=7p", : M — R injektiv. Da #M = p" = 1 surjektiv.

b) ¢ primitiv <= M = {0,&,£2,...,£972}. ¢(R) > h(¢) fiir zB. h = X" (n € N)
= P(R) > X"(§) =&" = (R) 2 M = 1 surjektiv. n

Satz 4.1 (Endliche-Kérper-Raum)
(1) Ist L ein endlicher Korper, #L = ¢, dann dp € P, n € N1 mit ¢ = p". (Genauer:
Dann ist F, ein Teilkérper von L und K ein Fj-Vektorraum der Dimension n).

(2) Zu jedem n € N, p € P, existiert ein Kérper mit ¢ = p" Elementen.Zusétzlich gilt:
Es gibt ein irreduzibles Polynom g = F,[X]| mit gradg =n. Es ist g | X9 — X.

(3) Je zwei Korper mit ¢ Elementen sind isomorph.
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4 Endliche Kérper und der Satz von Chevalley

Also ist es gerechtfertigt, von dem Korper F, oder GF'(q) zu sprechen.

Beweis
(1) Wurde bereits geleistet. (Aber wo?)

(2) Erinnerung: Es gibt einen Kérper K, der F,, enthilt, so dass X9 — X = H?;é(X - aj),
(j e K),L={c;|j=0,...,q— 1} ist Kérper mit ¢ Elementen.

(3) M, L seien Korper mti ¢ = p™ Elementen. & sei ein primitives Element von M (Existenz:
Satz vom primitiven Element). X9 — X = [] <. (X — a). Betrachte die Primzerlegung
X1-X = Hé.:l p?j in F,[X], p; irreduzibel in R, die es nach dem EuFa-Satz gibt.
Wegen (X7 - X)(§) =0 = H§':1pj(f)nj existiert ein j € {1,...,t}, p;j(§) =0,p; =g
irreduzibel in F,[X]. Hilfssatz 5 liefert: M = R/gR und gradg = n (wo #M = p"™). Wir
folgern also: Jedes p; (also auch g) ist Produkt gewisser (X — «) (EuFa-Satz fir L[X])
— JaeLlL:X—-alg = g(a) =0. Wir benutzen nun den Hilfssatz fiir L statt M
und erhalten: R = R/gR = L. Damit erhalten wir: L & M. n

Satz 4.2 (Teilkorpersatz)
(1) Sei K ein Teilkorper von F, mit ¢ = p" wie oben. Dann existiert ein d € N mit d | n
und K = Fa.

(2) Ist d | n, so gibt es genau einen Teilkrper von F, mit #K = p?

Fazit: Teilkorper enpsrechen bijektiv den Teilern d von n.

Beweis
Bemerkung: Ist K ein Teilkorper von L, so ist L ein K-Vektorraum (Skalare Multiplikation
ist die von L).

Also ist Fy ein K-Vektorraum = (Basiswahl) F, = K 4. d' ist die Dimension des K-
Vektorraums Fy = ¢" = g = #K, = (pH¥, (da #K =p?) = n=dd = d|n.

Ist #K = p?, d | n, K Teilkérper von Fy, so muss K aus den Nullstellen von XP" — X in Fp
bestehen, also ist K eindeutig bestimmt. (K = {a?? | aF,}). n

4.2 Die Satze von Chevalley und Warming

Es sei generell hier K = [F,, ¢ = p" wie oben, mit dem wichtigsten Fall n =1, K = F,.

Das Problem ist: f € K[Xy,...,X,] liege vor mit f(0) = 0, 0 = (0,...,0) € K". Gesucht:
Moglichst gute Bedingungen, so dass f eine nicht-triviale Nullstelle z = (a1,...,a,) € K"
besitzt. (nicht-trivial: x # 0).

Bezeichnungen:

(1) f=2>cnn @mX™, wobei m = (m1,...,my), 0= (0,...,0), ay € K, davon nur endlich
viele # 0.
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4.2 Die Sétze von Chevalley und Warming

(2) X=X X

(3) Setze |m| =my +---+ my,. Damit ist der Gesamtgrad grad f wie folgt definiert: grad 0 =
—o0, f #0: grad f = max{|m| | o, # 0}.

Satz 4.3 (von Warming)
Sei f € Fy[X1,..., Xy, grad f < n. Dann ist die Anzahl der Nullstellen von f in Fy durch
p teilbar.

Dabei heiit V¢ (k) := {z € K" | f(z) = 0} die Nullstellenmannigfaltigkeit von f in K.

Allgemeiner: fi,.... fi € K[X1,....KJ: Vi 4(K) = {z € K" | fala) = - = filz) =
0} = ﬂé:l ij (K)

Die Aussage des Satzen ist nun: Ist grad f < n, so gilt p | #V;(K)

Satz 4.4 (Satz von Chevalley)
Sei f € K[X1,...,X,], f(0) =0 und grad f < n. Dann hat f ein nichttriviale Nullstelle.

Es ist klar: Satz von Warming impliziert den Satz von Chevalley, da: f(0) = 0 = 0 €
Vf(K) — #Vf(K) >0.p ’ Vf(K) — #Vf(K) >p>2

Spezielles Beispiel:

Satz 4.5
Seien aq,...,an4+1 € Z, d < n, d € N. Dann hat die Kongruenz alx‘f + -+ an+1xz+1 =0
mod p stets eine nicht-triviale Losung = = (z1,...,2,) € Z"*!

Noch spezieller: oq:v% + agzv% + a3$§ = 0 hat stets nicht-triviale Losung (z1, 2, x3 € Z).

Beweis
grad aqz X4+ 'ozn+1Xff +1 < d < n+1 (Variablenzahl). Satz von Chevalley liefert die Behaup-
tung. |

Gegenbeispiel: 22 + 23 =0 mod 3: :c? € {0,1} = Jede Losung hat 3 | z; und 3 | z9

Weitere Sétze (siehe z.B. Lidl/Niederreiter, Finite Fields):
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4 Endliche Kérper und der Satz von Chevalley

Satz 4.6 (Satz I)
Sei d = grad fi +--- +grad fi < n und f; € Fy[Xy,..., X,,]. Falls Vy, 1 (Fq) # 0, so gilt:

#V5,5(Fy) > wd

Satz 4.7 (Satz II)
Falls f € F1[X1,..., X,], 0 < grad f = d, so gilt: #V¢(F,) <d-1""!

Satz 4.8
Sei 0 # f € Z[X1,..., X,]. Dann gibt e es eine konstante ¢y unabhéngig von p, so dass

n—1

p

VpeP: |#V(F,) —p" ' <c
p [#Vr(Fy) —p" | 75

Der Beweis ist aufserst schwierig, bereits fiir n = 2.

Beweis
Der Beweis des Satzes von Warming 77 gliedert sich in mehrere Ideen, wie bringen sie hier schén
isoliert. In vielen Biichern ist der Beweis ziemlich uniibersichtlich.

Idee 1: Das Kronecker-¢ ist als Polynom darstellbar.

Lemma 4.9
6 : K — K sei definiert wie folgt:

1, a=0

0, sonst

Dann 6(a) = 1 — %! = (1 — X9 1) (), weil o' =1, wenn o € K* = F und

a?~' =0, wenn a = 0.

Satz 4.10
Jede Funktion F; — F; ist als Polynom darstellbar.

Beweis
Ubung. n
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4.2 Die Sétze von Chevalley und Warming

Idee 2: Aus f kann man eine Funktion F' konstruieren, so dass F' die Nullstellen von f zdhlen
hilft.
F=A— fi=! Dann

1, xe€ Vf(K )

0, sonst

Fz)=1- f(2)7' =6y j() = {

Es folgt die Formel }_n = #V;(K) - 1x

Idee 3: Versuche die linke Seite der Formel zu berechnen, namlich °__n g(2), g € K[X1, X, ..., X;].
Beginne mit n =1, g = X*. ek ok =7.

Lemma 4.11
Ist k € Nund k=0 oder ¢ —afk, soist 3 . a* =0 (Dabei muss 0° = 1 definiert
werden).

Beweis

k= 0: ZaeKaozzaeK1:q~-1K:0und 1xq =p".

k > 0: Dann existiert ein primitives Element ¢ € K, das heift, K* = K \ {0} =
{1,5,52,...,95‘1_2} und ord¢ = ¢ — 1, daraus folgt ¢ # 1 (laut Elementarordnungs-

satz).
- a2 R |
Z of = Z af = Zgﬂ k— ( ) =@ o1 (geometrische Reihe!)
acK acK\{0} 7=0 7=0
(wegen €971 = 1). ]
Lemma 4.12

Sei g € K[X1, Xo,...,X,], gradg < n(qg—1), dann ist ) _zn g(z) = 0.

Beweis

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist g = 2™ mit |m| < n(¢ — 1), m € K", denn
wenn g = »_ By X™, dann VYm mit 8, #0: |m| <n(¢—1), denn die Summe von Nullen
ergibt null. Weiterhin gilt

E m — E mi mo m
X (x) — al . a2 ..... an"
ze K" (a1,09,...,an)EK™

(Durch Ausmultiplizieren erhdlt man

n

my | _ mi m2 m
[I{ > a” )= > almafap
Jj=1

o;eEK (a1,a2,...,0n)EK™

(Kann man, wenn man Lust hat, mit Induktion beweisen))
Voraussetzung: mi +mao+---+my, <n(¢g—1) = Fj € {1,2,...,n} mit m; <¢g—1 =
mj = 0 oder ¢ — 1 | m;. Anwendung von Lemma 4.11 mit k = m;

— Y =0 = [T =0=X 4"

o eK ]
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4 Endliche Kérper und der Satz von Chevalley

Wende das Lemma 4.12 an auf ¢ = F = 1 — f4°1 gradg = (¢ — 1)grad f
——

<n
grad g < (¢ — 1)n, also kann letztes Lemma angewandt werden

— Y F(@) =0=#Vy(K)--- 1), = p=ordlx | #V;(K).
zeK™
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5 Quadratische Kongruenzen

5.1 Einfiihrende Diskussion

Problem: Gegeben a,b, c € Z. Wann ist die quadratische Kongruenz az?+bx +c¢ =0 mod m
16sbar und wann nicht? In diesem Rahmen wird nur der Fall a = 1 behandelt (andere Wahl von
a ergibt keine schonen Ergebnisse).

1. Gedanke: Mittels des Chinesischen Restsatzes reicht die Betrachtung des Falls m = p?, p €
P, t € N aus.
p = 2: Explizite Aussage moglich (Ubung). Hier betrachten wir nur p > 2. Dann gilt aber ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit 2 | b, denn b = 2 (2"b) = 20b,.

——

=:bg
22+ 200 +c= (x+bg)’ +c—bE =2 —k
—— \7
=z’ =—

Dann geniigt zu zeigen: Wann ist 22 = k mod p* losbar. k = p»® kg, pt ko, falls (k) >t =
1sbar mit = = 0. Falls v,(k) = u < t: Ansatz = = p*@xg, p{ xg, falls 2 Losung ist, dann gilt
fiir ein ¢ € Z:

2@l = gk 4 ept = pF(ko + ep' ™), t —u>u = u = wo,(z),
————
#0 mod p

also 2 | wund zg = kg mod p'~* mit p t k. Die Umkehrung gilt auch. Ergebnis: Die Kongruenz
22 =k mod p' ist 16sbar, wenn vy, (k) > ¢, wenn v, (k) < t, so genau dann 18sbar, wenn 2 | v, (k)
und die Kongruenz z3 = ky mod p'~* lésbar ist. Hiernach geniigt es, den Fall 22 =k mod p'
mit p { k zu behandeln, also k € G = (Z/p'Z)*.

Hilfssatz
Seite Ny, peP, p>2, ptk. Dann gilt:

z2 =k mod p' losbar <= 22 =k mod p lsbar.

Beweis

, =" trivial

,,<=" Induktion nach ¢. t = 1 ist klar. Sei also t > 1 und zg € Z mit x% =k mod p'~!. Gesucht
x, notig x = z¢ mod pt~1.

Ansatz: x = xg + cp' L, 22 =k +op'~! (c,v € Z).
Idee: Bestimme ¢, so dass 22 = k mod p'.

1\ 2 _ _
x2=(xo+cpt 1) =k+opt 4 2zpept — 14+ 2+ pH?
—~—
=0 mod pt
!
=k mod p’
— op' !t = —220ep'™t mod p’
—= v = —2x9c mod p
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5 Quadratische Kongruenzen
Klappt mit ¢ = v(—2x9) ! in Fp, da pt xo (wegen 23 =k #0 mod p), pt2 = —2x € F)m

Resultat der Diskussion: Frage der Losbarkeit von quadratischen Kongruenzen lésst sich zu-
riickfithren auf die Frage, welche k& mit p 1 k fiir prime p grofer zwei quadratische Reste sind
oder nicht. Erinnerung an Eulers Quadratkriterium!

5.2 Grundaussagen iiber Potenzreste

Bezeichnung

(1) (G,-) abelsche Gruppe, [ € Ny : GO := {z!: z € G}, GV ist Untergruppe von G (Ist
mit Untergruppenkriterium schnell gezeigt).

(2) k € Z heift I-ter Potenzrest mod m, m € Ny <= k€ ((Z/mZ)*)V) — ggT(m,k) =
1 und es existiert # € Z mit 2! =k mod m.

Lemma 5.1
(G, -) abelsche Gruppe, n = #G < .
d := ggT(n,1). Dann ist GV = G4,

Beweis l
re@, 2 = za? alsoist GY c G@. Der LinKom-Satz 1.10 liefert d = un+ vl mit u, v € Z.
- <~
eG  eG@
e = 2 gl = (V) e GO, also ist G@ ¢ GO, Folglich sind beide Mengen gleich. =

N
€G@  =1(EOS)
Niichste Frage: Was ist # (((Z/p'Z)*)(@)?

Klar: Falls G = (¢) = {1,¢,...,¢("™ '} dann d = ggT(k,m)
Gk — g — {Lcd?@d’ o 7C(%—1)d}

Ergebnis also

Satz 5.2 (Potenzrestklassenanzahlsatz)
(i) Seipe P, p > 2, k,t € N;. Dann gilt

oo\ B ()
# ((Z/p Z) ) — geT(e(ph), k)

o(ph)

2o T (o) k) k-te Potenzrestklassen.

(In Worten: Es gibt genau
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5.3 Quadratische Reste und das quadratische Reziprozitatsgesetz

(ii) Fiir 21k ist ((Z/ztz)x)(k) = (2/2'7)".

(k) -
Fir ¢ >2und 2 | k ist ((Z /2'7Z) X) zyklisch und hat ﬁtf%) Elemente.
(iii) (Potenzrestkriterium a la Euler)
Seipe P, p>2 tkeNy, d=ggT(p(p') k)

. @"H
r ist k-ter Potenzrest mod p! < r @ =1 mod p'.

Beweis
Beweise (iii) wie Eulerkriterium, benutze primitives Element!

Folge: peP, p>2 — Es gibt genau p%l quadratische Reste und % quadratische Nichtreste.
Grund: ()mitk=d=2,t=1,¢(p)=p—1
Bsp: p=11
T +1 +2 +£3 +4 +£5
22 mod 11 1 4 9 5 3 | « quadratische Reste
{2,6,7,8,10} < quadratische Nichtreste

5.3 Quadratische Reste und das quadratische Reziprozitatsgesetz

peP, p>2
Definition

(1)

k quadratischer Rest mod p <= k€ ((Fp)x)@)

k quadratischer Nichtrest mod p <= k € Fp\ ((Fp)x)@)

(2) Die Frage der Losbarkeit quadratischer Kongruenzen lésst sich zurtickfiithren auf die Frage,
ob k quadratischer Rest ist oder nicht ( mod p).

Definition
SeipelP, p>2,u€Z,sosel

1 u quadratischer Rest mod p
U
<> = ¢ —1 wu quadratischer Nichtrest mod p
0 sonst,d.h.p|u

(%) heifst Legendre-Symbol.
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5 Quadratische Kongruenzen

Satz 5.3 (Legendre-Symbol-Satz)
Seia,be Z,peP, p>2, dann gelten

(i) a=bmodp = (%) = (%), und (%) € {0,£1}

(ii) (a—b) = (9> (%), insbesondere hat man den Gruppenhomomorphismus

p P
_ a a
Xp:F; » C*, xp(@) = (p) = <p)

(Homomorphismen G — C*, G abelsche Gruppe, heifen traditionell Charaktere der
Gruppe G, xp heifit Dirichlet-Charakter)

(iii) (%) = (%) falls p 1 b.

p—1

(iv) (%) =a 2 mod p.

Beweis
(i) Definition.

(iv) Eulerkriterium:
-1
a quadratischer Rest < @z =1in Fp

-1
a quadratischer Nichtrest <= @z =—1in F,

Satz gibt Algorithmus zur Berechnung von (%)

Skizze:
0 (5)= () = ()= (52 (3
(2) Primzerlegung von |r| = pi* ... p}"

(%) elementar ,Ergianzungssatz

(%) g€ P, qg>2,q+# p geht zuriick auf (g) mittels des quadratischen Reziprozititsge-
setzes.

Namlich:
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5.3 Quadratische Reste und das quadratische Reziprozitatsgesetz

Legendre: Experimente zeigen unerwartete und ,unerklédrliche* Zusammenhénge zwischen (%)

und (}%). Zum Beispiel (2) = (g) (%) oder (§) = — (%) und Ahnliche.

(%) Beweisversuch: Wenn x € Z mit 22 =5 mod p (p | 2% — 5) so
konstruiere y € Z, y = y(x, 5, p) mit y> = p mod 5 (5 | y* — p).
Bis heute eine Formel fiir so ein y unbekannt!

Der folgende Satz ist der beriihmteste Satz der Elementaren Zahlentheorie.

Satz 5.4 (Quadratisches Reziprozititsgesetz von Gauf?)
(i) Es seinen p,q € P, p > 2, ¢ > 2, p # q. Dann gilt

.. . coow (=1 et )1 p=1mod 4
(i) ,Ergdnzungssitze (p)—( 1)z —{ 1 p=—1mod4

) (-1)172{1 _ 1 p==+1 mod 8
—1 p=+3mod8

Gauls gab 7 wesentlich verschiedene Beweise, heute 200 bekannt. Kein , Eselsbeweis” dabei. Heu-
te befriedigender Beweis via ,,Artins* Reziprozitdtsgesetz.

Artins Hauptsatz der sog. , Klassenkorpertheorie” stellt eine Isomorphie her zwischen den Auto-
morphismusgruppen (,Galoisgruppen®), sog. abelschen Zahlkorper und sog. Strahlklassengrup-
pen (verallg. Restklassengruppen).

Beweis

Hier: Raffinierter Beweis mit endlichen Kérpern

In L = F -1 existiert w € L* mit ord(w) = ¢

Dann ist fiir € @ in F; wohldefiniert w® := w® (Elementordnungssatz)

Fasse (9> =: (9) als Element von L auf | = Or
q q +17,

Bezeichung 7:= 3" 5. (%) -w® (€ L) heift Gaufssche Summe.
{Gaufé benutzte statt w ¢ = e eC (ord ( = ¢ in (CX)}

Formeln a la Gauk 72 = ¢ - <_71> -1z (a)

TPl = (g) 1 (b)

Aus diesen Formeln ergibt sich das Gesetzt mit dem Eulerkriterium

<%) = qp%l mod p (also (%) 1 = qu_l -17)
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5 Quadratische Kongruenzen

[Hinweis: (%) €{xl} = <§>_1 - (Z)}

Details: 1. Man verschaffe sich w: L = Fpq-1 enthélt primes Element ¢, ord ¢ = pd~t — 1. Be-
kanntlich p9~! = 1 mod ¢ wegen p € Fy (Euler)

ord ¢
= q|p?t—1=ord (. Setze w =( ¢

— ord w=gq.
Nachrechnen (b): Verwende: In Korper L mit I, Teilkérper ist (a + 8)P = o + P
p

T”ZZaqu< > w?  {ap|a€Fy}=Fy dapeF?.

e

__ N1
[Summationstransfer: b=ap = <%) = (ﬁp—1> = (g) (g) ( da x4 Homomorphismus)
B

— =T, (1) ()9 = (5) T, () - (2)

——
a
(%)
Wegen 7 # 0 (folgt aus a) (b) OK.
(a) spater
Zu den Ergénzungssitzen
— p—1 _ p_1
(%) =(-1)2 modp, -5 < (71) (=) <8

= ()0

Demnach —1 quadratischer Rest mod p < p=1mod 4, also fiir p=>5,13,17,23,...
—1 quadratischer Nichtrest mod p <= p = —1 mod 4, also fiir p=3,7,11,...
Bsp: —1 € Fi3 52 = —1 mod 13 ]

(5) () ==
T =2 acF, (%) w®, ord(w) = ¢q, Gaufsche Summe

Berechnung 72:
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5.3 Quadratische Reste und das quadratische Reziprozitatsgesetz

=2 (3) (q) W (Fy={a+ BB EF)
S BEFq =

= @ 7_a>w7
a%ﬁ‘:?’YEFq(q> < 7

> > (5) (%)
YE€Fq acFy 1 1

X={yo aeF}, a#7}CF = #X=¢-2, -1¢ X = X=F;\{-1}
e ——

q—2 o’s
o
> (5)
UEF;\{—].}
o —1
@ -(5)
o€l
N——

—1 —1
— q2 1 — (qz )
(da gleich viele quadratische

Reste wie Nichtreste)
( q )
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5 Quadratische Kongruenzen
= Z Cyw”
v€F,

—1 -1

@) E -G
q ’ q

velg
-1

~1 —1. & ~1

-0 (T ) u-CHYe s (3)
q ¢ = q

N——
(_1> <_1> e
=q|— ) 17— -
q q w—1
~—_——

Kompensiert j=0
=0,g=ord(w), da wi=1

Ergebnis: 72 = ¢ (%) iz (a)

Ergidnzungssatz (%) : Ubung

Anwendung der Eulerformel und des quadratischen Reziprozititsgesetzes Hiervon gibt es
viele. Hier iiber [F,,.

Euler: a*7 = (%) mod p,p >2,pta = a'T = (%) in F,,
(% =1 = ord(a){ 2, immer ord(a) | p — 1

Also: va(ord(a@)) = ve(p — 1)

Sagt am Meisten, wenn p—1 = 2% k > 0. Dann ord(@) | 2¥,ord(a) { 25! = ord(a) =p—1 =
2F — @ ist primitiv.

Falls 28 +1 = p € P, so ist a Primitivwurzel <= (5)=-1peP = k=2"neNyp=
F,, = 2¥" +1 n-te Fermatzahl (1. Ubungsblatt).

Falls das so ist, so ist 3 eine Primitivwurzel mod p.

p—1 2. p=1
Berechne (2). p=2"+1=1 mod 4(k >2) = (-1)7> =1 = ()(§) =(-1)>"7 =
1 = (%) = (%) (quadratisches Reziprozitétsgesetz!) )
Berechne p mod 3. p = F,, = 22" 4+ 1,n > 1. (Folgende Aquivalenz stimmt wohl nicht ganz,

bitte iiberpriift das jemand) 2= —1 mod 3,p=(-1)>"+1=1+1= -1 mod 3 = (§) =

(5= (3) p

Satz 5.5 (Fermat-Zahl-Satz)
(1) Sei ke Ny,p=2F+1. Danngilt pe P = k=2"(neN) = p=F, =22 +1

(2) Ist p=F, € P,a€ Z,pta,n>1,so gilt: a Primitivwurzel mod a < (%) = —1.
Trifft zu auf a = 3

9(2"—-1) _

3) Pepins-Test: Sei n € N_. Dann gilt: Fj, =2?" +1€P < 3 = —1 mod F,
_l’_

Beweis

1) v
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5.3 Quadratische Reste und das quadratische Reziprozitatsgesetz

(2) v
(3) ,=*“ F, =p € P = 3 Primitivwurzel mod p, ord(3) | p — 1 = 2¥" = 3o
22"

3 2 =41. Bei +1 keine Primitivwurzel. . .
—=SeipeP,p|F,=2"+1.3" "=—-1 mod F, = 3 ' =—1 mod p,3* =

1 mod F, = 3% =1 modp. F — 1 = ord(3) = 22" < p—1 (ord(3) in F, teilt
#F, =p—1) [

5.3.1 Jacobi-Symbol

Definition
Seia € Z, m € Ny, 2fn, ggT(a,m) =1 (x). Definiere in diesem Fall das Jacobi-Symbol (£)
durch:

peP
plm

andernfalls ist (%) nicht definiert. Hierbei ist (%)L das Legendre-Symbol.
Klar:

a 1

(1) =(Gs) =1

m € P,m > 2, so ist Jacobi (%) = Legendre (%)

Satz 5.6 (Jacobi-Symbolsatz)
Falls a,a’ € Z,m,m’ € Z, so gelten, falls die vorhandenen Jacobi-Symbole definiert sind:

Algorithmus-Skizze zur Berechnung von (%)

0m=1: ()= () =

L. m>1,2fm,(2) = (L) mit r = a mods m (also |r| < )

—_

2. Stelle 7 dar als r = sign(r)2*2("ry (also 7o > 0,2 {7, 7] < &)
Rechenaufwand minimal!
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5 Quadratische Kongruenzen

()= () (2) "y

=T
Rechenaufwand fiir T ist ebenfalls minimal.

3 (LO) _ (m) (_1)r0;1, —1

m 70
mit 0 < rg < 2. Schleife wird ca. log, m mal durchlaufen.

! Prlmzerlegung kommt nirgends vor !

2, wende Verfahren auf (7 an. Problem reduziert von m auf rq

Bemerkung Aus (%) = 1 folgt nicht, dass a quadratischer Rest mod m ist.

Beispiel
(%) = (%) (%) = (—1)(—1) = 1. 2 ist quadratischer Nichtrest mod 3 und erst recht quadrati-
scher Nichtrest von mod 15

Beweis (Jacobi-Symbolsatz 5.6)
(i) plmpeP,a=b mod m — a=b modp = (9) = <9> = (2)=(2)

(ii) (%) <g> = (%’) (Legendre Symbol) = (%) (%) = (%’)
(m?ﬂ, _ pep( )vp (mm”) _ Hpe[P (%>vp(m)+vp(m) _ HpE[P’ <<;)vp(m) (Z>vp(m)> _
Mee (2)""  Thes (5)7 = (2) ()

(iii) (&) (2) = (—1)%17”771 klar fiir m = 1 oder a = 1. Also m > 1,a > 1 voraussetzbar.
2¢m,21a.
Falls m € P und a € P(ggT(m,n) = 1), so steht das quadratische Reziprozitétsgesetz fiir
das Legendre Symbol da.
Also nur noch zu beweisen, wenn a oder m € P etwa m = uv, 1 < v <m.
Induktion nach a,m:

Induktionhypothese: (%) (%) - (71)%1,%17 (%) (g) _ (71)%1,@;1
() ()2 @) @@ @ T T T LT

Geniigt: n—14+v—1=wuv—1 mod 4. Das stimmt, weil 2{u,2{ v und u,v = +1 mod 4

(iv) Ahnliche Induktion n
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6 Primzahltests

Ein Primzahltest ist ein Algorithmus Prim(m), der zu m € N entscheidet, ob m € PV m ¢ P.
Einteilung der Tests (—disjunkt):
a) -+ Allgemeiner Test (Vm € N)
- Spezieller Test (nur gewisse m € N)
b)  + Voll bewiesener Test
- Test abhéngig von einer Vermutung (zB Riemann-Vermutung)
c¢)  + Sicherer Test
- Propabilistischer Test (Monte-Carlo-Methode)
d) + Praktikabler Test (geht fiir ,grofse m)

- Unpraktischer Test
Beispiel
a) Pepins Test: nur fiir F}, = 22" 4+ 1
d) Naiver Test: Probiere a | m,Va € N;1 <a <\/m

d) Wilsons Test: m € P < (m — 1) = —1 mod m, es sind mindestens m ,,Aktionen® notig

Beweis (Wilsons Test)

2~ m=pecP. Inl,:
(m =1 = Jlperx @ = 1-(=1). Paare aa™! heben sich weg. Wenn « # a~! verbleibt
a’=1,daa==41= (m—1)!'=-1 mod m

= mEP=gegT(m—1)!,m)=d>1= (m—1)!#1 mod m (sonst d | —1) n

Prinzip moderner PZTests:

Meist ohne Einschrankung m > 2,2t m. (Rechnung fiir grofe m aufwéndig, daher gewohnlich
erst p | m probiert fir die p € P, etwa p < 100000 V p < 1000000.). Man konstruiert Gruppe
Gy, derart, dass die Struktur von G,, fiir m € PAm & P verschieden ausféllt. Die Strukturver-
schiedenheit soll mit moglichst wenig und schnellen Rechnungen festgestellt werden.

EZT: Meist G,,, = (Z/mZ)*

Hohere ZT: Etwa G,, = (0%/or - m)*, webei o ein Ring ,ganzer algebraischer Zahlen ,, im
algebraischen Zahlenkorper K ist.

Beispiel
K =Q+ Qi,or = Z + Zi (Ring der ganzen Gaufsschen Zahlen)
Algebraische Geometrie: GG, konstruiert aus ,elliptischer Kruve®, die iiber Z definiert ist. Vorzug:
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6 Primzahltests

Es gibt oo viele elliptische Kurven und Zahlenkérper. Man kann versuchen, méglichst ,,geeignete’
zu finden. Hier G, = (Z/mZ)*.

(A) Ein —ganz gekliickter Versuch

Strukturaussage fiir G,(p € P):
Satz von Euler-Fermat: a?~! = 1.

Definition

Sei ohne Einschrankung m > 2,2 1 m. a € Z heifse Carmichael-Zeuge (fiir die Zerlegbarkeit
von m), wenn gilt:

(i) ggT(a,m) =1

(i) @™t #1 mod m

Klar: Wenn Zeuge gefunden: m ¢ P.
Leider: 3m € N mit m ¢ P, aber kein Zeuge vorhanden!

Definition
Solche m ¢ P (also die mit Va € Z,1 < a < m,ggT(a,m) = 1 ist a™ 1 =1 mod m)
heifsen Carmichael Zahlen.

Satz 6.1 (Carcmichael, ~ 1920)
SeimeNy,m>2P, :={pe IP’|p | m}. Dann: m ist Carmichael Zahl < Es gelten:

()
(ii) mist gf (777) (Vp € P:vy(m) <1)
(ili) Vp € P :p—1lm —1

)

(iv) m hat mindestens 3 verschiedene Primteiler (#P,, > 3)
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Beispiel
Kleinste Carmichael-Zahl: m = 561 =3 -11-17 - 2,10,16 | 560

Do Biee (1) - (i)
- ggT(a,m) =1

2

} =a"1=1 modm.

Vp €Pp :inF¥:oda|p—1 | m—-1=a"!'=1inF, e d! =1

»= (—1) kein Zeuge = (—1)" ' =1 mod m.Falls2 |m= -1=1 mod m=m = 1,2
~ (Widerspruch!). Also 2+ m ~ (i).
Zu (i), (ii):
Firp € Py, ist t := vp(m) > 1.3PWa mod p mit ggT(a,m) =1 (Sei w PW mod p,
lose das System @ = w mod p(ChRS),a =1 mod q¢(q € P,q #p). = qta,pta=
ggT(a,m) =1)
In (Z/p'Z)* ist am~! (wegen @™ 1 =1 modm = a™ ! =1 mod p!) =

=1 1
orda =¢(p!) =p"tp—1)|m—-—1=p—1|m—1~ (i)



Wire t > 1= p | m — 1 (Wiederspruch zu p | m).
Also vy(m) =1~ (ii)
Noch zu widerlegen: P,,, = {p, q},p # q, etwa 2 < p < q(*)
(i)
m=pqlaut (i), =1 | m—1=pg—1=plg-1)+p-1=q-1|g-1=q<p
(Widerspruch (x)) [

Ein gegliickter Versucht
m € N,m > 2,21 m. Schreibe m — 1 = 2! - 4 mit t = vo(m — 1) also 2 { u,t > 0.

Definition
a € N heifse Miller-Zeuge (fiir die Zerlegbarkeit von m), wenn gilt:

(i) ggT(a,m) =1
(ii) " #1 mod m

(iii) Vs € {0,....,t —1}: a"® # —1 mod m

Satz 6.2
Miller-Rabin-PZTest Sei m € Ny;m > 2,2 ¢ m. Dann: m ¢ P < 3 Miller-Zeuge a.
(0<a<m)

Zusatz (Rabin): Es gibt dann hochstens 2¢(m) < 2(m — 1) —Zeugen

~ Liefert voll bewiesenen Test:

Test, ob 1(m — 1) + 1 as Zeugen sind.

Sobald Zeugen gefunden = m ¢ P.

Kein Zeuge gefunden = m € P.

Aber immer noch unpraktisch (ca %m Aktionen). Es gibt einen sehr praktischen propabi-
listischen Test:

Teste, ob k zuféllig ausgewahlte Restklassen @ (1 < a < m) Zeuge sind (falls ggT(a, m) =
d>1,s0m ¢ P, sonst ggT(a,m) = 1). Falls Zeuge gefunden = m ¢ P. Falls kein Zeuge
gefunden: Die WK (777), dass man sich mit der Annahme ,ym ist prim“ irrt, ist < 4%.
Fiir grofte m scheint die WK sogar viel kleiner als 4%. [experiment. Faktoren|

m < Zeuge, falls m & P
2047 2
1373653 2V 3
3215031753 2,3V 5

Beweis

LFall: s=0=a"=1=a"“"=1=a"“=1 mod p, kein Zeuge

CFall: s >0=a%" = 1,62571{’ = —1 mod m, s € {0,...,t — 1} = kein Zeuge n
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6 Primzahltests

Weiter bei der letzten Vorlesung:

m—1=2w21u
Millerzeuge a: ggT(a,m) =1,a* #1 mod m
Vs=0,..,t—1:a"* #1 mod m

Rest:
m ¢ P = 3 Millerzeuge

Fall I #P,, > 2,P,, = {p1,...., 1}
a= -1 mod p;
a=1 mod p;(j > 1)
(mit Chinesischem Restsatz l6sen)

a* = (—1)"*= -1 mod p1, also ist a* =1 mod m falsch (sonst —1 =1 mod ps = p; =
2 [Widerspruch!]), also a* # 1 mod m
a*?" =1"" =1 mod p;(j > 1) = a"* = —1 mod m ist falsch, also a*?" # 1 mod m

Gesehen: a ist Millerzeuge

Fall II: m = p',p € P,t > 1 : ist a Primitivwurzel mod m = p', so ist a Millerzeuge.
ord(@) = ¢(p') = (p— p'~*

— = a" # 1, weil sonst ord(@) | u=p|u|m—1 (Widerspruch zu p | m)

s =1 =1 od@ = (p-pt w2t = plu | m—1
(Widerspruch!) = a“* = —1 mod m

Stand der Technik:

1.) Primzahlen < 10'30 mit guter Sicherheit ,leicht* auffindbar, z.B. mit Miller Rabin
2.) Zahlen der Gréke > 10130 erstrecht m = pq, p, ¢ > 10'3Y kénnen nicht faktorisiert werden.

Praktischer Test von Rumely, fast in Polynomial-Zeit, vorhanden (Zeit & log(m)clogloglogm),
Falls die verallgemeinterte Riemann-Vermutung gilt, so ist dieser Test sogar in Polynomial-Zeit.

Kayal, Saxena, Aal 2002: Voll bewiesener Primzahltest in Polynomial-Zeit. Fraglich ob dies ein
praktischer Test ist.

Faktorisierung grofer Nichtprimzahlen schein ein viel hirteres Problem zu sein.

Idee von Fermat:
Ny >m=22—-y%z,y € NNm = (v —y)(x +y),x > y ist Faktorisierung, wenn x — y #

lmax—y=1lundz+y#*#mlz+y=m= 1z = mT‘H,y = mT_l also echte Teiler, wenn

zy # B

Viele moderne Tests arbeiten so: Suche 2,y € N mit 22 = 4> mod m,z # +y mod m

Gute Chance, dass ggT(m, x —y) oder ggT(m, x+1y) echter Teiler von m ist. Sehr viel Test, um
die Suche nach solchen x,y zu beschleunigen: Siehe z.B. Forster, Algorithmic number theory
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6.1 Anwendung der EZT in der Kryptographie

6.1 Anwendung der EZT in der Kryptographie

Rivests offentliches Chiffrier System. m grofie Zahl.

Nachricht ist hier N € Versys), = {a € N|0 < a <m,> (a,m) = 1} (Falls m = p{*-...-p}"*,pl <
..<p €P,n; € Ni, sosind alle N € Nmit 1 <N < p; im Versys,,. N kodiert Textabschnitt
mit k Zeichen, z.B. Leerstelle = 000, Jedes Zeichen erhilt Ziffern < 1000.

Beispiel

K O M M N I C H T

N= 011 015 013 013 000 014 009 003 008 020 < 103

Definition
(i) Eine Chiffre ist (fiir uns) eine bijektive Abbildung P : Versys,;, — Versys,;,, N’ = P(N)
ist die ,chriffrierte Nachricht.

(ii) ein ,Offentliches Chiffresystem* ist eine Liste (,0ffentliches Adressbuch®):
(T, Pr),T € 7 = Menge von Teilnehmern. Pr Chiffre, derart, dass T'# T = Pr # Pp

(a) Jeder Teilnehmer T' € 7 erhadlt das Adressbuch (T, Pr)rer

(b) T und nur T erhélt Py (Umkehrabbildung von Pr)
Praktisch: T" muss P ! besonders gut sichern, gegen Diebstahl, Ausspihen, Hacker,
usw.

Technische Anforderungen:

1.) Pr(N), P;*(N) miissen in verniiftiger Realzeit berechenbar sein
2.) Nicht einmal ein Supercomputer kann P! aus Pr ermitteln (Pr Trapdoor-Funktion)

3.) Nur T hat P, !. Der Systemadministrator hat am Anfang die Pp’s und die Py s, Nach
Absenden von P Lan T vernichtet er P, !

Anwendungen:

I) Geheime Nachricht iiber 6ffentlich zugéngliche Kanéle (etwa Internet) iibermitteln 7" von
A zu B, A, B € 7 ohne das Unbefugte N gewinnen kénnen.
Methode: A berechnet P(N) = N’ und sendet N’ an B. Nur B kann aus N’ wieder
N = P5'(N') ermitteln.
Beispiel:

— A Spion des Geheimdienstes, B = = Geheimdienstzentrale, C, D die gegnerischen
Geheimdienste
— A ist Bank, B ist Kunde, N = Kontostand

ITI) Geheimnachricht mit elektronischer Unterschrift
Methode: A sendet an B: ,N = PBPXI(N), GruR A“. Nur A kann N’ herstellen, nur B
kann daraus N = P4P5'(N') gewinnen.

71



6 Primzahltests

Beispiel:
A = Kunde, B = Bank, N = ,Uberweisen Sie 200’000.- von meinem Konto an C“

III) Sichere Speicherung von Nachrichten
Methode: Speichere N/ = PZ}(N)...PXII(N). Benotigt werden Ay, ..., A € 7(t = 1). Nur
mit Willen von allen Mitwirkenden A1, ..., A; kann N aus N’ wieder rekonstruiert werden.

EZT kann z.B. zum Erfiillen der technischen Vorraussetzungen verwendet werden.

Rivests Vorschlag C RSA-Code (Rinest, Shamn, Adleman 1978)

Adressbuch: Liste(T, mr, st), mr, sp € N,mp = p*...p/", p; zu Anfang dem Administrator be-
kannt, o6ffentlich nur mp’s, sp’s ziemlich grofk.

Chiffre Pr(N) := (N°T mod m;). Dann theoretisch P! (N) = N wobei tys7 = 1 mod ¢(N)
(Euler Funktion). Hiermit erhélt 7" auch noch tr. ¢r ist nur berechenbar, wenn ¢(m) = mJ[,,,,(1-
I%) bekannt, dass geht nur (nach heutigem Wissen), wenn Primzerlegung, also die p; bekannt
sind.
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7 Ganzzahlige lineare Gleichungen und
Moduln tber euklidischen Ringen

7.1 Der Elementarteileralgorithmus

7.1.1 Matrizen iiber euklidischen Ringen

Sei (R, gr) ein Euklidischer Ring.

Definition
(i) GL,(R) = (R™*™) heifst allgemeine lineare Gruppe iiber R (GL = general linear)

(ii) 1, = lgr,(r) (n x n-Einheitsmatrix)

Lemma 7.1
GL,(R) ={U € R”X”’ det U € R*}
(falls R=7,U € GL,(Z) & U € Z™*",det U = £1)

Beweis
(i) Ue (R")* < IVe R VU=UV=1,=1=detl, =det(UV) =detU -detV =
€ER €R
detU € R*

(ii) Sei U € R™ ", detU € R*. In LA I zeigt man fiir die Adjungierte U# von U: UU# =
U#U =detU - 1,
U# wird aus det W gewonnen, wo W Untermatrizen von U sind, also det W € R = U# ¢

RV detU € RX = U~! = LoU# € R = U € (Rm)* -

Definition
B = (b;j) € R™*", so sei ggT(B) :=ggT(bi;) (i=1,....,mund j=1,...,n)

Lemma 7.2
A€ R»™ B € R™™, Dann gilt:

(i) geT(A) | geT(AB),geT(B) | ggT(AB)

(ii) U € GL(R),V € GL,(R), so ist ggT(UBV') = ggT(B)
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7 Ganzzahlige lineare Gleichungen und Moduln iiber euklidischen Ringen

(i) A = (aij),B = (bp),d = geT(A) = ajj = d-d,;,a,, € R. AB = C = (¢5),6r5 =

Z;‘nzl drj js = d- g a;j : bjs = Vr,s:d ’ Crs = d | ggT(C) = ggT(CTs

T, S).

geT(B) = ggT(AB) genau so.
(ii) ggT(B) | ggT(UB) | ggT(U~(UB)) = geT(B) = ggT(B) = ggT(UB).
geT(UB) = ggT((UB)V) genau so n

Spezielle Matrizen:

E;j ,Matrizeneinheiten®, E;; 1 = 0;,071. Es steht in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte eine 1.
0 0

Beispiel:
0 0
FElementarmatrizen sollen folgende Matrizen genannt werden (in R™*"):

1.) Additionsmatriizen: A;;(b) = 1, +b- Ej;(i # j).
-E

1 0

Beispiel:

2.) Vertauschungsmatrizen: Vi; = 1,, — Ey; — Ej; + Eij + Ej;.
1 0

— O
O =

Beispiel:

3.) ,FEinheitsdiagonalmatrizen‘:
1

diag;(e) = € €€ R®

1

Laut LA: det A;;(b) = 1,det(V;;) = —1(i # j), det diag;(e) = € =
Alle Elementarmatriizen sind in GL,(R)

Weiter Matrizen besonderer Form:
Diagonalmatrizen: D = diag(d, ...,d,,0,...,0) (in R™*™). Firr =0: D = 0.
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7.1 Der Elementarteileralgorithmus
dy 0
Beispiel: d,

0

Bemerkung: Eine Matrix B € R™*™ heifse in ,, Elementarteilerform' < B = diag(dy, ..., d;, 0, ...0),dq, ...

normiert und d, # 0 und d; | ds | ... | d; (dann d; = ggT(B))

Eine Elementaroperation (ausgeiibt auf B € R™*") ist eine der folgenden Operationen:
Zu I' Elementarmatrix bilde B’ = I'B oder B’ = BT und setzte wieder B := B’.

Liste:

Zeilenoperationen bewirkt

B — B =: B' = A;;(b)- B | Addition des b-fachen der j-ten Zeile von B zur i-ten

B—+B=B"=V;;-B Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile

B — B =: B’ = diag;(¢) - B | Multiplikation der j-ten Zeile mit ¢

Spaltenoperationen bewirkt

B — B =: B’ = B - Aj;(b) Addition der i-ten Sapte *b zur j-ten

B—+B=:B'"=B-V; Vertauschen der i-ten mit der j-ten Spalte

B — B =: B' = B - diag;(¢) | Multiplikation der j-ten Spalte mit e

Jeder Algorithmus der eine Matrix A durch eine endliche Folge von Elementaroperationen in
Elementarteilerform tiberfihrt, heifst Elementarteileralgorithmus.

Vorschlag:
Bearbeite Tripel (U, B,V) € GLy,(R) x R™*™ x GL,(R) beginnend mit (1,,, A, 1,), so dass
immer B = UAV ist.

Elementaroperationen hier (U,B,V) — (U,B,V) := (I'U,TI'B, V ) (Zeilenoperation) oder
_U/ _B/ _V/
(U,B,V)— (U,B,V) :=( [{]/, BEI;, V‘E) (Spaltenoperation).
Bedingung okay: TUAV =T'B = B’, ebenso UAVT = BI' = B’
U'A'V!

Ziel: Steure die Operationen so, dass nach endlich vielen Elementaroperationen ein (U, B, V')
entsteht, mit B =: D eine Elementarteilerform, also A = UDV.
Falls man so einen Algorithmus hat, so beweist das:

Satz 7.3 (Elementarteilersatz)
Sei R ein euklidischer Ring, m,n € N, A € R™*"™
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7 Ganzzahlige lineare Gleichungen und Moduln iiber euklidischen Ringen

(i) Dann gibt es ein U € GL,,(R),V € GL,(R) und D € R™*" D in Elementarform,
derart, dass A = UDV

(ii) D ist durch A eindeutig bestimmt

Zur Eindeutigkeit (Beweis-Skizze):
di = ggT(D) = ggT(UDV) = ggT(A). Man kann zeigen: d; -...-d; ist der ggT der Determinanten
aller j x j-Untermatrizen von A.

Bemerkung: 1.) A€ R™*" so det A = detU det Ddet V. Dann zur Berechnung von det A
benutzt werden.

2.) Idee fiir LGS: Fiir A = D in Elementarteilerform kann Loésung unmittelbar abgelesen
werden = Losung fiir A wird mittels Riicktransformation ermittelt.

LGS:
zA = b,A € R™*" b € RY™" (Zeile) ist gegeben. Gesucht ,Losung” x € R*™ (Zeile). (LA oft
Az = b mit Spalten, Az = b < 2T AT = p7T)
Besser: Information iiber die Lisungsmenge: L(A, B) = {z € R™ = R™™|zA = b}
di
Antwort sehr leicht, falls A = D = in Elementarteilerform. y = (y1, ..., Ym) €
dr
L(D,c),c=(c1,...,cn) < yD = (y1di, ..., yrd;, 0, ..., 0) < (C1y.eyCn)

n-Stiick

Losbarkeitsbedingung (notwendig und hinreichend): £(D,C) # 0 < ¢,41 = ¢r41 = oty = 0
und dy | c1,dz | c2, ... dy |

Falls Bedingung erfiillt, so hat man die ,spezielle Losung (wo ¢; = d;y;, Bezeichnung y; =
d-te;).
)

Yy © (dl_lcl,. d-tc.,0,...,0).

eey Wy

Die ,allgemeine Losung hat die Form:
Y =19+ Z?:TH ajej,ej = (0,...,0,1,0,...,0) Einheitsvektor, a; € R

y € L(D,c) < yD = c(auch yoD = c)
< (y—v)D=0
& 2z = (y — yo) ist Losung des zugehorigen homogenen Systems
zD =0, d.h. von der Form >7%_ | aje;
Es muss zjd; = 0, also 29 = 0 fiir j = 1, ..., gelten.
Man transformiert A = b wie folgt auf Diagonalform: zA = b < gU LUAV = bV = 0.
y
yD =c, wo c=bV und y = zU !, also x = yU ist.
L(A,b) = L(D,bV)-U

(U,B,V) € GLy(R) x R™" x GL,(R), B=UAV.
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7.1 Der Elementarteileralgorithmus

Elementarteileralgorithmus Idee: Falls B # 0, so setzte
gr(B) = min{gr(b;j, i =1,2,...,m, j=1,2,...,n, b # 0}.

Wenn es gelingt durch Elementaroperationen von B nach B’ iiberzugehen, so dass gr(B’) <
gr(B), so ist man induktiv fertig.

Zuerst bendtigen wir einen Unteralgorithmus: ggTnachVorn(A):
Er soll zu einem 0 # A € R™*" (Uy, By, Vi) mit Uy € GL,(R), v1 € GL,(R), by = U1 AV}

gilt, wobei
di| 0
B = <T1‘T> , dp =ggT(A).

0. Initialisierung: (U, B, V) := (1, 4, 1,,).

Skizze:

1. Bestimme(k,1) mit gr(by = gr(B).

2. Fall I: Es gibt eine Zeile i mit By, t b;. Division mit Rest: b;; = gbg; + r. Addiere (—q)—
faches der k-ten Zeile. Das ergibt B’ mit b}, = b; — qby; = r. Induktiv sind wir fertig,
denn: gr(r) < gr(bg) = gr(B). Weiter bei Schritt 1.

3. Fall II: Es gibt eine Spalte j mit by { by;. Genau wie bei Schritt 2, nur mit Spaltenope-
rationen erhalten wir by; = ¢'by; + 7. Addieren wir nun das (—¢’)-fache der [-ten Spalte
auf die j—te Spalte, erhalten wir B’ mit gr(B’) < gr(B).

4. Fall III: bkl | bil und bkl |k:j7 Vl,j aber H(Z,]) mit bkl J[ bij. bil = q”bkla 1 75 k:,l 75 ] Addiere
(1 — ¢")-faches der k-ten Zeile zur i-ten hinzu:
by = bij +(1—¢")bw = b
-
q'bki
b;-j = bij + (1 - q”)bkj — bkl =b/il’ J[ bij (Wegen bkl J[ bij, bk:l | bkl)
Fall II liegt vor mit i-ter statt k-ter Zeile. B := B’, (k,l) := (i,1), weiter bei Schritt 3.

5. Vi,j : bg | bij (letzter moglicher Fall). Vertausche k-te und 1. Zeile und [-te und j-te
Spalte. Entsteht b mit 0 # by | bj; Vi,j == b1 ist ein ggT, = Je € R* : dy =

eb11 = ggT(B) Lemma 2 geT(A) = Multipliziere 1. Zeile mit e: Es entsteht Matrix
mit by; = d; = ggT(A). Wie bei Gaufalgorithmus erzeugt man jetzt in der ersten Spalte
und ersten Zeile Nullen aufer bei by;. Jetzt hat man (U,B,V) mit A = UBV) und

B = < Cél j, ) Ausgabe: (U1, B1,V1) := (U, B,V)

Klar: Man kann genauso mit A’ weitermachen: Braucht: d,, = ggT(A) = ggt(B1) | ggT(4’). Im
Detail:

ELT(A)
(1) Falls A # 0, Ausgabe: (1,,, 4, 4,).

(2) Anderfalls liefert ggTnachVorn(A) (Ui, By, V1) wie oben: Falls n = 1 oder M = 1, so fertig.
Ausgabe (U, D, V) := (Uy, By, V). Falls mn>1 und A’ = 0, so wieder fertig. Ausgabe wie
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7 Ganzzahlige lineare Gleichungen und Moduln iiber euklidischen Ringen

oben.
Falls A" # 0, so liefert ELT(A") (U, D/, V') mit U'D'V’' = A" und

1]0
ov’)v1

Ausgabe (U, D, V) mit U, D,V passend wie in obiger Formel.

Einschub Beispielrechnung (folgt vielleicht spéter, hab’ grade keine Lust, die zwei DinA4-

Blatter

abzutippen)

7.2 Ganzzahlige Losungen eines ganzzahligen linearen
Gleichungssystems

Betrach

e LGS zA = B, gegeben a € R™*", b € R™*".

Gesucht:£L(A,B) = {z € R™>™ = R™: A =1b}

Elementarteilersatz: A = UDV, D = diag(di,ds,...,d;,0,...) in Elementarteilerform. U €

GLn(R

), V€ GL,(R). Gesehen: L(A,b) = L(D,bV)U. ¢ :=bV = (c1,¢2,...,Cn).

Satz

7.4 (LGS-Satz)

Mit diesen Voraussetzungen und Bezeichnungen gilt:

(1)
(2)

LAL) 40D < di|c, i=1,2,...,7, ¢r41 = Cri2 =y =0.

Lésung des homogenen Systems xA = 0:

L(A,0) = L(D,0)U =P/, R(e;U). e; ist der j-te Einheitsvektor in R™. Das heift,
eine R-Basis von L£(A,0) ist gegeben durch Basis by41, by12, . .., by, mit b; = e;U, also
die j-te Zeile von U ist. Falls m < r, so L(A,0) = 0, d-h- jede Losung y € L(A,0) hat
cindeutige Darstellung y = 7% a;b;, a; € R.

Falls das LGS lésbar ist, so erhalt man die allgemeine Losung x aus einer spe-
zielen Losung xg in der Form =z = x9 +y, y € L(A,0). Mann kann wéhlen:
xo = (dl_lcl,dQ_ICQ, ooy dten,0,...,0).

Beweis

Alles schon bewiesen. . .

Bemerkungen:
(1) Ist A e R™™, so gilt
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7.2 Ganzzahlige Lésungen eines ganzzahligen linearen Gleichungssystems

(2) Jedes U € GLy(R) ist Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis

(1) A=UDV, U,V € GLy(R). D € GLn(R) <= n=r,di,...,dy=1 = D=1,

(2) A GLy(R) <= D=1, = A=UV = Behauptung n

Freunde der Algebra mégen beachten, dass fiir ein R-Modul M die selben Axiome wie fiir einen
Vektorraum gelten, nur dass R ein Ring statt einem Korper ist. Das Z-Modul ist (fast) das selbe
wie eine (additive) abelsche Gruppe. Die Hauptneuheit ist, dass man im Allgemeinen in M eine
R-Basis hat.

Ein Beispiel dazu ist mit R = Z das Modul M = (Z/2Z),+). Wére die Basis die leere Menge, so
wéare M = 0, Widerspruch. Ist nun b ein Element der Basis, so wéren alle z-b, z € Z verschieden,
also #M = oo, was auch ein Widerspruch ist.

In der Algebra zeigt man leicht: Ist M = (u1, ..., um) = {d> ", aiu; | o5 € R}, so existiert ein
Ae R™™ mit M =2 R"/R™ - A. Klar: A = UDV wie im Elementarsatz, also R™ = R™ - U,
R*=V.R"

= M= R"/R"UDV
= R"V/R™DV
= R"/R™D
=(R& - -®R)/(Rd1® - ®Rd, 0 ---50)
~R/Rd@--- @ R/Ryr ®R®---©R
Damit ist die Struktur bestimmt. So kann die Eindeutigkeit von D auch bewiesen werden.

Ist R =Z, so ist (Z/dZ,+) zyklisch, erzeugt von 1+ dZ = 1, Z sowieso zyklisch.

Als Ergebnis haben wir: Jede endlich erzeugbare abelsche Gruppe ist direktes Produkt zyklischer
Gruppen.

Die R-lineare Abbildung R' — RF beschriebung durch Darstellungsmatrizen in R™¥. Der
Elementarteiler-Algorithmus liefert Mittel Kern(f) und Bild(f) explizit zu beschreiben.
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8 Ganzzahlige quadratische Formen

8.1 Grundbegriffe und Bezeichnungen

Problem: Man diskutiert die diophantische Gleichung
k=ax® +bry+cy® (%)
Gegeben sind a, b, 2,k € Z, gesucht ist ein x = (z,y) € Z2, fiir die () gilt.

Gegeben Q = aX2+bXY +cY? € Z[X,Y], a,b, ¢ # 0, mit Kurzbezeichnung Q = [a, b, c]. Dieses
@ heift ganzzahlige bindre (wegen den 2 Variablen) quadratische (grad ¢ = 2) Form.

Nun betrachtet man @ als Abbildung Z? — Z2, z = (z,y) — Q(z,y).

Definition
(1) z primitiv <= ggT(z,y) =1

(2) Q primitiv <= ggT(a,b,c) =1

(3) Q stellt k € Z, k # 0 (primitiv) da <= 3z € Z3 (x primitiv), mit Q(z) = k

Problem: Welche Formen stellen welche Zahlen dar? Q(Z?) = ?
Falls k € Q(z), welche weiteren z’ erzeugen k = Q(2')? Q~*({k}) = ?
Bemerkung: (1) z€Z,s0 Q(z-z) = 2% - Q(a)

(2) Mit @ ist auch m@Q eine Quadratische Form (m € Z, m # 0)

Wegen (1) gentigt es meist, primitive Darstellungen zu betrachten.

Aus der Linearen Algebra ist {iber reelle Quadriken bekannt: Es gibt Darsellungsmatrixen Ag =
R2*2 mit Q(x) = zAgx ", wobei
b
a/ ey
Ag = 2
o= (§ )

Idee (GauRk?) Wegen Z2U = Z2 fiir U € GL2(Z) gilt Q(Z?) = Q - (Z*U). Q(zU) = 2U - Ag -
(zU)" =2(UAQU 2T

Definition
(1) Zu @ sei U.Q die Quadratische Form mit Darstellungsmatrix UAQUT

(2) Q und Q" heiflen (eigentlich) dquivalent (Q ~ Q' bzw Q ~ Q') <= 3U € GLy(Z) (bzw.
3I € SLy(Z), wobei SLy(Z) = {U € Z**? | det U = 1}) mit Q' = U.Q.
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8 Ganzzahlige quadratische Formen

: : : N : . (0 1
~, & unterscheiden sich wenig, sozusagen héchstens um eine Matrix (1 0>.

Bemerkung: (1) 1,.Q =Q, U,V € GLy(Z). (UV).Q =U.(V.Q).
wGLa(Z) bzw. SLo(Z) operiert auf der Menge der Quadratischen Formen*

(2) ~, = sind Aquivalenzrelationen

(3) Aquivalente Formen stellen die selben Zahlen dar.

Beweis
(1) UV.Q: UVAQUV)T =UVAQVHUT : U(V.Q).
Folgt Q' =U.Q,s0 U L.Q'=U"L(U.Q) = (U 'U).Q = 1..Q = Q.
Also ist ~ symetisch: Q ~ Q.

Transitivitit: Q ~ Q', @' = U.Q und Q' ~ Q", Q" = V.Q, mit U,V € GLo(Z), so ist
Q=V(0Q)=(VU)Q = Q"~Q m

8.2 Die Diskriminante

Sei @ = [a, b, ¢] eine Quadratische Form.

Definition
A =—4-det Ag = b? — 4ac = dis(Q) € Z heifit Diskriminante von Q.

Bemerkung aus der Linearen Algebra: V = Vg _x(R) = {z € R? | Q(z) = k} ist reelle Quadrik,
abgesehen von ausgearteten Fillen gilt: A < 0: V Ellipse, A > 0, ¥V Hyperbel.

Beispiel

X2 4+5Y2 Ellipse: A=0—4-5=-20<0

X2+ —2Y?2 Hyperbel: A=0—4-(-2)=8>0

Problem: Welche (z,y) € Z? (Gitterpunkte) liegen auf V.

Satz 8.1 (Diskriminantensatz)
Sei () eine Quadratische Form.

(1) Ist Q@ ~ @', so gilt dis(Q) = dis(Q").

(2) Ist A = disQ@ ein Quadrat in Z <= ,Q zerfdllt iiber Z, also Ju,v,w,z € Z mit
Q= (uX +0vY)(wX + 2Y)

(3) Ist dis@ # 0, so gilt
Q definit <— disQ <0
Q indefinit <= disQ > 0

(4) 0 # d € Z ist Diskriminante <= d=0,1 mod 4
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8.3 Darstellung von Zahlen durch QFen

Anwendung: A = dis@ sei ein Quadrat Q(z) = k # 0 <= 3d € Z,dk: ux + vy = d,
we + 2y = s. Die Frage nach den darstellbaren k liuft zuriick auf a) Bestimmung aller Teiler
von k, b) Diskussion eines ganzzahligen LSG.

Ab jetzt interessieren nur noch nichtquadratische Diskriminanten.

Beweis
(4) § =disQ = b> —4ac=b>=0,1 mod 4.
d=0 mod 4: Q = [1,0,—%
d=1 mod 4: Q = [1,1,—%[]
Fiir diese Formen gilt dis@Q = d = A. Diese Form heifst ,Hauptform* der Diskriminante.

(1) detUAQAT =detU -detUT - det Ag = (det U)? - det Ag = det Ay = Behauptung.
(2) (Skizze)

»<=" Nachrechnen

= A=disQ = ¢% Sei t = ggT(a, 1’7?“), dann (Ubung):

a b—gq
=(-X+—Y)(tX
Q=("x+ " Tyyix +

b+ q
2%

Y)

(3) a=0 = A>0,Q=0bXY +cY?=(bX +cY)Y indefinit
a#0:aQ = (aX +bY)? — $AY?. Offensichtlich: A < 0: definit, A > 0: indefinit n

<F+>

8.3 Darstellung von Zahlen durch QFen

Vor. @ QF, dis@Q = A sei kein Quadrat.
U.Q QF mit Matrix UA,UT,U € GLy(Z)

U= <Z 18)> = U.Q =1[Q(r,s),2rU - a+ (rv+ su)b+ 2sv - ¢, Q(u, v)]

Spezialfille:
Q= C (1)> Q= [a,t-2a+b,at? + bt + (|

Q = ('1 1) .Q = [c,—b+ 2ct, ct® — bt + a]
Q, = (_1 1) Q = [Ca _ba CL]
Q,:G i),Q:[a,2a+b,a+b+C]

Waunsch:
Algorithmus der feststellt, ob @ k darstellt oder nicht.
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8 Ganzzahlige quadratische Formen

Satz 8.2 (1. Darstellungssatz)
Q stellt 0 # k € Z genau dann primitiv dar, wenn: 3Q" = [k,[,m] mit Q' =~ Q A —|k| <1 <
|k|.

Hat man also einen Algorithmus, der feststellt, ob Q ~ Q' V Q % @', so hat man einfach 2k

Formen zu testen (auf Aquivalenz zu Q). (m = %)

Spezialfall:
k=1,Q stellt 1 dar & Q ~ [1,0,=2] (fir A =0 mod 4)
~HIER FEHLT NOCH EINE ZEILE, WELCHE NICHT RICHTIG KOPIERT WURDE —

Q~[1,1,152] (fir A =1 mod 4).
Ergebnis: Genau die zur Hauptform adquivalenten Formen stellen 1 dar.
Beweis

»<=“ @Q'(1,0) = k. Hat man Q' =~ Q = Q stellt k£ dar

2=k = Q(x,y),geT(x,y) = 1. LinKomSatz liefert uv,v € Z mit zv —yu = 1 = U :=

<i y) € Sly(2)

v

Q1= U.Q = [Q(,y),V',ingendwas], | := ' mods 2[k|, 3t : 1 = I'+2th = Q' = (1 ) o
N—— :

=k
wie verlangt. n

Satz 8.3 (2. Darstellungssatz)
Sei k € Z,k # 0. Genau dann gibt es eine Form @) mit dis@Q = A, die k primitiv darstellt,

wenn die Kongruenz [2 = A mod 4k so lésbar ist, dass ggT(k, I, %) =1

Beweis
. . 2_
<= Einfach, die Form [k, I, %] tut es

n= k so darstellbar @ ~ Q' = [k, 1, ZZ;,CA] nach 1. Darstellungssatz (fiir (mindestens) ein [)
= % €7Z=1?>=A mod 4k [ggT stimmt auch] =

Spezialfille:
Seik=peP
e ptA,p#2:pso darstellbar < (%) =1
e p|A,p#2:pso darstellbar & vy(A) =1
e p=2|A: 2 so darstellbar & A =8,12 mod 16

Zu den Spezialfillen
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8.4 Reduktion der definiten Formen

° pTA:(%)zllésbar, B=A modp<«1?2=A mod4p~ ChRs

e 2#p|A:Lésel=0=A mod p(x),>?= mod4=12=A mod 4p

geT( p,l ,Epf)=1eptiE2 e p? 12— A p?{ A dap? |2 nach (+). (= vy(A) =
~—
ggT=p
1)
e p=2 ‘ A: U.
Definition

Die Klassenzahl h(A) ist die Anzahl der Klassen eigentlich dquivalenter Formen mit Diskrimi-
nante A. ,Schone Resultate®, falls h(A) = 1.
= Alle Formen der Diskriminante A stellen k dar < Bed. 2. DarstSatz.

Spiter. h(—4) = 1,Q = [1,0,1] Ergebnis: 2 # p € P wird durch Q = 22 + y? dargestellt
1= (_?4) = _?1 = (—1)p2;1 < p =1 mod 4 Andere Beispiele, etwa A = —164 (Klassenzahl
1, betragsméfig grofte negative Zahl. Im positiven unbekannt)

8.4 Reduktion der definiten Formen

Sei A < 0 [und damit ,Nicht-Quadrat*], A = b?> — 4ac = ac > 0. Ohne Einschrinkung positiv
definit, d.h. a > 0,¢ > 0.

Definition (Gaufl)
@ (mit Diskr A) heifit reduziert < |b| <a <c¢

In dieser Vorlesung;:
@ heift vollreduziert < @ ist reduziert und falls (¢ = 0A b # 0) V (]b] = a) auch noch b > 0 ist.

Idee (Gauk):
Setzte |Q| := a + |b]. Versuche Q' = @ zu finden mit |Q’| < |Q|. Das geht, solange @ nicht
reduziert ist.

. /. : 1 _ _ VAR 1o _
Falll.a>c,Q.—<_1 ),Q=[_c b, a ] |Q=d+V|=1b+c<|b]+a=]Q|

—a’ b/ c/
Fall II: a < ¢,|b] > a (da @ nicht-reduziert) Division von b mit Rest durch 2a: 3t € Z : b =

1 -
I — ''<a. Q = Q= 1. 1Q'| = |V <
b —2ta,—a <V <a. Q (t 1) Q=la,b+2ta,d]. |Q|=|V|+a<a+ lal

v =a( da —a<a)

Dies ergibt Vollreduktionsalgorithmus red(Q), der Q berechnet mit Q ~ Q A Q vollreduziert.
Wiederholte Anwendung von @ := Q' aus Fall LII endet nach endlich vielen Schritten mit
reduziertem Q; =~ Q. Falls Q; vollreduziert, so Q := Q.

Falls @1 nicht vollreduziert, so 2 Félle fir Q1 = [a, b, (]

oc=a,aberb<0:@::<'

1 1) Q1 = [a,—b,al], jetzt —b >0
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8 Ganzzahlige quadratische Formen

o|b|:a,als0b:—a<0.6~2:<i 1

vollreduziert (' = a > 0).

>.[a,—a,c] = [a,a,c],d = a+b+c = cist

Ziel: 2 vollreduzierte Formen der Disk A sind dquivalent < sie sind gleich. Es folgt:
Q~Q < red Q= red Q. Daher gibt es einen Algorithmus, der entscheidet, ob Q ~ Q'VQ %

Q/
Hilfsatz:
Q = [a, b, c] sei reduziert. Dann:

(i) a = min Q(Z*\0)
(i) Fiir a < ¢ ist Q' ({a}) = {£(1,0)} (Kar: Q(z) = Q(~z))

Fiir 0 < b<a=cist Q7 '({a}) = {(1,0),£(0,1)}. (Fiir || = a = ¢ (=1, da Q primitiv)
QM +1,1] = 2* + yz + y* = #Q '{a} = 6)

bl <a<c
2 2 U 2 2 2 !
(+) Qz,y) = ax*+bry+ey® > ax”—[bry|—ay” > al|z|=|y[)*+(2a—[b])|zy| = a( (2| =y} + |zy| >

€7Z,7#0, wenn (x,y)#0, also >1

—
N2

a.

Erinnerung:
Q = [a, b, ] reduziert < [b| <a <c
Vollreduziert: Falls a = cAb# 0V a=c=|b], so b > 0~ Vollreduktionsalgorithmus red.

Sei Q(z,y) = a = in (x) iiberall ,c*
a<c=y=0 (sonst bei (1) >)
~ bei (4) = (|2 = [y])* + eyl =1 = (z,y) € M = {£(1,0),%(0, 1), (1, £1)}

Fall : Q7'(a) = {£(1,0)}, #Q '(a) = 2
Fall IT: a = ¢, aber |b| < a = 2a — |b| > a = ,=* nur fiir |zy| = 0. Q7 (a) = {£(1,0),%(0,1)}

Fall III: @ = ¢ = |b|, etwa b > 0, so 22 + zy + y> = 1 von (£1,£1) in M nur £(1,—1) [dazu noch
£(1,0),£(0,1)] = #Q ' (a) =6

Folgerung: Sei @, Q" vollstindig reduziert und Q ~ @Q’, so ist Q = Q.

Beweis

a = min(Q(Z*\0)) = min(Q'(Z>\0)) = d’.
Falll: a < cAU = (2 f}) mit U.Q = Q. a = Q(1,0) = Q'(1,0) = Q((1,0)U) = Q(r,s) =

(r,s) ==£(1,0) = s=0,£U = <O(1?) (1)) =U.

Q' = (a,b+2au,*(?)),|b| <a,Q red. V| =|b+2au| < a. Wegen |b| <a=U=0,£U =
<1 1) =Q=0Q

Fall II: a = ¢, |b] # a. #Q'(a) = 4 = 1I liegt auch fir Q' vor = a =d' =¢ = > =02 = ¥ =
+b, aber nur b moglich, da @’ vollstandig reduziert = Q' = Q.
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8.4 Reduktion der definiten Formen

Fall IIl: a =c=|b| =b= Fall [l auch fir Q' = a=d = =¥ n

Satz 8.4 (Hauptsatz iiber definite QFen)
SeiAe€eZ,A=0,1 mod4,A <0.

(i) Zwei Formen @, Q" mit Diskriminante A sind nau dann eigentlich dquivalent, wenn
red (Q) = red (Q') (mit VollredAlgo red)

(ii) Die vollreden Formen der Diskriminanten A bilden ein volles Vertretersystem aller
eigentlichen Formenklassen, insbesondere ist die Klasse zu U h(A) endlich.

Beweis
(i) U,U" mit red Q = U.Q, red Q' = U'.Q'(U,U" € Sls(Z)) kénnen in red berechnet
werden. Multipliziere die Matrizen bei den Reduktionsschritten, Q ~ red Q,Q’' ~ red Q.

Q~Q < red Q~ red Q' "E™E 1ed(Q) = red(Q).

(ii) Q reduziert < |b| < a < c = b? < ac = |A] = —A = —b? + dac > —b* + 4b? = 3b%.
Abschéatung: |b| < @ = Nur endlich viele reduzierte Qs.
Dies ergibt Algorithmus zur Bestimmung von h(A): h(A) = # vollreduzierten Formen
zu A. Reduzierte Form Q = [a,b,c] < |b] < \/@, = A mod 2, da b> = A mod 4.

bl <a<c<ac= I’Q%A. Stelle alle diese (a, b, ¢) auf, streiche die nicht vollreduzierten. m

Satz 8.5 (Heegner/Stark (1969))
Fiir A < Ogilt: H(A) =1 < A € {—3,—4, -7, -8, 11,12, —16, —19, —27, —28, —43, —67, —[163}

Beweis im Netz!

Satz 8.6 (Siegel)
Fiir negative Diskriminanten A gilt lim|z |0 R(A) = 00

(= Fiir jedes feste h € N gibt es oo viele A mit h(A) = h.)

Gauf definiert eine Verkniipfung (Komposition) zweier Formen Q1, Q2 = CI(A) = Menge aller
Formenklassen wird (endliche abelsche Gruppe ,Klassengruppe genannt.

~ viele Vermutungen, wenige Sdtze bis heute Gaufksche Geschlechtertheorie ersetzt h(A) = 1
durch etwas schwéchere Bedingung.
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8 Ganzzahlige quadratische Formen

8.5 Reduktion indefiniter Formen

Vor: Q = [a,b,c], A = b> — 4ac > 0,v/A & Q (A kein Quadrat in Z) [aber a,c # 0]
Arger: Theorie viel komplizierter als bei A < 0

Definition
(i) @ heit halbreduziert < vA — [2a| < b < VA

(i) @ heiRt reduziert < 0 < b < VAAVA —b < |2a] < VA+D

Satz 8.7 (Reduktionsungleichungen)
Fiir eine reduzierte Form Q = [a, b, ] gilt:

ac <0

1 2
0 (<) b (<) VA

3 6
VA —b < |20 < VA+D

4 (6)
VA —b < |2 < VA+D

@ ist genau dann reduziert, wenn (2), (3), (4) gelten.

Beweis
Abschatzen ~» Netz

Folgerung 8.8 (Reduktionskriterium)
Sei @ halbreduziert. Dann ist @ reduziert, wenn eine der folgenden Ungleichungen gilt:

(i) la| < el
(i) VA —b<|2¢

Beweis
(2), (3) ok bei halbreduzierten Formen

(ii) fordert (4)

(i) Bei |a| <|c|: (3) = (4)

-1
. — | : / : r_ _ 2_
Bemerkung: Zu @ = [a,b, c|3!t € Z mit Q <_1 t> .Q halbreduziert,denn Q' = [ ¢ ,—b+ 2ct,ct
=aqa
bt + c|.
7Zu erreichen. VA — |2a'| <V < \/ZEI!t, so dass das stimmt.
—~—
[2¢|
Benennungen:
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8.5 Reduktion indefiniter Formen

(i) Q" = [d,V, ] heifst rechter (linker) Nachbar von @ = [a, b, ¢], wenn gilt: b+b' =0 mod 2¢
und o’ = ¢ (a = ) und Q' halbreduziert.

(i) T =: T aus Bew (oder Bem?) heike Nachbarmatrix (also Q' = T.Q)
Leicht zu sehen: Jede QF hat je genau einen reuzierten rechten bzw. linken Nachbarn.

Reduktionsalgorithmus:

Wiederhole das Bilden des rechten Nachbars so lange, bis reduzierte Form erreicht ist.

Wieso terminiert? Ist Q" = [¢, —b+ 2ct, ] nicht-reduziert, so muss (i) im Reduktionskriteriumg
nicht vorliegen, d.h. |a/| = |¢|] > || (fir Q). Der Koeffizient |¢| kann nicht unendlich oft
verkleinert werden.

Satz 8.9 (Nachbarreduktionssatz)
(i) Ist @ = [a,b,c] reduziert, so ist auch der rechte Nachbar @’ von @ reduziert und es
ist sign(a) = —sign(a’)

(ii) Es gibt nur endlich viele reduzierte Formen.

Beweis
(i) Abschétzen ~ miithsam

(ii) Klar. Nur endlich viele b zu A. Nur endlich viele a, ¢ laut Ungleichungen zu B = Algo-
rithmus zur Aufstellung aller reduzierten Formen. ™

A=—1bzw A =—4m,m € N,qf,24m. Dann: Formen zu A stellen p € P dar mit p | m kann
zur Faktorisierung von m ausgenutzt werden. Hierzu schneller, hochgeziichteter Algorithmus
von Shanks:

WH: Q indefinit, A > 0,VA € Q

1. Q = [a,b, c] halbreduziert < 0 < b < VA, vVA—b < |2a] < vVA+b. Rechter (halbreduzier-

ter) Nachbar von Q ist Q' = [a/, 0, ], Q" = | ! .Q, t mit VA —|2¢| < —bt2ct < VA,
-1 t

Also t = sign(c) - L‘/és‘rbj.

Algorithmus: Wiederholtes Nachbarbilden ergibt (irgendwann) reduzierte Form.

Sei Q = Qo reduziert.Qj1 = Q’;(j > 0). Da es nur endlich viele reduzierte Formen gibt, muss
vorkommen: 3k,1 € N,I > 0 mit Qp = Q.

Der reduzierte linke Nachbar ist Qx_1 = Qk—1 (da eindeutig bestimmt, usw gibt Qo = @; (mit
[ > 0)). Ist hier [ minimal, so 2 | [ (wegen sign(a’) = —sign(a))), und Qo, ..., @;—1 sind alle
verschieden.

Benennung:

(@) =[Qo,Q1, ..., Q1] heikt Zyklus von @ (Q reduziert)

Klar: Die Menge der reduzierten Formen zerfallt disjunkt in Zyklen.
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8 Ganzzahlige quadratische Formen

Satz 8.10 (Satz von Mertens)

Sei U € Sly(Z),U # +15. Die Formen @ und Q := U.Q seien reduziert. Dann ist eine
der Matrizen +U,+U~! ein Produkt von Nachbarmatrizen aufeinanderfolgender rechter
Nachbarn. Insbesondere sind Q und @Q im selben Zyklus.

Folgerung 8.11
Fiir 2 definite QFen Q1, Q2 sei A > 0 usw (<- kein Quadrat) und es gilt:

Q1 ~ Q2 & red(Q2) ist im Zyklus ((red(Q1)) < ((red(Q2)) = ((red(Q1)).

Klar:
1. Es gibt einen Algorithmus, der entscheidet, ob Q1 = (2 oder nicht

2. Die Zyklen entsprechen den Formklassen zu A = ist Algorithmus, der h(A) berechnet
(stelle alle reduzierten Formen auf, berechne Zyklen!).

Zum Beweis des Satzes von Merteus: Viele mithsame Abschétzungen.

o (T s\ (T =8\ o (v =S8\
U.Q = ( U).Q,daU-(u v)’ U <—u —v)’l detU = rv—us. U (u ), U

—v s
u  —r)
Die richtige Wahl entscheidet sich fiir passende positive Vorzeichen.

/ /
Ohne Einschrankung r > 0,v > 0, setzte U’ = UTCS1 = (2, Z,) Man zeigt: IU, IU ! keine

Nachbarmatrix # +1 = 0<7r' <r
Induktionshypothese fiir U’, Q" = Behauptung.

Uber h(A) und Struktur der Klassengruppe bei A > 0 ,fast* keine allgemeine Sitze bekannt.
Unbekannt z.B: existieren unendlich viele A mit h(A) = 17

8.6 Automorphismengruppen

Definition
(i) U € Si3(Z) heift eigentlicher Automorphismus der QF @ = [a,b,c] 1= U.Q = Q.

(i) Aut(Q) = {U € Slx(Z) : U.Q = Q} (ist UGR von Sl3(Z) ~ Untergruppenkriterium)
heifst eigentliche Automorphismengruppe von Q).

Beweis
(i) A > 0= Aut(Q) abelsch und #Aut(Q) = 0.Q(A) =k, U € Aut,(Q) = k =U.Q(z) =
Q(zU). Mit z stellt auch zU die Zahl k dar = existieren unendlich viele y € Z* : Q(y) = k.
Man kann zeigen: Es gibt z;,...z;,] € Ny, so dass {z|Q(z) = k} = 2,GU..Uz;G mit
G = Aut4(Q) (falls k iberhaupt darstellbar) n
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8.6 Automorphismengruppen

Definition
[Qo, ..., Qa-1] = ((Q), Q = Qo reduziert. Die Matrix —Tg,Tg =: R heifst Doppelnachbarmatrix
zu @ (Q' rechter Nachbar). B : Rgj_o - ... - Ry Ry heift Grundmatrix zu Q.

Klar nach Definition: B.Q = @, d.h. B € Aut, (Q). Betrachte V € Aut,(Q), so £V, £V !
(eines davon) nach Satz von Mertes ein Produkt von Nachbarmatrizen.

= Eine dieser Matrizen ist Potenz von B! [wiirde sonst irgendwo mitten im Zyklus stehenbleiben]|

Satz 8.12
Aut(Q) = {£B™|m € Z} ist sogar abelsch.

Wieso unendlich? Man zeigt leichct: R hat alle Koeffizienten > 0 = B auch = Alle Matrizen
+B™ sind verschieden.

Es gibt auch Aussagen fiir nicht-reduziertes Q. Ist Q' = V.Q,V € Sl3(Z), so ist die Abbildung
¢ : Aut (Q) — Aut, (Q"),U + VUV~ =: ¢(U) ein Isomorphismus von Gruppen.

Moderne Theorie: Theorie der QFen zu A weitgehend dquivalent zur algZT in quadratischem

JZahlkérper K = Q(v/A). Norm n(a 4+ bv/A) = (a + bvVA)(a — bv/A) = a® — b2A ist QF fiir
a,b.
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