Definitionen

Dichte

f R — R>( mit fRf(ac) dz =1
[a,b]) = [ (

Erelgms

A CQbzw. A€

Korrelationskoeffizient

p(X,v) = —SXY)
N h’ VVEV(Y)
empiriscner:

Elementarereignis: {w},w € Q L5 (@ —Z)(y; — )
Ergebnis — —
wEf L5 -3 2 Xy —9)?
Erwartungstreue Kovarianz

V0 EO: Ey(T) =0 C(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY))

Erwartungswert
(Ex. falls mit | - | < oo)
B(X):= Y X(w)-P({w})
weN
= > - P(X =z)
zER:P(X=2)>0
B(X) = B(X4) — E(X_)

= / z - f(z) dx

bedingter Erwartungswert:
E(X|Y =y) =) aP(X =a|Y =y)
bedingte Erwartung:
E(X|Y):R* 5 Ry —» E(X|Y =y)
iterierter:

E(X)
Faltung
X(Q) +Y(Q) F. der Verteilungen
X,Y. (PXTY = pX « PY)
Fehler 1./2. Art
1. Art: Wahre Hypothese abgelehnt.
2. Art: Falsche Hypothese nicht

verworfen.
Giitefunktion

= B(E(X]Y))

g:0 —[0,1,0 = Pp(X € K)
¢ © —=[0,1],0 — Eq(y)

Haiufigkeit
Sei (z1,...,zn) € {a1,...,as}"
Stichprobe.
absolute:
hj =3 Wz = a;}
i=1
relative:
h;
n
Kombination
Komjp (mW) ={(a1,...,ar) € ME .
ap < - < ap}
Komjp(oW) = {(a1,...,ax) € M*:
a1 < -+ < ag}
n n+k—1
[Komj,(mW)| = ( A )
n n
|[Komj, (oW)| = <k:)

=E(XY)—- E(X)E(Y)
kritischer Bereich
K C X mit:

rek = d;
rze X \ K = do
Lagemaf}
l:{a1,...,as}" — Rist ein
Lagemaf, falls gilt:
l(z14a,...,zn+a) =l(zy,. ..
Likelihood-Funktion

3 wn)“"a

210 —[0,1],0 — Py(X =)
Marginalverteilung
P W-MaB auf Q1 X ---
Marginalverteilung:

P;(B):= P(Q' x Bx Q")

X Q. j-te

mit

Q, Z:Ql X oo ><ij1

Q/ = Qj+1 X oo X Qn
(Analog fiir Zufallsvektoren.)
Maximum-Likelihood-
Schitzung
0 : X — © ist ML-Schatzwert, falls
Vo € X :

L. (0(x)) = sup{L(6) : 0 € ©}

Median
Sei F~! die Quantil-Funktion, dann
heiBt F~*(1) der Median von F
bzw. von X.
empirischer: Sei (z(1y, ...
geordnete Stichprobe.

5 I(n))

T, n41 ,n=2k+1
Ty = 1(T)
2 2(2(g) +3(g41)n =2k
Mittel
arithmetisches:

1 n
n ‘= ; E Zj
j=1

getrimmtes/gestutztes:
1 n—k
n— 2k Z @)
j=k+1
mit 0 < a < % und k := |[na] heifit
a-getrimmtes Mittel.

Tt,q 1=

MQA

MQAT(9) = Eo((T — 6)*)

= (T(x) - 0)* Py(X =x)
rEX

heif3t mittlere quadratische
Abweichung vom T an der Stelle 6.

Konfidenzber./Bereichssch.
(X, (Po)oco) stat. Modell.
C: X — P(O)

hei8t Konfidenzbereich oder
Bereichsschétzer.
Konfidenzniveau: C Konfidenzber.
zum Niveau 1 — a:

Po(A6) 21 — o
Konsistenz
(T,,) Schitzfolge: Ve > 0,V0 € © :

hm Py(|T,, — 0| >e)=0

Pn Testfolge VO € O :

Jim g, (6) =1

Konvergenz nach W-keit

Y, By < ve>o0:

P(Y, —-Y]|>¢)
Koppelung
]?as zu einem W-Maf3 P; und einer
Ubergangs-W-keit Pi> gehérende
W-Mafl

n~>oo

0

P =P ® P2
auf 23 X Q2 heiit Koppelung von
Pl und P12-

Moment

k-tes:
E(X") :/a;k f(z) dz
k-tes absolutes: N
(X% = [ 1o (o) do

k-tes zentrales:

E(X-EX)*) = /(x—EX)k-f(a:) dx
R

Permutation

Perp (mW) = M*

Perp (oW) = {(a1, ..., ax) € M*
a; # a;(i #5)}

W)| = n*
|Pery (oW)| =n

|Pery (m
(n—k+1)=nk

Quantil
empirisches: Ist 0 < p < 1, so heifit
T(lnpt1)): P E N

Tp 1=
! 5(@(np) + T(npt1)),np EN

empirisches p-Quantil.

Quantil-Funktion
X Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion F'.

F™':(0,1) 5 R

p— inf{x € R: F(z) > p}
heiflit Quantil-Funktion von X bzw.
F.

X1,...,X, unabhingig, falls gilt:

F(z) =[] F(ay)
j=1
f@)=T] f(=5)
j=1

Varianz

Quartil (Ex. falls E(X?) existiert.)

Sei F~! die Quantil-Funktion, dann V(X) = BE(X — EX)? = B(X?) — (EX)?

heiBt F~'(1) das untere und .

F_l(%) das obere Quartil von F' = / (z — EX)?. f(z) dz

bzw. von X. . hR'

empirisch: Das % Quantil heifit CMPISCAe: .

unteres und das 2-Quantil oberes 2 = 1 Z(IJ —z,)2

Quartil. n—1 =1

Quartilsabstand Verteilung
X Q—Q Zufallsvarlable

T3 —@1 cP(Q) = [0,1], A — P(X1(A)

helﬁt Verteilung von X.

Schitzer Verteilungsfunktion

(X, (Ps)oco) stat. Modell. P:%8B,; — [0,1] W-MaB.

T:X 6 F:R— [0,1],z + P((—o00,2])

heiBt Schitzer fiir 6. heilt Verteilungsfunktion von P.

Schitzfolge Verzerrung

X,, C R" Stichprobenraum fiir Verzerrung eines Schétzers T an der

X(ny = (X1,...,Xn) und Stelle 6:

T, : X, — © Schiitzer Vn € N, dann br(0) = Eo(T) — 6

heiBt (T )nen Schitzfolge. ‘Wahrscheinlichkeit

Schitzwert bedingte:

T(z) firz € X. P(A|B):m

Spannweite P(B)
‘W-Funktion

T(n) = T(1)

Standardabweichung
VV(X)

s:=Vs?

ox =

empirische:

Standardisierung
X —-EX

TV

*

Statistisches Modell

(X, (Ps)oco), wobei X der
Stichprobenraum einer
Zufallvariable X, (Pp)oco Bild
einer bijektiven Abbildung des
Parameterraum © auf eine Klasse
von W-MafBen P ist.

Streuungsmafl
o:{ai,...,as}" — R heiit ein
Streuungsmaf, falls gilt:
o(zita,...,znta) =o(z1,...,2n)
Test
nichtrandomisiert:
p: X = {0,1},z— 1x

randomisiert:

@: X —[0,1]
Testfolge
X, Stichprobenraum fiir
X(n) = (Xl, e ,Xn) und

@n : Xn — [0,1] Test Vn € N, dann
heit (¢n)nen Testfolge.

Ubergangswahrscheinlichkeit
P12 : Q1 x P(Q2) — [0,1]

heiflt Ubergangs-W-keit, falls
Ywi € Q1

P12(w1, ) : P(Qg) — [0, 1]
ein W-Ma@ ist.

Unabhéngigkeit
Ereignisse: Ay,...,An
unanbhanglg, falls VT C 1, ,n
PO 4 = T P(a
JET JET

Zufallsvariablen diskret:

X1,..., Xy, unabhingig, falls
VA; C Qj bzw. Va; € Q; gilt:
P(X1 € Ay, ..., Xn € Ay)
n
= X; € Aj)
i=
P(Xy=x1,...,Xn =on)
=[[P(x; =2

Zufallsvariablen indiskret:

(2, P) W-Raum,
p: Q=R w— P{w})
ist W-Funktion zum W-Mafl P.

‘W-Maf3
P :P(Q2) — [0,1] heiit W-MaB auf
Q, falls gilt

1. P(A)>0

2. P(Q)=1

3. P(ZJ‘GN A;) = ZjeN P(4;)
W-Raum

(22, P) bzw. (22, A, P) mit A
o-Algebra auf Q, P W-Maf auf Q
bzw. A.

[A]

Laplace’scher: falls P(A) := Tt

Zufallsvariable
(Q, P) bzw. (Q,2A, P) W-Raum, 2’
o-Algebra auf Q.

X:0—Q
heifit Q'-wertige Zufallsvariable,
falls X A-A'-mb.
Zufallsvektor
X heif3t Zufallsvektor, falls es eine
Rd—wcrtigc Zufallsvariable ist.

Siatze und Formeln

Bayes-Formel
Sei (Ap)nen eine Zerlegung von Q.
Dann gilt:

P(Agx|B) =

P(Ag) - P(B|Ag)
252, P(A;) - P(B|A;)
Binomialkoeffizient

(nzl) - (Z) + (kil)

Binomischer Lehrsatz

k
k e
(z+y)" = ) -at oyt
=)
Blockungslemma
Seien Aj,..., A, unabhingig,

1<k<n—1 Ceo(Ar,...,Ar),
Deo(Ar +1, ,Ap). Dann sind
auch C' und D unabhéngig.
Cauchy-Schwarz

C(X,Y)? <V(X)-V(Y)

Erwartungswert

E(aX)=a-EX
E(X+Y)=EX+EY

|EX| < BIX|
Sind X, Y unkorreliert gilt
auflerdem:

E(X-Y)=EX EY



Faltungsformel

fiir Dichten:

Pxpy @ = [ fx(@) - fria—1) dt
R

Gesetz grofier Zahlen

Seien X1,...,X, unabhingige

Zufallvariablen mit existierender
Varianz. Dann gilt Ve > 0:

1

n

n—oco

P SNX;—EXy|>e| "0

=1

Gesetz seltener Ereignisse
Ist (pn)nen eine Folge in [0, 1] mit
limy, 00 npn, = A fiir ein
0 < X\ < o0, so gilt:
N\ k —k
(k)pn(l —pn)" TN ST
Kovarianz

A AP
A
k!

C(X,Y)=C(Y,X)
C(X,X)=V(X)
C(aX +b,cY +d) =ac-C(X,Y)

p(aX +b,cY + d) = sgn(ac) - p(X,Y)
X,Y sind unkorreliert,genau dann
wenn:

C(X,Y)=0

kleinste Quadrate

*bY) = in B(Y —a—bX)?
(a7,07) = arg min E(Y —a )

ist bestimmt durch
a" =EY —b"EX

b Jo VOV(Y) =0
=< ox,

é’{x‘;) LV(X)V(Y) >0
Methoden zur Dichtebest.
Methode 1:

X reelle Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion F, stiickweise
stetiger Dichte f. Weiter sei
T : R — R stetig differenzierbar und
streng monoton wachsend, wobei
T'(z) # 0. Dann besitzt Y = T(X)
die Verteilungsfunktion:

G(y) = F(T™'(y))

T (y)
= / f(z) dz

(bzw. 1 — G(y) falls T' monoton
fallend), sowie die Dichte:

o) = LT W)
[T"(T=*(y))l
Methode 2:
X = (X1,...,X,) k-dimensionaler

Zufallsvektor mit positiver Dichte f.
Weiter sei T : R¥ — R* stetig
differenzierbar und injektiv, wobei
T’(x) # 0. Dann besitzt Y = T(X)

die Dichte:
S (1)
[det T(T~*(y))|
Methode 3:

Ist T : RF — R® mit s < k, so ldsst
sich T' héiuﬁ% zu einer Abbildung
T :RF 5 R erginzen, die die
Voraussetzungen von Methode 2
erfiillt. Die Gewiinschte Dichte
ergibt sich dann aus
Marginalverteilungsbildung.
Markow-Ungleichung
Sei ¢ : [0, 00) — [0, 00) monoton
wachsend. Dann gilt fiir jede
Zufallsvariable Y mit E, (|Y]) < oo
und jedes € > 0 mit ¢(e) > 0:
1

P(|Y]|>2e) < —E (Y]

®(e)

Quantilsfunktion

Verteilungen

F(z)>p < = >F '(p)
F(F ' (p) >p

F(F7'(p))=p <= pe F(R)
AuBerdem ist F~! monoton
wachsend und linksseitig stetig.

Siebformel /Poincare-Sylvester
Fir 1 <v < n sei

S, = Z

1<i)<---<ipy<n

P(A;;N--NA;)

(Summation iiber v-elementige
Teilmengen.) Dann gilt:
n

Binomialverteilung
X ~ Bin(n,p)

P(X =k) = (Z) (= pynE

Fx(z) = Z (Z) . pk (11— p)n—k
k<x

EX =np

V(X) = np(1 —p)

Ist Y ~ Bin(m,p) und X,Y
unabhéngig, so gilt
X +Y ~ Bin(n + m,p).

P(J A5 =3 (-1 's,

=1 v=1
Steiner-Formel

Va €R:V(X) = E(X—a)’—(EX—a)?
Stetigkeit
Es gilt:

Pl 4y = jlijgc P(A;)
j=1

Exponentialverteilung

X ~ Exzp(X)
Fx(z) = (1—e ) 1jg,00)(2)
Fx@ =A-e ™ 1 00y (@)
EX = l
A
1
V(X) =5

fiir jede aufsteigende Folge
Ay C Ay C -+ .. Ebenso gilt:

P( ﬁl Aj) = lim P(A;)
j=
fiir jede absteigende Folge
A1 2 Ay D - -

Subadditivitit

Pl 45) <> P4y
j=1 j=1

totale W-keit
Sei (Ap)nen eine Zerlegung von Q.
Dann gilt:

P(B) =3 P(A;) - P(B|A;)

j=1

geometrische Verteilung

X ~ G(p) = Nb(1,p)

Gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass
vor dem ersten Treffer in einem
Bernoullischen Versuchsschema mit
Trefferwahrscheinlichkeit p genau k
Nieten gezogen werden.

P(X=k)y=p (1-p)"
Fx(@) =Y p-1-p*

k<x
1 —
ExX=-_F
P
1-p
vix) = =2

p
Ist Y ~ G(p) und X,Y unabhingig,
so gilt X +Y ~ Nb(2,p).

Transformationsformel

BE(9(Z)) = Y 9(z) - P(Z =z)

2€RF

:/]ng(z) dz

Tschebyschow-Ungleichung

1
P(IX — EX|2¢) < — - V(X)
13

Varianz

V(X) = min B(X — a)?

V(a- X 40b)=a® V(X)

V(X)>0

V(X)=0 < Jac€R:P(X=a)=1
V(X +Y)=V(X)+ V() +20(X,Y)
V(X1 4+ + X)

=) V(X)) +2 > CXi,X;)

Gleichverteilung
X ~U(A)
diskrete:
Sei A={z1,...,zn}.
P(X =m;) = —
n
1 n
EX ==Y u;
"=
2
1 n 5 n
veo=1 (- (X
n Jj=1 j=1
indiskrete:
Sei A € B;.
M(ANB
p(p) = A0 B)
A1(4)
A1 (AN (=00, 2])
F =4 e
x () A
fx(@) = —— 1a(@)
x(z) = (A Alx

j=1 1<i<j<n
(siehe auch Steiner-Formel)
ZGWS

Sei X,, ~ Bin(n,py) mit

limy,—y 00 npn (1 — pp) = co. Dann

gilt:
lim P

n— oo

Xn — npn
a< ——n Ty
V npn(l _pn)

=2(b) — ®(a)

X, —
lim P _An T Pn <b
n— oo /npn(l — pn)
(b)

hypergeometrische Verteilung
X ~ Hyp(n,r,s)

Gibt die Wahrscheinlichkeit an,
beim n-maligen Ziehen ohne
Zuriicklegen k der r roten von
insgesamt r + s Kugeln zu ziehen.

(1) - G2y

P(X =k)= — =
)
™
EX =
r+s
V(X) =

( rs ><1 r >(r+s—n>
T+ s r4s r4+s—1

Multinomialverteilung

X =(X1,...,Xs) ~
Mult(n,p1,...,ps)
k L
P(X =2) = ( ) - i
( 2 T1,...,%s Hp’
Jj=1
X ~ Bin(n, px)
k k
3, ~ Binta 3 )
=1 =1
C(Xi, Xj) = —npip;
pPipj

p(Xi, Xj) = = (1 —pi)(1—pj)

negative Binomialverteilung

X ~ Nb(r,p)

Gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass
vor dem r-ten Treffer in einem
Bernoullischen Versuchsschema mit
Trefferwahrscheinlichkeit p genau k
Nieten gezogen werden.

pox=m=""""N 0 a-pt
@ =3 (") e a-pt
k<xz
BX=p. L2P
p
1—
V(X)=r- p;’

Ist Y ~ Nb(s,p) und X,Y
unanhéngig, so gilt
X +Y ~ Nb(r + s,p).

Normalverteilung
X ~ N(p,0%)

Fx(w):<b(9”;“>

= 2
P(x) = A \/%exp <—%> dy

P(z) =1— P(—x)

o tz)=-2 (1 —2)

. (z—w)?
Ifx(z) = 07\/% - exp <_Tg>
EX =p

V(X)=0o?

Ist Y ~ N(fi,52) und X,Y
unanhéngig, so gilt

X+Y ~N(u+p,o?+82).
mehrdimensionale:

X ~ Ny(u, 5)
Dabei seien Y7, ..
unabhéngig, A € regulér,
S=A-A", peRF und

X :=A-Y + pu. Dann gilt:

@) = e
- exp (—%(m -t e (- u))

Vi ~ N0, 1)
Rk Xk

Poisson-Verteilung

X ~ Po()\)
k
p— —_ —A P—
P(X =k)=e ]
NG
Fx(z) = Z e ™. o
k<zx :
EX =)\
V(X) = A

Ist Y ~ Po(p) und X,Y
unabhéngig, so gilt
X +Y ~ Po(A+ p). In diesem Fall
ist
X|X+Y=n . ( A )
P = Bin | n,
At




