1 Das Lebesgue-Mal3

1.1 Etwas Maltheorie

Sei stets X eine nichtleere Menge mit Potzenzmenge P(X) := {A: A C X}.
Definition 1.1. Ein nichtleeres Mengensystem A C P(X) heiftt o-Algebra, wenn:

(Al) X e A
(A2) Wenn A € A, dann auch A°:= X\Aec A
(A3) Wenn A; € A, (j € N), dann auch (J;cy 45 € A

Beispiel 1.2. a) P(X) und {0, X} sind o-Algebren
b) Sei ) # A C X. Dann ist {0, A, A°, X} eine o-Algebra
c) A:={A C X : Aoder A°ist abzdhlbar} ist o-Algebra

Beweis. (A1) X¢ = () ist abzéhlbar, also X € A.
(A2) gilt per Definition.
(A3) Seien Aj € A (j € N).

i. Seien alle A; abzéhlbar. Dann ist (J;cy A; abzéhlbar, denn: Es gilt A; =
{aj1,aj2,...} fiir jedes j € N und gewisse a;; € X. Schreibe:

TODO: Grafik

Nach Streichen mehrfach auftretender aj; liefert der Streckenzug eine
Abzéhlung von ey 4 = Ujen 45 € A.
ii. Wenn ein A,, nicht abzéhlbar ist, dann ist AS abzéhlbar. Somit gilt:
(Ui45) = M5y 45 © Ap = (Ui, 4;) abrihlbar. Damit folgt
Ujen 4; € A
O
Lemma 1.3. Sei A eine o-Algebra auf X und Aj € A (j € N). Dann:
o) P=Xec A
b) AjU---UA, € A (VneN)



C) ﬂj; Aj ceA
d) Al\AQ = Ay QAS cA

Fazit: Abzihlbare Mengenoperationen bleiben in der o-Algebra.

Beweis.  a) Klar mit (A1) und (A2).

b) Folgt aus (A3) und a),da AjU---UA, =AU---UA,UDUDU...
00 (A2) ~oo o0 ¢
¢) Nach (A2) und (A3): U2, 45 € A4S N2, 4; = (szl A;) €A

d) Folgt aus c), (Al) und (A3),da A1 NAS5=4NASNXNX.

Lemma 1.4. Sei F eine nichtleere Famile von o-Algebren A auf X.
Dann st

Ay=[[A:AcF}={ACX:Ac A(VAc F)}

eine o-Algebra.

Beweis. (A1) X e A(VAe F)= X € Ap.
(A2) Sei A€ Ay B Acc A (VAC F) = A° € A,

(A3) Sei 4; € Ag (€ N) B oy 4y € A (VA € F) = U en 45 € Ao.
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Definition 1.5. Sei £ C P(X) nicht leer. Dann heifst
o(€):= ﬂ{A CP(X):E C Aist o-Algebra}
die von & erzeugte o-Algebra.

Bemerkung: Da P(X) eine o-Algebra ist, ist o(€) nicht leer und nach Lem 1.4 ist o (&)
eine o-Algebra.

Lemma 1.6. Sei ) # & C P(X). Dann gelten:
a) Wenn A eine o-Algebra ist und € C A, dann € C o(€) C A.

b) o(&) ist die einzige o-Algebra, die a) erfillt, d.h. o(&) ist die kleinste £ enthaltende
o-Algebra auf X.

c) Wenn & eine o-Algebra ist, dann ist o(€) = E£.

d) Wenn & C € C P(X), dann gilt o(E) C o(E).



Beweis.  a) folgt direkt aus Def 1.5.

b) Sei Ay eine o-Algebra mit £ C Ay C A fiir jede o-Algebra A mit £ C A. Wéhle
A=0(E)= Ay Co(E). Nach a) gilt mit A= Ay :0(E) C Ap.

c) folgt aus a) mit A = €.

d) folgt aus a) mit A = o(&).
O

Beispiel 1.7. a) Sei &€ = {A} fiir ein nicht leeres A C X. Jede o-Algebra A mit
& C A umfasst {X,0, A, A°} nach (Al) und (A2).
Nach Beispiel 1.2b) ist dies eine o-Algebra.
Lem 1.6 = o(€) = {0, A, A°, X }.

b) Sei X ={1,2,3,4,5}, £ ={{1},{1,2}}. Die o-Algebra (&) enthilt folgende Ele-
mente:
{1}, {2} = {1,2}\{1} und somit auch {1}¢={2,3,4,5} und {1,2}¢ = {3,4,5}.
Ferner (), X € o(&).
Priife: A = {0,{1},{2},{1,2},{3,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}, X} ist eine o-Algebra.
Aus Lem 1.6 folgt o(€) = A.

Definition 1.8. Sei X C RY nicht leer und O(X) das System der in X offenen Mengen.
Dann heifit

die Borel o-Algebra von X. Setze B, := B(RY).

Bemerkung: By enthilt alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen des R?, alle
abzéhlbaren Vereinigungen und Schnitte offener und abgeschlossener Menge, usw.

Intervalle in R? sind Mengen der Form I = I x --- x I, wobei I1,...,I; C R Intervalle
in R sind. Fiir a,b € R mit a < b (d.h: a; <by,...,aq < by) schreibe:

(CL, b) = (al,bl) X - X (ad,bd),
(a, b] = (al,bl] X oo X (ad,bd].

Fiir a € Rund k € {1,...,d} schreibe H, (o) := {z € R : 2, < a}.
Satz 1.9. Es gilt:

By =o({(a,b):a,b € Q% a<b}) = A
(a,b] : a,b € Q% a < b}) =: Ay



Beweis.  a) Es gilt:

d
ab:ﬂ - (br) N H, (ax) = (a,b] € A;

P04y = 0({(a,b),a,b € Q% a < b}) C As.

b) H, (c) ist abgeschlossen, also H, (a) € By. Lem 1.6 = A3 C By.
¢) Wenn ein ay = by, dann (a,b) = ) € As. Anderenfalls
1 1"
((I,b) = U (CL,b— <na"'7n> ]7
n>ng

wobei ng € N, sodass a + E < bpVn > ng,k = 1,...,d. Dann folgt: (a,b) € As.
Mit Lem 1.6 folgt A; = o({(a,b) : a,b € Q%,a < b}) C As.

Bislang wurde gezeigt: A1 C Ay C A3z C By.

d) Sei O c R? offen, J := {(a,b) C O : a,b € Q%,a < b}

Zeige: | J{I:1€J} =0
Da die Vereinigung abzéhlbar ist, folgt O € A;. Damit By C A; nach Lem 1.6 und
By = o(O(RY)). Damit folgt die Behauptung.

Zu D: Sei y € O. Dann Je > 0, ¢ € Q, sodass die [|-||oo-Kugel
Iy=W—ey+e X xX(ya—€yate) CO.

Durch Verschiebung von  zu einem z € Q% nahe bei y erhélt man ein I € J der
Kantenldnge e mit y € I = O C (\{I : I € J}. Damit gilt die Gleichheit.
O

FirY ¢ X,Y # () und M C P(X) definiert man die Spur:
My=MNY:={ACY:A=MnNY fiir ein M € M} (1.1)
Lemma 1.10. Sei ) #Y C X. Dann gelten:

a) Wenn A eine o-Algebra ist, dann ist auch A, eine o-Algebra auf Y. Ferner gilt
A, CcAeY c A

b) Sei ) £ E C P(X). Danno(ENY)=0(E)NY.
(Beides sind o-Algebren auf Y .)
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Beweis. a) Zu (Al): Y =XnNY e A, da X e A
Zu (A2), (A3): Seien B; = A;NY € A,, dh. Aj € A (j € N). Dann folgt

Y\B; =Y N (X\A4) € A,,
N——

cA
UBi=J4)ny e a4,
jEN jEN
N !
cA

Also ist A, eine o-Algebra.
Zweite Behauptung: Y € A= MNY € A (VM € A), also A, C A. Wenn A, C A,
folgt also Y € A.

b) ENY Co(£)NY ist nach a) o-Algebra.

Zu D : Prinzip der guten Mengen
Setze C:={ACX:ANY ea(ENY)}

(*) Behauptung: C ist eine o-Algebra. Ferner gilt £ CC,da ENY € o(ENY) fiir

alle E € £ B0 5(8) c c.

Aus der Definition von C folgt: o(£)NY C o(ENY).

Beweis von (x): Y =XNY €0(ENY) = X € C. Damit erfiillt C (Al).
Zu (A2) und (A3): Seien A; € C (j e N)=A;NY € o(£NY). Dann gelten:

A2
° (X\Al)ﬂY:Y\(AlﬂY) (E) O‘(EQY) :>X\A1 eC.
co(éENY)

(A3
e (Uili4)nY=U;2,4nY e)a(EmY)éU;’ilAjeC

co(ENY)
= C ist o-Algebra auf X.

Ana III, 27.10.2008

Korollar 1.11. Sei X C R Dann gilt B(X) = B4NnX = {BN X : B € By}. Wenn
X € By, danan:{AEBd:AcX}

Beweis. Folgt aus Lem 1.10 mit £ = O(R?), da O(X) = O(RY) N X.
(Wobei X in Lem 1.10 R? in Kor 1.11 entspricht und Y in Lem 1.10 X in Kor 1.11.) O

Beispiel. a) Q = J,enian} € Ba, da {g,} abgeschlossen ist, wobei Q = {q1,¢2, ... }.
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b) Die Menge
A={(z,y) e R*: 2® + y*> <1 fiir 2 < 0 oder 2% + y* < 1 fiir z > 0}
= B(0,1) U (0B(0,1) N {z < 0})
ist abgeschlossen. Damit folgt A € Bs.
Sei [0, +o0] = Ry U {+00} (wobei: +00 = 00) versehen mit den Rechenregeln:

e fatow=00t+a=o0VaeeR,

® 00 + 00 = 00

e Verboten: oo — oo!

Ordnung: a < coVa € Ry
Konvergenz: z, I7%% 50 & Ve > 0 AN, € N mit z,, > ¢ Vn > N,.

Fiir a; € [0,00] (j € N) gilt >>%, a; = oo, falls (mindestens) ein a; = oo ist, oder falls
die Reihe in R divergiert.
Da a; > 0 Vj € N, kann die Reihe umgeordnet werden.

Definition. Ein Mengensystem M C P(X) heift (paarweise) disjunkt, wenn MNN # 0
fiir alle M, N € M mit M # N. Fiir disjunkte Mengenvereinigung schreibe U und 4.

Definition 1.12. Sei A eine o-Algebra auf X. Eine Abbildung u : A — [0, o0] heifst

Mak (auf A), wenn gelten:
(M1) (D) =0
(M2) Fiir jede disjunkte Folge A;,j € Nmit A; € A (Vj € N) gilt

p| A | =D u4;) (o-Additivitit).
jEN 7j=1

Erfiillt 4 (M1) und (M2), dann heift (X, A, 1) ein Mafraum.
Wenn p(X) < oo, dann heift x4 endlich. Gilt p(X) = 1, dann heifit p
Wabhrscheinlichkeitsmaf.

Bemerkung: Wenn Ay, ..., A, € A disjunkt, dann gilt

WA UAY) = (AU U A, 00 U0 ..

O (A + - p(Ay) + () + (D) + .

(M1)
L WAL + -+ u(An).
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Beispiel 1.13.  a) Sei A=P(X) und z € X fest. Fiir A C X definiere:
1, fi A
5.(A):=¢ 7 TS
0, fira¢g A

Dann heifst 0, Punktmak (Dirac-Maf).
(M1) gilt offensichtlich.
(M2): Seien A; C X disjunkt fiir j € N. Dann gilt z € 4,y A; < 3k €Nz €

Ay
= 0:([4 4) %f{o’x¢HjGNAj - {0’x¢Ak
jeN 1,z e LﬂjeN Aj 1,z € A
O,JJ ¢ Ak >
B {5 A Ar 2 9x(4))
«(Ag),z € Ay =
= 0, ist Mak.

b) Sei X =N, A= P(N). Seien p;, € [0,00] fiir k € N gegeben. Setze
w(A) = Zpk fir A C X.
keA
Klar () = 0. Seien A; C N, j € N disjunkt. Dann gilt

7 L-IjAj f Z kaZZPkDZefZM(Aj)-
j=1

JEN kELﬂjEN Aj Jj=1keA;
= p ist MaR. p heift Zéhlmaf, wenn pr, = 1 Vk € N. (Dann p(A) = |A4|)

c) Seien (X, A, pn) ein Mafraum, Xy C X und Ay o-Algebra auf Xy mit A4y C A.
Dann definiert p9(A) := p(A4) (fir alle A € Ap) ein Mak auf Ap.
Fiir Xo € A setze Ay := Ax, :={A e A: AC Xo} (vgl. Lem 1.10). Dann ist u|x,
definiert durch p|x,(A) = p(A) fir A € Ax, ein Maf auf Ax,. p|x, : Ax, — [0, o]
heifit Einschrinkung von pu.

Satz 1.14. Seien (X, A, ) ein Mafiraum und A, B, Aj € A fir j € N. Dann gelten:

a) Aus A C B folgt n(A) < u(B). (Monotonie)
Wenn zusdtzlich p(A) < oo, dann gilt: u(A\B) = pu(A) — u(B).
(Speziell: 11(A) < 00 = p(A%) = u(X) — u(A))

b) n(UjZy Aj) < 32521 m(4;) (o-Subadditivitit)
c) Wenn Ay C Ay C ..., dann gilt

n(Ay) 5 (U Ak) .

keN
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d) Wenn Ay D A2 D ..., und p(A1) < oo, dann gilt

w==(04)

keN
Beweis.  a) Es gilt: B = AUB\A (beachte: A C B). Dann folgt
w(B) = p(A) + u(B\A) = p(A).
b) Setze By := Ay, By = Ap\ Uf;ll Aj fir k > 2, k € N. Dann folgt B, N B; =
0 Vj < k= {Bj, j €N} ist disjunkt.

Ferner gilt | J,~; Br = Uz Ak, da By C Ay und jedes z € Ay in einem Bj, j € N,
enthalten ist. Somit gilt

p(J Ar) = u(lH B () > (B ZI"L(AIC)‘
k=1 keN =1 B’“CA’C k=1

c) Nach Voraussetzung gilt nun in a), dass By = Ax\Ak_1, k > 2.
Ferner gilt A,, = ;_, Br. Wie in b) folgt dann

p(UJ A =D u(Be) = lim > u(By)
k=1 k=1 k=1

3

) i p(|\+H Br) = lim p(Ay,).
n—oo n—oo
k=1
Somit folgt c).
O
1.2 Das Lebesgue-MalR
Ansatz: Fiir I = (a,b] C R? setze:
)\(I) = )\d(I) = (bl —al)"-(bd—ad) (1.2)

Setze ferner Jy; := {(a,b] C R?: a < b}. Beachte: 0(J;) = By (Satz 1.9).
Ziel: Setze Ay von Jy auf By fort.

Ana III, 31.10.2008
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1. Schritt
Die Menge der Figuren ist

o
Fo=qA=|JLmitneN, I,....I, € Jy
j=1

Beachte: J; C Fy C o(Jy) = Bg. Mit Lem 1.6 folgt dann o(Fy) = By.
Lemma 1.15. Seien I,1' € J;. Dann gelten
a) INT € Jy.
b) I\I' ist eine endliche Vereinigung disjunkter Intervalle aus Jq = I\I' € Fy.
c) Jedes A € Fy ist eine endliche Vereinigung disjunkter Intervalle aus Jy.
d) Fy ist ein Ring, d.h. es gilt fir alle A, B € Fy
(R1) O € Fy
(R2) B\A € Fy
(R3) AUB € Fy.

Beweis.  a) Sei I = (aq,f1] x -+ x (ag, Bal, I' = (o], B]) x -+ x (c}, B}]. Dann folgt
INT = (ag, 1] x - x (ag, Bg) mit:
a; = max{ay,a}}, B = min{Sy, B}, wobei I NI’ = (), wenn ein @y > B;. Also
INnr e Jd-

b) (IA): Die Behauptung ist klar fiir d = 1.
(IV): Die Behauptung gelte fiir ein d > 2.
(IS): Seien I,I' € Jyi1. Dann gibt es I, I] € Jy und Iy, I} € Jy mit

I=LxD, I'=I x I
= I\I' = (L\I1) x L) U ((I; N I1) x (Ix\I3)).

Nach (IV) ist dies eine disjunkte Vereinigung Iy, € Jyt1.

L€ Ju.
(IS): Sei nun A = (Ji] I; fiir beliebige I; € J,
W Es existieren disjunkte 17, I}, € Jy mit ', I; = W, Ij.

m m
=A=ILnU HhL=LnulH  @\)

k=1 k=1 b)
=disjunkte, endliche
Vereinigung von I in Jg

15



d) (R1) gilt, da 0 = (a,a] € Fy.
(R3) gilt nach Definition von Fy.
Zu (R2): Seien A, B € Fy, also A = J;_; I;, B = UL, I}, fiir beliebige I;, I} €
Fa, n,m € N. Sei m fest aber beliebig. Induktion tiber n:
(IA): Sei n = 1. Dann gilt B\A ={;~; I;\Ii
——

€Fgnach b)
(IV): Fiir ein n € N gelte B\ A € F; fiir alle obigen A und B.
(IS): Sei nun A’ = U?ill I; = AU I, (fir I; € F4). Dann gilt6
B\A"'=B\(AUI,41)= (B\A) \I,+1 = B\A4' € F,.
~———

€Fgnach (IV)

Schritt 2: Fortsetzung von )\; aus (1.2) auf 7,

Idee: TODO BILD

Lemma 1.16. Seien A = Wj_, I; = W¥yL, I}, fiir disjunkte I; € Jq (j = 1,...,n) und
disjunkte I}, € Jy (k=1,...,m). Dann gilt

m

Z Aa(Ij) = Aallp).
k=1

Beweis. 1) Sei d = 2, I = (a,b] x (¢,d], a € (a,b]. Dann folgt I = ((a,a] X (¢,d]) U
(8] x (e, d]) = ' U I".
Ferner A(I) (=) (b —a) (d—&)=((b—a)+ (a—a))-(d—c) = AT + A1),
Genauso: Dies gilt auch fiir d > 3 und fiir Zerlegungen in der der k-ten Koordinate. Per
Induktion folgt: Wenn man ein I € Jy mit endlich vielen Zwischenstellen oy, ..., a, in
Intervalle Iy, ..., I; zerlegt, dann gilt: Ma(I) = )\d(fl) + -+ )\d(fl).

(L12)

TODO: BILD

2? Setze L, =1 ﬂi,; e Js (= 172...,71, k =1,...,m). Die I’} sind per Definition
disjunkt und I; = UL, Iy, I = Uj_y Iy (%)

Zerlege alle I ]”k weiter durch Schneiden mit allen Hyperebenen, auf denen Seiten eines
der I]”k liegen.

Erhalte dabei disjunkte I1,...,I; € J4, wobei jedes I; in genau einem [ ]”k und damit in
genau einem I; und genau einem I, liegt. Weiter werden alle I; und alle I; durch die
jeweils in ihnen liegenden I, wie in 1) zerlegt. Damit gilt:

i“ DS S A=A =3 S A LS A

J=Lligcry i=1 k=1j.1;cIy k=1
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Fir A € F; setze

AA) = Aa(4) = 3 Ma(L)), (13)

wobei A = U?:l I; fiir disjunkte I,...,I, € J4. Nach Lem 1.16 definiert dies eine
Abbildung A\g : Fy — R, Seien A = U?Zl I;, B =, I, fiir disjunkte I;, I; € Jy und
es sei AN B = (). Setze

I(/:: Ii, izl,...,n .
! Il, i=n+1,...,n+m
Dann sind die I7 disjunkt und es folgt
(13) faxiC - i (1.3)
Ai(AU B) Z () =" Xa(@j) + Y Aally) =" Aa(A) + Aa(B).
=1 j=1 k=1
Per Induktion folgt fiir disjunkte Ay, ..., A, € Fy, dass
A(AU. . UA) = Ma(Ar) + -+ Mg (4An). (1.4)

Weiter gilt nach Lem 1.15 fiir A, B € F;und ein I € J; mit A, B C I, dass

ANB=IN(I°UA)NI°UB))=IN(INA°)U (I NB)°

1.5
- (N U (1\B) € 7, -
Wenn A C B, dann gilt
M(A) < Ma(B). (1.6)
(Beweis genau wie in 1.14a))
Auferdem gilt
A(AUB) = (AU B\A)
(1.7)

N (1.6)
Satz L1\ (A) + Aa(B\A) < Ag(A) + Ma(B).

Satz 1.17. Die Abbildung A\q : Fq — Ry ist ein Pramafl auf dem Ring Fg4, d.h es gelten:
(M1) Xa(0) =
(M2*) Fir disjunkte Aj € F4, j € N mit A := Lﬂ;‘;l Aj € Fq gilt

= i)\d<A )

Beweis. (M1) folgt aus (1.2), da 0 = (a, a).
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1) Behl: Seien B, € Fyq mit Byy1 C B, (n € N) und (),cy Bn = 0. Dann gilt

n—oo

)\d(Bn) — 0.
(Ubung: 2.1, Behl, Lem 1.15 und (1.4) = Satz 1.17)

2) Beweis von Behl:
Sei € > 0. Dann gilt Vn € N 3C,, € F4 mit C,, C B,, C By und

A(Ba\Cp) <277 .
——

EFy

(Ersetze in allen Teilintervallen von B, der Form (aq,b1] X -+ x (aq, bq] aj durch
a; + 9, (€) fiir ein gentigend kleines d,,(e) > 0 und 6,(e) = 0 falls ein a; = b))

Da weiterhin (e Cn = 0, gilt U2, C,° = R? = {C,,°, n € N} ist eine offene
Uberdeckung von Bj, wobei B; beschrankt und abgeschlossen ist. Dann folgt mit
Heine-Borel: In; < -+ < n,y, mit By C CTICUWU@C = Cp,N---NCy, C B/".
Mit Cy,; C By folgt dann Cpy NN O, =0 = (Vj=; Cj = 0 ¥n > ny, =2 Ne (%)
Setze Dy, := (;_; Cj € Fq (nach (1.5)), n € N.

Beh2: \g(B,\Dy,) < (1 —=27")-€ (Vn € N)
Nach (%) gilt: D,, = 0 fiir n > N.. Beh2 zeigt: \g(B,) = \a(Bp\Dy) < (1-2")-€ <
€ Vn > N.. Damit ist der Beweis von Satz 1.17 erbracht.

3) Beweis von Beh2:
(TA): Beh2 gilt fiir n = 1 nach der Ungleichung zu Beginn von 2).
(IV): Beh2 gelte fiir ein n € N.
(IS): Es gilt mit Dy = D, N Chyq

Ad(Bnt1\Dny1) = Aa(Bry1\(Dn N Cri)

((Bn+1\Dn) U (Bn+1\0n+1))
1.7)

< /\(Bn+1\Dn) + )\<Bn+1\Cn+1)

(1.6)
< A(Bn\Dn) + )‘(Bn+1\cn+1)

(1)
< (1=2"")e42 e = (1 -2 (D). ¢

=A
=A

—

Ana III, 03.11.2008

Schritt 3: Fortsetzung von )\; auf B,

Theorem 1.18 (Caratheodory, Fortsetzungssatz, 1914). Sei R C P(X) ein Ring und
R — [0,00] ein Pramap.
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Dann existieren eine o-Algebra A(p) auf X und ein Mafi i aud A(p), sodass o(R) C
A(p) und p(A) = p(A) fir alle A € R gelten. Also ist i ein Maf auf o(R) (vgl. Beispiel
1.13¢)).

Theorem 1.19 (Eindeutigkeitssatz). Seien & C P(X), A= 0(E) und p,v Mafe auf A
mit p(E) =v(E) VE € €. Weiter gelte:

A) E,Fe€=ENF e& (N-stabil)
B) 3E, € & mit u(E,) < 00, E, C Epp1 VneN, und ;2 Ep, = X
Dann gilt p =v (auf A).

Bemerkung. a) B) ist notig.
Bsp: Seien p, v Mafe auf X mit u(X) =1, v(X) =0, ={0} = o(€) ={0,X} =
p # v, aber p(0) = v(0), d.h A) gilt.

b) A) ist notig.
Bsp: Seien X = {a,b,¢,d}, A =P(X) =0c(E),
E={X,{a,b},{a,c},{b,d}} und p,v auf P(X) gegeben durch:

u({a}) = p({d}) = v({b}) = v({ch) =1
p({b}) = p{c}t) = n({a}) = p({d}) =2

= p # v, aber u(X) =v(X) =6, u(E) =v(F) VE € E\{X}, d.h. B) gilt ohne

Monotonie.

Theorem 1.20. Es gibt genau eine Fortsetzung von \g aus (1.2) auf By. Man schreibt
A (oder \) fiir diese Fortsetzung und nennt sie Lebesque-Majs.

Beweis. Aus Lem 1.15 und Satz 1.17 folgt: A\; aus (1.2) hat eine Fortsetzung zu einem
Pramaf Ag auf dem Ring F;. Da J; C Fy C By, liefern Satz 1.9 und Lem 1.6, dass
o(Fq) = 0(Jq) = Bg. Aus Thm 1.18 folgt dann die Existenz der Fortsetzung von \; auf
By. Ferner folgt aus (1.5), dass F; N-stabil ist. Da die Folge E,, := (—n,n]¢ B) aus Thm
1.19 erfiillt (wegen (1.2)), liefert Thm 1.19 die Eindeutigkeit der Fortsetzung. O

Bemerkung 1.21. a) Sei ) # X € B;. Geméaf Beispiel 1.13 und Korollar 1.11 defi-
niert die Einschrankung von Ag auf B(X) = {A C X : A € By} C B, ein Maf, das
wir auch mit Ay bezeichnen und Lebesque-Mafs nennen.

b) Aula ) = M(EZs(a = ,b) 2 i Ma((a = 5 0) = b—a
*
Zb—at+
(Entsprechend fiir d > 2 und andere Intervalltypen.)
Sei Q = {¢, : n € N}
= M(Q = M (Unenl{aD) "= 202 Mallgn, ) = 0
—_———

=0

ol
N
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c) Sei H := {x € RY: 24 = 0} = H ist abgeschlossen, also H € By. Da H =
U2y (=l x {0}) und Ag([—n, nJ=" x {0}) = 0 (vel. b)), gilt Ag(H) =

Aa(US ([=n, n]?=1 x {03) P2 Ty, o0 Ag([—n, ]! x {0}) = 0

Zum Fortsetzungssatz
Sei 1 : R — [0, 00] ein Pramak auf dem Ring R und A C X. Setze

p*(A) :=inf {ZH(Bk) :ByeRfirneN, AC U Bk}
k=1 k=1

(Dabei ist inf () := c0.)
Ferner:

A(p) ={AC X :VB C X gilt u*(B) > p*(ANB) + u*(A°N B)}
Lemma 1.22. u* ist ein dufleres Maf, d.h.:
a) p*(0) =0
b) ACBC X = u*(A) < u*(B)
¢) 45 C X, jeN= (Ui 45) € 52, 07 (4))
Beweis.  a) folgt mit By = By =--- = ).

b) gilt, da in (1.8) die By, fiir B auch fiir A (C B) genommen werden koénnen.

(1.9)

c) Die Behauptung gilt, wenn ein p*(A;) = oco. Andernfalls wihle e > 0. Dann folgt

mit (1.8):
IBjx € R (j,k € N) mit 4; C | ] By,
k=1
pr(A) =) B -2 e= |4, | B
k=1 j=1 k=1
und
* N (1'8) - * - * —7 - *
(U4 < S w8 < S (A) +277 -0 = S (4y) + e

Grenzwertbildung fiir € — 0 lieft die Behauptung.

O]

Lemma 1.23. A(p) ist eine o-Algebra und die Einschrinkung T von p* auf A(u) ist ein

Maps.

Beweis von Thm 1.18. Sei A € R.
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1) DaACc AUQUD ..., gilt p*(A) < u(A).
Wenn p*(A) = oo, dann gilt p*(A) = p(A). Sei also p*(A) < oo.
Wiéhle € > 0. Dann existieren A; € R (j € N) mit

AcC U Aj und Z,u(Aj) < p*(A) +e.
j=1 j=1

Ferner gilt

[e.9]

A:AQGAj:U( ANA; ).
N——

=1 I=1 cR nach Def 1.5
Damit folgt
wie Satz 1.14 <2 wie Satz 1.14 <2
()" LTS an a) YT ) < 4y +e
=1 j=1

Mit € — 0 folgt dann p(A) = p*(A) VA € R.

2) Zeige: A € A(p).
Denn dann folgt mit Lem 1.6 o(R) C A(p).

Sei B C X. Wenn p*(B) = oo, erfiillen A und B die Ungleichung in (1.9). Sei also
p*(B) < oo. Wihle e > 0= 3A; € R (j € N) mit

BcC U Aj und ZM(Aj) < p*(B) +e.
j=1 j=1

Daraus folgt BN A C JjZ; 4; N A. Nun gilt auferdem
——

€R

BnA“c | JAjnA®. (¥
AZIH,_/
J €ER

Daraus folgt

e+ (B) 2 ) n(A) =) (u(4;NA) + p(A; N A%))

Mit € — 0 folgt (1.9), also A € A(u) (VA € R).
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Satz 1.24. Seix € R? und A € By. Dann gelten:

a) v+ A€ By

b) Ma(A) = Aa(z + A)

c) Wenn p ein Maf$ auf By ist, dass b) erfillt, dann:

u(B) = p((0,1)7) - \a(B) VB € By

Beweis.  a) Seien z € RY, A € B fest. Setze A := {B € By mit x + B € By}.

Zeige: A € A. Klar: J; C A, RY € By.

Wenn B € A, dann 2+ B¢ = {y € R? : y = x+d fiir ein d ¢ B} €Bi= U2, Bj €
A = A ist o-Algebra.

Wenn Bj € A (j €N), dann 2 + B; € By = ;2 (v + Bj) =v + U2, Bj € By =
UjZ, € A= Aist eine o-Algebra.

Lem 1.6 sagt uns: By = 0(Jy) C A. Damit folgt A € A.

Sei 2 € R fest. Setze pu(B) = Ag(x + B) VB € By = u(0) = Xg(0) = 0 = (M1).
Seien B; € B, disjunkt (j € N). Dann gilt:
:UJ(UjeN Bj) = Ai(z + UjeN Bj = )‘d(UjeN(x + Bj))

Ag ist Maf 00 00 . ..
= > jo1 Aalx + Bj) = 3202 u(By) = (M2) gilt fiir 4.

Sei I € Ty = u(l) = Aa(z + 1) 2 \a(1) = u(I) = A\g(I) VI € Jy. Da Jy A), B)

in Thm 1.19 erfiillt und By = 0(Jy), folgt mit Thm 1.19, dass p = Ay auf By gilt.

(Skizze fiir d=1). Sei pu wie in Behauptung c¢) und ¢ := p((0,1]) € [0, 00). Dann gilt

e = (0, 31) + (3, 1) "= 2 (0, 1)
= u((0,3]) = ¢ M((0, 3])
Induktiv zeigt man: p((0,27"]) = ¢- A1((1,277"]) fiir alle n € N.
Durch Verschieben und disjunkte Vereinigungen folgt u(I) = ¢ - A\ (I) fir alle
Intervalle der Form I = (a,b] mit a,b = m - 2" fiir gewisse m,n € Z
Das System dieser Intervalle erzeugt B; (Beweis von Satz 1.9) und erfiillt A), B)
in Thm 1.19. Damit folgt die Behauptung.
O

Ana III, 07.11.2008

Theorem 1.25. )y ist requlir, d.h.: VA € By gelten:

a) Ai(A) =1inf{ \4(O) : O offen, A C O}

b) Mi(A) =sup{Ag(K) : K kompakt, K C A}

Beweis.  a) “<“ folgt aus der Monotonie von Ag

“‘=*klar. wenn \j(A) = oo. Sei also \j < co. Wihle € > 0. Nach (1.8) gilt:
EIJ' eJq (] c N) mit A C U;)il Ij, Z;il )\d(Ij) < )\d(A) +e€ (*)
(4)
=N}
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Wie im Beweis von Satz 1.17 findet man offene O; mit I; C O; und A\4(0;) <
N(Iy) +279 € (%) € N) (++)
(%)
= 0 := 2, Oj ist offen und A C U2, O;.
Satz 1.14 __ () oo i €
=M(0) < YR M(0) £ TR ML)+ 277 e < Mg(A)+2-€
j=1

2
Mit e — 0 folgt a).

b) “>* folgt aus der Monotonie von \4. Sei A € By.
1) Sei zuerst A C B(0,7) =: B fiir ein 7 > 0. Sei € > 0. Nach a) fiir B\ A:
3 offenes O mit B\A € O und A\g(0) < Ag(B\A) + € "2 \y(B) — \a(B) +
e (+)
Daraus folgen:
— K := B\O = BN O° ist abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt.
- KCBN(B\A)*=BnN(BNA%) =A

BCKUB Satz 1.14 (+)
— )\d(B) < )\d(K U O) < )\d<K) + )\d(O) < )\d(K> + )\d<B) —

)\d(A) + €
alleg fn K Ad(A) < Ag(K) + e. Damt folgt b) fiir beschrankte A.
2) Sei A € By beliebig. Setze A, := AN B(0,n) (n € N)
= Ap C Api1 (Wn € N), U, Ay = A. Mit 1) folgt:

3K, kompakt, mit K,, C A, und A\g(A4,) < \g(K,) + %
Durch Grenzwertbildung fiir n — oo folgt mit Satz 1.14:

n—oo

)\d(Kn) —_— )\d(A)7 weiter K,, C A.
O

Bemerkung. Der Beweis von Thm 1.25a) zeigt, dass man O als eine Vereinigung offener
Intervalle nehmen darf.

Auswahlaxiom. Sei M eine nichtleeres System nichtleerer Mengen A C X.
Dann gibt es eine Abbildung ¢ : M — |J 3 A C X mit ¢(A) € AVA € M.

Satz 1.26. 3Q € P(R?)\B,.

Beweis. Betrachte auf (0, 1]¢ die Aquivalenzrelation gegeben durch X ~Y < z—y € Q%
Sei Q:= {¢(A): Ae M}, wobei M die Menge der Aquivalenzklasse zu ~ ist und ¢ aus
dem Auswahlaxiom. Damit folgt:  C (0, 1]¢.

Sei {q1,¢2,...} := QN [~1,1]% Dann folgt

(0,117 ¢ [j (gn +Q) C [-1,2]% (%)

Diese Vereinigung ist disjunkt, da jedes 2 € (0,1]¢ in genau einer Aquivalenzklasse liegt.
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Annahme: Q € B,.
o-Subadd. M2 I _ oo
Dann 3¢ = \g([-1, 2D T > AaUpen a4 "2 3220 () S22 52 2 (0) =
Aa(Q) =0
*) wie oben 00 . .
Aber: 1 = 2;((0,1]%) < AU, (g0 +9)) ob Y1 Aa() = 0, was ein Widerspruch
ist. O
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