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Diese Datei ist der Abschrieb meines Mitschriebes - dementsprechend wahrscheinlich ha-
ben sich einige Tippfehler eingeschlichen. (Wenn man zudem noch beachtet, wie schnell
in dieser Vorlesung angeschrieben wird, ist sogar meine Vorlage mit hoher Wahrschein-
lichkeit fehlerhaft.)

Neben allem, was in der Vorlesung angeschrieben wurde, habe ich auch vor, am Ende des
Dokuments alle niitzlichen Sitze und Beispiele aufzufithren, die nur in der Ubung oder
auf Ubungsblittern bewiesen bzw. vorgefithrt wurden. Falls ihr noch gute Ideen habt,
konnt ihr sie mir gerne mitteilen.

Sollten euch irgendwelche Fehler/Unklarheiten auffallen oder sonstige Verbesserungsvor-
schldge in den Sinn kommen, zégert bitte nicht, mir eine E-Mail zu schreiben.
Meine Adresse lautet: uni@johannes.Ipe-media.de

Ansonsten viel Spaf beim Lernen mit diesem Skript.

Johannes
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0.1 Satz-, Vorlesungs- und Beispielverzeichnis

0.1.1 Satze und Beispiele

Hier sind Verweise zu allen nummerierten Sétzen, Lemmata, Korollaren, Theoremen,
Definitionen und Beispielen aufgefiihrt.



Eintrag Seite | Eintrag  Seite
Def 1.1 7 Bsp 1.2 7
Lem 1.3 7 Lem 1.4 8
Def 1.5 8 Lem 1.6 8
Bsp 1.7 9 Def 1.8 9
Satz 1.9 9 Lem 1.10 10
Kor 1.11 11 Def 1.12 12
Bsp 1.13 12 Satz 1.14 13
Lem 1.15 15 Lem 1.16 16
Satz 1.17 17 Thm 1.18 18
Thm 1.19 19 Thm 1.20 19
Bem 1.21 19 Thm 1.25 22
Satz 1.26 23 Def 2.1 25
Bem 2.2 25 Satz 2.3 25
Def 2.4 26 Satz 2.5 26
Lem 2.6 28 Satz 2.7 29
Satz 2.8 29 Def 2.9 30
Bem 2.10 30 Satz 2.11 31
Kor 2.12 31 Def 2.13 32
Lem 2.14 32 Lem 2.15 33
Def 2.16 34 Lem 2.17 34
Lem 2.18 34 Thm 2.19 35
Kor 2.20 36 Lem 2.21 37
Def 2.22 38 Satz 2.23 38
Kor 2.24 39 Satz 2.25 39
Bem 2.26 41 Def 3.1 43
Bem 3.2 43 Def 3.3 44
Bsp 3.4 44 Lem 3.5 44
Def 3.6 45 Lem 3.7 45
Bem 3.8 45 Thm 3.9 46
Thm 3.10 46 Bem 3.11 47
Kor 3.12 48 Kor 3.13 48
Thm 3.14 49 Kor 3.15 50
Thm 3.16 50 Lem 3.17 52
Lem 3.18 52 Lem 3.19 53
Lem 3.20 54 Satz 3.21 54
Kor 3.22 55 Bem 3.23 55
Bem 3.24 55 Bsp 3.25 55
Bsp 3.26 56 Thm 3.27 56
Bem 3.28 59 Bem 3.29 60
Thm 3.30 63 Lem 3.31 64
Lem 3.32 66 Lem 3.33 66
Bsp 3.34 67 Bsp 3.35 67
Bsp 3.36 68 Satz 3.37 69



Eintrag  Seite | Eintrag Seite

Bsp 3.38 69 Def 4.1 71
Bem 4.2 71 Bsp 4.3 71
Def 4.4 73 Bem 4.5 73
Bsp 4.6 73 Lem 4.7 74
Def 4.8 76 Bsp 4.9 76

Bsp 4.10 77 Lem 4.11 79
Lem 4.12 79 Def 4.13 81
Satz 4.14 81 Bsp 4.15 83
Bem 4.16 84 Satz 4.17 84
Thm 4.18 86 Kor 4.19 89
Bsp 4.20 89 Bsp 4.21 90
Thm 4.22 91 Bsp 4.23 92

0.1.2 Vorlesungstermine

Nachfolgend sind alle Vorlesungstermine mit der dazugehorigen Seitenzahl in diesem
Skriptum aufgelistet.

Datum Seite | Datum Seite | Datum Seite
20.10.2008 6 24.10.2008 8 27.10.2008 11
31.10.2008 14 03.11.2008 18 07.11.2008 22
10.11.2008 25 14.11.2008 29 17.11.2008 32
21.11.2008 35 24.11.2008 39 28.11.2008 41
01.12.2008 47 05.12.2008 50 08.12.2008 53
12.12.2008 57 15.12.2008 61 19.12.2008 64
22.12.2008 68 09.01.2009 72 12.01.2009 75
16.01.2009 79 19.01.2009 82 23.01.2009 85
26.01.2009 89 30.01.2009 93

0.1.3 Nummerierte Gleichungen

Hier folgt eine Liste der nummerierten Gleichungen.
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Ana III, 20.10.2008

0.2 Das Volumenproblem

Das Elementavolumen eines Quaders @ = I7 X --- X I fiir Intervalle I; C R mit Lange
lj ist: VOl(Q) = l1 s ld.

Ziel: Setze dies sinnvoll auf P(RY) := {4 : A C R} fort, d.h.: Wir suchen eine Abbildung
p: P(RY) — [0, o] mit:

e 1(0)=0

e fiir disjunkte Ay,..., A, gilt: u(A1U...UA,) = u(Ay) + -+ u(Ay)
Daraus folgt: Fiir A, B C R? gilt:

e u(AUB) < u(A) + u(B)

o AC B = pu(A) < u(B)

Ferner soll gelten u(Q) = vol(Q) fir alle Quader @, sowie u(T(A)) = p(A) fir jede
Bewegung Tx = a + Uz (a € R%, U othogonale Matrix).

Inhaltsproblem: Gibt es so ein u? Antwort: Nein! (fiir d > 3)

Banach-Tarski-Paradoxon (1924)

Es gibt 5 Mengen Ay,..., A5 C B(0,1) =: K mit A; N A; = 0 Vi # j und Bewegungen
Ty,...,T5 mit Tl(Al) UT2(A2) UT3(A3) = K und T4(A4)UT5(A5) = K. Das heifst: Wenn
es ein solches wie oben u géibe, dann wiirde gelten:

5 5
W) = p(Ap) =Y pu(TiAr) > p(Ty Ay UTo Ay U T3 As) + pu(Ty Ay U T5As)
k=1 k=1
= 2p(K)

Das ist ein Widerspruch, denn pu(K) > p(Q) > 0 fiir jeden echten Quader @ C K.



1 Das Lebesgue-Mal3

1.1 Etwas Maltheorie

Sei stets X eine nichtleere Menge mit Potzenzmenge P(X) := {A: A C X}.
Definition 1.1. Ein nichtleeres Mengensystem A C P(X) heiftt o-Algebra, wenn:

(Al) X e A
(A2) Wenn A € A, dann auch A°:= X\Aec A
(A3) Wenn A; € A, (j € N), dann auch (J;cy 45 € A

Beispiel 1.2. a) P(X) und {0, X} sind o-Algebren
b) Sei ) # A C X. Dann ist {0, A, A°, X} eine o-Algebra
c) A:={A C X : Aoder A°ist abzdhlbar} ist o-Algebra

Beweis. (A1) X¢ = () ist abzéhlbar, also X € A.
(A2) gilt per Definition.
(A3) Seien Aj € A (j € N).

i. Seien alle A; abzéhlbar. Dann ist (J;cy A; abzéhlbar, denn: Es gilt A; =
{aj1,aj2,...} fiir jedes j € N und gewisse a;; € X. Schreibe:

TODO: Grafik

Nach Streichen mehrfach auftretender aj; liefert der Streckenzug eine
Abzéhlung von ey 4 = Ujen 45 € A.
ii. Wenn ein A,, nicht abzéhlbar ist, dann ist AS abzéhlbar. Somit gilt:
(Ui45) = M5y 45 © Ap = (Ui, 4;) abrihlbar. Damit folgt
Ujen 4; € A
O
Lemma 1.3. Sei A eine o-Algebra auf X und Aj € A (j € N). Dann:
o) P=Xec A
b) AjU---UA, € A (VneN)



C) ﬂj; Aj ceA
d) Al\AQ = Ay QAS cA

Fazit: Abzihlbare Mengenoperationen bleiben in der o-Algebra.

Beweis.  a) Klar mit (A1) und (A2).

b) Folgt aus (A3) und a),da AjU---UA, =AU---UA,UDUDU...
00 (A2) ~oo o0 ¢
¢) Nach (A2) und (A3): U2, 45 € A4S N2, 4; = (szl A;) €A

d) Folgt aus c), (Al) und (A3),da A1 NAS5=4NASNXNX.

Lemma 1.4. Sei F eine nichtleere Famile von o-Algebren A auf X.
Dann st

Ay=[[A:AcF}={ACX:Ac A(VAc F)}

eine o-Algebra.

Beweis. (A1) X e A(VAe F)= X € Ap.
(A2) Sei A€ Ay B Acc A (VAC F) = A° € A,

(A3) Sei 4; € Ag (€ N) B oy 4y € A (VA € F) = U en 45 € Ao.

Ana III, 24.10.2008

Definition 1.5. Sei £ C P(X) nicht leer. Dann heifst
o(€):= ﬂ{A CP(X):E C Aist o-Algebra}
die von & erzeugte o-Algebra.

Bemerkung: Da P(X) eine o-Algebra ist, ist o(€) nicht leer und nach Lem 1.4 ist o (&)
eine o-Algebra.

Lemma 1.6. Sei ) # & C P(X). Dann gelten:
a) Wenn A eine o-Algebra ist und € C A, dann € C o(€) C A.

b) o(&) ist die einzige o-Algebra, die a) erfillt, d.h. o(&) ist die kleinste £ enthaltende
o-Algebra auf X.

c) Wenn & eine o-Algebra ist, dann ist o(€) = E£.

d) Wenn & C € C P(X), dann gilt o(E) C o(E).



Beweis.  a) folgt direkt aus Def 1.5.

b) Sei Ay eine o-Algebra mit £ C Ay C A fiir jede o-Algebra A mit £ C A. Wéhle
A=0(E)= Ay Co(E). Nach a) gilt mit A= Ay :0(E) C Ap.

c) folgt aus a) mit A = €.

d) folgt aus a) mit A = o(&).
O

Beispiel 1.7. a) Sei &€ = {A} fiir ein nicht leeres A C X. Jede o-Algebra A mit
& C A umfasst {X,0, A, A°} nach (Al) und (A2).
Nach Beispiel 1.2b) ist dies eine o-Algebra.
Lem 1.6 = o(€) = {0, A, A°, X }.

b) Sei X ={1,2,3,4,5}, £ ={{1},{1,2}}. Die o-Algebra (&) enthilt folgende Ele-
mente:
{1}, {2} = {1,2}\{1} und somit auch {1}¢={2,3,4,5} und {1,2}¢ = {3,4,5}.
Ferner (), X € o(&).
Priife: A = {0,{1},{2},{1,2},{3,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}, X} ist eine o-Algebra.
Aus Lem 1.6 folgt o(€) = A.

Definition 1.8. Sei X C RY nicht leer und O(X) das System der in X offenen Mengen.
Dann heifit

die Borel o-Algebra von X. Setze B, := B(RY).

Bemerkung: By enthilt alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen des R?, alle
abzéhlbaren Vereinigungen und Schnitte offener und abgeschlossener Menge, usw.

Intervalle in R? sind Mengen der Form I = I x --- x I, wobei I1,...,I; C R Intervalle
in R sind. Fiir a,b € R mit a < b (d.h: a; <by,...,aq < by) schreibe:

(CL, b) = (al,bl) X - X (ad,bd),
(a, b] = (al,bl] X oo X (ad,bd].

Fiir a € Rund k € {1,...,d} schreibe H, (o) := {z € R : 2, < a}.
Satz 1.9. Es gilt:

By =o({(a,b):a,b € Q% a<b}) = A
(a,b] : a,b € Q% a < b}) =: Ay



Beweis.  a) Es gilt:

d
ab:ﬂ - (br) N H, (ax) = (a,b] € A;

P04y = 0({(a,b),a,b € Q% a < b}) C As.

b) H, (c) ist abgeschlossen, also H, (a) € By. Lem 1.6 = A3 C By.
¢) Wenn ein ay = by, dann (a,b) = ) € As. Anderenfalls
1 1"
((I,b) = U (CL,b— <na"'7n> ]7
n>ng

wobei ng € N, sodass a + E < bpVn > ng,k = 1,...,d. Dann folgt: (a,b) € As.
Mit Lem 1.6 folgt A; = o({(a,b) : a,b € Q%,a < b}) C As.

Bislang wurde gezeigt: A1 C Ay C A3z C By.

d) Sei O c R? offen, J := {(a,b) C O : a,b € Q%,a < b}

Zeige: | J{I:1€J} =0
Da die Vereinigung abzéhlbar ist, folgt O € A;. Damit By C A; nach Lem 1.6 und
By = o(O(RY)). Damit folgt die Behauptung.

Zu D: Sei y € O. Dann Je > 0, ¢ € Q, sodass die [|-||oo-Kugel
Iy=W—ey+e X xX(ya—€yate) CO.

Durch Verschiebung von  zu einem z € Q% nahe bei y erhélt man ein I € J der
Kantenldnge e mit y € I = O C (\{I : I € J}. Damit gilt die Gleichheit.
O

FirY ¢ X,Y # () und M C P(X) definiert man die Spur:
My=MNY:={ACY:A=MnNY fiir ein M € M} (1.1)
Lemma 1.10. Sei ) #Y C X. Dann gelten:

a) Wenn A eine o-Algebra ist, dann ist auch A, eine o-Algebra auf Y. Ferner gilt
A, CcAeY c A

b) Sei ) £ E C P(X). Danno(ENY)=0(E)NY.
(Beides sind o-Algebren auf Y .)

10



Beweis. a) Zu (Al): Y =XnNY e A, da X e A
Zu (A2), (A3): Seien B; = A;NY € A,, dh. Aj € A (j € N). Dann folgt

Y\B; =Y N (X\A4) € A,,
N——

cA
UBi=J4)ny e a4,
jEN jEN
N !
cA

Also ist A, eine o-Algebra.
Zweite Behauptung: Y € A= MNY € A (VM € A), also A, C A. Wenn A, C A,
folgt also Y € A.

b) ENY Co(£)NY ist nach a) o-Algebra.

Zu D : Prinzip der guten Mengen
Setze C:={ACX:ANY ea(ENY)}

(*) Behauptung: C ist eine o-Algebra. Ferner gilt £ CC,da ENY € o(ENY) fiir

alle E € £ B0 5(8) c c.

Aus der Definition von C folgt: o(£)NY C o(ENY).

Beweis von (x): Y =XNY €0(ENY) = X € C. Damit erfiillt C (Al).
Zu (A2) und (A3): Seien A; € C (j e N)=A;NY € o(£NY). Dann gelten:

A2
° (X\Al)ﬂY:Y\(AlﬂY) (E) O‘(EQY) :>X\A1 eC.
co(éENY)

(A3
e (Uili4)nY=U;2,4nY e)a(EmY)éU;’ilAjeC

co(ENY)
= C ist o-Algebra auf X.

Ana III, 27.10.2008

Korollar 1.11. Sei X C R Dann gilt B(X) = B4NnX = {BN X : B € By}. Wenn
X € By, danan:{AEBd:AcX}

Beweis. Folgt aus Lem 1.10 mit £ = O(R?), da O(X) = O(RY) N X.
(Wobei X in Lem 1.10 R? in Kor 1.11 entspricht und Y in Lem 1.10 X in Kor 1.11.) O

Beispiel. a) Q = J,enian} € Ba, da {g,} abgeschlossen ist, wobei Q = {q1,¢2, ... }.

11



b) Die Menge
A={(z,y) e R*: 2® + y*> <1 fiir 2 < 0 oder 2% + y* < 1 fiir z > 0}
= B(0,1) U (0B(0,1) N {z < 0})
ist abgeschlossen. Damit folgt A € Bs.
Sei [0, +o0] = Ry U {+00} (wobei: +00 = 00) versehen mit den Rechenregeln:

e fatow=00t+a=o0VaeeR,

® 00 + 00 = 00

e Verboten: oo — oo!

Ordnung: a < coVa € Ry
Konvergenz: z, I7%% 50 & Ve > 0 AN, € N mit z,, > ¢ Vn > N,.

Fiir a; € [0,00] (j € N) gilt >>%, a; = oo, falls (mindestens) ein a; = oo ist, oder falls
die Reihe in R divergiert.
Da a; > 0 Vj € N, kann die Reihe umgeordnet werden.

Definition. Ein Mengensystem M C P(X) heift (paarweise) disjunkt, wenn MNN # 0
fiir alle M, N € M mit M # N. Fiir disjunkte Mengenvereinigung schreibe U und 4.

Definition 1.12. Sei A eine o-Algebra auf X. Eine Abbildung u : A — [0, o0] heifst

Mak (auf A), wenn gelten:
(M1) (D) =0
(M2) Fiir jede disjunkte Folge A;,j € Nmit A; € A (Vj € N) gilt

p| A | =D u4;) (o-Additivitit).
jEN 7j=1

Erfiillt 4 (M1) und (M2), dann heift (X, A, 1) ein Mafraum.
Wenn p(X) < oo, dann heift x4 endlich. Gilt p(X) = 1, dann heifit p
Wabhrscheinlichkeitsmaf.

Bemerkung: Wenn Ay, ..., A, € A disjunkt, dann gilt

WA UAY) = (AU U A, 00 U0 ..

O (A + - p(Ay) + () + (D) + .

(M1)
L WAL + -+ u(An).

12



Beispiel 1.13.  a) Sei A=P(X) und z € X fest. Fiir A C X definiere:
1, fi A
5.(A):=¢ 7 TS
0, fira¢g A

Dann heifst 0, Punktmak (Dirac-Maf).
(M1) gilt offensichtlich.
(M2): Seien A; C X disjunkt fiir j € N. Dann gilt z € 4,y A; < 3k €Nz €

Ay
= 0:([4 4) %f{o’x¢HjGNAj - {0’x¢Ak
jeN 1,z e LﬂjeN Aj 1,z € A
O,JJ ¢ Ak >
B {5 A Ar 2 9x(4))
«(Ag),z € Ay =
= 0, ist Mak.

b) Sei X =N, A= P(N). Seien p;, € [0,00] fiir k € N gegeben. Setze
w(A) = Zpk fir A C X.
keA
Klar () = 0. Seien A; C N, j € N disjunkt. Dann gilt

7 L-IjAj f Z kaZZPkDZefZM(Aj)-
j=1

JEN kELﬂjEN Aj Jj=1keA;
= p ist MaR. p heift Zéhlmaf, wenn pr, = 1 Vk € N. (Dann p(A) = |A4|)

c) Seien (X, A, pn) ein Mafraum, Xy C X und Ay o-Algebra auf Xy mit A4y C A.
Dann definiert p9(A) := p(A4) (fir alle A € Ap) ein Mak auf Ap.
Fiir Xo € A setze Ay := Ax, :={A e A: AC Xo} (vgl. Lem 1.10). Dann ist u|x,
definiert durch p|x,(A) = p(A) fir A € Ax, ein Maf auf Ax,. p|x, : Ax, — [0, o]
heifit Einschrinkung von pu.

Satz 1.14. Seien (X, A, ) ein Mafiraum und A, B, Aj € A fir j € N. Dann gelten:

a) Aus A C B folgt n(A) < u(B). (Monotonie)
Wenn zusdtzlich p(A) < oo, dann gilt: u(A\B) = pu(A) — u(B).
(Speziell: 11(A) < 00 = p(A%) = u(X) — u(A))

b) n(UjZy Aj) < 32521 m(4;) (o-Subadditivitit)
c) Wenn Ay C Ay C ..., dann gilt

n(Ay) 5 (U Ak) .

keN

13



d) Wenn Ay D A2 D ..., und p(A1) < oo, dann gilt

w==(04)

keN
Beweis.  a) Es gilt: B = AUB\A (beachte: A C B). Dann folgt
w(B) = p(A) + u(B\A) = p(A).
b) Setze By := Ay, By = Ap\ Uf;ll Aj fir k > 2, k € N. Dann folgt B, N B; =
0 Vj < k= {Bj, j €N} ist disjunkt.

Ferner gilt | J,~; Br = Uz Ak, da By C Ay und jedes z € Ay in einem Bj, j € N,
enthalten ist. Somit gilt

p(J Ar) = u(lH B () > (B ZI"L(AIC)‘
k=1 keN =1 B’“CA’C k=1

c) Nach Voraussetzung gilt nun in a), dass By = Ax\Ak_1, k > 2.
Ferner gilt A,, = ;_, Br. Wie in b) folgt dann

p(UJ A =D u(Be) = lim > u(By)
k=1 k=1 k=1

3

) i p(|\+H Br) = lim p(Ay,).
n—oo n—oo
k=1
Somit folgt c).
O
1.2 Das Lebesgue-MalR
Ansatz: Fiir I = (a,b] C R? setze:
)\(I) = )\d(I) = (bl —al)"-(bd—ad) (1.2)

Setze ferner Jy; := {(a,b] C R?: a < b}. Beachte: 0(J;) = By (Satz 1.9).
Ziel: Setze Ay von Jy auf By fort.

Ana III, 31.10.2008
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1. Schritt
Die Menge der Figuren ist

o
Fo=qA=|JLmitneN, I,....I, € Jy
j=1

Beachte: J; C Fy C o(Jy) = Bg. Mit Lem 1.6 folgt dann o(Fy) = By.
Lemma 1.15. Seien I,1' € J;. Dann gelten
a) INT € Jy.
b) I\I' ist eine endliche Vereinigung disjunkter Intervalle aus Jq = I\I' € Fy.
c) Jedes A € Fy ist eine endliche Vereinigung disjunkter Intervalle aus Jy.
d) Fy ist ein Ring, d.h. es gilt fir alle A, B € Fy
(R1) O € Fy
(R2) B\A € Fy
(R3) AUB € Fy.

Beweis.  a) Sei I = (aq,f1] x -+ x (ag, Bal, I' = (o], B]) x -+ x (c}, B}]. Dann folgt
INT = (ag, 1] x - x (ag, Bg) mit:
a; = max{ay,a}}, B = min{Sy, B}, wobei I NI’ = (), wenn ein @y > B;. Also
INnr e Jd-

b) (IA): Die Behauptung ist klar fiir d = 1.
(IV): Die Behauptung gelte fiir ein d > 2.
(IS): Seien I,I' € Jyi1. Dann gibt es I, I] € Jy und Iy, I} € Jy mit

I=LxD, I'=I x I
= I\I' = (L\I1) x L) U ((I; N I1) x (Ix\I3)).

Nach (IV) ist dies eine disjunkte Vereinigung Iy, € Jyt1.

L€ Ju.
(IS): Sei nun A = (Ji] I; fiir beliebige I; € J,
W Es existieren disjunkte 17, I}, € Jy mit ', I; = W, Ij.

m m
=A=ILnU HhL=LnulH  @\)

k=1 k=1 b)
=disjunkte, endliche
Vereinigung von I in Jg

15



d) (R1) gilt, da 0 = (a,a] € Fy.
(R3) gilt nach Definition von Fy.
Zu (R2): Seien A, B € Fy, also A = J;_; I;, B = UL, I}, fiir beliebige I;, I} €
Fa, n,m € N. Sei m fest aber beliebig. Induktion tiber n:
(IA): Sei n = 1. Dann gilt B\A ={;~; I;\Ii
——

€Fgnach b)
(IV): Fiir ein n € N gelte B\ A € F; fiir alle obigen A und B.
(IS): Sei nun A’ = U?ill I; = AU I, (fir I; € F4). Dann gilt6
B\A"'=B\(AUI,41)= (B\A) \I,+1 = B\A4' € F,.
~———

€Fgnach (IV)

Schritt 2: Fortsetzung von )\; aus (1.2) auf 7,

Idee: TODO BILD

Lemma 1.16. Seien A = Wj_, I; = W¥yL, I}, fiir disjunkte I; € Jq (j = 1,...,n) und
disjunkte I}, € Jy (k=1,...,m). Dann gilt

m

Z Aa(Ij) = Aallp).
k=1

Beweis. 1) Sei d = 2, I = (a,b] x (¢,d], a € (a,b]. Dann folgt I = ((a,a] X (¢,d]) U
(8] x (e, d]) = ' U I".
Ferner A(I) (=) (b —a) (d—&)=((b—a)+ (a—a))-(d—c) = AT + A1),
Genauso: Dies gilt auch fiir d > 3 und fiir Zerlegungen in der der k-ten Koordinate. Per
Induktion folgt: Wenn man ein I € Jy mit endlich vielen Zwischenstellen oy, ..., a, in
Intervalle Iy, ..., I; zerlegt, dann gilt: Ma(I) = )\d(fl) + -+ )\d(fl).

(L12)

TODO: BILD

2? Setze L, =1 ﬂi,; e Js (= 172...,71, k =1,...,m). Die I’} sind per Definition
disjunkt und I; = UL, Iy, I = Uj_y Iy (%)

Zerlege alle I ]”k weiter durch Schneiden mit allen Hyperebenen, auf denen Seiten eines
der I]”k liegen.

Erhalte dabei disjunkte I1,...,I; € J4, wobei jedes I; in genau einem [ ]”k und damit in
genau einem I; und genau einem I, liegt. Weiter werden alle I; und alle I; durch die
jeweils in ihnen liegenden I, wie in 1) zerlegt. Damit gilt:

i“ DS S A=A =3 S A LS A

J=Lligcry i=1 k=1j.1;cIy k=1
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Fir A € F; setze

AA) = Aa(4) = 3 Ma(L)), (13)

wobei A = U?:l I; fiir disjunkte I,...,I, € J4. Nach Lem 1.16 definiert dies eine
Abbildung A\g : Fy — R, Seien A = U?Zl I;, B =, I, fiir disjunkte I;, I; € Jy und
es sei AN B = (). Setze

I(/:: Ii, izl,...,n .
! Il, i=n+1,...,n+m
Dann sind die I7 disjunkt und es folgt
(13) faxiC - i (1.3)
Ai(AU B) Z () =" Xa(@j) + Y Aally) =" Aa(A) + Aa(B).
=1 j=1 k=1
Per Induktion folgt fiir disjunkte Ay, ..., A, € Fy, dass
A(AU. . UA) = Ma(Ar) + -+ Mg (4An). (1.4)

Weiter gilt nach Lem 1.15 fiir A, B € F;und ein I € J; mit A, B C I, dass

ANB=IN(I°UA)NI°UB))=IN(INA°)U (I NB)°

1.5
- (N U (1\B) € 7, -
Wenn A C B, dann gilt
M(A) < Ma(B). (1.6)
(Beweis genau wie in 1.14a))
Auferdem gilt
A(AUB) = (AU B\A)
(1.7)

N (1.6)
Satz L1\ (A) + Aa(B\A) < Ag(A) + Ma(B).

Satz 1.17. Die Abbildung A\q : Fq — Ry ist ein Pramafl auf dem Ring Fg4, d.h es gelten:
(M1) Xa(0) =
(M2*) Fir disjunkte Aj € F4, j € N mit A := Lﬂ;‘;l Aj € Fq gilt

= i)\d<A )

Beweis. (M1) folgt aus (1.2), da 0 = (a, a).
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1) Behl: Seien B, € Fyq mit Byy1 C B, (n € N) und (),cy Bn = 0. Dann gilt

n—oo

)\d(Bn) — 0.
(Ubung: 2.1, Behl, Lem 1.15 und (1.4) = Satz 1.17)

2) Beweis von Behl:
Sei € > 0. Dann gilt Vn € N 3C,, € F4 mit C,, C B,, C By und

A(Ba\Cp) <277 .
——

EFy

(Ersetze in allen Teilintervallen von B, der Form (aq,b1] X -+ x (aq, bq] aj durch
a; + 9, (€) fiir ein gentigend kleines d,,(e) > 0 und 6,(e) = 0 falls ein a; = b))

Da weiterhin (e Cn = 0, gilt U2, C,° = R? = {C,,°, n € N} ist eine offene
Uberdeckung von Bj, wobei B; beschrankt und abgeschlossen ist. Dann folgt mit
Heine-Borel: In; < -+ < n,y, mit By C CTICUWU@C = Cp,N---NCy, C B/".
Mit Cy,; C By folgt dann Cpy NN O, =0 = (Vj=; Cj = 0 ¥n > ny, =2 Ne (%)
Setze Dy, := (;_; Cj € Fq (nach (1.5)), n € N.

Beh2: \g(B,\Dy,) < (1 —=27")-€ (Vn € N)
Nach (%) gilt: D,, = 0 fiir n > N.. Beh2 zeigt: \g(B,) = \a(Bp\Dy) < (1-2")-€ <
€ Vn > N.. Damit ist der Beweis von Satz 1.17 erbracht.

3) Beweis von Beh2:
(TA): Beh2 gilt fiir n = 1 nach der Ungleichung zu Beginn von 2).
(IV): Beh2 gelte fiir ein n € N.
(IS): Es gilt mit Dy = D, N Chyq

Ad(Bnt1\Dny1) = Aa(Bry1\(Dn N Cri)

((Bn+1\Dn) U (Bn+1\0n+1))
1.7)

< /\(Bn+1\Dn) + )\<Bn+1\Cn+1)

(1.6)
< A(Bn\Dn) + )‘(Bn+1\cn+1)

(1)
< (1=2"")e42 e = (1 -2 (D). ¢

=A
=A

—

Ana III, 03.11.2008

Schritt 3: Fortsetzung von )\; auf B,

Theorem 1.18 (Caratheodory, Fortsetzungssatz, 1914). Sei R C P(X) ein Ring und
R — [0,00] ein Pramap.

18



Dann existieren eine o-Algebra A(p) auf X und ein Mafi i aud A(p), sodass o(R) C
A(p) und p(A) = p(A) fir alle A € R gelten. Also ist i ein Maf auf o(R) (vgl. Beispiel
1.13¢)).

Theorem 1.19 (Eindeutigkeitssatz). Seien & C P(X), A= 0(E) und p,v Mafe auf A
mit p(E) =v(E) VE € €. Weiter gelte:

A) E,Fe€=ENF e& (N-stabil)
B) 3E, € & mit u(E,) < 00, E, C Epp1 VneN, und ;2 Ep, = X
Dann gilt p =v (auf A).

Bemerkung. a) B) ist notig.
Bsp: Seien p, v Mafe auf X mit u(X) =1, v(X) =0, ={0} = o(€) ={0,X} =
p # v, aber p(0) = v(0), d.h A) gilt.

b) A) ist notig.
Bsp: Seien X = {a,b,¢,d}, A =P(X) =0c(E),
E={X,{a,b},{a,c},{b,d}} und p,v auf P(X) gegeben durch:

u({a}) = p({d}) = v({b}) = v({ch) =1
p({b}) = p{c}t) = n({a}) = p({d}) =2

= p # v, aber u(X) =v(X) =6, u(E) =v(F) VE € E\{X}, d.h. B) gilt ohne

Monotonie.

Theorem 1.20. Es gibt genau eine Fortsetzung von \g aus (1.2) auf By. Man schreibt
A (oder \) fiir diese Fortsetzung und nennt sie Lebesque-Majs.

Beweis. Aus Lem 1.15 und Satz 1.17 folgt: A\; aus (1.2) hat eine Fortsetzung zu einem
Pramaf Ag auf dem Ring F;. Da J; C Fy C By, liefern Satz 1.9 und Lem 1.6, dass
o(Fq) = 0(Jq) = Bg. Aus Thm 1.18 folgt dann die Existenz der Fortsetzung von \; auf
By. Ferner folgt aus (1.5), dass F; N-stabil ist. Da die Folge E,, := (—n,n]¢ B) aus Thm
1.19 erfiillt (wegen (1.2)), liefert Thm 1.19 die Eindeutigkeit der Fortsetzung. O

Bemerkung 1.21. a) Sei ) # X € B;. Geméaf Beispiel 1.13 und Korollar 1.11 defi-
niert die Einschrankung von Ag auf B(X) = {A C X : A € By} C B, ein Maf, das
wir auch mit Ay bezeichnen und Lebesque-Mafs nennen.

b) Aula ) = M(EZs(a = ,b) 2 i Ma((a = 5 0) = b—a
*
Zb—at+
(Entsprechend fiir d > 2 und andere Intervalltypen.)
Sei Q = {¢, : n € N}
= M(Q = M (Unenl{aD) "= 202 Mallgn, ) = 0
—_———

=0

ol
N
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c) Sei H := {x € RY: 24 = 0} = H ist abgeschlossen, also H € By. Da H =
U2y (=l x {0}) und Ag([—n, nJ=" x {0}) = 0 (vel. b)), gilt Ag(H) =

Aa(US ([=n, n]?=1 x {03) P2 Ty, o0 Ag([—n, ]! x {0}) = 0

Zum Fortsetzungssatz
Sei 1 : R — [0, 00] ein Pramak auf dem Ring R und A C X. Setze

p*(A) :=inf {ZH(Bk) :ByeRfirneN, AC U Bk}
k=1 k=1

(Dabei ist inf () := c0.)
Ferner:

A(p) ={AC X :VB C X gilt u*(B) > p*(ANB) + u*(A°N B)}
Lemma 1.22. u* ist ein dufleres Maf, d.h.:
a) p*(0) =0
b) ACBC X = u*(A) < u*(B)
¢) 45 C X, jeN= (Ui 45) € 52, 07 (4))
Beweis.  a) folgt mit By = By =--- = ).

b) gilt, da in (1.8) die By, fiir B auch fiir A (C B) genommen werden koénnen.

(1.9)

c) Die Behauptung gilt, wenn ein p*(A;) = oco. Andernfalls wihle e > 0. Dann folgt

mit (1.8):
IBjx € R (j,k € N) mit 4; C | ] By,
k=1
pr(A) =) B -2 e= |4, | B
k=1 j=1 k=1
und
* N (1'8) - * - * —7 - *
(U4 < S w8 < S (A) +277 -0 = S (4y) + e

Grenzwertbildung fiir € — 0 lieft die Behauptung.

O]

Lemma 1.23. A(p) ist eine o-Algebra und die Einschrinkung T von p* auf A(u) ist ein

Maps.

Beweis von Thm 1.18. Sei A € R.
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1) DaACc AUQUD ..., gilt p*(A) < u(A).
Wenn p*(A) = oo, dann gilt p*(A) = p(A). Sei also p*(A) < oo.
Wiéhle € > 0. Dann existieren A; € R (j € N) mit

AcC U Aj und Z,u(Aj) < p*(A) +e.
j=1 j=1

Ferner gilt

[e.9]

A:AQGAj:U( ANA; ).
N——

=1 I=1 cR nach Def 1.5
Damit folgt
wie Satz 1.14 <2 wie Satz 1.14 <2
()" LTS an a) YT ) < 4y +e
=1 j=1

Mit € — 0 folgt dann p(A) = p*(A) VA € R.

2) Zeige: A € A(p).
Denn dann folgt mit Lem 1.6 o(R) C A(p).

Sei B C X. Wenn p*(B) = oo, erfiillen A und B die Ungleichung in (1.9). Sei also
p*(B) < oo. Wihle e > 0= 3A; € R (j € N) mit

BcC U Aj und ZM(Aj) < p*(B) +e.
j=1 j=1

Daraus folgt BN A C JjZ; 4; N A. Nun gilt auferdem
——

€R

BnA“c | JAjnA®. (¥
AZIH,_/
J €ER

Daraus folgt

e+ (B) 2 ) n(A) =) (u(4;NA) + p(A; N A%))

Mit € — 0 folgt (1.9), also A € A(u) (VA € R).
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Satz 1.24. Seix € R? und A € By. Dann gelten:

a) v+ A€ By

b) Ma(A) = Aa(z + A)

c) Wenn p ein Maf$ auf By ist, dass b) erfillt, dann:

u(B) = p((0,1)7) - \a(B) VB € By

Beweis.  a) Seien z € RY, A € B fest. Setze A := {B € By mit x + B € By}.

Zeige: A € A. Klar: J; C A, RY € By.

Wenn B € A, dann 2+ B¢ = {y € R? : y = x+d fiir ein d ¢ B} €Bi= U2, Bj €
A = A ist o-Algebra.

Wenn Bj € A (j €N), dann 2 + B; € By = ;2 (v + Bj) =v + U2, Bj € By =
UjZ, € A= Aist eine o-Algebra.

Lem 1.6 sagt uns: By = 0(Jy) C A. Damit folgt A € A.

Sei 2 € R fest. Setze pu(B) = Ag(x + B) VB € By = u(0) = Xg(0) = 0 = (M1).
Seien B; € B, disjunkt (j € N). Dann gilt:
:UJ(UjeN Bj) = Ai(z + UjeN Bj = )‘d(UjeN(x + Bj))

Ag ist Maf 00 00 . ..
= > jo1 Aalx + Bj) = 3202 u(By) = (M2) gilt fiir 4.

Sei I € Ty = u(l) = Aa(z + 1) 2 \a(1) = u(I) = A\g(I) VI € Jy. Da Jy A), B)

in Thm 1.19 erfiillt und By = 0(Jy), folgt mit Thm 1.19, dass p = Ay auf By gilt.

(Skizze fiir d=1). Sei pu wie in Behauptung c¢) und ¢ := p((0,1]) € [0, 00). Dann gilt

e = (0, 31) + (3, 1) "= 2 (0, 1)
= u((0,3]) = ¢ M((0, 3])
Induktiv zeigt man: p((0,27"]) = ¢- A1((1,277"]) fiir alle n € N.
Durch Verschieben und disjunkte Vereinigungen folgt u(I) = ¢ - A\ (I) fir alle
Intervalle der Form I = (a,b] mit a,b = m - 2" fiir gewisse m,n € Z
Das System dieser Intervalle erzeugt B; (Beweis von Satz 1.9) und erfiillt A), B)
in Thm 1.19. Damit folgt die Behauptung.
O

Ana III, 07.11.2008

Theorem 1.25. )y ist requlir, d.h.: VA € By gelten:

a) Ai(A) =1inf{ \4(O) : O offen, A C O}

b) Mi(A) =sup{Ag(K) : K kompakt, K C A}

Beweis.  a) “<“ folgt aus der Monotonie von Ag

“‘=*klar. wenn \j(A) = oo. Sei also \j < co. Wihle € > 0. Nach (1.8) gilt:
EIJ' eJq (] c N) mit A C U;)il Ij, Z;il )\d(Ij) < )\d(A) +e€ (*)
(4)
=N}
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Wie im Beweis von Satz 1.17 findet man offene O; mit I; C O; und A\4(0;) <
N(Iy) +279 € (%) € N) (++)
(%)
= 0 := 2, Oj ist offen und A C U2, O;.
Satz 1.14 __ () oo i €
=M(0) < YR M(0) £ TR ML)+ 277 e < Mg(A)+2-€
j=1

2
Mit e — 0 folgt a).

b) “>* folgt aus der Monotonie von \4. Sei A € By.
1) Sei zuerst A C B(0,7) =: B fiir ein 7 > 0. Sei € > 0. Nach a) fiir B\ A:
3 offenes O mit B\A € O und A\g(0) < Ag(B\A) + € "2 \y(B) — \a(B) +
e (+)
Daraus folgen:
— K := B\O = BN O° ist abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt.
- KCBN(B\A)*=BnN(BNA%) =A

BCKUB Satz 1.14 (+)
— )\d(B) < )\d(K U O) < )\d<K) + )\d(O) < )\d(K> + )\d<B) —

)\d(A) + €
alleg fn K Ad(A) < Ag(K) + e. Damt folgt b) fiir beschrankte A.
2) Sei A € By beliebig. Setze A, := AN B(0,n) (n € N)
= Ap C Api1 (Wn € N), U, Ay = A. Mit 1) folgt:

3K, kompakt, mit K,, C A, und A\g(A4,) < \g(K,) + %
Durch Grenzwertbildung fiir n — oo folgt mit Satz 1.14:

n—oo

)\d(Kn) —_— )\d(A)7 weiter K,, C A.
O

Bemerkung. Der Beweis von Thm 1.25a) zeigt, dass man O als eine Vereinigung offener
Intervalle nehmen darf.

Auswahlaxiom. Sei M eine nichtleeres System nichtleerer Mengen A C X.
Dann gibt es eine Abbildung ¢ : M — |J 3 A C X mit ¢(A) € AVA € M.

Satz 1.26. 3Q € P(R?)\B,.

Beweis. Betrachte auf (0, 1]¢ die Aquivalenzrelation gegeben durch X ~Y < z—y € Q%
Sei Q:= {¢(A): Ae M}, wobei M die Menge der Aquivalenzklasse zu ~ ist und ¢ aus
dem Auswahlaxiom. Damit folgt:  C (0, 1]¢.

Sei {q1,¢2,...} := QN [~1,1]% Dann folgt

(0,117 ¢ [j (gn +Q) C [-1,2]% (%)

Diese Vereinigung ist disjunkt, da jedes 2 € (0,1]¢ in genau einer Aquivalenzklasse liegt.
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Annahme: Q € B,.
o-Subadd. M2 I _ oo
Dann 3¢ = \g([-1, 2D T > AaUpen a4 "2 3220 () S22 52 2 (0) =
Aa(Q) =0
*) wie oben 00 . .
Aber: 1 = 2;((0,1]%) < AU, (g0 +9)) ob Y1 Aa() = 0, was ein Widerspruch
ist. O
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2 Messbare Funktionen und das
Lebesgue-Integral

TODO: Einleitung mit Bildern

2.1 Messbare Funktionen

Definition 2.1. Sei A eine o-Algebra auf X # () und B eine o-Algebra auf Y # (). Eine
Abbildung f : X — Y heifit A-B-messbar, wenn f~!(B) € A VB € B.

Bemerkung 2.2. a) Sei f: X — Y A-B-messbar. Dann ist f A’-B’-messbar fiir jede
o-Algebra A" auf X mit A C A’ und B’ auf Y mit B’ C B.
Weiter ist die Einschrankung f|x, : Xo — Y fiir jedes Xy € A Ax,-B-messbar

(vgl. (1.1)).

b) Wenn A = P(X) oder B = {0, X}, dann ist f: X — Y A-B-messbar.

1 A
c) Sei A C X. Setze 14(x) := e . Sei B € B;. Dann gilt:
0 ,o¢A

A ,1€Bund0¢ B,
A 1¢ Bund 0 € B,
X ,1e€Bund0€ B,
0 ,1¢Bund0¢ B

1,'(B) =

d) Sei A eine o-Algebra auf X = 14 ist A-Bj-messhar < A € A.
1 ist nicht B1-Bi-messbar.

Ana III, 10.11.2008

Satz 2.3. Seien A, B,C o-Algebren auf X,Y,Z # (). Dann gelten:

a) Wenn f: X =Y A-B-messbar und g : Y — Z B-C-messbar, dann ist h :== go f :
X — Z A-C-messbar.

b) Seien 9 £ E CP(Y), B=o0(E), f: X =Y. Dann gilt:
f A-B-messbar < f~1(E) € AVE € £.
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Beweis. a) Sei C € C. Dann folgt, weil g messbar ist, dass g~ (C) € B gilt. Da auch

f messbar ist, gilt auch f~1(g~1(C)) € A.

b) “=" ist klar, denn £ C o(&) = B.

“<«<" zeigen wir mit dem Prinzip der guten Mengen:
f+(A) ={C cY : f~YB) € A} ist eine o-Algebra auf Y (siche Ubung). Nach
Voraussetzung gilt £ C f.(A). Mit Lem 1.6 folgt o(f«(A)) = f«(A), d.h., f71(B) €
AVB e B.

O

Definition 2.4. Sei X C R? nichtleer, X € B;. Die Funktion f : X — R heifit
Borel-messbar, wenn sie B(X )-Bg-messbar ist.

AD jetzt sei stets ) # X € By und "messbar” heie stets Borel-messbar.

Satz 2.5 (Eigenschaften Borel-messbarer Funktionen). Seien X € By, f,g: X — RF,
wobei f = (f1,...,fr)’. Dann gelten:

a) f stetig = f messbar

b) f messbar < fi,..., fr : X — R messbar

¢) f,g messbar, o, BER =>a-f+F-g: X — RF messbar

d) f,g : X — R messbar = f-g: X — R und falls f(x) # 0 Vx € X, dann ist

% : X — R messbar

e) f,9: X — R messbar = {z € X : f(x) > g(x)} € B(X). (Analog fiir 7>")

Beweis. a) U C RF offen foigris Y U) c O(X) c B(X). Da O(X) Erzeuger von

b)

d)

B(X) ist, folgt die Behauptung aus Satz 2.3b).

“=": Die Projektionen p; : RF — R,pj(z) = z;, sind stetig und damit nach a)
messbar. Damit f; = p;j o f messbar nach Satz 2.3a).
“«": Seien a,b € Q¢, a < b (Erzeuger).
f(z) € (a,b] & fj(x) € (aj,b;] V5 € {1,...,k}.
fY((a,b)) = ﬂ?zl fj_l((aj,bj]) € B(X), also ist f messbar nach
~—_———
€B(X) nach Vor.
Satz 2.3b).

Nach b) gilt: o = (f,¢9)T : X — R¥** messbar. Ferner ist ¢ : R?* — R, p(z,y) =

a-x + [ -y stetig und nach a) messbar.

Satz 2.3
atz:> a)a.f+ﬂ - g = p o h messbar.

Wie ¢) durch Stetigkeit der Multiplikation und Inversion.
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e) Nach c) ist h = f — g messbar.

fo e X: f(@) > g(@)} = {z € X : h(x) > 0}
—hl({y e Ry > 0}) € BX).
eB;

O

Beispiel. a) Sei f: X — R¥ messbar, p € [1,00]. Dannist g : X — R, g(z) = |f(z)|p,
messbar, denn es gilt g = |- |, o f und | - |, ist stetig.
b) Sei X = AU B, mit A, B € By diskunkt und f : A — R¥, g : B — R¥ messbar.
f(x), z€A

Dann ist h: X — R¥ h(z) = .
g(z), r€B

Beweis. Seien a,b € Q", a < b (Erzeuger). Dann gilt:

h~((a,b]) = {x € X : h(x) € (a,b]}
={rxeA: f(z) € (a,b]}U{z € B:g(z) € (a,b]}
= /7 (a,0)) U g7 ((a,0]) € B(X)
eB(A)CB(x) eBB)CBX)

Dabei gilt (*) nach Korollar 1.11:
BA)={CeB;:CCA}Cc{CeB;:CCX}=B(X)
Mit Satz 2.3b) ist damit der Beweis erbracht. O

Beispiel. X. =R? h:R? >R,

My = |5 = @) (@) e RA{0} xR) =i 4
’ c=:g(z,y), (z,9)" € {0} xR=:B

f, g stetig auf A bzw. B sind. Da R? = AUB und A, B disjunkt, folgt mit b) aus dem

obigen Beispiel, dass h messbar ist.

, wobei ¢ € R beliebig ist und

Um fiir Funktionenfolgen f; : X — R j € N, immer sup,,cy fj(2), inf,,en fj(x) bilden zu
koénnen, setzt man R = [—00, 00 := R U {—00, 0}.

Rechenregeln: Sei a € R.
e +00+ (£o0) = £00, oo +a =a+00==+00

. a'(ioo)z(ioo)-a:{ioo’ a € (0.

Foo, a € [—00,0)

e Verboten bleiben: +o00 + (—0), %, %,% usw.
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Ordnung: —oco < a < 400 (Va € R).

Konvergenz: Fiir (z,)neny C R schreibe: x,, %0 oo,
falls VC € RAN. e N:z, > cVn > N,
(Konvergenz gegen —oo entsprechend mit “<”)

1
_ 1 0
Beispiel. f: R = R, f(z) = {”3’ 7
400, =0

Notation: Setze fiir f,g: X - R, a € R

{(f=9}={zeX: [()
{(f=a}={recX:f(z)

(Analog fiir <, <,=,>,>,...)

g9(x)},
a}.

Erinnerung: f < g < f(z) < g(z)Vz € X
Definition. Definiere auf R die Borel’sche o-Algebra By durch
Bi={BUE:B¢€B;, EC{—00,+00}}. (2.1)

Man priift leicht nach, dass B; wirklich eine o-Algebra auf R ist.
Offensichtlich gilt By C B;. B
Funktionen f: X — R, die B(X)-Bi-messbar sind, heifen ebenfalls (Borel-) messbar.

Lemma 2.6. a)
Bi=0({[~00,a] : a € Q}) =: Ay
o({(a,00] :a € Q}) =: Ay
=o({[a,0] : a € Q}) =: A3
=o({[-00,a):a € Q}) = Ay

b) f: X — R ist messbar

s {f<a}eBx)VaecQ
e {f<a}eB(x)VacQ
< {f>a}eB(x)VacQ
< {f>a} e B(x)VacQ

x

Als Spezialfall gelten die entsprechenden Aquivalenzen fiir Funktionen f : X — R, denn
so ein [ ist B(X)-By-messbar genau dann, wenn es B(X)-Bi-messbar ist.
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Beweis.  a) Ay C Aj folgt aus [—o0, a] = (a,00]® € Az und Lem 1.6. Genauso As C Ay.
Ay C Ag wegen (a,00] = (02 [a+ 1, 00] € A3 und Lem 1.6.
Ay C By wegen [—00,a) = {—o0} U (—00,a) € By und Lem 1.6.
Es bleibt zu zeigen: By C A;

Es gilt {—oo} =, [—00, —n] € A1 = (—00,a] = [—00,a]\{—oc}

n=1
:e?%'g Bi C (A1). Ebenso {+oc} € A; = By C A;.
b) folgt aus a) und Satz 2.3b).
Spezialfall folgt aus f~'(BUE) = f~(B) fiir B € B(X) und E C {—o0, +0o0}. O

Ana III, 14.11.2008

Definition. Sei f, : X — E messbar, n € N.
Definiere sup,,cy fn : X — R durch

(sup fn) (z) :==sup fa(z), € X

neN neN

(Analog definert man inf,en fn, lim, .. fn, limy_oo fn)

Falls: lim,, o f5(7) in R fiir alle # € X existiert, setzt man
( Tim. fn) (#) = lim fu(z) €R (V2 € X).

Dabei gilt
max {f1,...,fn}=sup{f1,..., fn, Ny}

1<n<N

(min analog).

Satz 2.7. Seien f, : X — R fiir jedes n € N messbar. Dann sind die Funktionen

SUPpen fr, infnen fr, im, o fn, imyeo frn und (falls Vo € X existent) limg,_yo0 fn
messbar.

Beweis. Sei a € R. Dann gilt {(sup,en fn) < a} = (Nentfo < a} € B(X) und {zr € X :

infpen fn(z) > a} = ,enlz @ fr(z) > a} € B(X).
Mit Lem 2.6 folgt dann, dass sup,cy fn und inf,cy f, messbar sind. Damit sind auch

limy, o0 frn = infjensup,>; fn und lim, , . fr, = supjey inf;>; f@essbar.
Wenn existent fiir alle € X, dann ist somit auch lim,,_,so fr, = lim;, o0 fr, messbar. [

Bemerkung. Satz 2.7 ist falsch fiir iiberabzdhlbare Suprema, denn:
Sei () € By aus Satz 1.26, f; := 14,3, © € . Dann sind alle f, messbar, aber sup,cq 1(;) =
1q ist nicht messbar, da Q ¢ B;.

Satz 2.8. Seien f,g: X — R. Dann gelten:
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a) Seien f,g messbar und o, 8 € R. Wenn o+ f(x) + - g(x) fir alle x € X definiert
ist, dann ist a- f+B-g : X — R messbar. Wenn f(z)-g(x) fiir alle x € X definiert
ist, dann ist f-g: X — R messbar.

b) f messbar < fi = max{f,0} und f_ := max{—f,0} messbar = |f| messbar.

Bemerkung zu b): f = 1q — 1qe ist mit  aus Satz 1.26 nicht messbar, aber |f| = Ipa
st messbar.

Beweis.  a) Betrachte f,(x) = max{—n, min{n, f(z)}} fiir n € N, x € X. Genauso fiir
g. Da konstante Funktionen immer messbar sind, sind nach Satz 2.7 f,, g, Vn € N
messbar.

Es gilt: fuo(z) — f(x), gn(z) — g(x) (n — o0) Vz € X (auch dann, wenn
f(z),9(x) ¢ R).
Sei a- f(z) + B - g(x) definiert. Dann gilt:
a- fu(z)+ B gx) = o f(z) + B gl).
(Das ist klar, wenn f(z), g(x) € R. Sei deshalb etwa o = 8 =1, f(x) = 00, ¢g(x) €
R. Sei n > |g(z)]. Dann o - fu(z) 4 8- gn(x) = n + g(z) 2= 00 = f(x) + g(z).)
Mit Satz 2.7 folgt dann, dass « - f 4+ 3 - g messbar ist.
(Ahnlicher Beweis fiir f - g. Beachte dabei: Falls f(z) = 0, g(z) = oo folgt: f,(z) -
gn(2) =0-n =05 0= f(x)-g(x).)

b) Beide “=" folgen sofort aus Satz 2.7.
Erstes “<” folgt aus a) und f = fi — f_, |f| = f+ + f-.
Beachte: fi und f_ sind nur einzeln gleich 0.

Bemerkung. Satz 2.7 und Satz 2.8 gelten genauso fiir R-wertige Funktionen.

Beispiel. Seien f; : X — [0, oo] messbar fiir j € N. Dann existiert g, (z) := > i, f;(x) €
[0, 0¢] fiir alle € X und g, ist nach Satz 2.8a) messbar fiir alle n € N.
Mit Satz 2.7 ist also g := Z;’il fj = sup,en gn = limy, o0 gn ebenfalls messbar.

Definition 2.9. Eine messbare Funktion f : X — R heifst einfach, wenn sie endlich viele
Werte annimmt, d.h. |f(X)| < co. Seien y1, . .., yn € R alle verschiedenen Funktionswerte
von f. Setze A; = f~1({y;}). Da f messbar ist, folgt nach Definition der Messbarkeit,
dass A; € B(X) fiir alle j € N. Dann heift

n
f= Zyj “La,
j=1

die Normalform von f.
Beachte: Die Vereinigung X = A;U...UA,, ist disjunkt.

Bemerkung 2.10. Linearkombinationen, Produkte, endliche Minima und Maxima ein-
facher Funktionen sind wieder einfach.
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Satz 2.11. Sei f: X — R messbar. Dann gelten:

a) Es existieren einfache Funktionen f, mit f, ALEN [ (punktweise).

b) Ist f beschrankt, so gilt a) mit gleichmdfliger Konvergenz.

c) Sei f > 0. Dann gilt a) mit f,, die f, < fo+1 (Vn € N) erfiillen.

n—o0

Korollar 2.12. f : X — R messbar < es existieren einfache f, : X — R mit f,, ——— f
(punktweise).

Beweis. Satz 2.11 und Satz 2.7. OJ

Beweis von Satz 2.11.  ¢) Sei f >0, n € N.Setze

B — [j-27",(j+1)-27"), j=0,...,n-2""1
e [n,00), j=mn-2"

Ajp = f7H(Bjn) € B(X) (da f messbar)

firallej =0,...,n-2", n € N. Dann folgt, dass die Vereinigung X = szo non Ajn
fiir jedes n € N disjunkt ist. Setze auferdem fiir n € N

n-2"
foi=Y_j-27" a,.

J=0 =min Bj,

Dann ist f, einfach und fir x € Aj, gilt: f,(x) = j-27" < f(x),also f, < fVn € N,
TODO: BILD

Ferner gilt

4 Agjnt1UA2j 141, j=0,...,n-2"—1
jn = +1)-2n+1 . :
](ann,;n+l Ak,n+1; j=n-2"

Fiir z € Ay, gilt

=2.j-2700 = £ (2), z € Agjni
<@2-j+1)-270H) = f(2), 2 € Agjyian

falz)=73-27" {

Also gilt f(z) < fogi(x) Vo € Ajp, falls j <n- 2"
Sei x € Apgn. Dann gilt f,,(z) =n =n-2"t1.2-0HD) < poo=(4D) — ¢ () fiir
alle k € {n-2"*t1 .. (n+1) .27}
Also: fn < fug1 (Vn €N).
n— o0

A) Wenn f(x) = oo, dann © € Ap.ony, fir allen € N= f,(z) =n —— o0 =

f(@).
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B) Wenn f(x) < oo, dann liegt z fiir alle n € N mit n > f(z) in einem Aj(,),
mit j(n) < n-27". Dann folgt

fa(x) =3(n) - 27" < f(z) < falz) 277 (%).

n—oo

Und somit |f(x) — fn(x)] < 27" —— 0, woraus Behauptung c) folgt.

n—o0

a) Setze fn = (f4)n — (f=)n fiir n € N. Dann ist f,, einfach. Nach c) gilt: f, ——
fr—f=".

b) Wenn f beschrinkt ist, tritt fiir n > || f]|c in ¢) stets B) ein. Fiir alle n > || f||oo
gilt dann (%) Va € X, also f, MimE N (gleichméfig).
O

2.2 Konstruktion des Lebesgue-Integrals

Weiterhin sei () # X € B, versehen mit B(X) und A = A\4.

Bemerkung. Alles in dem Abschnitt 2.2 geht entsprechend fiir beliebige Mafsrdume
(X, A, ).

Vorgehen
A) Integral fiir einfache f: X — R.

B) Integral fiir jedes messbare f : X — [0, o0].

C) Integral fiir gewisse messbare f : X — R.

Ana III, 17.11.2008

Schritt A: Integral fiir einfache, positive Funktionen

Definition 2.13. Sei f : X — Ry einfach mit Normalform f = »"}" | yx14,. Dann setzt
man:

[ t@e= [ fde =Y naa € 0.x)
k=1

Beachte: 0- 00 =00-0=0,y1,...,Ym > 0und f(z) =yp & z € A
Problem: f hat viele Darstellungen, z.B.: 14 =2-14 —1x +14ce =14+ 0 14
Frage: Ist fx fdx unabhéngig von der Darstellung von f?

Lemma 2.14. Seien Bj € B(X),j=1,....,nmit U;2, Bj=X undz; eR,j=1,...,n
sowie f = 1_) zj1p;. Dann gilt:

f(z)dz =) 2;A(B;))
J =3
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Beweis. Durch iteratives Schneiden und Differenzmengenbilden erhélt man disjunkte
C; € B(X),i = 1,...,1 sowie Mengen I(j) C {1,...,l} und J(i) C {1,...,n} mit:
(x)Bj = Lﬂie[(j) Ciund C; C Bj,je€J@i) (Vj=1,...,n,i=1,...,1). Dann folgt:

>z AB sz > A Z )Y %=
Jj=1 Jj=1  i€l(j) i=1 JEJ (1)

Setze fiir i = 1,...,0 1 w; == } ;)% = f(z), wenn x € Cj. Vereinige die C; mit
gleichem w;(i = 1,...,1l) zu einer Menge Ay € B(X) (k = 1,...,m). Sei f(x) = y
fir € Ay, dh.: A = f71({yx}). Dabei sind y1, ...,y die Funktionswerte von f,
die paarweise verschieden sind. Da die C; disjunkt sind, gilt S = Y}, ysA(Ax) und
f=>1  yrla, ist die Normalform. Mit Def 2.13 folgt dann die Behauptung. O

Lemma 2.15. Seien f,g: X — Ry einfache Funktionen, o, 3 € Ry, A € B(X). Dann:
a) [y 1adx = \(A)
b) [(a-f+B-g)(x)de=a- fX x)dx + (- [y g(x)dx (Beachte Bem 2.10)
¢) f<g= [y fl@)de < [y g(x)

Beweis.  a): Folgt aus Def 2.13.

b),c): Es seien f = Z?:l yila,,9 = > ey 2klp, in Normalform. Seien Cj, i = 1,...,1
alle Schnitte der Form A; N By, sodass {Ci : ¢ =1,...,1} disjunkt ist. Seien weiter
U € {y1,...,yn} und Zj € {z1,..., 2} die Funktionswerte von f bzw. g auf C;.
Dann folgt: f = 22:1 vile,, g = 22:1 Zilc,.

b): Esgilt a-f+3-g= 2221(@'E+5‘Z7)1Ci- Daraus folgt
l
/X< “f+B-g ben 2 Za Yi+ B Zz (Cz)
—aZyz »>+/32z7x<0
i=1

Lem:2.14/ fdx+/ gda.
X X

¢): Nach Voraussetzung gilt 7; < z;. Damit und mit b),c) folgt:
Jx fdz = TACH) < X0, BAG) = [ gda.

33



Schritt B: Integral fiir messbare Funktionen f: X — [0, o0
Sei f: X — [0, 00] messbar. Nach Satz 2.11 gilt:

J einfache f, : X — Rimitf, < for1 (Vn €N), f, = f (pw,n — o) (2.2)

Nach Lem 2.15 gilt:

/ foda < / fusrde (vn € N) = 3 lim / Fodz = sup / fudz € [0, 0]

neN

Definition 2.16. Sei f : X — [0, 00| messbar und f,,,n € N wie in (2.2). Dann setze:

/fdx—/ f(a)de = lim /fn d:r—ilég/ Fu(@)dz € [0, o]

Lemma 2.17. Sei f : X — [0, 00] messbar. Dann gilt:

/ f(x)dx = sup <{/ g(x)dx : g: X — Ryeinfach,0 < g < f}) =5
X X

Beweis. Sei f, wie in (2.2). Da [ fdz = sup,cy [ fadz, gilt [ fdz < S.

Zu >: Sei g einfach mit 0 < g < f und g = > ;" yxla, (Normalform). Sei a > 1 fest,
aber beliebig, und B, = {z € X : afy(x) > g(z)} = {afn > g} (n € N)

Aus Satz 2.5 folgt dann: B, € B(X)Vn € N. Beachte dabei a- f;, > 14()

Sei z € X. Wenn f(z) = 0, dann folgt wegen 0 < g < f:

g(x)=0=x€ B,VneN

Wenn f(z) > 0= f(z) > Lg(z). Da fu(z) = f(z), folgt:

In(z) € N: fo(z) > 1g(z),Vn > n(z) = z € B,Vn > n(z)

= X = U,en Bn. Ferner B, C Bpy1, da fr < fug1 (Yn € N) (xx)

Damit gilt

Def 2.13 “ Satz 1.14 .. “

[ ot 2 Sy a4 Y i Y g A0 By)
k=1 () k=1
Lem 2.14 .. Lem 2.15
=" lim [ g(z)-1p,(x)dx S Jim [ o fr(z)
Lem 215 . ful() Def 2.16 / @
n—oo

Daraus folgt mit o — 1: [ gdz < [ f(z)dz 258 < [ fdu. O

Lemma 2.18. Seien f,g: X — [0, 00] messbar und o, B € R. Dann:
a) [(a-f+B-g)(x)dr =a- fX z)dz + 8- [ g(x)
b) f<g= [y flx)dx < [y g(z)
¢) [y f@)de =0 X{f>0})=0
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Beweis.  a) Seien f,, g, wie in (2.2). Nach Bem 2.10 und «, 8 € R erfiillen af,, + Bgn,
(2.2) fir af + Bg.
Damit gilt

/(af+ﬁg)d 20 hm/afn+ﬁgn)
bem 215 Tim ( / fodr + B / gdz)

Del2.16 oz/fdx—i—ﬁ/gdx.

b) Sei A= {f > 0} € B(X), seien f, wie in (2.2) fiir f.

i) Sei AM(A)=0. Da 0 < f, < f, gilt fo(zr) = 0, wenn = ¢ A. Dann folgt
fa < Lallfalloo 570 < [ fuda < [llfallooladz = || flacA(A) = 0= 0 =
limn_moffndx ffd .

ii) Es gilt

o,

Def_2 16

/f(x)dx Lem 217 sup /u(m)dw

0<u< f,u einfach

f<g

< sup /u(aﬁ)dac— /g(:c)dac.
0<u<g,u einfach

iii) Sei | fdx = 0. Setze A, := {f > %} fir n € N. Daraus folgt: |J,cny An =

b) em
A f> L1, Damit 0= [ fdo > [ 11, de """ La(4,) > 0= MA,) =
0,vn € N.
Satz 1.14 oo
= A4) = A(UnZl An) = 2oL AMAn) =0.
O

Theorem 2.19 (Monotone Konvergenz, B. Levi). Seien f, : X — [0,00] messbar und
fn < fog1 (VR e N). Sei f=1limy, 00 fro = sup,ey fn. Dann:

/X F@)da = /X Tim fo(x)de L lim [ hula)da = sup / fulz

neN

Bemerkung. a) Konvergenzaussage ist ohne Monotonie falsch:
Bsp: f = 11j9,,) = f =0 (glm.), aber [ fodz =1"570= [ fda.

Ana III, 21.11.2008

b) Die Konvergenzaussage ist im allgemeinen falsch fiir fallende Folgen.
n—oo

Bsp: fn == 1o 0 R =& R = f, —— 0 (punktweise), f, > fai1, aber
einfache
fR fndz Furktion A1([n, 00]) = oo und fR O0dx = 0.
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c¢) Die Konvergenzaussage ist im allgemeinen sinnlos fiirs Riemannintegral.
Bsp: Sei Q = {¢1,42,---}, An :={aq1,---,aqn}, fn = 1a,. Dann ist f,, Riemann-
integrierbar mit f, < f,41, aber sup, ey fn = 1lg ist nicht Riemannintegrierbar,
obwohl R- [ fndz =0 Vn € N.

Beweis von Thm 2.19. Nach Satz 2.7 ist f = lim,,_,co f messbar. Zweites “=" folgt aus
[ fadx < [ foy1dz und Lem 2.18b). Nach (2.2) gibt es Vn € N einfache up; : X —

Ry, j € Nmit upj < upjr1 < frn (%) und uy,; RNy (punktweise).

Ziel: Konstruiere zu f einfache v; wie in (2.2) mit v; < fj.

Setze: vj = max{uyj,ugj, ..., uj;}, j € N. Dann ist v; nach Bem 2.10 einfach.
Ul U2 ... Uy <o Ul
Uz ... U < Uj42
Ujj S Ujj
nach Vor.
Wegen (x): v; <wvjpq und v; <max{fi,...,f;} = = f;i <[ (xx).

Monotonie
Ferner gilt fiir alle j € N mit j <n = u,; < v;, damit:
nach Vor.
fn = SUDjjeN Unj < SUPjen Uj (3 % ).
(k)

Es folgt f = suppen fn < sup,en(supjenvj) < f, also f = supjeyvj, d.h., v; erfiillt
(2.2) fiir f. Per Definition gilt dann

/fdx 2ef sup/ vidr < sup/ fidx /fda:
jeN Lem 2.18 jeN Lem 2.18

Korollar 2.20.  a) Seien fj : X — [0, 00| messbar. Dann gilt

Y fi|de= Z/ fidx
b) Seiw: X — [0,00] messbar. Setze fir A € B(X)

w(A) = /X 14(z) - w(z)dx

(Dann ist p ein Maf auf B(X) und wird Gewicht oder Dichte genannt.)

Beweis.  a) Es gilt

(e} n
. Thm 2.19 .
fi dx:/ lim filde = / f dx
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b) Zeige die Makeigenschaft.

(M1) = u(0) = [§ 1p(z)w(z)dz = [y 0dz = 0.
(M2) : Seien A, € B(X) disjunkt, n € N. Dann:

u (U An) = /X 1y, 0 An () - w(z)do

neN
:/){(7;114”> () - w(z)dzx
2) 3 2)w(z)de = 3
;/le‘"” (@)t 25 )

O]

Lemma 2.21. Seien f: X — [0, 00| messbar und § #Y € B(X). Dann sind fly : Y —
[0,00] auf Y und 1y - f : X — [0,00] auf X messbar und es gilt

/dea;:/xly-fdx.

Beweis. f|y ist messbar wegen Bemerkung 2.2 und 1y - f ist messbar nach Satz 2.5d).
Setze

n
g::sz-lBj X =Ry, zjeRy, BjeB(X).
=1

Dann ist g einfach und es gelten gly = Z?Zl zj - 1p,;ny und

ef n n
/ gda:D: ZZj~)\(BjﬂY) :/ sz'lBjﬁde
1% — X
J J
:/ sz-lBj-lydx:/ 1y - gdzx.
X X

=1

Damit gilt die Behauptung fiir einfache Funktionen.

Fiir den allgemeinen Fall, in dem f : X — [0, co] beliebig ist und messbar ist, gibt es nach
Satz 2.11 einfache f,, : X — [0, 00] mit f,  f (n — 00). Dann gelten auch f,|y * fly
und 1y - f,, 1y - f (x — o0), also

/ fdz 2 lim / Fodz T RN iy / 1y - fode 2 / 1y - fda
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Schritt C: Integral fiir R-wertige Funktionen
Sei f: X — R messbar. Nach Satz 2.8 sind dann auch f,, f : X — [0, 00] messbar.

Definition 2.22. Sei ) # X € By. Eine messbare Funktion f : X — R heifit (Lebesgue-)
integrierbar, wenn [y fidz, [\ f-dz < oc.
In diesem Fall definiert man (Lebesgue-) Integral) durch

/dex ::/Xf(x)dx ::/Xf+(x)dx—/xf_(x)da:eR.

Hiervon ist f : X — R ein Spezialfall. Man setzt

LYX):={f: X = R | f messbar und integrierbar}.

Bemerkung. Sei f: X — [0, 00] messbar. Wegen f_ = 0 gilt
f integrierbar < / f(x)dx < 00
X

Bemerkung. Fiir einen Mafraum (X, A, ;1) definiert man das Integral [ fdz vollig ana-
log, indem man A-Bj-messbare Funktionen betrachtet und iiberall A(A) durch pu(A)
ersetzt.

Beispiel. Sei X = N, A = P(N) und p das ZahlmaR, d.h.: u(A) := |A|. Schreibe f :
N — R als a, = f(n). Dann [ fdu = Y77 an, falls existent.

Satz 2.23. Sei f : X — R messbar. Dann sind dquivalent:
a) f ist integrierbar.

b) Es existieren integrierbare u,v : X — [0,00] mit f = v — v (wobei v und v nie
gleichzeitig co-wertig sind. ).

¢) Es existiert ein integrierbares g : X — [0, 00] mit |f| < g.
d) Die messbare Funktion |f|: X — [0, 00] ist integrierbar.

Wenn a)-d) gelten, dann [ fdxr = [y udz — [ vdx.
Weiter folgt £1(X) ={f: X = R | f messbar, [y |f|dz < oo}.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz von a),b),c) und d) durch einen Ringschluss.
e a) = b): Wegen Lem 2.21 gilt u = f4, v = f_ (f4, f- nie gleichzeitig co).
e b) = ¢): g := u+ v ist integrierbar nach Lem 2.18. |f| = |u+v| <u+v =g.

e ¢) = d): Aus Lem 2.18b) folgt [ |f|dz < [ gdz < occ.

Def 2.22

e d) = a) Esgilt 0< fy, f_ <|f| = f+, f- integrierbar £s f ist integrierbar.
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Letze Behauptung: Nach b) gilt: Ju,v >0: f=fi —f-=u—-v= fy+v=f_+u=

fX f++ fxvdx = fX fodx + qudx = fX fdx = fX udx — vadac, da alle Integrale
endlich sind. I

Ana III, 24.11.2008

Korollar 2.24. Sei f : X — R integrierbar. Dann gilt A\({|f| = oo}) = 0.

Beweis. Betrachte A := {|f|] = oo} € By. Es gilt |f| > n-14 (Vn € N). Dann gilt

o Lem 2.18 Satz 2.23
n-/\(A)Le:Q'men-lAd:r < Jxlfldz=:C R

= 0<A\A4) <€ (VheN). O
Satz 2.25. Seien f,g: X — R integrierbar und o € R. Dann gelten:

a) a- f und (soweit iberall definiert) f + g sind integrierbar und es gelten:

/Xa‘f(a;)d:c:a-/Xf(:c)dx,
6@ +a@yts = [ saiat [ .

Somit ist LY(X) ein Vektorraum und das Integral eine lineare Abbildung von £L1(X)
nach R.

b) Die Funktionen max{f, g} und min{f, g} sind integrierbar.

¢) Wenn f <g, dann [y f(x)dx < [y g(x)dx. (Das Integral ist monoton.)

d) | [x f(@)dz| < [y |f(z)|dz.
e) Sei) #Y € B(X). Dann sind fly und 1y - f integrierbar und es gilt

/Y fly (@)de = /X 1y (z) - f(w)de.

f) Seien \(X) < oo und h : X — R messbar und beschrinkt. Dann liegt h in L*(X)
und | [ h(z)dz| < [|h]so - AM(X).

Beweis.  a) Es gilt

[(=a)- (=Nl = (=) f5, «

IN
o

(a.f)i:{a'fia 0620
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Ferner sind nach Satz 2.23 und Lem 2.18 die Funktionen - f1 (o > 0) und (—a)- f+
(a < 0) integrierbar. Somit folgt die Integrierbarkeit von « - f und es gilt

[apde™ % [ prdn- [(a-p)do

{fa'f+dx—fa-fda:. a>0
J(=a)- fodz — [(—a) - fydx. o <0

18 /fd:c (Beachte —a > 0 fiir o < 0)
Def 2.22

Ferner gilt f 4+ g = f+ 4+ g+ — (f- + g—). Dabei sind u,v nach Lem 2.18 und Satz
Hﬁ’—/ —_——

u =V
2.23 integrierbar und nie gleichzeitig co-wertig.

"Denn: Sei z.B. f(z) = oo. Dann gilt fi(z) = f-(z) = 0. Dann ist u(x) = cc.
Ferner gilt g(z) # oo nach Voraussetzung, woraus v(:c) = _( ) # 00.

Aus Satz 2.23 folgt, dass f + g integrierbar ist und es gilt

Jr+ado= [+ gido— [(1-+g)ds

_ (/f+dx+/g+dx> - (/f_+/g_dx)
Del2.22 / fdx + / gd.

b) max{f, g} ist messbar nach Satz 2.7, Ferner gilt 0 < max{f,g} < |f|+ |g|, wobei
|f] + |g| nach a) und Satz 2.23 integrierbar ist. Dann folgt mit Satz 2.23, dass
max{ f, g} integrierbar ist. Fiir das Minimum zeigt man es genauso.

c) Sei f < g. Dann gilt f < g4 und f- = (—f)+ > (—g)+ = g—. Damit folgt

/fdx—/ﬁ.dx—/f dx mg' /g+—/g da:—/gd:c

d) Da +f <|f] gilt, liefern a) und c)

i/fdx:/ifdx</|f|dw.

e) fly ist auf Y und 1y - f ist nach Bem 2.2, Satz 2.5 und Satz 2.7 auf X messbar.
Klar ist, dass

(fly)+ = fely und (1y - f)x =1y - fy (*)
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n. Vor.

gelten. Nach Lem 2.18 gilt [, 1y - fode < [ fodr < oo.
Mit (x) und Def 2.22 ist also 1y - f untegrierbar und es gilt

) . _ :
/le fdx Def—2.22/le frdx /le f_dx

Lem:2.21 /Y(f+)’de_/Y(f_)de(*:)/yf|de

f) Sei nun A\(X) < co. Da |h| < ||h||cclx integrierbar ist, ist nach Satz 2.23 integrier-
bar und nach d) und c) folgt

‘/ hdx
X

Beispiel. Sei f: X — R einfach mit Normalform f = 3;", yx - 14, , wobei y, = 0, falls
AM(Ap) = oo. Dann ist f integrierbar und [ f(x)dz = > 7)1, yr - A(Ag).

~

< / [hlde < [l - ACX).
X

O

Beweis. Satz 2.25a), da [ 14, = A(Ag). O
Ana III, 28.11.2008

Bemerkung 2.26. a) Sei f : X — R integrierbar und X = AUB fiir disjunkte
A, B € B;. Dann gilt

[ sao= [ us1m)gae 2 [ 1y s [ 1p- pao
X X X X

b) Sei f : [a,b] — R stetig und Riemannintegrierbar. Nach Satz 2.25f) ist f Lebes-
gueintegrierbar.
Weiter gilt R — f; f(x)dz = f[a p f(2)da.

Wir schreiben von nun an auch, f; f(z)dx fir das Lebesgueintegral. Der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung gilt auch fiir das Lebesgueintegral aus Ana

L

Beweis. Es gilt

b n —
R—/ f(z)dz = lim g fla+j- u) = lim updz,
a n—oo — n n—oo [CL b}
J=1 S—— ’
=itjn

wobei

n
Up = Z f(tj'fl) : 1[tj—l,n7tj,n]'
j=1
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n—o0

Ferner ||f — un|lococ —— 0 (da f gleichméfig stetig ist, vergleiche Anal §6). Damit
gilt

Satz 2.25
| f(:c)dx—/ updz| < / |f — up|dx
[a’b] [ayb}

[avb}

Satz 2.25
< f —unlleo - (b —a)

n—o0

0.

O

Warnung: Es gibt stetige, uneigentlich Riemannintegrierbare Funktionen, die nicht

Lebesgueintegrierbar sind.

Beispiel. Sei X = [1,00], f(z) = Smxﬂ Aus Ana I §6 wissen wir: f ist uneigentlich
Riemannintegrierbar und

00
C
’f‘ > z:l % : 1[7r~n+g,7r~n+%7r] )
n=

fiir ein ¢ > 0. Damit folgt

oo oo
Bem 2.10 c cT 1

Damit folgt, dass ¢g nicht integrierbar ist und Lem 2.18 liefert

/Xf\dJUZ/Xg(x)dx:oo.

Also ist f nach Satz 2.23 nicht integrierbar.
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3 Vertiefung der Theorie

Weiterhin sei ) # X € By.

3.1

Nullmengen

Problem: £!(X) ist Vektorraum, aber ||f|l1 = [|f|dz ist keine Norm auf £'(X), da
[1ndz =0 fiir alle N € By mit A(N) =0,zB. N=Q,d=1.

Definition 3.1. Eine Menge N € B; mit Ag(N) = 0 heifit (d-dimensionale, Borel-)
Nullmenge (NM).

Bemerkung 3.2. a) Wir haben bereits die eindimensionalen Nullmengen @ und die

Cantormenge C', sowie Nullmengen in héheren Dimensionen wie Hyperebenen und
Graphen stetiger Funktionen gesehen.

Wenn M,N € By, M C N und N eine Nullmenge ist, dann ist auch M eine
Nullmenge.
Wenn N; € By Nullmengen sind, dann ist N = UjeN Nj; eine Nullmenge.

Beweis. Dass N = |,y N; € By liegt, ist klar. Nach Satz 1.14 gilt:

JEN
0 < Ag(V i i0—0:>)\d N)=0
j=1 j=1

Damit sind abzéhlbare Mengen Nullmengen. Ferner gilt:

QXRdl U{q}del

ist eine d-dimensionale Nullmenge, wobei Q = {¢1, g2, ... }.
Beachte: R := |J,cg{z} ist keine eindimensionale Nullmenge (Vereinigung nicht
abzéhlbar). O

Sei A € Bg. Nach Thm 1.25 gilt, dass A genau dann eine Nullmenge ist, wenn
offene Intervalle I; (j € N) existieren mit:

AC [j[j, i/\(fj) <e
j=1  j=1
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d) Sei N € B, eine Borel-Nullmenge. Eine Teilmenge M C N heifst dann Lebesque-
Nullmenge. Es gibt ein C' C R (Cantormenge) mit C' ¢ By.
= Dieses M ist keine Borel-Nullmenge (AE 3. kor IX 5.30)
Nach Aufgabe 3.1 ist

Li={ACRY:A=BUN, B € By, N ist Lebesgue-Nullmenge}

eine o-Algebra und \g(4) = A\g(B) (wobei A = BU N fiir B € By und eine
Nullmenge N) ist Maf auf £;. Ferner stimmt das Integral beziiglich \g fiir Borel-
funktionen f mit unserem Integral dem beziiglich A\; {iberein.

Es gibt in (1.9) £; = A(\g) (AE 3: Theorem IX. 5. 7+38)

Ferner: Sei f : [a,b] — R Riemannintegrierbar. Man kann zeigen, dass f aufserhalb
einer Lebesgueschen Nullmenge stetig ist. Da f beschrankt ist, ist es folglich in-
tegrierbar beziiglich dem fortgesetzen Lebesguematfs A und Riemannintegral und
Lebesgueintegral stimmen iiberein (Elstrodt, Satz IV 6.1).

Definition 3.3. Eine Eigenschaft E besteht fiir fast alle (f.a.) x € X oder fast iiberall
(f.i.), wenn es eine Nullmenge N gibt, sodass F fiir alle x € X\ N gilt.

Beispiel 3.4. Sei f : X — R integrierbar. Nach Korollar 2.24 ist die Menge N := {|f| =
oo} eine Nullmenge, also: f(z) € R fiir alle z € X\ N, also ist f fast iiberall endlich.

Lemma 3.5. o Sei f: X — R integrierbar und g : X — R messbar und sei f =
g (f-i.). Dann ist g integrierbar und [y fdx = [y gdzx.
Insbesondere kann man f durch f = Iy|f|<cc} - | ersetzen (vgl. Beispiel 3.4) und
es gilt [y fdx = [y fdz).
o Wenn f,g: X — [0,00] messbar und f = g (f.i.), dann gilt auch [y fdx = [ gdz.

Beweis. Nach Voraussetzung: 3 NM N mit f(z) = g(x) Vo € X\N.
Da g messbar ist, existiert:

Lem 2.
/ gldz = / 1 lglde + / Lo gl do = / Lyl flda 218
X X X ~—~ X

=|fl
Bem:2.26/ ’f’d.%' < o0
X

Nach Voraussetzung folgt mit Satz 2.23, dass g integrierbar ist.
Ferner liefert Satz 2.25:

0 < \ / s@is| < [ lg(@laz "0
N N

:>/ gdx Bem2.26 /gdm +/ gdx:/ fdx
X N X\N X
——

=0=/y fdz

Zweite Behauptung folgt genauso. O
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Definition 3.6. Funktionen f,, : X — R messbar (Vn € N) sind fast iiberall konvergent,
wenn f,(z) fiir n — oo und fast alle # € R konvergiert. Wenn f,(z) ~—— f(x) fiir fast

alle € R, dann konvergiert f,, fast iiberall gegen f.

Lemma 3.7. Seien f, : X — R messbar fiir alle n € N und fast diberall konvergent.
Dann ezistiert eine messbare Funktion f: X — R, sodass fp, ——=5 f (f.1.).

Jede andere messbare Funktion g : X — R mit f, oo, [ (fi.) ist fast iberall gleich f.
Bemerkung: Nicht jeder fast tiberall Limes messbarer Funktionen ist messbar.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Nullmenge N, sodass

Jlim, o0 fn(z) €R, Vo € X\N.

Nach Satz 2.8 ist 1x\ - f messbar. Ferner konvergiert 1\ - f fiir n — oo punktweise
lim, o0 fn(z), =€ X\N

0, reN
Mit Satz 2.7 folgt, dass f messbar ist.

n—oo n—oo

Nach der Konstruktion gilt: f, ﬁ f. Wenn f,(x) —— g(z) fast iiberall fiir eine

gegen f: X — R mit: f(z) =

messhare Funktion g, dann existiert eine Nullmenge Ny, sodass f,,(z) —— g(x) (Vz €
X\N1) = folz) — f(z) und fr(z) — g(x) Vo ¢ N U Ny =: Na (Nullmenge). Mit der
Eindeutigkeit des Limes folgt dann:

f(z) =g(x) Vz € X\Na. O

Beispiel. Sei M ¢ B; die Lebesgue-Nullmenge aus Bemerkung 3.2d), wobei M C C.
Dann konvergiert f, = 0 (f.i.) gegen f = 1y, da fo(z) = f(z) = 0 Vx € R\C. C ist
eine Nullmenge.

Aber: f = 1) ist nicht messbar.

Bemerkung 3.8. Es gibt folgende Variante des Satzes von der Monotonen Konvergenz.

Seien fp, : X — [0, 00] messbar (Vn € N), sodass fiir jedes n € N f,, < fry1 (f..).

Dann existiert eine messbare Funktion f : X — [0, co| mit f, n(:—o? fund lim,,_, f < Jndr =
. U.

fX fdz.
Beweis. Nach Voraussetzung: ¥n € N 3 eine Nullmenge N,, mit f,(z) < fuy1, Vo €
X\N,,.

Die Menge N = | J,,c IVn ist eine Nullmenge. Daraus folgt f,(z) < fry1(2) Vo € N, n €
N

Setze fu=1x\N * fa = fo = fa (L), fa < fat1, (¥n €N).
Setze f := sup,cy fn ist messbar.

/ fde M tim [ fude YR lim [ frde

n—0o0 n—o0
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3.2 Der Lebesguesche Konvergenzsatz

Theorem 3.9 (Lemma von Fatou). Seien f, : X — [0,00] fir jedes n € N messbar.
Dann gilt:

[ i @y <t [ fos
X

X n—oo n—oo

Speziell konvergiere f,, fast iberall gegen ein f : X — [0,00]. Dann folgt:

/f( Ydz < lim fn( Ydx
X

n—oo

(Damit ist f integrierbar, falls (f fn(ﬂ:)d:n)neN beschrankt ist.)

Beweis. Setze gj := inf,,>; f, fiir jedes j € N. Dann folgt g; < g;4+1 und fiir alle j € N
ist g; nach Satz 2.7 messbar. Ferner gilt sup;ey gj = lim,, , . fn und g; < fi, (Vn > j).

Damit gilt:
. Def 2.9
/ lim fn(a:)dx:/ sup gj(x)der — = sup/ gj(x)dz
X n—oo X jeN JjeENJX

Ferner: g; < f, Vn > j. Mit Lem 2.18 folgt dann:
/gj(x)dx < /fn(x)dx (Vn > j)

:>/gj Ydx < 1nf/fn(:c)d:v

/hm Folz)dz < sup mf/fn Yz = lim [ fo(z)dz

n—o0 jeN"l J n—o00

Fiir die zweite Behauptung: Sei N eine Nullmenge mit f,,(z) — f(z) Vo € X\N. Dann:

[ @de 0 [y fayde = [ lim o fulo)ds

< lim 1x\n - falz)dw Lem 3.5 li_)m /fn(:z:)d:x

n—oo
O

Theorem 3.10 (Legesgue, majorisierte Konvergenz). Seien f, : X — R messbar fiir
allen € N und g : X — [0, 00] integrierbar, sodass fy fast iberall konvergiert fir n — oo
und ]fn| < g (f1.) fiir alle n € N. Dann gibt es ein integrierbares f : X — R, sodass

fo === [ und
(f.i.)
hﬁm fn da:—/f da:und/\fn z)|de 22250

Diese Aussage gilt auch fiir jedes f : X — R anstelle von f, wenn f = f (f.i.).
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Bemerkung. a) Sei A\(X) < oo, |fu(z)] < M (VYx,n) = g := M - 1x integrierbar
und |f,,| < ¢ (einfache Majorante).

b) Sei {q1,q2,...} = QN [0,1], setze fr = 14 gy = |ful < Ljoq) und fr —
Lonpy = f
Damit ist der Satz von Lebesgue anwendbar, aber f ist nicht Riemannintegrierbar,
also ist Thm 3.10 fiir das Riemannintegral sinnlos.

Bemerkung 3.11. Ohne Majorante kann die Aussage von Thm 3.10 falsch sein. Beispiele
fir X =R:

a) fn:n-l(o’%)%f:()(p.w aber [p fn(z)dz =1 und [, f(z)dz = 0.

b) fn =1y = 0 (p-w.). Hier gilt sogar f, > fny1. Trotzdem ist:

J fdz =0 < 0o = limy o0 / frdx.
—

=00

Ana III, 01.12.2008

Beweis von Thm 5.10. Nach Lem 3.7 existiert ein integrierbares f : X — Rmit f, oz,

f (fi.).

Wie im Beweis von Bemerkung 3.8. existiert eine Nullmenge N, sodass
n—oo

f(x)| < g(z) (Vo ¢ Nyn € N) und fo(z) “== f(z) (Vo € N)

= [f(z)] < g(z) (Vz ¢ N).

Satz 2.23 em 3.5

Ix\v - fy Ix\w- f sind integrierbar (Vn € N) fu, f sind integrierbar.

Sei N = NU{|f| = 00} U{g = oo}. Nach Korollar 2.24 ist Ny eine Nullmenge.

Setze g, := |f| —&—1X\N1 g—1x\n,  |f = fol and f = 1x\n, - f : X — R ist integrierbar.
n_)OO

Es gilt: gy YH—"O> fl+g (fii). Da |fa — f
gn >0 (Vn € N).

Dann:

< [fal + 1] < g+ 1f] (anf X\N), ist

Fatou
/(!f| +g)dz < linl)inf/gnd:v

SatZ:2.25 lim 1nf(/ ’f‘ + gd.ﬁv — / ’f - fn’dl’)
n—o0 " Jx\ Ny X\M1
LeIgS.S

[ s+ )iz = tim [ 17~ fldo
X X )

<00, da f, g int’bar >0

= limy, o0 [y |f — fuldz = 0. Damit folgt die Behauptung.
(Beachte: gy, ist messbar nach Satz 2.8) O
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Korollar 3.12. Sei f : X — R messbar und A,, € B(X) mit A, C Apt1 (Vn € N) und

X = UnEN An
Weiter seien alle f, = 1a, - f integrierbar und sup,ey [, |fldz < oco. Dann ist f
integrierbar und es gilt:

fdx = lim fdx

n—oo

Falls zusdtzlich X C R ein Intervall ist, sowie f stetzg und | f| auf X uneigentlich Rie-
mannintegrierbar sind, dann ist f integrierbar und das Riemann- und Lebesgueintegral
stimmen tberein.

Beweis. Sei f, =14, - f (Vn e N). Nach Voraussetzung gilt: f,, —— f (pw). Ferner:
Ifol =14, |l < 1a, |- f = |fata] (Vn € N). Aus Thm 2.19 folgt:

/ fd:z::sup/ |fn|d:c—sup/ | fldx < oo
X neN
Satz 2.23

=""" f ist integrierbar.
Weiter gilt |f,| < |f] (Yn € N), also ist | f| eine Majorante der f,.

Nach Thm 3.10 gilt nun:
/ fdx :/ frdr 2222 /fdx
An X

Fiir die letzte Behauptung wihle a, +1 < a,, < by < byqg (n € N) mit X =, enlan, bn)-

Da |f| uneigentlich riemannintegrierbar ist, konvergiert f | f|ldz, ist aber beschrankt.
Betrachte A, = [an,b,]. Dann folgt die Behauptung aus dem ersten Beweisteil und

R— f;: fdr = f[an bul fdx. (sieche Bemerkung 2.26) O
Beispiel. Sei X = [1,00). Es gilt:
b
_3 . _3 .
floox 2dr = hmbﬁoo/1 x”2dr = limp_y oo (2 _ %) -9

1
_Q.W

w

g(x) := x~2 ist integrierbar auf X.
Setze fn(X) = 23 -sin() fir n € N, X > 1. Dann folgt f,(z) 27200 (Ve > 1).
fal < g (Yn e N) B30 [ de 0, [ [ falde = 0 (n — o0).

Kor 3.12
=

Korollar 3.13.  a) Seien f;,9 : X — R integrierbar fir jedes j € N. Sei N eine Null-
menge, sodass gn(x) =37, fj(x) in R fiir n — oo und alle z € X\N konvergiert
und sodass |gn(7)| < g(x) (Yn € N, x € X\N). Setze 3322, fj(x) :=0 fir z € N.
Dann ist Z;’;l fi: X — R integrierbar und es gilt

/ gfj(w)dng [ sy
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b) Sei f: X — R integrierbar und X = J;cy A; fir disjunkte A; € B(X). Dann gilt:

/Xf(:c)dx = i/Aj f(z)dx

n—oo

Beweis.  a) Da |gn| < g (fii.)und gn —— 322, f; ((f4.), ist 352, f; integrierbar
und

EI/ f—da::/ lim g,dx Thm 310045, / gndx
f

Satz 2.25 lim Z/ fidx = Z/ fidx.
n—r00 = X = X

b) Setze f; := 14, - f, g := |f|. Dann gilt |Z;.L:1 fil = 1La,uua, - fl < |f] und
> 521 fj = f. Also folgt b) aus a).
O

Theorem 3.14 (Stetigkeitssatz). Seien U C R offen, to € U und f : U x X — R mit
den folgenden Figenschaften gegeben.

a) Fiir jedes t € U ist die Funktion x — f(t,z) von X nach R messbar.

b) Es gibt ein integrierbares g : X — [0,00] und Nullmengen Ny fir jedes t € U,
sodass |f(t,x)| < g(x) fir allet € U und alle x € X\ Ny.

c) Es gibt eine Nullmenge N, sodass die Funktion t — f(t,z) von U nach R fir jedes
x € X\N bei ty stetig ist.

Dann ist die Funktion F : U — R, F(t fX f(t,x)dz, fir allet € U definiert und bei
to stetig. Das heifst:

hmFt—hm/fta:dx—/fto, = F(to).

t—to t—to

Beweis. Nach a) und b) ist = — f(¢,x) fiir jedes t € U integrierbar.
n—oo

Seien t,, € U mit t,, —— to. Setze gp(z) := f(tn,z) (z € X,n € N).
N := >, N;y UN ist eine Nullmenge.

n—oo

Nach c) gilt: gn(z) —— f(to,2) (Vz ¢ N) und nach b):
lgn(z)| < g(z) (Vn € N,z ¢ N). Mit Thm 3.10 folgt

/X dx’H—“>/ft0, )da = F(to).
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Korollar 3.15. Sei I C R ein Intervall, f : I — R integrierbar, a = inf I. Dann ist

t—a

t— F(t ff Yds auf I stetig und F(t) —— 0.

Beweis. Es gilt F(t) = [;1(qp(z) - f(x)dr = |h(t,z)] < |f(z)], Vt,z und |f] ist inte-
— ——

=h(t,x)
grierbar. Sei tg € I fest aber beliebig.
t>
f(x)7 T, t—to h(
0, t<cx
Nun liefert Thm 3.14 die Behauptung mit N = N(tg) = {to} in c), denn:

Es gilt: h(t,z) = to, x) fiir jedes = # ty.

Pt) = [ t.ayde =5 [ nito.) = F(o)
I

O

Beispiel. Sei f: Ry — R messbar und beschrankt. Sei ¢t > 0 fest, aber beliebig. Wahle
€ € (0,t). Fiir z > 0 gilt dann e - f(z)| < || f|lco - €~ * ist integrierbar auf R .
Genauso: Sei t >ty > 0, € € (0,tp). Dann ist g(x) = e~ - || f||co die Majorante in Thm
3.14 und somit existiert die “Laplacetransformation®

= fooo et . f(x)dr und sie ist stetig fiir t > 0. Da t( beliebig war, gilt dies fiir alle
t>0.

Ana III, 05.12.2008

Theorem 3.16. Sei U C RF offen, f: U x X — R erfiille
a) VteU: x> f(t,z), X — R ist integrierbar

b) 3 eine Nullmenge N1, sodass t — f(t,z), U — R partiell differenzierbar fir alle
x ¢ Ny und allet € U

c¢) 3 eine Nullmenge No und ein integrierbares g : X — [0, 00|, sodass

a

5, (H0)| S g(@), Vo g Noy j=1,....k teU
J

)i [ faa

a .
atj/Xf(f»ﬂf)diU: aft]f(t ,x)dz  (Vj €N, teU).

Dann st

int € U partiell differenzierbar und
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Beweis. Sei j € {1,...,k}, to € U fest, aber beliebig. Sei 7, # 0 mit 7, 2799 0. Setze
51 := to+7n-€j. Da U offen ist, gibt es ein r > 0 und ein ng € N, sodass s, € B(tg,r) C U.
Sei N = Nj U Ny eine Nullmenge.

Setze gn(x) == 2 (f(sn, ) — f(to,)) fiir n € N, = € X. Nach b) gilt dann g, (z) —=

Tn

ot f (to, z) VX & N.
Der Mittelwertsatz liefert: Es existieren o, mit |o,,| < |7,| (abhéngig von x, ¢y, j), sodass

CS) g(x) (Yx ¢ N, neN).

of
lgn(x)] = @(to + 01 e5,7)

Dann folgt:

majorisier 1
8—f(t0,a:)dx AOLSIETE Jim gn(x)dx = lim —(F(s1) — F(to)

X 8tj Konvergenz n—oc0 X n—00 Ty,

0
_atj/Xf(to,x)da:.
O

Beispiel. Sei f : Ry — R messbar und beschrankt. Wir haben schon gesehen, dass

t— ft) = JoT e - f(x)dx fiir ¢ > 0 existiert und stetig ist. Sei € > 0 beliebig und

t > €. Dann gilt
g —tx _ |tz < e 5Te— 5T < 3 iz
O et f@)| = [t fa)| < e 8 |l < 2 Sl 5"

Und 2|/ f|le - € 2% ist integrierbar. Da e > 0 beliebig war folgt mit Thm 3.16:

I = /000 re . f(x)de.

3.3 lterierte Integrale

Schreibe z € R? als z = (z,y) € R¥ x Rl mit d = k + 1. Sei f: R? — R. Zeige

[ ta= [ ([ sewar)ao= [ ([ sepac)a

Probleme:
1) Sind y — f(z,y), z — f(z,y) messbar und integrierbar?
2) Sind z — [ f(z,y)dy, y — [ f(x,y)dx messbar und integrierbar?
3) Gilt die Formel?

Sei p1(x,y) = , pa(x,y) = y. Dann folgt, dass p; : R — R¥ und ps : R — R stetig
und damit messbar sind.
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Lemma 3.17. Wenn A € B, und B € By, dann gilt A x B € By.

Beweis. Es gilt A x Rl = pr*(A) € By und R¥ x B = p,'(B) € By. Damit folgt
Ax B=(AxRYN(RF x B) € By. O

Definition. Fiir C' € B; definiere die Schnitte
Cy = {zx € R* : (z,y) € O} (fiir jedes feste y € R')
C%:={y e R': (z,y) € C} (fiir jedes feste z € R¥)
Sei A Cc RF, B eR!, z e RF. Dann gilt fiir C = A x B:
B €A
ce=0" " (3.1)
0, =z¢A
Setze:
Jy RF — RY, Jy(z) = (z,y) (fiir jedes feste y € RY).
G R R, % (y) = (x,y) (fiir jedes feste 2 € R¥). (3.2)

= jy,J" sind stetig und messbar.

Dann gilt Cy = j,1(C), C* = (%)~ 1(O) fiir alle z € R* und alle y € R,
Fiir f : R? = R definiere die Schnittfunktionen:

fy="rfoj, :RF SR, f(x) = f(,y) (fiir jedes feste y € RY)

=foj": R =R, ff(z) = f(z,y) (fir jedes feste x € R¥).

Lemma 3.18. Seien C [ By, f: R? — R messbar x € R* und y € R'. Dann gelten:
o Uy € By und C* € B
o fy: R¥ - R und f*: R — R sind messbar
Beweis. Folgt aus (3.2), (3.3) und der Messbarkeit von f,, f*. O

Definition. Sei C' € By;. Dann definiere:
pele) = MC) = [ Aexidy = [ 1c@p)de (vo e RY
vel) = W(C) = [ Ae,@ide = [ dc(g)de (vy e R)

(Diese Definition ist sinnvoll wegen Lem 3.18 und weil 1¢ > 0)
An dieser Stelle wird z.B. verwendet, dass

].7 yECz ]., (.T,y) EC k 1
le=(y) = = =1co(z,y) (Vo eRYyecR)
{0, y¢ce {0, (z,y) ¢ C

gilt.
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Lemma 3.19. Sei C € By. Dann sind pc : R¥ — [0, 00], ¥o : RN — [0, 00] messbar.

Beweis. Es reicht f. zu betrachten. Sei dafiir I = I’ x I mit I' € Jj, I"” € J;. Dann gilt

i) 7 {3 S : =N (@) (Ve RY)

Damit folgt die Messbarkeit von f; (+).

Somit Jg C D = {C € By : p. messbar} ().

Fiir n € N setze @, := (—n,n]? und D, := {C C Q, : C € D}. Wir schreiben Q,, =

Q;L X Q% mit le = (_nan}ka QZ = (_nvn]l‘

Damit ergeben sich folgenden Eigenschaften fiir D,,:

(A1) Wegen (+) gilt @, € D,,.

(A2) Da \(C*) < N(Q7) < oo, sind fiir C € Dy, e, 9q,,, 9o, \c Ry-wertig.
Weiter gilt 1g,\¢ = 1¢,, — 1¢. Damit ist pg,\c @4 ©Q, — ¢c messbar, da C € D
und (+) gilt Q,\C € D,,.

(A3’) Seien {C}, j € N} C D, disjunkt. Dann gilt f),cy Cj € Dy. Denn

(3.4)

o0
C; disjunkt
EYIRC Rl IR ROICRE /Rlzglcj(x,y)dy
]:

Kor 2.20 S (3.4) —
20y [ 1oy S pe, @) (o e R,
=1 =

Nach Voraussetzung ist ¢, messbar. Damit folgt, dass Pl e C als Reihe messba-
rer, positiver Funktionen messbar. Also gilt

L‘ﬂ Cj € D,.
jEN
Somit gilt (A3’).
Ferner gilt nach J;3 N @, Lem 1.10 {FeJqg:1CQp} CD,.
Mit Lem 3.20 folgt dann D,, = o(Jg N Qn) = B(Qr).
Ana III, 08.12.2008
Sei C € B,. Setze
pola) = [ Tcta)dy (v eRY

Dann ist ¢ messbar fir C € By und C C Q, fiir ein n € N. Sei C' € B, beliebig.
Dann gilt C N Q, C @Qn, CNQ, € By. Somit ist auch pcng, messbar und es gilt
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CNQy,CCNQpt1 (Yn eN).
Es gilt C = ;2 C N Qy. Daraus folgt

]-C'ﬁQn < 1CﬂQn+17 lchn(a:,y) n_)—oo> 1C($ay) Vz = (l',y) € Rd = Rk X Rl‘
Mit Beppo Levi folgt dann

3.4 n—00 3.4
pena,a) ™ [ 1ong ity = [ dctyay S oo (v R
R! R

Damit ist ¢ messbar als punktweiser Limes messbarer Funktionen. O

Lemma 3.20. Sei ) #& C P(X), € CD C o(€) und D erfille (A1), (A2) und (AS’).
Dann gilt D = o(&).

Beweis. Siehe Extravorlesung. O

Satz 3.21. Sei C € By. Dann gilt

() = /R (O = /R (Cy)dy.

/Rd 1c(z)dz = /Rk (/Rl 1c(x,y)dy> de = /Rl </Rk Ic(a:,y)dx> dy.

(Vergleiche (3.4).)

Also gilt

Beweis. Nach Lem 3.19 und da die Integranden positiv sind, existieren fiir alle C' € By

1(C) = /R N(CT)de, V(C) = /]R A(Cy)dy.

Sei I € Jy Dann folgt 3I' € Jp,, I" € J; mit I = I' x I”. Dann gilt

u(r) 2 / N L@y = NI - M(T') 2 ().
R
Genauso zeigt man, dass p(I) = A\g(I) gilt.
Also gilt \y = p = v auf Jj.

Es ist klar, dass Ay ein Maf ist und dass u(0) = v(0) = 0.
Seien Cj € By disjunkt (j € N). Dann gilt

¢ :/ ERvIE :/ Ny de
jEN R¥ jEN RF e

o0

MQ/RICZ)\Zdex :202 nN(C dx—ZuC’z

J=1 Rk
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Also ist u ein Mafs. Genauso zeigt man die Mafseigenschaft fiir v.

Im Beweis von Thm 1.20 haben wir gesehen, dass J; die Voraussetzungen A), B) von
Thm 1.19 (Eindeutigkeitssatz) erfiillt. Somit impliziert Thm 1.19, dass \y = p = v auf
By gilt.

O
Korollar 3.22. Fiir N € By sind dquivalent:
a) \a(N)=0
b) Fir (f.a.) z € R* gilt \g(N®) =0
¢) Fir (fa.) z € Rt gilt \y(N*®) =0
Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.21 und Lem 2.18c). t

Beispiel. Sei M C R* eine Nullmenge. Setze N := M x R!. Dann folgt mit Lem 3.17
N € By. Es gilt N, = M (Vy € RY) (vergleiche (3.1)). Schlieklich folgt dann mit Kor
3.22, dass N ebenfalls eine Nullmenge ist.

Bemerkung 3.23. Es exisitert ein M C [0,1]2, sodass M in keiner Nullmenge aus B
liegt (und insbesondere ist M keine zweidimensionale Nullmenge), aber alle M*, M,
hochstens ein Element haben. Damit folgt A(M®) = A(M,) =0 Vz,y.

Also implizieren b) und c¢) in Kor 3.22 nicht einmal, dass M € Bs.

(Vergleiche Elstrodt Bsp V. 1.9)

Bemerkung 3.24. Sei ) # D € By und f : D — R messbar. Setze

e {f(x), z€D

“O-Fortsetzung*
0, r € R\D ( g)

Dann ist f : RY — R messbar.

Beweis. Sei a € R. Dann gilt
{reD: f(x)<a}uUD a>0
{xeRY: f(z) <0} =L {zeD: f(z) <al, a<0 € By.

€B(C)CBy

Also ist f messbar. O
Beispiel 3.25. Sei B := B(0,7) = {(z,y) € R? : |[z| <, |y| < Vr? — 22} € By. Damit

folgt
B$ _ ®7 ’.%" Z T
(V72 — 22,412 — 22), |z| <.
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Und damit

0, x| >r
)\1(350):{ 5 =
w-VrE—a?, x| <.

Mit Satz 3.21 folgt dann

A2 (B) = /M(B”” dx_/ 212 —g2dz "2 r o2,

Bsp 6.14

Genauso zeigt man, dass A\y(B) = 7 - r2. Damit folgt fiir alle A € By mit BC A C B :
)\Q(A) =T - 7“2.

Beispiel 3.26 (Rotationskorper). Seien I C R ein Intervall und f : I — [0, oo] messbar.
Setze f wie in Bem 3.24 messbar auf R fort. Definiere dann

Vi={(z,y,2) eR*:z €1, a” +4° < f(2)*} = {(fop.)* — p’ — p} > 0} € Bs.

Setze weiter fir z € I Vo := B(0, f(z)) und fir z ¢ I V5 := (. Dann folgt mit Satz 3.21

Ma(V) = [ 2a(BO. )2 7 [ e

Beispiel:
Sei I =[1,00), f(z) =1, V={(z,9,2) €R*: 2 >1, 2* +y? < %} Dann folgt

z?

00 b b
1 1
)\3(V):7T/ %:ﬂ- lim @—77 lim |—— :7‘{‘hm 1—= = T.
1 22 b—oo Jq 2’2 b—o0 z 1 b—o00 b
Sei f : R? — [0, 0o] messbar. Nach Lem 3.18 existieren dann
— [ fewdy= [ raay (oY
R! R!
~ [ fando= [ p@is (ver).
R¥ Rk

Theorem 3.27 (Fubini). Seid =k +1, R? = R x R,

a) Sei f: R — [0,00] messbar. Dann sind F : R — [0,00] und G : R! — [0, oq]
messbar und es gilt

[t [ ( [ f(my)dy) io= [ ( [ f(w,y)d:v> dy.  (36)

b) Sei f:RY = R integrierbar. Dann gibt es Nullmengen M € RF, N € R*, sodass
% R — R integrierbar ist fir alle v € RF\M und fy: R*¥ — R integrierbar ist
fiir alle y € RA\N.

Definiere F(x) fir x € RF\M und G(x) fir y € R\N wie in (3.5) und setze
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F(z) =0 fir alle x € M und G(y) = 0 fir alley € N.
Dann sind F : R* — R und G : R' — R integrierbar und es gilt

f(z)dz = / F(z)der = | G(y)dy.
R4 Rk R!
Meist schreibt man dafir wieder (3.6).

Beweis. (Der Beweis erfolgt in den vier Schritten der Integraldefinition.)

a) 0) Fir f =1¢, C € By wurde a) schon in Lem 3.19 und Satz 3.21 gezeigt.

1) Sei f:=>}", ar-1c, > 0 messbar. Dann ist F Zk 1 Gk - pc, nach Satz
2.8 messbar (verwende Lem 3. 19) Ferner gilt

Qza,ﬂ./w (/Rllck(m,y)dy>dx
/Rk(/RZak 1o, (2,y) y>d

l
k=1

:/Rk< le(:n,y)) dz.

(Die andere Gleichheit in (3.6) zeigt man genauso.)

Ana III, 12.12.2008

2) Sei f : R?Y — [0.00] messbar. Dann gibt es einfache f, : R — R, mit

fn(2) < fn+1( ), f(2) = sub,en fu(2) (Vn €N,z € RY).
Setze Fy,(z) := [q fu(x,y)dy < Foy1(z) (Vo € R n € N). Mit 1) folgt dann

die Messbarkelt von F,, (Vn € N). Mit Beppo Levi fiir (f,)* folgt
z) 2% / flz,y)dy =: F(z) (Va € R¥).
R!

Damit ist f : R¥ — [0,00] als Grenzwert messbarer Funktionen messbar.
Weiter gilt

/ f(z)dz Beppe kvt 1 fn(z)dz
R4 Rd

fur fr n—oo

L lim (/ fn(m,y)dy) dx
n—0oo Rk R!

=Fn(z)

Bepp;Levi/ </ f(x,y)dy) de.
fir F, Rk R!

Die Andere Gleichheit in (3.6) folgt genauso. Damit ist a) gezeigt.
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b) Sei f:RY — R integrierbar. Dann folgt, dass |f| : R? — [0, o] integrierbar ist und
dass f* : R' - R nach Lem 3.18 messbar ist. Dann gilt

o> [ s = [ ([ 15y az +)

=:@(x)=fg | f*|dy

Dann folgt die Integrierbarkeit von ® : R¥ — [0, oo] (® ist messbar nach Lem 3.19).
Kor 2.24 impliziert, dass M := {® = oo} C R¥ eine Nullmenge ist. Damit ist nach
Kor 3.22 auch M x R! eine d-dimensionale Nullmenge. Mit (+) folgt nun, dass
%R — R fiir alle 2 € RF\ M integrierbar ist. Setze

. le (x,y)dy, reM ~ .
F(o) = {07 Ve IR x0T ()

wobei f = 1 ypt - f ist. Also ist f messbar ist.

Da |f| = 1ypexp - |f7] gilt, folgt, dass f : Rf — R ist fiir alle # € R¥ integrierbar
ist.

Ferner gilt

— / Fola,y)dy - / e, y)dy = F*) - F~(z) (¥z €R¥),
RI R!

wobei F*(x) € Ry (Va2 € R¥). Nach a) sind damit F'* messbar und somit ist auch
F messbar. Auferdem gilt |F| < ®, welches integrierbar ist. Mit Satz 2.23 ist dann
F' integrierbar. Dann gilt

/Rl\M < . f(l'vy)dy> de = /Rk F(z)dz

(%)
Satz:2'23/ F*(w)d:c—/ F~(z)dx
RF RF

/ ( f+wydy>dw—/Rk (/le—(%y)>dx
e

Q/R dz — y f(2)dz Del des /Rd f(2)dz

Integrals

(++)

Die andere Gleichheit in (3.6) folgt analog.
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Bemerkung. In Thm 3.27b) gilt (3.6), wenn man die iterierten Integrale wie in (k)
und (++) modifiziert.

Bemerkung 3.28. a) Man kann Fubini auf endlich oft iterierte Integrale verallge-

b)

meinern. Es existiert also eine Variante fir f(z) = f(z1,...,Zm).

Nach Bem 3.23 existiert f = 17 : R? — R, sodass die iterierten Integrale existie-
ren und gleich sind (es gilt ' =0, G = 0), aber f ist nicht in (z,y) € R? messbar.
Also muss man die Messbarkeit in Fubini vorausgesetzt werden.

Wenn f weder integrierbar noch positiv ist, kann es passieren, dass die iterierten
Integrale in (3.6) existieren und ungleich sind.

Beispiel (Cauchy):

Sei f:R? — R mit
2.2
fony) = e (@y) € (0, 1)?
’ 0, (z,y) € R?\(0,1)%

Dann gilt fiir (x,y) € (0,1)?

f(z,y) = 09 arctan | © ) = 99 arctan  ©
Y -~ Oyox y/) 0xdy y)

Sei x > 0. Dann existiert

/1x2—y2dx_/13 D (N _ [y 1
o @2+y2)2 Jy Oy Ox y) la?+y?],, 1+a¥
S

22442

Dann folgt die Existenz von

/R (/]R f(x’y)dy> de = /01 ljlrxxg — Jarctan(z)]} =

Entsprechend exsitiert auch

/R (/R f(xvy)dfﬂ) dy = [arctan(z)]y = _%’
aber es gilt

/R </IR< f(x’y)dy> du = % 7 *% = /IR </Rf(fc7y)dx> dy.

NE
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d) Selbst wenn f messbar (und nicht positiv) ist, folgt im Allgemeinen aus der Exis-

tienz und Gleichheit der iterierten Integrale in (3.6) nicht die Integrierbarkeit von
f:RT R,

Beispiel:

0, sonst.

f(m y) — {(552‘1?;2)2’ (:C,y) € [*1’1]\{&0}

Gebrauchsanweisung fiir Fubini. Seien f: D — R und D € By.
a) Priife, ob f in (z,y) messbar ist.

b) Setze f messbar fort zu f:RY— Qﬁ (etwa mit 0, vergleiche Bem 3.24). Dann folgt
die messbarMessbarkeit von 1p - f.

c) Falls notig, zeige mit a)

[ 0171 = [ [ fazay= [ [ 1 Fayie < .

Dann folgt 1p - f ist integrierbar.
d) Fubini b)liefert dann

Lo fea= [ [ 1w fepdyds
- / / ) F(o, y)dudy.

Bemerkung 3.29. Sei Q = X><qur@7'é EBk,Q)#YEBl Sei f:Q — R
integrierbar oder messbar und positiv. Sei f =1x(z) 1y (y) - f(2,y). Dann folgt

/f iz = [ Fe)a F“bm‘/Rd/Rdlx Ay () -, y)dyda

_ /X /Y F(z,y)dydz 2= /Y /X f (@, y)dady.

Beispiel. a) Sei D = {(z,y) € R2 rx>1,0<y<i} DaD abgeschlossen ist,
gilt D € Bs. Seien f(z,y) = X cos(zy) fiir (z,y) € D und f(z,y) = 1 cos(zy),

(z,y) € Q:=(0,0) x Ry. Dann sind f und f stetig und damit messbar und es gilt
flp = f (in (z,y)).

Ferner gilt
[ 1t = [ 1plfldGe.)
D Q

u o0 o0 1
Fub / / 1p(z,y) = |cos(ay)| dyda

=1er>1,0<y<t <1
- —Y—x

& 1 * 1
< / / —dydzr = / —dr = 1.
1 o T 1 X
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Somit ist f integrierbar. Nun folgt

| ™ [ / 1p(e,9) - S ayar
o [* [ Lo - / ;[;.Sin@y)]zj dw

_ /1 S 1 = sin(a).

X

Ana III, 15.12.2008

b) Sei a € (0,1), g : (0,1) — R integrierbar und D := {(z,y) € R?: 0 <y <z < 1}.
Setze f: D — R, f(x,y) = (x —y)~*- g(z). f sei die Nullfortsetzung von f. Sei
G(z,y) := g(y) V(z,y) € D. Dann ist G = g o po messbar auf D. Damit ist auch f
in (z,y) als Produkt messbarer Funktionen messbar. Weiter gilt

[ rias "2 / / Lo(y)  Fy)ds | dy

=ley<z< 1<:>:L"€Dy

=/ (/1<x—y>— lalds ) dy
e[ / Ta gy

_y

= atl “]0 (19"
1 Lo 1 !
=1 (1 —y)  “g(y)|dy = T a lg(y)|dy < oo.
- 0 —~— -« Jg

<1

Also ist f integierbar, also existiert das Integral und es gilt

/f(x)sz“Eb) /1 1p(z,y)  fz,y)dy | dz
D 0 ~—

=10<y<z&syD*
1 T
=/ </ (fﬂ—y)‘“-g(y)dy> dz.
0 0
=:F(x)

Beachte: fiir g(y) := |3 —y|*7!, y € (0,1) (integrierbar) gilt aber
1 —a a—1 1 -1
2 (1 1 2 (1
FO05) = [ (Z- (=- dy= [ (X4 ay=
09= [ (378) (amv) =) (a) e
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¢) In Anal haben wir bereits die Existenz von folgendem Limes gezeigt

R .
lim/ Sm(x)d:c.
R—o0 0 X

| ——

=:Ir, R>0

Fir z > 0 gilt

00 b 1 1
/ e dy = lim e dy = lim [— . e_xy] = lim = - (1 — e %®).
0 b—o0 X

b—oo 0

I = / / sin(z) - e” ™ dydx

ffmy
und f: [0, R] x Ry — R ist stetig. Ferner gilt

R poo R
/ |fldz= Fup e) / / |sin(z)| - e Ydydx = / Mdz < 0
D 0 Jo 0 x

Da der Integrand stetig ist, folgt, dass f : D — R integrierbar ist. Somit gilt

Fubb)/ fdz —/ / sin(x) - e”Ydxdy

2xPI/0 1+y (1_6 yR Ay - sin(R)+cos(R))) dy

00 dy /oo 1 4R '
- [ ¥R (y.sin(R) + cos(R)dy.
/0 T+ ey e (y - sin(R) + cos(R)dy

Somit folgt

~
arctan(y)]o°=2 R
[ Wlo'=3 <5”ﬁjye MWy<2fme MWyf2—4if+o

R sin m)d

Dabei gilt (*): 1 Hy < 2. Also folgt limp_ [, z =1

3.4 Transformationssatz

Wir kennen aus Anal bereits die Substitutionsregel:
Sei f : [a,b] — R stetig, ¢ € C([a,b]) mit ¢([a,b]) = [a,b]. Dann gilt

b 8
[ twar= [ ste@) - @@

Unser Ziel ist es nun, dies auf Funktionen ¢ : R — R? zu verallgemeinern.

Definition. Schon in Ana2 haben wir folgendes definiert. Seien X,Y C R? offen und
nichtleer. Sei ¢ : X — Y bijektiv mit ¢ € C1(X,R?) und ¢~ € C1(Y,R%). Dann heifit ¢

ein Diffeomorphismus.
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TODO: Wie schreibe ich das schon auf...?

Bemerkung. Sei ¢ diffeomorph. Dann x € ¢'(é(x)) = I = (¢) (¢(2))¢'(z). Also ist
¢'(z) invertierbar fiir alle x.

Satz (Grundversion des Transformationssatzes). Seien § # X, Y C R? offen und ¢ :
X — Y diffeomorph. Sei f :' Y — R integrierbar oder messbar und positiv. Dann ist
g(x) :== f(P(x)) - | det ¢/ (x)| integrierbar oder messbar und positiv und es gilt

/f@@:/ﬂwmw@wuwm
Y X

Beispiel (Polarkoordinaten fiir d = 2). Sei ¢(r,p) = (:Z?j((g))) Dann ist ¢ €
C1(R%,R?). Aus Ana2 wissen wir, dass det¢/(r,p) = r > 0 (Vr > 0, ¢ € R) gilt
und dass ¢ : (0, R) x (0,27) — B(0, R)\(Ry+ x {0}) fiir alle R > 0 bijektiv ist.

TODO: Blodes Bild... :-P
Fiir o € (0,27) und R > 0 setze V,, := ¢((0, R) x (0, «)). Dann gilt

)\Q(Va):/ 1d(z, )Tmfo/ 1-rd(r,¢) Fub/ / rdrde
(0,R) % (0,c)

2
/dgp / rdr——aR

Problem: B(0, R) = ¢([0, R) x [0,27)). Dann ist @ nicht offen und det ¢'(0, ). Aukerdem
—_———

gilt ¢(0, ) = ¢(0, 8) Ve, B 6::[8, 27], also ist ¢ nicht injektiv.
Definition. Wir nennen weiter fiir eine beliebige Menge A C R¢

A ={xcA:3r>0:B(z,r) C A}
das Innere von A.

Theorem 3.30 (Transformationssatz). Sei U C R? offen, ¢ € CY(U,R%), A€ By, AC
U, sodass X := A° £ gilt und A\A° eine Nullmenge ist. Ferner sei B := ¢(A) € By, ¢
set auf X inkjektiv det ¢’ (x) # 0 Vo € X.

Dann ist Y = ¢(X) offen, ¢ : X — Y diffeomorph, B\Y ist eine Nullmenge. Weiter
gelten

a) Sei f: B — [0,00] messbar. Dann gilt

/f @—/f )| det ' (z)] d. (3.7)
(z)
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b) Sei f : B — R messbar. Dann ist f integrierbar auf B dquivalent dazu, dass g
integrierbar auf A ist. In diesem Fall gilt (3.7).

Bewets. Extra Vorlesung am 16.12.2008. O

Bemerkung. a) Grundversion folgt aus Thm 3.30, falls A = X = U offen, nach der
Vorbemerkung {iber Ana2.

b) Die Funktion g in Thm 3.30 ist messbar, da f messbar ist und ¢ € C'! nach Kapitel
2.

c) A=R\Q € By, \1(A) = oo, aber A? = .

d) Sei A = [0, R)x[0,27). Dann ist A° = (0, R) x (0, 27), also ist A\ A° eine zweidimen-
sionale Nullmenge. Sei ¢ die Polarkoordinatenabbildung. Dann gilt ¢(A) = B(0, R)
und ¢ : A° — B(0, R)\(R4 x {0}) diffeomorph. Mit dem Trafo folgt

2t rR
A(B(0, R)) —/ 1dy—/ 1-rd(re) Fkb/ / rdrde
B(0,R) A o Jo

= 27T2R2 = 1R2.

Lemma 3.31. Sei T € L(RY) invertierbar, v € R?, A € By. Dann gelten B =TA +v =
{yeR¥: 3z € A:y=Tx+v} € By und \g(TA +v) = |det T|\g(A).

Also gilt fiir jede Bewegung T (d.h., det T = £1) A(T'A+ v) = A(A). Somit ist A bewe-
gungsinvariant.

Ana III, 19.12.2008

Beweis. Sei ¢p(x) = Tx + v. Dann gilt B := ¢(A4) = (¢71)71(A) € By, da ¢~ ! stetig
und damit messbar. Satz 1.24 sagt dann A(TA+v) = A(T'A). Fiir A € By setze pu(A) :=
A(TA). Dann gilt sofort (@) = A\(0) = 0.

Seien A; € By (j € N) disjunkt. Da T" injektiv ist, sind auch die T'A; (j € N) disjunkt.

Ferner gilt T t);cy Aj = {y € R? : 3z € Aj mit y = Ta} = ¢,y TA;. Damit gilt

pl WA =2 [T | =2 HA ) =2 MTA4) =) u4y).
jeN jeN JEN j=1 j=1

Also ist p ein Mak.

Sei z € RY. Dann gilt u(A+z) = \N(TA+Tx

tionsinvariant ist. Mit Satz 1.24 folgt dann

) Satz 1.24 AMTA) = pu(A), womit p Transla-

p(A) = c(T) - A(A), (%)

wobei ¢(T) = u([q1]) = MT[q1]?) gilt. Demnach miissen wir ¢(T') = | det T'| zeigen. Dies
erledigen wir in drei Schritten:
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1)

3)

A1 0

Sei speziell T' = ( . ) mit \; € R\{0}. Dann ist T'[0, 1) ein Wiirfel mit 0¢ als
0 Ad

Ecke und den Kantenldngen |\1], ..., |\g|. Also gilt fiir sein Volumen A\(T[0,1)%) =

|A1’ XK ’)\d‘ = \detT\.
Sei speziell T' orthogonal (d.h. 371 = TT). Dann gilt
Tzf3 = (T2|Tz) = (T"T|z) = |=f5.

Genauso gilt
T 2| = |z|» = TB(0,1) = B(0,1). (+)

Damit folgt

o(T) - A(B(0,1)) 2 u(B(0,1)) = MTB(0,1)) 2 A(B(0,1)).

Also gilt ¢(T) =1 = |detT|, da T-' =77,

Sei nun T beliebig invertierbar.
A 0

Beh: 3 orthogonale Matrizen @, S und eine Matrix D = ( ), A; € R\{0},
0 g

mit 7! = Q™' DS.

Ist Beh gezeigt, dann folgt |det 7| = |det Q|- |det D| - |det S| = | det D|. Weiter

gilt dann

o) = A (710, 1)%) =2 (Q 'S0, 1)) (2:)) A (Dso, 1)) (1:)) | det D)|

= (s0.1)?) 2 | det D| = A (10.1)%) =1.
Das bedeutet, dass wir den Beweis erbracht haben, sobald Beh gezeigt ist.

Beweis von Beh. Die Matrix TTT ist symmetrisch, da (TTT)T =
Tr (TT)T = TTT, und positiv definit nach (+). Aus der Linearen Algebra wissen
wir, dass Q7' = QT und D? wie oben exisitieren, sodass

T'T = Q" D*Q (++)
gilt. Setze S := D~'QT. Dann gelten Q~'DS = T und

SST — D—IQTTTQTD—l (+:+) D—l QQT D2 QQT D—l —I.
—— ——

=T =T
Damit ist das Lemma gezeigt.
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O
Lemma 3.32. Seien ) # X,Y C R? offen, ¢ : X — Y diffeomorph, A € B(X). Dann
ist p(A) € By und es gilt
A(0(4)) = [ Jdetd!(z)ldo.
Beweis. Extra Vorlesung. O
Lemma 3.33. Sei U C R? offen, F € CY(U,R%) und N C U eine d-dim. Nullmenge.

Dann ist F(N) auch eine d-dimensionale Nullmenge.
Beweis von Thm 3.30. Vorberkung: Nach Voraussetzung gilt B\Y € B; und A\X ist

Lem 3.33

eine Nullmenge. Ferner gilt B\Y = ¢(A)\¢(X) C ¢(A\X) C  Nullmenge. Damit ist
B\Y eine Nullmenge.

a) Sei f > 0. Dann gilt fB\Y fdx =0= fA\X gdz. Daraus folgt

[sas= [ iy [ gtz [ gav

b) f=1y - f (fi.), g=1x - g (f-i.). Lem 3.5 zeigt
f integrierbar auf B < f integrierbar auf Y und dann gilt

Aﬂmzéﬂw

Entsprechendes gilt fiir g. Fazit: Das Theorem muss nur fir A = X und B =Y gezeigt
werden.
Nach Ana2 ist ¢ : X — Y diffeomorph und Y ist offen.

a) 1) Sei f > 0 einfach mit f = > ", 2z - 1p,, Br € B(Y). Da ¢ stetig ist, folgt
¢~ Y(By) =: Ay € B(X) Vk € N. Weiter ist By = ¢(A4y) und es gilt fiir alle
reX k=1,...,m

14, (1) = {1’ redn {1’ A0 €8k _ L (o).

0, z¢ A, |0, o¢(x)¢ By
Damit gilt
fdy=> "z | 1p,dy™ =)z Mo(Ar))

Jotin= e fande

Lem 3.32 -
= 2k | det ¢/ (x)|dz
),
- /X > s Layle) |detd/o)lds
=1g, (¢(z))

= [ 16(@) - |det @)
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2) Sei f :' Y — [0,00] messbar. Dann existieren einfache f, : ¥ — Ry mit
n—o0

fn < fogr1 (Vn € N) und f,, —— f. Dann gilt

/fdyB:L lim [ fody 2 hm/fn ) - |det ¢/ (z)| dz
Y n—00 Y

9 (2)<gnt1——3g()

oL /X F(6(x)) - | det ¢ (2)]da.

Damit ist a) gezeigt.

b) 3) Sei f:Y — R messbar. Dann ist g4 (2) = f(¢(x))-|det ¢/ ()] fiir alle x € X.
Aus 2) folgt, dass (3.7) fir fi und g4 gilt. Damit gelten

f integrierbar < f integrierbar g g+ integrierbar < g integrierbar

3.7
/fdyz/f+dy—/fdy(z)/g+dx—/gdw:/gdﬂc-
Y Y Y X X X

Damit ist b) gezeigt.

und

O

Beispiel 3.34 (Affiner Transformationssatz). Sei ¢(z) = Tz + v fiir festes v € R? und
T € L(R%) mit det T # 0. Sei A € By, sodass A\A° eine Nullmenge ist, A° # (). Daraus
folgt B=TA +v € By. Fiir f : B — R (integrierbar oder messbar und positiv) gilt

/f(y)dy:|detT\~/f(T:L‘+v)dx
B A

Beispiel 3.35 (d-dimensionale Polarkoordinaten). Sei (7, ¢, ©1,...04-2) =: (r,¢,0) €
R?, d > 2. Setze

r-cos(ep) cos(©1) cos(O2) -+ cos(Og—2)
r-sin(p) cos(©1) cos(O2) -+ cos(Og_2)
ba(r, 0, 0) = r-sin(0p) cos(Oz) --- cos(O4-2) ) (3.8)
r- sin(.@d_g)

Klar: ¢g € C®°(R%,RY).

Sei Hy = Ry x {0} x R2, wobei Hy = Ry x {0}. Wy = (0,27) x (—Z,%)472, wobei
H2 = (O, 27‘(‘).

Beh: Seien R > 0, (r,p,0) € R%. Dann gelten |¢4(r, ¢, ©)| = r und

det ¢'(r, 0,0) = %1 . cos(O1) - cos?(03) - - - cos?2(0y4_5) = 41 . TODO.

¢a : (0,00) x Wy — RY ist injektiv, ¢q((0,00) x Wy) = Rd\Hdi,
¢a(Ry x Wa) = R%, ¢4((0, R) x Wq) = B(0, R), ¢a([0, R) x W) = B(0, R)\Hy.
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Zum Beweis siehe. Aman/Escher 111, Lemma X.8.8. O
Sei A = [0, R) x W4 Dann folgt A% = (0, R) x W4 < A\g(A\A®) = 0. Ferner ist B(0, R) =
¢(A). Damit gilt

A(B(0,R)) = / 1dy Traf"/ . | det ¢|dx

( b
2 g
Fub / / / / rT 1 cos(O1) -+ cos™ 1 (©4-2)dO4 2 - - - dO1dipdr
3 3
d-2 3 2d71
:/ rd=1ldr. / dQO-H2./ Cosk(t)dt:T"'T"'Il'IQ"‘Id—z-
L/—/ &,—/ k=1 J0
éRd =27 :Ik

Dabei: I, o % -Ip_o mit Iy =1, Iy = w. Per Induktion folgt

MB(O,R) = ﬂ'%i' - R%, d gerade . Qng i
% "R d ungerade d F(i)
Setze )
272 ) i
kq = A\g(B(0,1)) = dfi(%l)’ wobel k1 = 2, ko =T, K3 = 3T gilt. (3.9)
Dabei ist T'(x fo #7=1 . e~tdt. Es gelten
L(1)=1, z-T(z) =T(z +1). (3.10)

Also I'(n) = n! (Vn € N). Und es gilt I'(3) = /7, sieche Anal.

Ana III, 22.12.2008

Beispiel 3.36 (lotationssymmetrische Funktion). Sei I C Ry ein Intervall, a =inf Iy, b =
supl, ¢ : I — R messbar. Setze f(y) := ¢(|yl2) fiir y € R={y € R%: |y|]» € I} in R2.

TODO: Bild

Mit Bsp 3.35: ¢g : A := I x W4 — R surjektiv. ¢g : A° — RO ist diffeomorph, A =
I° x Wy. Damit ist A\ A? eine Nullmenge. Mit Thm 3.30 folgt:

f auf R integrierbar < g = f o ¢g(det ¢;) integrierbar auf A,

wobei g(r, p,0) = ¢(r) - r%1 - cos(O) - - - cos? 2(O4_z) und w > 0 stetig und beschrinkt
=w(O)

auf Wy ist.
Fubinisagt:

f integrierbar < ¢ integrierbar < r rd_lgb(r) integrierbar auf [
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und

[ s [ 7 [ ) @i

b 2
:/ rd Lo (r)dr / dgp-/ w(©)dO
a 20 AL (3.11)
=2m (3.9 4
= K‘dﬁ
b d b
2
:d-/{d-/ rd_1¢(r)dr: 7: / rd_lgb(r)dr.
a T(i) a
(3.11) gilt stets fiir ¢ > 0. Wir setzen
ors
T
wq = =d- Kq- (3.12)
r(4)

Speziell wo = 27w, w3 = 4.

Beispiel. d =3, ¢(r) =1, I = (0, R). Dann gilt

R R
/ dm(?’il)wg-/ rz-ldr—47r-/ rdr = 27 - R2.
B(O,R) |72 0 r 0

Hier gilt f(y) = ‘y%

Satz 3.37. Sei f : R? — R messbar, es gebe Konstanten c,e > 0 mit

F) = {¢ R 0 lek <1
T = .
e laly™, ol > 1

Dann ist f integrierbar.

Beweis. Sei ¢(r) = c-r~4€ fiir 0 <r <1, ¢(r) = c-r~97¢ fiir r > 1. Sei g(x) = ¢(|z|2)
fiir x € R¥\{0} und ¢(0) = 0. Dann ist g > 0 und messbar. Mit Bsp 3.36 folgt nun

/Rd 9()dz = wy - /oo rLo(r)dr

0
1 00
=c- / rdrpdtedr 4 ¢ / rd=lp=d=c gr < .
—_—
L,_/ 1 —p—1l—¢€
:T71+e

Somit ist g integrierbar. Da |f| < g, folgt mit Satz 2.23, dass auch f integrierbar ist. [

Beispiel 3.38.

d

J = e Vel dy = 73,
R4

69



Beweis. d
JF;b / / efz% ...efx?idmd_ ..dl’l = (/ €t2dt> .
R R R

Im Falle d = 2 gilt

2
</ etzdt> :/ e dx - /e v dy FUb/ 7(x2+y2)d( Y)
R
2 27
Tafo / / drdp = / d@/
r2_12+y
1
T2

STf

/ e °ds = m.
g;_qﬁ/() 27“ 0

Also gilt
/ e dt = /7,
R

woraus die Behauptung folgt.

Folgerung:

1 > q —s2= > 1 *
r < > = / ety T / S92 %2 VT =2 / e~ ds
2) "l N agioma o s :
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4 Integralsatze

TODO: Einleitung

4.1 Etwas Diffentialgeometrie

Definition 4.1. Eine beschriinkte offene Menge D C R? hat einen C'-Rand 9D, wenn
es fiir jedes z € AD eine offene beschriinkte Umgebung V' € R?, eine offene beschrinkte
Menge U C R? und einen Diffeomorphismus ¢ : V — U gibt, sodass (D N ‘7) C
R4 x (—00,0) und (@D NV) € R x {0}.

Wir nehmen ferner an, dass ()" beschrénkt ist. Dann heiRt (1, V) Karte und V :=
V N dD Kartengebiet.

Setze U x {0} := U N (R*! x {0}) und F(t) = ¢~ (¢t,0) fiir t € U € R*!. Dann heift
F:U — V c RY Parametrisierung des Kartengebiets V. Wenn v € C’k(V,Rd) fiir jedes
x € 0D, dann heiftt 9D C*-Rand (k € N). Man schreibt dann 9D € C* fiir k € N.

TODO: Bild

Bemerkung 4.2. a) Wennin Def4.1 4 € C*(V,R%), dann gilt auch ¢y~ € C*(U,R%).
(Folgt aus (v~ 1)'(y) = [/ ("1 (y))] !, siehe dazu Kettenregel und Umkehrsatz).

b) Da 0D kompakt ist, kann man in Def 4.1 9D mit endlich vielen Vi,...,V, iiber-
decken.

c¢) Die Abblildung F : U — V ist homéomorph (d.h., bijektiv, stetig, F'~! stetig).
Ferner sind die Spalten Oy F'(t) (t =1,...,d — 1) der Jakobimatrix bei jedem t € U
gleich 9y ~1(¢,0) und somit linear unabhiingig. Daraus folgt

RangF'(r)=d—-1 (VteU) (4.1)

d) oD c 7N Uy x {0}) x - -+ x ;- (Up, x {0}) ist eine Nullmenge nach Lem 3.33, da
wk_l ein Diffeomorphismus ist und \g(Ux{0}) = 0.

Beispiel 4.3.  a) (Sphire) Sei D = B(0, R), D = S(0, R) in R3. Wihle

71



und
cos(yp) - cos(O)

Y, 0,0) = (r+ R) - | sin(y) - cos(0) | : U—V.
sin(O©)

Dann folgt, dass

cos(¢p) - cos(O)
F(p,0) =9740,0,0) = R | sin(¢) - cos(O)
sin(©)

die geschlitze Sphére 0B(0, R)\(R4+ x {0} x R) parametrisiert.
Beachte dabei, dass fir —& <r <0 ¢~Y(r,¢,0) € B(0, R) gilt.
Fiir den Schlitz braucht man noch eine rotierte Variante der obigen Karte.

Ana III, 09.01.2009

Sei 9D lokal ein Graph oberhalb von D, d.h., dass ein offenes beschréinktes U ¢ R?
und ein beschriinktes h € C1(U, R) mit beschriinkter Ableitung Vh existieren und
a < 0 < b, sodass mit

U=Ux(a,b), V={(ts)CUxR:s€ (a+h(t),b+h(t)}
gilt:

VNAD={(ts)eUxR:se (a+h(t),h(t)},
VNaD = {(t,h(t)):t e U}.

< Setze hier ¥ (t, s) := (S—Z(t)) fiir (¢, s) € V. Dann folgt ¢ : V — U ist bijektiv und

C! mit inverser ¢ : U — 0, ot 7) = (T+Z(t)). Hier gilt ¢'(t,s) = (fj(—tl) (1)),
also gilt det®’(t,s) = 1. Damit sind 1 und 1! diffeomorph mit beschrinkter
Ableitung.

Ferner gilt »(V N D) = U x (a,0), ¥(VNID) = U x {0}. Demnach ist (¢, V) eine
Karte (Def 4.1). Hier gilt F'(t) = (h(tt)) firteU.

Seien w € RN {0}, a € R fest. Setze D := {x € R?: (z|w) < a} (Halbraum). Dann
ist 0D = {x € R?: (z|w) = a}. Wihle Basis vy, ...,v4_1 von {w}* und p = %w.
2

|w
Daraus folgt (p|w) = a. Setze ¥ ~1(t,7) := Z;l;% ti-vj+Tw+pfirt € R 7 e R.
Also ist =1 : R* — R? diffeomorph.
Mit @ = ¢~ 1(t, 7) gilt (z|w) = 0+ T|w|3 +a % a fiir 7 % a. Damit gilt =1 (R4 x
(—00,0)) = D, ¥~HRI¥! x {0} = OD. Also ist ¢ eine “Karte”. Hier ist F(t) =
tivr + -+ tg—1v9—1 + p.
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Zur Tangentialgleichung

Sei z € AD, F sei eine Parametrisierung wie in Def 4.1 mit F(t) = x. Sei ¢ € C*((—1,1),R41)
mit ¢(0) = ¢, ¢'(0) = w € R! {0}. Dann folgt

y=Fog¢e€ Cl((_lv 1)7Rd)
~v(0) = F(t) = v, y(r) € 9D Vt € (—1,1)
70 = F'(¢(0))w = F'(t)w € R\ {0}.

TODO: Bild
Betrachte v als Tangentialrichtung an 0D bei x.

Definition 4.4. Sei 0D C C'. Der Tangentialraum T,0D an 0D bei x € OD ist der
Bildraum F’(t)(R"!) einer Parametrisierung (Def 4.1) mit F(t) = .

Die Tangentialhyperebene ist x 4+ T,,0D. Das orthogonale Komplement von T,0D in R?
heift Normalenraum N,0D.

Ein w € N,0D heiftt dulsere Normale, wenn ein § > 0 existiert, sodass x + 7w € D fir
alle t € (—=0,0) und = + 7w ¢ D fiir alle ¢ € (0,9).

Bemerkung 4.5. a) Die Spalten 01 F'(t),...,04—1F'(t) spannen T,,0D auf. Mit Def
4.1 folgt dim7,,0D = d — 1 und daraus dim N,0D = 1.

b) Sei G : W — RY eine weitere Parametrisierung von 9D bei x = F(t) mit G(s) =

x. Sei (¢, V) die Karte bei z zu F (aus Def 4.1). Wahle W so klein, dass s €
W, G(W) C V. Setze ¢ € CH{W,R41) durch ¢ = Potpo G mit P(t',7) = ¢’ fiir
t' e R r eR.
Dann folgt Fo¢ = G und ¢(s) = t. Da G'(s) = F'(t)¢'(s) und G'(s) injektiv (siehe
(4.1) fiir G), folgt ¢'(s) ist injektiv. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass ¢'(s)
als lineare Abbildung damit auch bijektiv ist. Daraus folgt G’(s)R?~1 = F’(s)R4~1.
Also sind T,,0D und N,0D unabhéngig von der der Wahl der Parametrisierung.

Beispiel 4.6 (vergleiche Bsp 4.3). a) Seien D = B(0,R) und d = 3. Die Menge
OD\(R4 x {0} x R) hat die Parametrisierung

cos(yp) - cos(©)
F(¢,0) =R - | sin(yp) - cos(O)
sin(O©)
fiir (p,0) € U = (0,27) x (=5, %). Sei = F(p,0). Dann folgt
—sin(p) - cos(©) —cos(y) - sin(O)

F'(,0)=R- | cos(p)-cos(®) —sin(p)-sin(0)
0 cos(0)
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o ¢)-cos( — cos(¢p)-sin(O)
Damit wird T,0D von v1 = | —sin(g)-cos(®) | und vy = | —sin(p)sin(©) | aufge-
cos(©)
. . . cos(p)-cos(©)
spannt. Eine dufiere Normale ist z = R - | sin(¢)-cos(®) |, denn es gelten (va|x) =0
sin(©)
und |z +71z|a = |1+ 7| |z[]2 =|1+7|-R=:J. Es gilt nun J > R, wenn 7 > 0 und
J < R, wenn 7 € (—1,0). Also gilt auch x +7-2 € D fiir 7 > 0 und x +7 ¢ D fiir

T € (—1,0).
TODO: Bild

b) 9D liege bei xp unterhalb vom Graph von h. Dann folgt, dass es ein offenes U C
R¥1 ¢ty € U und ein h € CY(U,R) gibt, sodass F(t) = (hft)) und F'(tg)

zo gelten. Damit sind die Tangentialvektoren bei zo gerade v; = (ajsft0)>, j =

1,...,d—1, wobeie; € RI=1. Weiter ist w = (_w{(to)> eine dufsere Normale, denn
. —7-Vh
es gelten (vjlw) =0Vj=1,...,d—1und z¢ + tw = (tohéovH(:O)).
N————
=:(t,5)T

Somit folgt die Existenz eines § > 0, sodass fiir |7| < ¢ gilt: t € U und

Ya(t) = s — h(t)
Taylor h(to) + 7 — (h(to) + Vh(to) (t —to) +o(|t —tol2)
=—7Vh(to)

= TODO: Hier macht einiges in meinem Mitschrieb keinen Sinn...
(siehe dazu Bsp 4.3).

c) In Bsp 4.3c) ist 9D die Tangentialhyperebene fiir alle z € 9D und w ist eine dufere
Normale.

Lemma 4.7. Sei 0D € C' und xy € 0D. Nach eventueller Rotation und Spiegelung des
Koordinatensystems gibt es eine offene Umgebung V' von xq, sodass 0D eine Karte (1, V)

wie in Bsp 4.3b) hat. Insbesondere gibt es eine eindeutig bestimmte duffere Normale v(x),
die durch

(o) = 1 <—vh(t)>
U Tr VDR \ 1

gegeben ist. Dabei ist x = (hgt)) furteU.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Def 4.4 und dim N,,0D = 1. Sei (1, V) eine Karte
von 0D bei x¢ mit zugehdriger Parametrisierung F' : Uy — R? mit F(ty) = z¢. Da
RangF’(ty) = d — 1, gibt es eine Rotation des R, sodass VF(tg),. .., VF,(t) linear un-
abhéngig sind. (Wir behalten auch nach der Rotation die alten Bezeichnungen.)

Sei f = (Fy,...,F3_1)T. Aus dem Umkehrsatz folgt: 3 offenes Uy C Uy, to € U; mit
f:U1 — f(Uy) = W offen und f diffeomorph.
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Setze h(s) := Fy(f~(s)), G(s) := (s, h(s))’. Damit ist h € C'(W,R) und (nach eventu-
eller Verkleinerung von Uj) sind h und Vh beschriinkt und G(s) = (f(t), F4(t))" = F(t),
t:= f~Y(s), s € Uy. Also ist G eine Parametrisierung.

Vi = G(Uy) = F(W) C V. Aus Bsp 4.6b) folgt: haben (—Vh(sg),1)T (TODO: WTF?!).
Nach weiterer Rotation wird dieser Vektor zu « - e € R? fiir ein o > 0. Demnach
wird T,0D von {ey,...,eq_1} aufgespannt und ebenfalls von 9;1~1(tg,0) = 9;F(to)
(j=1,...,d —1) (Bem 4.5). Da (1~!)'(t9,0) invertierbar ist, ist 94(1)~!)(to,0) linear
unabhéngig zu 91 F(ty), ..., 9a—1F (t). Folgt gilt g1 ' (to,0) # 0.

Ana III, 12.01.2009

Wir kénnen annehmen, dass (941~ 1)4(to,0) > 0. (Andernfalls ersetze 7 durch —7, was
einer Spiegelung an der Ebene {t; = 0} entspricht.) Daraus folgt: 3Us C Uy, Uz offen
mit tg € Us, 6,1 > 0, sodass (Ogtp~1)4(t,0) > 0, Vt € U, |5 < .
Sei t € Ua, T € (—n,0). Mit dem Mittelwertsatz folgt dann
Jo € (1,0) mit (v Hg(t, 1) — (v Ha(t,0) = (Bgp Va(t,o) -7 <5-7 <0.
—_—
=F(t)=h(f(t))
Damit liegt D fiir diese Punkte unterhalb von 9D. Mit Bsp 4.6b) und Bem 4.5b) folgt
der Ausdruck fiir v. O]

4.2 Das Oberflachenintegral

Idee: Seid = 3, F : U — V eine Parametrisierung, U C R3. Dann sind 0y F'(s,t), 02 F (s, 1)
linear unabhéngig V(s,t) € U.

TODO: Bilder

T} ist ein Parallelogramm in 7T} j;,, das von v, = 01 F (sy, t;)Asj und v, = 02 F (s, t;) Aty
Dann gilt

“volg(V)“ = Zvolg(vjk) R Z |Ujk X wjk’Q
s,k J.k
= |01 F(sj,t) x 02F (55, tg) |28 Aty
i,k
o AsjAl—0 “/ |01F (s,t) x OoF (s,t)|2 dsdt.
U
=\/gr(s,t)

Weiter gilt

01 F|3 01 F|0yF
gFL:A|51F|g"82F|%_(81F’82F)2=det( 0L | (01.F|0> )>

(O F|F)  |0:F 3
=det ((F)"-F')
N——

symm. 2xX2 Matrix
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Definition 4.8. Sei F' : U — R? eine Parametrisierung. Dann ist die Gramsche Determinante
von F' durch

gr(t) = det (F'(t)" - F'(t))

fiir alle t € U gegeben.
Im Spezialfall d = 3 gilt

gr(t) = [01F(t) x D F(t)[5 =

senkrecht auf 01 F'(t) und 02 F'(t) steht.

Beispiel 4.9. a) Sei V = dB(0, R)\(Ry x {0} x R) C R? parameterisiert durch die
sphérischen Koordinaten (siehe Bsp 4.3a), Bsp 4.6a)). Dann gilt fiir ¢ € (0,27), © €

(=2:2)
—sin(p) - cos(©) —cos(p) - sin(O)
F'(9,0)=R- | cos(p)-cos(®) —sin(p)-sin(0)
0 cos(O©)
und

F/(S07 @)T . F/(QD,@) — R2 . <COSZ(6) (1)) .

Damit folgt

Vi) = - oo (O ) 2ot

b) V als Graph (Bsp 4.6b)). Hier gilt F/(t) = (¢, h(t)) fiirt € U c R¥!, h € C(U,R).
Damit folgt

G(t)i= P07 - F'(0) = iy 900 - | pict] = oo + hio)- w0
—H(t)
und damit
G(t)Vh(t) = Vh(t) + VA(t) - [VR(t)|5 = (1 + |Vh(t)[3) - VA(t)
H(t) = Vh(t) - (VR(t)|v), Yo e R
Somit gilt
d—2, Vh(t)#0

1, Vh(t) #0
— d—1, Vh(t)=0

Rang H(t) = {0’ hit) = 0 = dim Kern H(t) = {

Also hat G(t) die Eigenwerte 1 + [Vh(t)|3 und 1 (d — 2 fach). Schlieklich gilt dann

Vr(t) = /det G(t) = /1 + |Vh(t) 3.
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c) Die geschlitzte d-dimensionale Sphire 0B(0, R)\Hy (vgl. Bsp 3.35) wird durch

F(p,01,...,04-2) = ¢4(R, ¢,0)

cos(p) cos(©1) -+ cos(O4_2)

sin(p) cos(01) - cos(Og_2)

- R. sin(@1) -+ cos(Bg4_2)
sin(éd,g)

mit (¢,0) € (0,27) x (=%, §) =: U parameterisiert. Hierbei gilt

Var(p,©) = R - cos'(01) - cos”?(04_)
(Ohne Beweis)

Es seien stets 0D und die Kartengebiete V' mit der Borel-o-Algebra B(9D), B(V) C By
versehen. Da F : U — V, F~1:V — U stetig sind, gilt

f=foFoF1:V - Rmessbar < foF:U — R messbar (4.2)

Sei ferner f positiv oder foF'-,/gr integrierbar, dann definieren wir das Oberflichenintegral
auf dem Kartengebiet V' durch

/fda—/f )do (x /f ) -V gr(t)dt, (4.3)

wobei F': U — V eine Parametrisierung ist.
Fiir B € B(V) gilt A := F~Y(B) C B(U) und wir definieren das Oberfliichenmaf auf V'
durch

o(B) := / 1pdo = / 15(F(t)) /gr(t)dt. (4.4)
v U%/—/ZI "

Beispiel 4.10. a) (Hintere Halbsphére) Es sei
M={zecdB0,R)CR3: 2y>0} =F ((0,77) X (-%%)) .
(sphérische Koordinaten). Aus Bsp 4.9 folgt \/gr(¢,©) = R? - cos(0). Dann folgt

/Mfd Fub// f(F(p,© 2. cos(©)dOdp.

Beispiel. e Fall f =1.

U(M):/ ldo = R? . / dcp/ cos(0)de = 27 R%.
3
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e Fall f(z) = |x3| = R - |sin(0)| = f(F(p,0)). Dann gilt

/fda—/o dp ER3\sm( )| cos(©)dOdy

:R3-/ do - 2-/ = R3.
0 —

INIE]

b) (Paraboloidoberfliche). Wir betrachten den Graph von

52 t2

mit (s,t) € U := B(0, R) C R?. Hier gilt F( ) (
Vgr(s,t) = /14 |Vh(s,t)|2 mit Vh(s,t)

t,h(s,1))",

) Damit folgt

[\~)
M\ I

/da—/ \/ 1+ |Vh(s,t)]3dsdt
B(0,R)
4p?
1+ — (s +t2)> dsdt
/B(OR ( R
2T
Polarkoord. 07 o
= / / A 14 R4T -rdrde
R4
—2777' \/@4-7“2 rdr
oey? A / /R4 2rb 2 [ R >
dx=2rdr R2 R2 3 4b2
3 3
_Amb R? 2 R?\ 2
— 11 N
(5 ") )

) Sei Spezialfalld = 2: F' : (a,b) — V C R2. Dann ist gr(t) = F'(t)T-F'(t)
Dann gilt

R2

= [F'(1)[3.
/ fda—/ FE®)) - |F'(t)]2dt.
Sei 0D € C', D c R? offen und beschrinkt
Dann gibt es Karten (1, V;,) mit Parametrisierungen (4.5)
F,:Uy—= Vi, Uy, CRY (B =1,...,m) mit 8D C Vi U--- U Vj,. '

Wir haben also auf Vi, Oberflaichenmafe o) wie in (4.4) mit Gramscher Determinante
9k = gFy,-
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Lemma 4.11. Seien Vi,...,V,, wie in (4.5). Dann existieren messbare ¢ : 0D — R
mit 0 < @ <1, ¢ =0 auf OD\Vi, (k=1,...,m) und Y ;" pp(xz) =1, Yo € dD.

Ana III, 16.01.2009

Beweis. Definiere W1 = Vi, Wy = Vik\(Vi1 U --- U Vi) fur k = 2,...,m. Dann gilt
Wi, € B(dD). Setze ¢ = lyy,. Aus D = WiU...UW,, folgt die Behauptung. O

Lemma 4.12. Sei 0D € C1, (wk,f/k), Fy, wie in (4.5) und ¢ wie in Lem 4.11. Dann
definiert

:;/v 1p - prdoy, —Z/ 15(Fi(t)) - o(Fr(t)) - /gr(t)dt

fir B € B(OD) ein endliches Maf auf B(OD). Es heifst Oberflichenmafl (O-Mafi). Wenn
B CV; fir einie {1,...,n}, dann gilt 0(B) = 0;(B) (mit dem Oberflichenmafl o; auf
Vi aus (4.4)). Weiter hingt o nicht von der Wahl der Karten (g, Vi,) und der Wahl der
i wie in Lem 4.11 ab.

Beweis. Es gelten () = 0 und

o(0D) = gj /U k ka(t)) VoDt

Z ) - max(det F{(1)" - F'(t)? < 0.

Dabei ist ||A]| < ¢ € R nach Def 4.1.
Seien B; € B(0D) disjunkt fiir j € N und B := |4, B;. Dann gilt

Defz/ o B () 0r(Fiu(t)) - /g (t)dt

=22721 1B, (Fi(1))

Ko 220 ZZ/ 15, (Fi(t)) - or(Fr(t) - v/ or(t)dt :efZU
j=1 k= J=1

Somit ist ¢ eine endliches Ma. Seien (r;, D;) weitere Karten von D mit D C Dy U---U
D,,D; = D;ndD,l =1,...,nund G; : W; — D, die zugehdrigen Parametrisierungen mit
offenen W; € R%! sowie &; das zu G; gehorende Oberflichenma$ auf D;, 1 =1,...,n.
Weiter sollen x1, ..., xn Lem 4.11 fiir Dy, ..., D, erfiillen. Definiere dann ¢ zu &, x; wie
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in Lem 4.12. Sei B € B(0D). Dann gilt

Z/D Z‘Pk Xt - 1pdoy

lkl

Defzz/ (p’“ (Gi(s)) -xi(Gi(s)) - 1B(Gi(s)) - \/ 9, (s)ds

k=11=1 -0, da al( )&Vi

Betrachte ein Paar k, [, sodass D; N Vi = Gi(W;) N Fx(Ux) # (. Setze Wy := Pry(D; N
Vi), D(t,0) =t fiir t € R und ¢y = Py, Gy Wy — R?1. Wie in Bem 4.5 sieht
man, dass ¢y, injektiv ist und ¢ € C1 (W, R4™1) als Komposition solcher Abbildungen.
Ferner ist ¢}, (s) invertierbar (vgl. Bem 4.5) und Fj(¢wi(s)) = Gi(s) (Vs € Wy;). Da Wy
offen in R~ ist, liefert der Umkehrsatz: ¢p; : Wiy — dpi(Wiy) ist diffeomorph. Damit

CUyg
gelten
Ketten-
Gl -G r:f;el ((Fr 0 dr) ) - (Fy © dri) Py
= Gp(Fr 0 )" - (F, 0 dpa) Pl
und

g6, = det GJT - G 22 det(¢}F) - det (Fpo o)™ - (Ffo b)) - det(dyy)
2 (det ¢w))? - gp, © Pr

auf Wy;. (Zur Ubersicht wurde s € Wj; weggelassen). Dann gilt

IS [ P oule) aFiu ) 1 (Filu(s)

&( ) k=1 1=1 =0, seW;\Wy;
| det @y (s)] - \/ 95 (Pra(s))ds

=ZZ/ FL(0) a(Fe(0) - 1p(Fu(0) o, ()
k=1 =1 ¢kz(sz)

- / Zmn 15(Er(t) - \/9r (Ot = o (B).
=17 Uk
k 1

Sei B C V; fur ein ¢ € {1,...,k}. Im Beweis von Lem 4.11 kann man erreichen, dass

v =0 auf V;, Vk # i und ¢; = 1y;. Damit gilt

m
Def
B) = Z/ (,Dk-]_BdO‘k:/ Y2 '1BdU:U¢(B).
k=1 Vk Vz v
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Definition 4.13. Sei 9D € C! wie in (4.5) und ¢ wie in Lem 4.11. Eine messbare
Funktion f : 9D — R heifit integrierbar (bzgl. o), wenn jede der Funktionen f o F} - NITE:
Ug — R (k=1,...,m) integrierbar ist. Dann definiert man das Oberfliichenintegral (O-
Integral) durch

/8 o= /d @t i=3 /U e BL(D) - (D) Vo

Dieses Integral ist ferner fiir alle messbaren f : 9D — [0, 00| definiert. Man schreibt
weiter £L1(0D,0) = {f : D — R : f integrierbar}. Fiir A € B(0D) gilt

IR

Satz 4.14. Seien 0D € C*, f,g: 0D — R integrierbar oder messbar und positiv. Dann
gelten:

a) Das Oberflichenintegral hingt nicht von der Wahl der (yy, Vi) in (4.5) und den @y,
i Lem 4.11 ab.

b) Wenn f =0 auf 0D\Vj, fiir ein k € {1,...,m}. Dann gilt

fdo = fdoy. (vgl. (4.3))
oD Vi

c) Wenn f,qg reellwertig sind und o, B € R, dann ist - f + 5 - g integrierbar und es

gilt
/ (a~f+,3-g)d0:a-/ fda+ﬁ-/ gdo.
oD oD oD
Diese Gleichheit gilt auch fir messbare f,g: 0 — [0,00], a,, f > 0.

d) f<g= [ypfdo < [ypgdo.

e) |fop fdo| < [op |f|do.
f) Sei h: 0D — R messbar und beschrinkt. Dann ist h integrierbar und

‘/Btha

g) Wenn 0D = AUB fiir disjunkte A, B € B(0D), dann gilt

/ando:/Ade—i—/dea.

h) Wenn B C Fy(N) fir ein k € {1,...,m} und eine (d —1)-dimensionale Nullmenge
N C Ug. Dann gilt fB fdo =0.

< [|2lloco (0D).
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i) Die Sdtze von der monotonen Konvergenz (Thm 2.19) und der majorisierten Kon-
vergenz (Thm 3.10) gelten fir das Oberflichenintegral entsprechend.

Entsprechende Aussagen gelten auch fir das Integral in (4.3) fir eine Parametrisierung
F:U—->YV.

Beweis.  a) Wie in Lem 4.12.
b) Wie in Lem 4.12.

c) Nach Voraussetzung sind (f o Fy) - /gk, (g o Fx) - /g integrierbar auf Uy, k =
L,...,m, falls f, g integrierbar sind. Mit Satz 2.25 folgt dann (o f+3-g)oFj-/9k :
U — R ist integrierbar. Daraus folgt dann, dass o- f +3-¢ : 9D — R integrierbar
ist. Ferner gilt

| @ t+50a0™> [ ot g 500 B vad

Satz 2.25 Z(a . / (k- f) o Fy - \/grdt

k=1 Uk

+B- [ (or-g)o Fy-\/grdt)

Uk
:a-/ fda—l—ﬁ-/ gdo.
oD oD

d) Geht analog zu c¢) unter Verwendung von Kapitel 2.

e) Geht analog zu c) unter Verwendung von Kapitel 2.

Ana III, 19.01.2009

f) Sei h messbar und beschrinkt. Dann gilt [ho F|-\/gk < ||h][oc - \/gk, Wobei wegen
Def 4.1 ||h]|o - /9K integrierbar ist, d.h. A : 9D — R ist integrierbar. Ferner gilt

/ hdo
oD

g) Sei AUB = dD. Dann gilt

e) d)
< / o< / |llscdo = |l - 0(2D).
oD N~~~ oD

<l[hlloc-1ap

_ tdo 2 : :
andU—/ (1a+1p)- fdo /6D1A de'—l-/ 1p- fdo

oD
Def

oD
fdo + / fdo.
A B
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h) Sei N eine (d — 1)-dimensionale Nullmenge mit B C F(N) und N C Uy, fiir ein
ke {1,...,m}. Dann folgt 1p < 1, (). Damit gilt

/dea /Vle-fda

da der Integrand fast iiberall den Wert 0 hat (¢t € N).

e)

< / 15, 0y (Fi () | f(FL ()] - /g (@)t = 0,
Uy ~—~\——

)

b)

=1n(2)

i) Sei f, === f punktweise mit |f,| < g (Vn € N) fiir integrierbare f, : D — R,
g: 0D — [0,00]. Setze hy, i, == (9o Fy)-(fnoFk)-\/gk- Dann ist |y, x| < |goFy|\/gk =
g o F - /gy integrierbar. Auferdem gilt h,, D0 g = (roFy)-(foFy)-/or

n—oo

punktweise. Mit Thm 3.10 folgt dann ka B o dt —— ka hydt. Summenbildung

fir k=1,...,m liefert
frdo 2222 / fdo.
oD oD

Den Satz von der monotonen Konvergenz (Thm 2.19) zeigt man analog.
O

Beispiel 4.15. a) Sei D = B(0,R) C RY Hy; = R, x {0} x R%2 fiir d > 2. Mit
Bsp 4.9 folgt 9D\Hy = F(Wy) mit Wy = (0,27) x (=%, 3)%72, wobei F(p,0) =
¢a(R, ¢, ©) (Polarkoordinaten).
Setze F(go,@) =Q - F(p,0) fiir (p,0) € Wy,
Qz1,...,2q) := (—x1,24,x3,...,2q_1,22) (d > 3). Dann folgt F(W,) = dB(0, R)\(R_x
R? x {0}). Daraus folgt dB(0, R) C F(Wy) U E(W,) und dB(0,R) N Hy = F(N)
mit N = (Z,%) x (=2, 2)" 7 x {0}, da F(N) = {z € R : ; < 0,24 = 0}. Damit
gilt

o(dB(0, R)) “ "2 5(8D(0, R)\Hy) + ¢(dB(0, R) N Hy)

=0

Satz 4.14 /W 1-v/Gr(p,0)d(y,0)
d

27
ng / Rd_l . COS(@l) cee COS((H)d—Q)d@dSO

wobel wy = 27, w3 = 4m.

b) Sei f(z,y,2) = |zyz|, D = B(0,R) C R3. Setze J := [, fdo. Seien O;, j =
1,...8 die offenen Oktanten, H = Vereinigung der Koordinatenebenen. 0D

83



Lﬂ?zl(ﬁDﬂOj)O((?D N H), wobei O1 = {(z,y,2) € R : 2 > 0,y > 0,z > 0} =
F((0,5)x(0,%)), 0(dD N H) =0, wie in a) mit Satz 4.14h). Damit folgt

8
J Satz 4.14¢) Z/ fda—l—/ fdo =8 / xyz do(z,y, z)
j=1 O]'ﬂaD HNOD 01

Satz 4.14h)
= 0

alle Integrale gleich

Sphéren-
= 8

o -/2/2Rcosnpcos@‘Rsincpcos@-Rsin@-R2cos®d®dg0
oord. 0 0

™
2

=8R>. /02 sin(p) cos(p)dyp - /0 cos®(0) sin(0)dO

1] 1 z
=8R" - [— 0084(@)] =R
2| 1 .

4.3 Die Satze von GaulR und Stokes

Bemerkung 4.16. Sei r > 0, xo € R%. Die Funktion

1
Proao (T) = P (_m> , € B(xo,7)
| 0 x € RN\ B(zo,7)

ist auf R? beliebig oft differenzierbar (vgl. Anal, Aufgabe 12.7). Ferner gilt
¢7“7900(x) >0 e B(anT)v ¢r,xo =0&2x ¢ B(:Eo,?").

Seien X, Y normierte Vektorraume, D C X, f: X — Y. Der Triiger (support) von f ist

supp f :={z € X : f(z) # 0}.

Bild zu f in d = 1: TODO

Sei U C R? offen. Wir schreiben f € C*(U,R!), wenn f € C*(U,R!) und alle partiellen
Ableitungen von f der Ordnung kleiner oder gleich k& eine stetige Fortsetzung auf U
haben, wobei k € NU {oo}. Wir schreiben etwa zum Beispiel

0if(x) = yjir;leD 0;f(zx), in diesem Fall fiir j =1,...,d, v € 9D.

Satz 4.17. Sei D C R? offen und beschrdnkt und D C U U- - -UU,, fiir offene, beschrinkte
Ui C R%. Dann gibt es pi € C>(D), sodas 0 < ¢, < 1, supppy, C Uy, und > " ¢ =1
ﬁk =1,....,m, x € D). (Man nennt {¢y : k =1,...,m} glatte Zerlegung der Fins auf
D zuU,...,Up)

TODO: Bild ind=1,D = (a,b).
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Beweis. Yo € D 3r(x) > 0, h € {1,...,m} mit x € B(x,r(x)) C B(0,r(x)) C Uy.
(Kugeln beziiglich der sup—Norm.)i)a D kompakt ist, existieren x; € D mit B; =
B(zj,r(2;)), (j = 1,...,n), sodass D C J;_; Bj und Vj 3: B; C Uy. Setze

TS Z (;Sr(m]-),xj

Jo:B; CUy

Damit gilt ¢ € C°(R?), k=1,...,m und supp ¢z C Uj:Bchk Bj C Uy und ¢, > 0.
Ferner gilt Vo € D 3B; mit € B;. Dann folgt Pr(z;),z; (€) > 0. Dann folgt a(z) :=
Y opeq ¢r(x) > 0. Damit setze ¢, := éﬁbk € C*(D). Dann gilt ¢, > 0, supppr =

supp ¢ C Ug, > pey pi(z) = ﬁ S ék(x) =1 (Va € D). Daraus folgt ¢, € [0,1]. O
Man setzt fiir offene U € R, k € NU {0, 0o}

CFU,RY = {f € C*(U,RY) :f und alle partiellen Ableitungen von f
bis Ordnung k sind beschrinkt}.

Bemerkung. Sei a < bin R, g € C}((a,b) x U), U C R? offen, h € C*(U,R). Setze
b
G(t, ) ::/ g(s,x)ds, te(a,b), xel.

Mit dem Diff-/Stetigkeitssatz und dem Hauptsatz folgt G € C*((a,b) x U,R). Mit der
Kettenregel gilt dann fiir alle j =1,...,d, x € U

h(z)
3 0 / g(s,x)ds = iG(h(:v),:n)

ox; Oz,
€ €5 h() 5 (46)
= g(h(z),z)0jh(x) +/ %g(s,a:)ds
a J
Ana III, 23.01.2009
Sei g € C([a,b]) mit g|(,) € C*((a,b)) und ¢" € C*((a,b)). Dann gilt

b vgl. Kor 3.15 b—e HS

/ gdt)ydt = = lim g (t)dt = lim (g(b—¢€) —gla+e€)). (4.7)
a =0 Jote e—0

Seien U C R? offen, f,g € C1(U,R%). Die Divergenz von f ist folgendermafken definiert:
div f = 01 fi(x) + Oafo() + -+ + dafa(z) = Spur(f'(x)), z € U. (4.8)

Beachte dabei div(f + g) = div f 4+ div g.
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Theorem 4.18 (Divergenzsatz von GauR). Sei D C RY offen und beschrinkt mit 0D €
Cl, f € C(D,RY) mit f|p € CH(D,R?%). Dann gilt

[ divs@da = | (g@l@)dato).

oD
wobei v die dufere Einheitsnormale von D ist (vgl. Lem 4.7).

(Eine allgemeinere Version findet man im Konigsberger Ana2, §12.4)

Beweis. 1) Aus Lem 4.7 folgt: Vo € D 3 eine Karte (1, V), sodass (eventuell nach
orthogonaler Transformation y = Qx) D lokal bei x unter einem Graph liegt. Da
0D kompakt ist, exisiteren offene V4,...,V,, € R mit 9D C Vi U--- UV, (die

Tilde wurde weggelassen), orthogonale Matrizen Q1,...,Qm, a1,...,a, € R und
offene Uy,..., Uy, C R Ry, ... hy € CY(Ug,R) mit beschrinkter Ableitung,
sodass

Qr(VinND) ={y=(y1,--,¥a-1,94) € R : v/ € Uk, ya € (ar, h(v/))}
/

=y

und
Qk’(aDm Vk) = {(y,’yd) : y, € Uka Yd = hk(y,)} (k = 17' . 'am)‘
Wihle Vy ¢ R offen mit Vo € D und D C Vo U ---U V.

TODO: Bild

Wihle ¢y wie in Lem 4.7 auf D zu {Vp, V1,...,V,

). Setze f*:= . f. Dann gelten
ffectl(D,RY)NC(D,RY), supp f* Cc VN D (k=1,...,m) und
Y @)=Y enf(@)=fx) VYzeD.
k=0 k=0

——
=1

Beachte dabei, dass f*(z) = 0 VYo € dVi N D, aber dass f*(z) # 0 moglich ist,
wenn = € ON, N OD.

TODO: Bild

2) Sei W C R"™ offen, g € CY(W,R) mit suppg C W, suppg kompakt. Sei j €
{1,...,n}. Setze g mit 0 zu g € C*(R™,R) fort. Dann gilt

/ 9;9(x)dx = / 9;9(x)dx =

W n

Fub / / ajg(fl'l; ey Ly :xn)dxjd(xla s Tj=1 Tl - ,I‘n)
Rn—l R

I
:/ 05G(x1, - gy wp)day = 7020, =0,
T

86



wobei 7 so gewahlt ist, dass supp g C B(0,). Also gilt

/ 0jgdz = 0.
w

/({)jf](-](x)d:vzo Vi=1,...,n
D

denn supp f° € Vy € D. Daraus folgt

/ div fO(z)dz =0 = / (fz) |v(z))do(x).
D 0D S~~~

=0

Speziell gilt fiir £ =0

3) Seik € {1,...,m}. Setze fF(y) := QrfF(Q; 'y) fiir alle y = Qpz, = € D. Sei i die
aufere Einheitsnormale von Qi D. Es gilt

div /*(y) = Spur Q- (/- Q1) ()] = Spur [Qu(1) (2)Q;
Y2 Spur(f5Y (z) = div f¥(z) (Vx € D).
Damit gilt

/ div f¥(z)de "2 / div f¥(y) - | det Q| dy
D w:lely N————

Trafo/ (fk(ka)W(Qkx)) | det Qx| do(z)
oD T

y=Qxx
kaV(I) =1

— / (Quf*(@)|Quv(e))dor ()
oD

QU k) w(x))do(z
= /8D<f<> (2))do(z).

Zeige nun das Gleichheitszeichen (+). Es gilt f = f auf QiD. Schreibe dann f¥
statt f*, D statt Qi D, = statt y, v statt .

/ adfcllc(m)dx Frbni / / 6dfd 2 :L'd)dl‘ddl‘
D supp f*CVxND JU,

D (o () fa(2, ag) (%)
—_—

=0

= fg(x/, hi(2'))da'.
Uk
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Sei j € {1,...,d —1}. Dann gilt

i () k..t (46) 1k, 4 ! !
0; - / [i (@ za)drq ="f; (2", hi(2))Ojhi (")
ak

=p(2’)

hy (') e
—|—/ 8jf]- (', xq)dxy.

ag

Damit folgt dann

Fub P (")
/ 0; ff (w)de = / / 0, 1% (2!, xq)dwgda’
D Ui Jayg
Sgl/ ff(iﬁ,,hk(l‘,))ajhk(x/)dx/+/ djp(z')dx’ (%)
Uy Uy

2
:)0, da supp ¢CUy

Durch Aufsummieren iiber j ergibt sich dann
/ div fk(ac)d:c
D
u - ! V1|23
[ (P (D)) VLR,
Uy,

(+%) 1 ERNEDTE
Lem 4.7 i
B 10 Jypl (EI(@)do ().

. .= (4.8) — .
/D div fdz = /D div (Z f’f) da ‘& kzo /D div frdz

k=0

2_)m B2 |v(x))do(z) = z)|lv(z))do(z
5;/8D<f<>r<>>d<> /M(f()l())d()-

[
Erinnerung: fiir u € C?(U,R) ist der Laplace-Operator gegeben durch
Au(x) = dqu(z) + - - + Ogqu(x) = Spur V2u(z).
Damit gilt
81u
Au=div| @ | =divVu (4.9)
8du
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Korollar 4.19 (Greensche Formeln). Sei D C R? offen und beschrinkt mit 0D € C*.

a) Sei f € CH(D,RY) NC(D,RY), u e CHD,R)NC(D,R). Dann gilt

d
div(u( => (( (2) +u(z) - 9 f5(x))

J=1
= (Vu(@)|f(2)) + u(x) - div f(z).

Dann folgt mit Gauss

LWMWﬂmmz—meﬁﬁ@w+/U@Kﬂﬂwnwﬂ

dp

b) Seien u,v € C}(D,R) N C*(D,R). Dann gilt

a—)— u|vo)ax ulx v\x)|\vixe glx
L”Amﬂ@ vamd+/<>w<n<»dm

D
=0,v(x)

:/ vAud:L‘+/ u(z)oyv(z) — v(x)dyu(z)do(z).
D oD

Ana III, 26.01.2009

Zur Intepretation vom Divergenzsatz von Gaul

Seien D, f wie in Thm 4.18. Dabei entspreche f einem elektrischen Feld. Setze den
Durchfluss von f durch 0D
o= [ (o
oD

¢ = /D div fdz. (+)

Also entspricht div f einer Quellstéarke.

Zu v: TODO: Bild
Mit Gauss folgt

Beispiel 4.20. Sei d =3, ¢ € R, p € R3, D C R3 offen und beschrinkt mit D € C*.
Setze fiir x € R3\{p}

1
g P

flx):=q
Dann folgt fiir alle z #p, k=1,2,3
3

Ifr(z) =q (Z(ﬂﬁk —pk)2> +q- <—g> -2k — pr) - |z = ply (21— pr)-

k=1

89



Damit ergibt sich fiir die Divergenz von f fiir alle x # p
div f(x) = 3qlz — p|3® = 3¢l — pl5”> - | — p|3 = 0.

1. Fall: p ¢ D. Dann gilt f € C'(D,R?). Mit (x) folgt dann [}, div fdx = 0.
2. Fall: p € D. Dann ist f ¢ CY(D,R3). Wihle » > 0 mit B(p,r) C D. Setze D, =
OD\B(p,r). Daraus folgt D = dDUIB(p,r) und damit f € C1(D,,R?). Somit gilt

L Gauss . o
qbr.—/aD(ﬂV)da = /wdm—o.

T

Die #ufere Einheitsnormale vg von B(p,r) ist vgp = 1(x — p) (x € dB(p,r)). Daraus

o

folgt, dass die dufere Einheitsnormale v von D, bei z € dB(p,r) v(x) = —vp(x) ist.

Damit folgt
o=o [ (o= [ (s@l5 =) dote).

Daraus folgt

¢:q./ |;p—p|%3d(‘)’($):q2-/ da:%-4ﬂ'r2:47rq.
r OB(p,r) S——~—" r 9B(p,r) r

S =

Beispiel 4.21. Sei C C R? offen und beschréinkt mit 9D € C'. Sei u(t,z) die Kon-
zentration eines Stoffes bei # € D zur Zeit t > 0. Es sei v € C'(Ry x D). Dann
existiert a:?:gml € Cp(Ry x D) (k,l = 1,2,3). Der Stoff diffundiere geméfs des “Fick-
schen Gesetz” mit konstanter Diffusionsrate a > 0. Gegeben sei weiter eine Anfangs-
konzentration ug € C*(D) N CZ(D). Durch dD fliefe keine Substanz. Insbesondere sei

Oyup(x) =0, x € 0D. Wir betrachten die Diffusionsgleichung

Owu(t,z) = algu(t,z), t>0
dyu(t,z) =0, t>0, z€0D (4.10)
u(0, ) = up(z), x € D.

Behauptung:
/ lu(t, z)2de < / lug(x)|?, Wt > 0.
D D
Wenn die Behauptung gilt, gibt es hochstens eine Losung von (4.10), denn:

Sei v eine weitere Losung. Setze w = u—v € C*(R4 x D). Dann folgt % € Cp(RyxD)
und w erfiillt (4.10) mit w(0) = 0. Mit der Behauptung folgt dann

/ w(t, o)z < 0.
D
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Also ist w(t,z) =0Vt > 0, (f.a.)x. Da w stetig ist, folgt w(t,z) = 0 V¢, z. Mit Bem 5.9
folgt dann u = v.
Beweis von der Behauptung:

o 1 ,
&/]32@(@33)\ dx

Thm:3.16/ lg(u(t,x)fdl’ :/ u(t, ©)Ou(t, x)dx
D 2 8,5 D

410, / u(t, z)Azpu(t,z)dx
D

C= / (Vou(t, z)|Vau(t,z)) de +a - / u(t, z) Oyu(t,x) do(xz) <0
D oD N——
=|vu(t,z)[3 (4.10)

Stokes

Seid=3, F:Uj— Vo CR? eine Parametrisierung mit F € C2(U0,]R3), UcU-CcC
Uy C R2. Dabei seien U und Uy offen und beschrinkt. Setze aukerdem V := F(U).
Sei U € C* eine geschlossene C'-Kurve mit Parametrisierung + : [a,b] — U, die im
Gegenuhrzeigersinn lduft. Damit ist 4/(¢) # 0, V¢. Dann folgt, dass OV eine Kurve mit
Parametrisierung ¢ = F o : [a,b] — OV

TODO: Bild

Dabei ist v(1) = m (_é;(%) duhere Einheitsnormale von OU (¥/(7) um § nach
1
rechts gedreht und normiert. Vgl. Walter Ana2, §5.17) Mit der Bemerkung nach Def 4.8

folgt, dass die Normale an 9V gegeben ist durch

1

n(F(t)) = |01 F(t) x O2F(t)|2

COLF(t) x By F(1). (4.11)

Erinnerung
D f3(z) — O3 fa(x)
rot f(z) = | Osf1(z) — 01 fs(z) | =V x f(z).
o fa(z) — D2 f1(z)

Das Kurvenintegral zweiter Art ist definiert durch

b
fode= / (Fe(r)e! (7))dr.

ov

Theorem 4.22 (Stokes). V erfiille die obigen Voraussetzungen und es sei f € CY(D,R3)
fiir ein offenes D C R® mit V. .C D. Dann gilt

/ (rot f(z)|n(z))do(x) = fedx.
\%

ov
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Zum Beweis. Der Beweis erfolgt duch direktes Nachrechnen unter Verwendung obiger
Formeln, Kettenregel und Gaufs (Thm 4.18) fiir OU vgl. Walter Ana2, §8.12. O

Zur Interpretation: Sei f ein elektrisches Feld. Dann entspricht . oy J ®dz der Zirkulation
in der Leiterschleife V. Stokes sagt dann

avf odr = /V(rot flu)do.

Beispiel 4.23. a) Wenn u € C?(D,R) und f = Vu = (01u, dau, d3u)’, folgt mit
Schwarz (Ana2), dass rot f = rot Vu = 0. (f ist ein Radialfeld). Dann folgt

Stokes

fedx
oV

0.

Beispiel. Sei u = |z|§ fiir € R3\{0}, a € R. Dann gilt f(z) = Vu(z) = az|§ 2.
Also gilt rot f = 0.

b) Einfaches Wirbelfeld: f(x1,z2,23) = (—x2,71,0)T. Hier gilt dofy = —1, O1.f> = 1.
Alle anderen partiellen Ableitungen sind 0. Also gilt rot f(z) = (0,0,2)7. Dann
folgt

fode SE /V (vot f(2)|n(x))do(x) = 2- /V () do () ()

oV
2

Beispiel. Eine Kugelkappe lasst sich mit dem Graph von h(z1, z2,x3) = \/R? — ] — 235

fiir (21, 72) € B(0,7) C R?, wobei 0 < 7 < R fest seien.

Hier gelten F(x1,z2) = (h(x%x )) und
1,42
vi={(2):(3) € BO) C R a5 = hizy,az)}. Damit gite o F = (0,),
1

O F = (8(1)h>. Dann gilt (1 F x 02F)3 =1 (411) n3|01F x 09F|2. Dann folgt
2

(%) 1

de = 2 1o . |8,F X 8yF|odx1d
avf. xDef4.8 /B(O,r) |81F><32F|2 | 14 X 02 |2 T14T2
=JaF

=2 / dridzy = 27112,
B(0,r)
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5 Lebesguesche Raume und
Fourier-Reihen

Sei stets () # X € By versehen mit B(X) und A.

Ana III, 30.01.2009

5.1 Die [’-Raume

Fiir p € [1, 00) setze

LP(X) = {f : X — R messbar :/ |f|Pdz < oo},
X
LX) :={f: X — R messbar, (f.a.)beschrankt},

sowie fiir messbhare f: X — R

1l = ( /. rf<w>|Pda:)”, 1 <p <o,

| flloo :=ess sup |f(x)| :=inf{c > 0: 3 NM N, mit |f(z)| < ¢ Vz € X\N.}.
rxeX

Bemerkung. Fiir stetige f : X — R gilt sup,cyx |f(2)| = ess sup | f(x)]. Denn sei N, wie

zeX

in der obigen Definition. Dann ist N = () (anderenfalls existiert ein B C N, mit A\(B) >
0, was ein Widerspruch ist). Aus |f(x)| < ¢ fir alle z ¢ N, folgt mit der Stetigkeit von

f, dass |f(x)| < ¢ Vz € X. Durch inf-Bildung erhélt man ess sup | f(z)| < sup,cx |f(2)].
zeX
Die andere Abschitzung ist klar mit N, = 0).

Wenn || fp, — f|l, = 0 (n = 00, 1 < p < 00), dann sagt man “f,, gegen f im p-ten Mittel”.
TODO: Bild

Interpretation der 1-Norm in Bsp 4.21. Man kann u(t,z) > 0 als Konzentration eines
Stoffes zur Zeit t > 0 am Ort x € X interpretieren. Dann folgt, dass

/X]u(t,x)]dx:/Xu(t,q;)dx

die Gesamtmenge des Stoffes zur Zeit ¢ beschreibt.
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Beachte: £!(X) ist nach Kapitel 2 ein Vektorraum. Ebenso ist £%°(X) ein Vektorraum,
denn wenn |f;(z)| < ¢; (Vo ¢ N;), wobei N; Nullmengen sind, und a; € R (j = 1,2),
dann gilt

|041f1(1') + a2f2(x)\ < ’a1|61 + ]a2|02 =:¢c Vz §7_f N := N1 UNy (NM) (*)

Dann folgt a; f1 + aafa € L2(X).

Zu LP: Wenn f € LP(X), a € R, dann gilt af € LP(X), ||af]l, = |af - || f]|p. (Folgt aus
der Definition).

Setze wie in Ana2 p’ := p%l, wenn 1 < p < oo, 1’ := 0o, oo’ = 1. Dann gilt % + 1% =1
Vp[1, o).

//

P=pep=2 pell2)ep e (20 p =p
Satz 5.1. Seip € [1,00]. Dann gelten

a) Héder-Ungleichung: Fiir f € LP(X), g € LP'(X) gelten fg € LY(X) und

1 1

€(1,00) P , p’

Il = [ 17alde < 7l lally " ([ 1spa) ([l ac) "
(Fir p=p' =2 ist dies die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.)

b) Minkowski-Ungleichung: Fir f,g € LP(X) gilt f 4+ g € LP(X) und

1+ glly < [1fllp + [lgllp-
Ferner ist LP(X) ein Vektorraum.
Beweis. fg, |f + g|P sind messbar (p < o0).

a) p=1: Dann folgt g € £°(X) = 3 Nullmenge N, ¢ > 0 mit |[g(z)| < ¢ (Vx ¢ N).
Setze g := 1x\y - g. Dann gilt

Lem 3.5 ~
/!fgld:r i /\f\- 9l dz < e [flh.

<c
Infimumbildung tiber alle ¢ liefert die Behauptung. Genauso fiir p = oc.

1 < p < o0o: Wenn ||f]l, = 0. oder ||g||l,y = 0, dann |f|P = 0 (f.ii.) oder |g[P" = 0
(f.i.) (Lem 2.18). Dann folgt f = 0 (f.i.) oder g = 0 (f.4.). Also fg = 0 (f.4.),
womit wir fertig sind.

Anderenfalls liefert die Young’sche Ungleichung (Ana2 Beweis von Satz 1.19) fiir
festes z € X:

o GO I W Vo O o
7o To@ly =2 1B "7 g@lZ
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Integralbildung auf beiden Seiten liefert

1 1 1 1 roo 1 1
p Il Pogl® p P
N———— p

=[I£17

Daraus folgt fg € L1(X), Ifglls < Ifllp - llglly-

b) p = 1: Kapitel 2. p = co: Die Behauptung folgt mit Infimumbildung tiber ¢;, ¢z in

(%) mit a1 = ag = 1.
Sei p € (1,00). Dann gilt
J1r+gras =15+ gl = [ 1749017 + gt
< (15115 4ot [1g1- 15+l

T (/!f+g|” 1%) ’

p-1
P
Hloly- ([ 17+ apac)
= (£l + llgllp) - I1f +gll5™
Damit folgt ||f+g||p < |[fllp + llgllp- Dass f +g € LP(X) gilt, folgt aus [f + g|P <
(If] + lg])? < or. (If|P + |g|P), was integrierbar ist.
O

=P fiir Konstanten «, 8 > 0.
1
P

Beispiel 5.2. Sei X = [1,00) und f(z) = 2%, g(x) =
Dann f € LP(X) & [[Ta7Pdz < 0o & ap > 1 & « p,geﬁp()@5>
fge LY(X) & a+ B> 1, wobei p € (1,00).

Korollar 5. 3 Sei AMX) < 00. Dann LYX) C LP(X) fir alle 1 < p < q < oo und
1£llp < AX)¥ ™5 - [Iflly (7 € L9X)). Mitp=1 folgt

G [ 1rae) < 5 [ o0

Also folgt aus fn, — f beziglich der q-Norm, dass auch f, — f beziiglich der p-Norm.
(Ersetze f durch f, — f)

Beweis. Fiir ¢ = p und p = oo ist die Aussage klar. Sei p < ¢ < oo, f € L%(X). Dann

gilt fiir r:=2 € (1,00) = ' = L /—1—*()1
1
(o)
X

q-p’ T
Hoelder
[uspas= [ aegge < (/( )dx)
X X mit r (*) X
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Damit folgt

P
4 nach

< Q.
Vor

/X\f\pda:SA(X)l‘Z-(/nyyqu>

Durch die Abschétzung mit der p-ten Wurzel folgt dann die Behauptung. O
Beispiel 5.4. a) Sei X = (0,1], f(x) = 2~ fiir eine Konstante a > 0. Dann gilt

1

1

feﬁp((o,l])@/ :L‘_O‘pdx<oo<:>ap<1<:>a<]3.
0

Damit gilt f(z) = 2”7 und mit p < q liegt f in LP(X), aber nicht in £7(X). Also
gilt £9C LP(X).

b) Wenn \(X) < oo, dann gibt es keine Inklusion zwischen £P(X) und £2(X) (beziig-
lich \).

Beispiel. p =1, X = [1,00). Dannist f(z) = 2 in £9(X) Vg > 1, aber f ¢ L1(X).
Ferner liegt g(x) = 11 9)(7) - (2 — 1:)7% nicht in £4(X), aber in £L}(X).

Satz 5.5 (Majorisierte Konvergenz). Seien 1 < p < oo, f, € LP(X), f: X — R
n—o0

messbar, fn, —— f (fi.), |fulP < g (fi.) fir alle n € N und ein g € LP(X). Dann
gelten f € LP(X) und ||f — fullp = 0 (n — o00).

Beweis. p = 1: Satz von Lebesgue. Sei also p > 1. Dann gilt |f|P < ¢ (f.4i.) und |f(z) —

Fal@)|P < (f(2) +g(x))P < (2-g(x)7)? = 2 - g(z) (f.a.) x. Ferner gilt |f — fu|? "2 0,
(f.i.). Lebesgue angewendet auf |f — f,|P liefert ||f — fullp = [ [f — falPdz — 0. Dass
f e LP(X) gilt, folgt aus |f|P < g (f.1.). O

Beispiel. Sei f, =n-11), X =R, p€ [1,00). Dann folgt f,, € £P(X) und f, — 0

1

punktweise. Aber es gilt ||fn|, =n - 0. (Vergleiche Bem 3.11)

Ana III, 02.02.2009
Ab jetzt sei stets 1 < p < oo.

Es ergibt sich folgendes Problem:

</x 'f'p); = [lflp =0 & [fP =0 (fi.) & f =0 (L.

Also ist die Normeigenschaft (N1) verletzt ((N2) und (N3) gelten allerdings in £P). Damit
ist ||| ist keine Norm auf £P.

Ausweg: Definiere

N :={f:X —>R: f messbar, f =0 (fi.)}.
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Dann ist N ein Untervektorraum von £P. Wir setzen
LP:=LP /NTODO = {f = f + N : f € LP(X)}. (5.1)

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass auch LP ein Vektorraum ist (beziiglich der
kanonischen Verkniipfungen.) Beachte:

f=gef=g(i)Vfef geg.

/fdx ::/f(x)d:c (5.2)

fiir einen beliebigen Repréasentanten f € f Mit Lem 3.5 folgt dass (5.2) reprisentante-
nunabhéngig ist, denn sei g ein weiterer Représentant von f d.h. f =g, danngilt f =g

(Fii).

Fiir das Integral in (5.2) gelten die bekannten Regeln. Somit ist || f llp :== || fllp fiir ein
beliebiges f € f wohldefiniert. Vorsicht: fe f (z) fiir einen Représentanten f € f und

ein x € X definiert keine Abbildung von LP(X) nach R!

Fiir f € L! definiere

Nun: Hpr = 0 = f € N fiir jeden Repriisentanten f € f = f = 0. Weiter seien
f,9 € LP(X) mit Représentanten f, g, sowie @ € R. Dann gelten

Def. Def.

o llafly = Hapr=\a\-Hpr =" Jal - 1 llp

Def. Satz 5.1 Def
o [[f+yglly ="IIf +gll, < HprJngHp = fllp + 1131p-

Also definiert ||-||, eine Norm auf LP(X).

Seien f , 3, helL? (X) und «, 8 € R. Nach Hoelder existiert fir beliebige Repriasentanten

fef,geyg
j) = /X f(z) - g(a)da. (5.3)

Es gelten
(F19)] < /X Folde 2 Al 112 2 1l - g1l (5.4)
(f19) = 1),
(af + Bhlg) = a(f|h) + B(h|g) (5.5)
und
(fIf) = / F@)dz = IF13 = IF13. (5.6)

Damit ist (-|-) ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum L?(X) mit zugehoriger
Norm [[-l2 = v/ (-[-)-
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Definition. Ein Banachraum, dessen Norm wie in (5.6) von einem Skalarprodukt indu-
ziert wird, heifft Hilbertraum.

Bemerkung. Setze ooP := oco. Dann ist die Abbildung ¢ : [0,00] — [0,00],2 + 2P
1 —
messbar, da ¢~ 1([a, 00]) = [a?, 00] € By (Va > 0).

Theorem 5.6 (Riesz/Fischer). Sei (fn)neny C LP(X), 1 < p < oo eine Cauchy-Folge
beziiglich der p-Norm. Dann gibt es ein f € LP(X) und eine Teilfolge (n;)jen, sodass

I fn = fllp =220 und Jn; = EmiN f (f1i.). Ferner ist LP(X) ein Banachraum und L*(X)

ist ein Hilbertraum.

Beweis. 1) Zweite Behauptung: Wenn ( fn)neN eine Cauchy-Folge in LP(X) ist, dann
gilt fiir Reprasentanten f,, € f,

Ve > 03N, €N | fu— Fllp = I fu = finlly < € (v > N).

Damit ist (fy,)nen eine Cauchy-Folge in £P(X). Nach der ersten Behauptung exis-
tiert dann ein f € LP(X), sodass

1= Fllp = 1o = fllp =0,
Also ist LP(X) ein Banachraum und L?(X) ist ein Hilbertraum.

2) Sei nun (f,)nen eine Cauchy-Folge in £P(X). Wiihle (mittels e; := 277) eine Teil-
folge (nj)jen mit |
Ifi = fo;llp S €e=277, VI>mn; (+)

Setze g; := fn;+1 — fn,; fir j € N. Sei N € N. Dann gilt

P 1

N N Satz51b
oy im /X Slg@ ] | =[S lgl leggllp
7j=1

p

Damit gilt

00 N p
[ (g ras = [ im (Z o)l | dr
X =1 N\ =
—_—

=:g(x) messbar

p
Fmtou N
m/ > gl | de <1
N— =1
| —

—P
=sN
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Also liegt g € LP(X) und somit existiert eine Nullmenge N mit g(z)P < oo Va ¢ N
(& g(x) < oo Vr ¢ N) (wegen Kor 2.24). Mit unserem Wissen aus Anal folgt

3 Zgj )eR (V¢ N).

Weiter gilt

m—1

9j = fom — o (Ym eN). (xx)
7=1

Daraus folgt
3 liin fam (@) =: f(z) €R, Vx ¢ N.

Setze f(x) := 0 V& € N. Dann ist f : X — R messbar und f,, ——= f (f.i.).
Ferner gilt

|fnm‘ |fn1’+2|gj‘<’fm‘+g— h,

j=1
wobei h € LP(X), m € N.

Mit Satz 5.5 folgt dann f € LP(X) und || fpn,, — fllp M=o, .
Fiir € > 0 wéhle m mit 27" < e und || f — fy,.|lp < €. Sei l > n,, =: Ne. Dann gilt

(%)
1= Fllp < Wi = Frmllp + [ = fllp < 26
O

Beispiel 5.7. Sei X = [0,1], I, = [0,1],[0,3), [3,1), [3,3),.... Setze f, := 17,. Damit
[ fallo= A(L)7 "= 0.

Aber: Vo € [0, 1]3 eine Teilfolge (1) jen mit fn;(x) =1 - 0 (j — o0). Also gilt fr(x) - 0
(n — oo) fiir jedes z € [0, 1].

Also folgt aus Konvergenz f, e, f in £P(X) nicht die punktweise Konvergenz f,, e,

fin R.

Korollar 5.8. Seien f, € LP(X) N LY(X), 1 < p,q < 00 und fr, “= f in LP(X),
In n?—oo> g in LYX). Dann gilt f = g (f.i.) fir alle Reprasentanten f € f und g € g,
also f=¢e€ LP(X) N LY(X).

Beweis. Seien f, g, h Représentanten von f , 3, h. Dann folgt mit Thm 5.6, dass Teilfolgen
(nm), (Nm,) und Nullmengen Ni, No existieren, sodass

Fr (1) 225 f2) Va ¢ Ny, Frim, 1700 vy ¢ Nj. Daraus folgt, dass f(z) = g(x) Vz ¢
N7 U Ny gilt, wobei N1 U Ny selbst auch eine Nullmenge ist. O

Bemerkung 5.9. Die Abbildung J : £P(X) N C(X) — LP(X), Jf = f ist injektiv und
linear. Wir identifizieren deshalb £P(X) N C(X) mit dem neuen Teilraum LP(X).
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Beweis. Seien f,g € LP(X) N C(X) mit f = §. Dann folgt, dass eine Nullmenge N
n—o0

exsitiert, sodass f(z) = g(x) Vo ¢ N. Sei y € N. Dann existiert z, ¢ N mit z,, —— y
(da N° = ). Aus der Stetigkeit von f und g folgt f(y) = g(y). O

Im Folgenden schreiben wir f statt f und identifizieren LP(x) mit £P(X).
Bemerkung 5.10. Stetig sind

a) LP(X) = R, f— | fllp- (Gilt in jedem normierten Vektorraum)

b) L'(X) = R, f+— [y f(z)dz, denn, wenn f, 2720 fin L', dann gilt

’/andx/xfd:c

c) L2(X) x L*(X) = R,(f,g) — (f|lg) (Beweis siche Ubung).

< / o — flde = 1fu — b 222 0.
X
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