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0 Vorbemerkungen

0.1 Bezeichnungen

Allgemeine Bezeichnungen

griechische Buchstaben: s. Ubungsblatt.

Thm = Theorem = Hauptsatz.

e Def. = Definition, ,,:=" heifit ,steht fiir“.
e Lem. = Lemma = Hilfssatz.

e Bew. = Beweis.

e Beh. = Behauptung.

e Ann. = Annahme.

e 1n.V. = nach Voraussetzung.

e Vor. = Voraussetzung.

e Bsp. = Beispiel.

e Bem. = Bemerkung.

e [ | = Beweisende.

Logische Symbole
e — = nicht.
e A = und.
e \V = oder.
e — = impliziert.
e <> = equivalent.

VY = fur alle.

e 1 = es existiert.

e ! = es existiert genau eines.



Etwas zu Mengen

Mengen werden durch die Angabe ihrer Elemente definiert, z.B. M = {1,2,3} =
{2,1,3} = die Menge, die aus 1, 2 und 3 besteht.

M = N = die Menge der natiirlichen Zahlen.
M = {z € N: z ist gerade} = gerade Zahlen.
() = leere Menge = {}.

Operationen mit Mengen M, N:

x € M — ,x ist ein Element von M.“ (Beispiel: 1 € {1,2,3})
x & M — ,x ist kein Element von M.“

M C N — M ist Teilmenge (TM) von M,“ d.h. wenn z € M, dann auch x € N,
oder: x ¢ M — x € N.

M=N—-_MCNund N C M* oder: M und N haben die gleichen Elemente.

MNN={x:x€ Mund x € N} = Schnittmenge = Menge der z, die in beiden
Mengen liegen.

MUN ={z:2 € M oder x € N} = Vereinigungsmenge = Menge der z, die in
einer der beiden Mengen liegen (oder auch in beiden).

M x N ={(x,y): x € M,y € N} = Menge der geordneten Paare aus M und N.
Ferner: M? = M x M, M™ = M x --- x M (n-fach) (n € N).

M\ N ={x € M :z ¢ N} = Differenzmenge = Menge der = aus M, die nicht in
N liegen.

P(M)={N:N C M} = Potenzmenge = die Menge aller Teilmengen von M.

P({1,2,3}) ={0,{1},{2},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}}. Zugehorige Rechenregeln,
siche LA.

Abbildungen (Abb.) oder Funktionen (Fkt.):

Seien M und N Mengen. Eine Funktion f : M — N, x — f(z) besteht aus dem
Definitionsbereich M, dem Bildbereich N und der Abbildungsvorschrift f, die jedem
,Urbild“ € M genau ein ,Bild“ f(x) € N zuordnet. Streng genommen ist die Funktion
das Tripel (f, M, N), man schreibt meistens nur f. Beispiel: f: N — N, = — 2z. Hier
schreibt man auch f: N — N, f(x) = 2z.



0.2 Vollstandige Induktion

Wir setzen die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}, (Ng = {0,1,2,...}), die ganzen
Zahlen Z und die Briiche Q samt ihren Rechenregeln vorraus.
Dann gilt das Prinzip der vollstindigen Induktion (vollst. Ind.).
M C N erfiille die beiden folgenden Bedingungen:
(IA)1C M
(IS) Wenn ein n € N zu M gehort, dann gehort auch der Nachfolger n + 1 zu M.
Beh. Dann gilt M = N.

Beweis (indirekt). Annahme Die Behauptung sei falsch. Dann existiert ein m € N\ M.
Nach (IA) ist 1 € M. Dann liefert (IS), dass 2 =1+ 1 € M. Diesen Schritt wiederholt
man (m — 1) mal. Somit erhdlt man mit m € N einen Widerspruch (4) zu m € N\ M.
Also muss die Annahme falsch sein, d. h. die Behauptung ist wahr. O

Eine Aussage ist ein ,Satz*, der entweder wahr oder falsch ist, z. B. 7+5=12,3+n=n
sind Aussagen. n + 1 ist keine Aussage.

Beweisprinzip der vollstiandigen Induktion

Es seien fiir jedes n € N Aussagen A(n) gegeben. Wir wollen zeigen, dass alle Aussagen
wahr sind, d.h. M := {n € N: A(n) ist wahr} muss gleich N sein. Nach dem Prinzip der
vollstandigen Induktion muss man also die folgenden Behauptung zeigen:

(IA) Induktionsanfang: Man zeigt, dass A(1) wahr ist.

(IS) Induktionsschluss: Es gelte die Induktionsvoraussetzung (IV): Fiir ein (festes, aber
beliebiges) n € N ist A(n) wahr.

Dann zeigt man, dass auch A(n + 1) wahr ist. Dann folgt, dass alle A(n) wahr sind.
Beispiel 0.1. Zeige: 1 +2+3+---4+n=1in(n+1),Vn e N.

Beweis (per vollst. Ind.). Es sei A(n):1+---+n=3n(n+1),neN.
[IAin=1:1=3-1-2 = A(1) ist wahr.
IS: Es gelten A(n) fiir ein n € N (IV).

v
Dann: (14---+n)+n+1 L tnn+1)+(n+1)-3-2=1(n+1)(n+2)

— A(n + 1) ist wahr. = IS ist gezeigt. = Beh. nach vollst. Ind. O

Unbefriedigend ist die Schreibweise ,,+ - - - 4+, dafiir: ,rekursive Def.“ des Summenzeichens:
Gegeben seien a; € Q fiir jedes j € Z mit j > m fiir ein festes m € Z. Dann setzen wir:

m
E Aj 1= Qm.
j=m



m—+n

Wir nehmen an, dass Z a; fiir ein festes, aber beliegiges n € N definiert sei. Dann
j=m
definieren wir:

m+4n—+1 m+n
E a; ‘= E Q. + Cmgn+1-
Jj=m Jj=m

m+n
Nach dem Induktionsprinzip ist die Menge: M = {n € N : Z a;j ist def.} gleich N.
j=m

(Korrektur: Hier braucht man das Induktionsprinzip fiir Ny = {0,1,2,...}, siche Ubung.)
k

Wir haben also den Ausdruck Z a; fiir alle k € Z, k > m definiert. Man schreibt oft
j=m
k
Z a; = Ay, + - -+ + ag. Genauso definiert man: H Aj = Qpy * Qg1 ** - Qe
Es gelten die iiblichen Rechenregeln, wie man i)er Induktion zeigt. Dazu ein Beispiel,
wobei m = 1. Gegeben seien a;, b; € Q, j € N. Dann gilt:

Zaj—l—Zb —Zaj+bj), Vn € N.
7=1

1 1 1
Beweis (per Ind.). TA: n=1: Zaj + ij I Z(aj +b;) = A(1)

j=1 j=1 j=1
ist wahr.

IS: Es gelte A(n) fiir ein n € N (IV). Dann:

n+1 n+1 n n
Z Clj + Z bj Déf. (Z aj + an-‘rl) + (Z bj + bn+1>
j=1 Jj=1

j=1 j=1
; n ; n+1
Def. Def.
= > (aj+b) + (anpr +ba1) = D (a;+by).
=1 j=1
— A(n +1) ist wahr. = IS gilt. = A(m) gilt Ym € N. O

Beispiel 0.2 (Geometrische Summenformel). Gegeben sei ¢ € Q\ {1}.

Beh. Dann gilt:
Z q’ , Vn € N.

q— -1
1
Beweis (per Ind.). TA: ( Z +q¢' =1+gq,
=0
21 1)(g—1
g = (¢+ (g —1) =1+4gq. ,=“ = A(1) ist wahr.
qg—1 qg—1



IS: Es gelte A(n) fiir ein n € N (IV). Dann:

n+1 n n+1 n+1 n-+2 n+1 n+2
i_ i+l V)4 —1 nt1 _ 4 —1+¢"" —q¢ _ 4 —1
;Oq ;Oq +q T e 1 1

— A(n+1) gilt = (IS) ist gezeigt. = Ind. zeigt, dass A(n) fir alle n € N gilt. [

Eine weitere rekursive Definition:
Fakultit: 0! = 1, 1! = 1. Wenn n! fiir ein n € N definiert ist, dann setzt man (n +1)! =
(n+ 1) - nl. Man schreibt: n! =1-2---n.

Definition (Binomialkoeffizienten). Seien n, j € Ny und n > j. Dann setzt man

(n) o n! B 1-2---n
i) T T W )2 )

Eigenschaften: (n, j € No, n > j)

?) (niJ) - (n—j)!(gl—nm! - @

(0)=ai—-() "

. [ n ny n!-j nl(n—j+1)
P) Setg = 1 Damy (j—1)+(j> IO [ R B A R U [ R Y

Defgak‘ j.'ﬂ'—i—(ﬂ—]‘i‘l)”' Defiakl ﬂ Déf <n+1) (0 2)
Mn—j+1) i +1—j)! J '

Beispiel 0.3 (Binomischer Satz). Seien a, b € Q, n € N. Dann

A(n): (a+b)" = Zn: (”) a" b, neN.

=0 \J

Beweis (per Ind.). TA: (n=1)

1
1 P (om1)
<,>a1_]bj I L-a' 0" +1-a°-0' = (a+0)"
4 J
j=0

= A(1) ist wahr.



IS: A(n) gelte fiir ein n € N (IV).

a mH— (g a n @ a - (n a" Iy
(a+0b) (a+b)(a+b) (a+0) (]) v

=0

_ Z . an7j+1 N + Z ( ')an] . b]+1
j=0 <j> =0 J

setze l=j+1(<= j=1-1)

n n+1
- W\ nHi=i .y n 1=l g
() ()
©.1) n41 . n n ntl—j  1j 0 pn+l
P ey ((0)+ (1) e

(j=0) J=1 < —~ ~ (j=l gesetzt) (j=n+1)
(0-2) (n+1)

J
n+1
1 o
=3 (" e
=0 N 7

= A(n + 1) ist gezeigt = (IS) gilt. = Beh. folgt mit vollst. Ind.




1 Reelle und komplexe Zahlen

Wir definieren die reellen Zahlen ,axiomatisch®, d.h.: Man legt in einer Definition die
Eigenschaften der reellen Zahlen fest, die im folgenden verwendet werden diirfen. Ausblick:
R ist ein ,,ordnungsvollstéindiger, geordneter Kérper®.

1.1 Geordnete Korper

Definition. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Abbildung * : M x M — M(x,y) — x*y
heifit Verkniipfung auf M.

Definition 1.1. Seien K eine Menge, 0 € K, 1 € K mit 0 # 1, und ,,+“ und ,,-* Ver-
kniipfungen auf K. Dann heifit (K, 0, 1, +, ) ein Kdrper, wenn die folgenden Eigenschaften
fiir alle x, y, 2 € K gelten:

a) Assoziativgesetze:
(x+y)+z=a+(y+2)

(-y)-z=2-(y-2)

b) neutrale Elemente:
z+0=2z, z-1=x

c¢) inverse Elemente:
e 7u jedem x € K existiert ein a € K mit x +a = 0.

e Zu jedem z € K \ {0} existiert ein b € K mit z-b = 1.

d) Kommutativgesetze:
rt+y=yt+z, v-y=y-w

e) Distributivgesetz:
(r+y)-z=(x-2)+(y-2)

Man schreibt oft K anstelle (K,0,1,+,-).
Beispiel. a) Q mit den iiblichen 0, 1, +, - ist ein Korper.
b) Z ist kein Korper, da es kein b € Z gibt mit 2b = 1.

c) Weitere Beispiele in linearer Algebra und Analysis .



Bemerkung.  a) Wir schreiben —z fiir das Inverse Element von z € K bzgl. der
1
Addition und #~' = = fiir das Inverse Element von z € K \ {0}. Man lssst ,,-“ und

x
iiberfliisssige Klammern meist weg. Dabei gilt - vor ,,+*.

b) Die inversen Elemente sind eindeutig bestimmt (siche LA). Man schreibt xz — y
statt  + (—y) und L statt z -yl
Y

c) Es gelten Rechenregeln wie in der Bruchrechnung (z.B. 0-2 =0, —(—z) = z, usw.)
[siehe LA]. Im folgenden wird dies ohne Kommentar in Ana I verwendet.

Definition 1.2. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Relation R auf M ist eine Teilmenge
von M x M. Man schreibt z ~g y statt (z,y) € R.
R ist Ordnungsrelation (oder Ordnung), wenn gelten:

a) Vo € M : x ~g x (reflexiv).
b) Vz,y,z € M : Wenn o ~g y und y ~p 2, dann auch x ~pg 2z (transitiv).

c) Vr,y € M : Wenn = ~g y und y ~p z, dann gilt x = y (antisymmetrisch). Statt
~ g schreibt man in diesem Fall meist < oder >g. Eine Ordnung heifit total, wenn
fiir beliebige x,y € M stets x <y oder y < x gilt.

Man schreibt x < y, wenn x < y und x # y, sowie x > y statt y < x und y > x statt
r<y.

Beispiel. a) Die iibliche Ordnung auf Q erfiillt Definition und ist total. Hier:

Ve R={(z,y) € Q*: 2>y}

z Q

b) Die Relation ,n teilt m* fiir n,m € M ist eine nicht-totale Ordnung, z.B. 2 und 3
teilen sich nicht.

Definition 1.3. Ein geordneter Korper K = (K, <) besteht aus einem Korper K und
einer totalen Ordnung <, sodass die folgenden Eigenschaften gelten:

a) Voe,y,z € K : Wenn x <y, dann x + z < y + 2.
b) Vz,y € K : Wenn x > 0 und y > 0, dann gilt zy > 0.

x € K heifit positiv (negativ), wenn x > 0 (z < 0). z € K heiit strikt positiv (strikt
negativ), wenn x > 0 (x < 0). Man setzt

K ,={zreK:2>0}, K_={re K:z<0}

10



Es gelten K, NK_ = {0} (nach Def. [1.2]3), sowie Ky UK_ = K (wegen der Totalitét).
Beispiel. Q mit der iiblichen Ordnung ist ein geordneter Korper.
Satz 1.4. a)y>z < y—x>0.

b) a) <0 < —zx>0.
b) >0 <= —x<0.

c) Wenn x>0 undy <0, dann xy < 0.

d) Wenn x # 0, dann 2> = x -2 > 0. Speziell: 1 = 12 > 0.

1
e) Wenn x>0, dann — > 0.
T

Beweis.  a) Seiy > x. Addiere —z zu beiden Seiten. liefert y —x > x —x = 0.

Seiy — 2z > 0. Addiere 2. [L3[] = y=y—z+2x > .

b) a) Setze y =0 inll]

b) Ergibt sich, wenn man in [2al # durch —x ersetzt.
(Beachte: —(—z) = x).

c) Seien x >0, y <0 -y >0 LIg O0<z-(—y) =-—xy xy < 0.

d) Sei x # 0. Nach [2 und der Totalitdt der Ordnung gilt entweder x > 0 oder —x > 0.
folgt also aus und (—x)? = 22

1 1 1
e) Sei x > 0. Ann. — < 0. Dann —— > 0 (nach und somit —1 = x - (——> >0
T

x x
1
nach Nach |4| und 2| folgt 4. Da — # 0 folgt die Behauptung, da die Ordnung
x
total ist.
O

Definition 1.5. Sei K ein geordneter Kérper und x € K.

Dann heifit |z| := { z, x>0,

oz <0, der Betrag von x.

Satz 1.6. Seien K ein geordneter Korper und x,y € K. Dann gelten:
a) |z] >0, |[x| =0 < x==0.

¢) eyl = [z[ - ly|.

11



d) |z +y| <l|z|+ly|.
e) |z —y| >z =yl

Beweis. a) - ¢) folgen leicht aus Def. und Satz [1.4]

r3m
d) Daz <|z|,y <l|y|, folgt +y < |z|+y <|z|+ |yl

Ebenso: —(z +y) < |z| + |y|. Somit: |z + y| < |z| + |y|.

e) Ubungsblatt.
0

Definition 1.7. Seien K ein geordneter Korper und a,b € K mit a < b. Dann definiert
man die beschrankten Intervalle

la,b) ={z € K :a <2 <b}, [a,a] = {a} (,abgeschlossen*),
(a,b) ={x € K :a <z <b} (,offen“, statt ]a, b]),

la,b) ={z € K :a <z <b},

(a,b] ={zr € K :a <z <b},

und die unbeschrdinkten Intervalle

la,00) ={z € K : x> a},
—o00,al ={r € K :x <a},

(
(a,00) ={x € K : x> a},
(—o0,a) ={r € K :z <a},

} (,,abgeschlossen*),

} (,offen®).

Beispiel. Fiir welche = € Q gilt |2z — 3| + 2 > 3z — 57 (%)
Losung: Betrag auflésen:

20 —3. x> 32
_ 9 = Y
|22 — 3| {3—2x,x<%, x e Q.

3
Fall 1: x> 7 Dann:
() & 20 -3+2>30 -5 < 2r—1>30-5 B8 454

Also: jedes x € {2,4) erfillt ().

12



Fall 2: x < g Dann:

(#) <= 3-20+2>30—5 29 10>52 £ 1 <2

Also: jedes z € (—oo, g) erfiillt (x).
= Losungsmenge = (—o0, 4).

Satz 1.8 (Bernoulli-Ungleichung). Seien K ein geordneter Kérper, x > —1 und n € N.
Dann gilt
(14+z)">14+n-uz.

(Dabei wird y* =y - - -y induktiv definiert.)
Beweis. (per Induktion)

(IA) Beh. ist wahr fiir n = 1.
(IS) Beh. gelte fiir ein n € N (IV).

Dann:
(Iv), Ub
1+z)""= (A+4+z) (Q+2)" > (Q+2)(1+nx)
~——
>0, n.V. [z>—1]
=1 1 2 DI%[I] 1 1
=1l+(n+1lz+nz, > 1+ (n+1)x.
>0

— IS gilt 2% Beh. O

Lemma 1.9. Sei K ein geordneter Kéorper und a,b € K mit a < b. Dann gilt

a-+b

a < < b,

wobet 2 =1+ 1.

Beweis. 2a =a 4+ a D:!<%II1 a+ bmﬂm b+ b = 2b. Division mit 2 liefert Beh. O]

1.2 Suprema und reelle Zahlen

Definition 1.10. Sei K geordneter Korper und M C K nichtleer.

a) a € K ist eine obere (untere) Schranke von M, wenn a > m (a < m) fiir allem € M.
M heifit nach oben (unten) beschrdnkt, wenn es eine obere (untere) Schranke besitzt.
M heifit beschrdnkt, wenn es nach oben und nach unten beschriankt ist. Andernfall
heifit M unbeschrinkt.

13



b) = € K heit Mazimum (Minimum) von M, wenn es eine obere (untere) Schranke
von M ist und wenn x € M. Man schreibt dann # = max M (z = min M).

Beispiel 1.11.  a) Sei M = (—o0,b]. Dann hat M die obere Schranke b € M geméa8
Def. Ferner hat M keine untere Schranke.

Beweis. Ann. Ja € K mit a < x Vo € M. Dann: a — 1 < a nach Satz [T.4]
— a—1<b = a—1€(—00,b] = 1.
=—> M hat keine untere Schranke. O

b) Sei N = (—o00,b). Dann hat N auch die obere Schranke b, aber b ¢ N. Beh. N hat

kein max.

Beweis. Ann. Es gebe a = max N. Da a € N, folgt a < b. Somit folgt

b b
a<a;_ <bnachLemma. — &;_ eEN — 4 zua=maxN. O

Bemerkung 1.12. In Def. hat M hochstens ein max und hochstens ein min.

Beweis. (nur fiir max): Seien z,y Maxima von M. — x>mVYm e M — = >y.
Genauso: y > .

Definition 1.13. Sei K ein geordneter Kérper und M C K nichtleer.

a) Sei M nach oben beschrinkt. Wenn es eine kleinste obere Schranke von M gibt,
dann heifit diese Supremum von M (man schreibt sup M).

b) Sei M nach unten beschriankt. Wenn es eine grofite untere Schranke von M gibt,
so heifit diese Infimum von M (inf M).

Beispiel 1.14. Sei M = (—o0,b). Beh. b = sup M.

Beweis. Nach Def. [T ist b eine obere Schranke von M. Ann. x sei eine echt kleinere
obere Schranke von M. Nach Lemma [1.9| gilt:

r+b r+b

T < <b —

eEM = 4.
O

Bemerkung 1.15.  a) Wenn es existiert, dann ist das Supremum gleich dem Minimum
der oberen Schranke von M, sowie inf M das Maximum der unteren Schranken von
M.

b) Nach [1| Bem. [1.12] besitzt also M hochstens ein sup und hochstens ein inf.

Beispiel 1.16. Seien K = Q, M = {x € Q : 2* < 2}.
Beh. sup M ex. nicht in Q, wobei M beschriankt ist (mit oberer Schranke 2).

14



Beweis. Ann. es existiere s = sup M € Q.

= d teilerfremde p,q € N mit s = E Nach Lemma |1.24] muss dann s? = 2 gelten.
q

— p? =2¢° = p®gerade = pgerade = Ir€N:p=2r

= 2¢° =4r? = ¢® = 2? = q gerade = { p,q teilerfremd.

=—> s kann nicht in QQ existieren.

(Beweis ohne Vorgriff: Amann/Escher Ana I. Bsp. L. 10.3.) O

Bem. Haben gezeigt ,v/2 ¢ Q.

Definition 1.17. Ein geordneter Korper K, in dem jede nach oben beschrénkte nichtleere
Menge ein Supremum besitzt, heilit ordnungsvolistindig. Die reellen Zahlen R sind ein
ordnungsvollstandiger geordneter Korper.

Bemerkung.  a) Q ist nach Bsp. nicht ordnungsvollsténdig.

b)

Man kann R mit den Eigenschaften aus Def. mit Mitteln der Mengentheorie
konstruieren (Cantor, Dedekind ~1880). Durch Def. ist R eindeutig bestimmt

(,,bis auf einen ordnungserhaltenden Kérperisomorphismus*).
Siehe:
e Ebbinghaus et al. ,Zahlen®, 1992.
e K. Landau. Grundlagen der Analysis, 1934.
e Aman/Escher Thm. 1.10.4.
Wenn man die 1 in R mit der 1 in Q identifiziert, dann ist Q in R enthalten

(Q C R), wobei fiir z,y € Q die Verkniipfungen +, - und die Relation < von R mit
denen von Q iibereinstimmen.

Denn: Man definiert in R: 2 :=1+1, 3:= 2+ 1,.... Dabei liefern +, -, < von
R auf 1,2,3,... die bekannten Verkniipfungen von N, z.B. gilt auch Satz [1.4}
1<2<3<---

Damit liegt auch —n in R fiir n € N, sowie b ceQ,firpeZ,qeN.
q

Der Rest der Behauptung ist leicht (aber langwierig) zu zeigen.

Eigenschaften von R und sup, inf

Satz 1.18. Sei M C R nichtleer und nach oben (unten) beschrinkt und s € R. Dann
sind dquivalent:

9
b)

s=supM (s=inf M)
s ist eine obere (untere) Schranke und

Ve>0dz.e M:s—e<z.<s(s<xz.<s+¢)
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Beweis. (Nur fiir sup): Sei B die Menge der oberen Schranken von M. [l] <= s =
min B <= s ist obere Schranke von M und Ve > 0: s — e ¢ B (da s kleinste obere
Schranke) <= s ist obere Schranke von M und Ve > 03z, € M : s—¢ < z. < O

Satz 1.19. Sei M C N nichtleer. Dann exisitiert min M .

Beweis. Da N C R und 1 eine untere Schranke von N ist, exisitert x = inf M. Nach
Satz mit ¢ = % existiert ein my € M mit z < my < 3:+% < m+% fiir alle
m € M. Fir m € N mit m # mg gilt |m —mg| > 1. Also gilt mq < m fir alle

méeM = mg=minM. O

Satz 1.20. a) R ist ,archimedisch geordnet®, d.h. Vx € R In, e N:n, >z

1
b) Ve € R mit e > 03n. € N, sodass — < €.
Ne

1
c) Seixz € R. Wenn 0 <z < — fir allen € N, dann z = 0.
n

Beweis.  a) Annahme: Die Behauptung sei falsch, d.h. 3z € R Vn € N : n < .
Somit exisitert s = supN € R. Nach Satz mit & =  exisitert dann m € N mit

1 11 1
s—§<m — S<s+§<m+l.

Da m +1 € N, kann s kein Supremum sein. 5 = [1] gilt.

b) Sei € > 0 gegeben. Setze z = % e R. Nach existiert n, € Nmit n, >z = % =
€ > i — Beh.mit Ne = Ny.

c) folgt direkt aus
[l

Definition. Seien M, N nichtleere Mengen. Eine Abbildung f : M — N heiflt injektiv,
wenn Vz,y € M mit x # y : f(x) # f(y). Sie heifit surjektiv, wenn Vz € n3x € mit
f(z) = z. f heiit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist, d.h. Vz € N 3lz € M mit
f(x) = z. Fiir bijektive f : M — N definiert man die Umkehrabbildung f~': N — M
durch f~(z) = x, wenn f(z) =z, z € N.

Definition 1.21. Zwei Mengen M, N heiflen gleichméchtig, wenn es ein bijektive
Abbildung f: M — N gibt. M hat die Mé#chtigkeit (Kardinalitdt) n € N, wenn M und
{1,2,...,n} gleichméchtig sind. Wenn dies fiir kein n € N der Fall ist, so ist M unendlich.
Man schreibt dann #M = n bzw. #M = oo.

Beispiel. Sei M = {A, B,C}. Dann ist f : M — {1,2,3} mit f(A) = 1, f(B) = 3,
f(C) = 2 eine bijektive Abbildung = #M = 3.

16



Beachte: Wenn #M = n, dann gilt M = zy,...,x;, wobei z; := f~(j) mit f aus
Def. und 7 € {1,...,n}. Wenn M und N gleichméchtig sind, dann #M = #N, da
die Verkettung bijektiver Abbildungen bijektiv ist.

Bemerkung. Gleichméchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.
Satz 1.22. a) Seim € N. Dann ist #{j € N: j > m} = co. Speziell #N = oo
b) Seien a,b € R mitb > a. Dann #{r € Q:a <z <b} = ¢

Beweis.  a) Annahme: #{j € N:j > m} =n. Dann Jz4,...,2, € Nmit M :={j €
N:j>m}=ux,...,2,. Damy =21+ -+ 2, + 1 € N und

m — yeM
y> :
zj,je{l,....n} = y¢ M

b) Zuerst konstruiert man ein ¢ € Q N (a,b). Nach Satz neN:b—a>1>0,
also

nb > 1+ na (%)

Sei a > 0. Dann existiert nach Satz und Satz ein minimales £ € N mit
k > na. Sei a < 0. Dann erhallt man genauso ein minimales [ € N mit [ > —na,

also —I < an. Somit liegt
k ,a >0
m:=
1—-1 ,a<0

inZund na <m < an + 1 nb = a <7 <b,q:=" € Q. Nach Satz[1.20
EleGNmitb—q>ji0>0.Seij€J::{k€N:k2j0} — ¢+icQund
a<q+%§q+jio<b, VjeJ. DieMengeM:{q—l-%,jeJ} ist nachunendlich
daf:J%M,f(j)zb%—%bijektiv ist.

[
Definition. Seien A, B C R. Dann setzt man
A+ B:={zr:3Ja€ Abe B mit x =a+ b}
A-B:={zx:Jac Ajbe Bnmitz =a-b}
speziel: y + B={y}+ B={zr =y +b,b € B}

y-B={y;-B={r=y bbec B}
Beispiel. [0;1] + [2;3] = [2;4]
Beweis. ,C* ist klar. ,D* Sei z € [2;3].
Wenn z € [2;3], dann wihle a =z —2 € [0;1] und b = 2
Wenn z € [3;4], dann wihle a = x — 3 € [0;1] und b =3
In beiden Féllen: a +b = x O
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Satz 1.23. Seien A, B C R nichtleer.

a) Seien A und B nach oben beschrdankt. Dann:
a) Wenn A C B, dann sup A < sup B
b) sup(A+ B) =sup A +sup B
c) Wenn A, B C (0,00), dann sup(A - B) =sup A - sup B
b) Seien A und B nach unten beschrinkt. Dann gelten (1Y und [1d von 1) auch fir das
Infimum. Weiter gelten:
ad) ACB — infA>infB
d) —A ist nach oben beschrinkt und inf A = —sup(—A), wobei —A := (—1) - A.

Beweis. a) Sei A C B. Wenn z eine obere Schranke von B ist, dann auch von A. =

Beh. [Tal

b) Seien z = supAund y =supB. Dannz+y >a+bVa € A, be B — x+y
ist obere Schranke von A + B. Sei ¢ > 0 gegeben (fest aber beliebig). Setze

n = § > 0. Satz |1.18 liefert a, € A und b, € B mit * —n < a, < z bzw.

y—-n<b, <y = v+y— 2n <a,+b, <x+y L& Beh.(Restin
~ S~——

. € €A+B
Ubungen).
O
Potenzen mit rationalen Exponenten
Seien a,b € R mit a,b > 0,7 =", n € N, m € Z gegeben.
Ziel: Definiere a» und zeige Potenzgesetze. Vorrausgesetzt wird dabei der Fall
a-a---a firm >0
1
a" =141 fir m =0
1
—_ fiir m < 0
a‘m‘
Wir verwenden (wobei a, b > 0)
a<b <<= a"<b" (1.1)

Beweis. ,, = “a <b => a® < ab und ab < b* induktiv fiir alle n € N.

wie oben

,<=" Sei a" < b". Annahme: ¢ > b ——— d" > 10" =
Hauptschritt: Fall m = 1. Seit M = {z € Ry : 2" < a}. Dann

a) M#0,da0e M
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b) M hat obere Schranke 1 4 a, denn Annahme: 1 + a hat keine obere Schranke:
r>1+afireeM > (1 +a)">(1+a) 1" > a4
O

Def. — Jw =supM (1.2)
Lemma 1.24. w ist die einzige positive reelle Losung der Gleichung y" = a.

Beweis.  a) Annahme: w" < a. Sei € € (0;1]. Dann (w + )" Bopp3 Z <n) wle"
" J
7=0

n—1 n
n\ . n\ ; Bsp.[03
n j n—j 1< n i P n n
=w —1—55 (j) w e < w —|—5§ <j)w = w"+e(14+w)".

Wihle speziell € = min {1, ﬁ} € (0;1]

n

— (w+e)" <w"+ e 1+w)"=a

(14 w)"
— wH+eceM = Jfzuw=supM = w" >a.
b) Ahnlich sieht man " < a = w" =a

c) Es gelte v" = a fiir ein v € Ry. Wenn v < (>) w, dann v™ < (>) w" nach (|1.1))
— szuv" =a=w" —=v=w
[l

Folgerung. Sei x € R. Dann ist y = V22 die einzige positive Losung von y* = 22

Weitere Losung ist |z
=% Va2 = g (1.3)

Definition 1.25. Seia € R, a >0,n € N,m € Z, ¢ =", w wie in (1.2). Dann setzen
wir {/a := a» := w und a? := (an)™

Satz 1.26. Seien a,b € R, a, b >0, p, ¢ € Q). Dann gelten:
a) a’b? = (ab)?
b) aPa? = aPte

¢) (aP)? = aP
a? >bP, p>0

d)a>b>0 =
aP <bP, p<O0
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Beweis.  a) Seien a, b > 0, p = ™, m € Z, n € N. Zu zeigen: a’b* = (ab)? Dann:

1.1

(anbn)" = arbn - = ()™ (bw )" L oy T gobn = (ab)w. n-te Potenz liefert
n-mal

Beh.[l] b), ¢) gehen so dhnlich.

p>0 = a? >0
p<0 = aP <
e m er.
Annahme: a%“ <bi,neNag = (am) < (bw)" 2y — v > b n-te
Potenz, [1.1], Ubung 2.5, [1| fiir m < 0 liefern

b) Seip="€Qma>b>0. Zuzeigen:{

]

1.3 Komplexe Zahlen

Ausgangspunkt: Lose 22 = —1 Nach Satz hat diese Gleichung keine Losung in
einem geordneten Koérper, insbesondere keine Losung in R. Idee: Konstruiere einen nicht
geordneten Korper, der R enthilt und in dem 2? = —1 16sbar ist.

Ansatz. Auf R? gibt es (Vektor-)addition: @") + (“) — (33+ “)

v y+v
Def . (I) . (u> = (xu - yv) € R?,
Y & TV + 1Y
e 1) (1) - (0)
Neue Bezeichnungen: 1 statt <(1)>, 1 statt (2), T 4 1y = z statt <§) mit z,y € R (also
i?=—1)

Y z2=x+1y

Definition. C :={z =z + iy : z,y € R} Fasse R={z =2 +i-0 = 2,z € R} als
Teilmenge von C auf.

Seien z = x + 1y, w = u + w fiir x,y,u,v € R. Dann setzt man

z4+w=(r+iy)+ (u+iv)=(x+u) +ily+v)eC
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z-w:= (zu—yr)+i(lyu+2v) € C

Beachte. Auf der rechten Seite der obigen Definition stehen in den Klammern nur
reelle Ausdriicke, die somit wohldefiniert sind. Falls z = x € R und w = u € R, so erhélt
man wieder die reelen +, — Lineare Algebra: (C,0, 1, +,-) ist ein Korper.

Definition 1.27. Sei z = 2 +iy € C mit z,y € R. Dann heifit  der Realteil von z, y der
Imaginérteil von z, |z| := /22 + y? der Betrag von z und z := z — iy das konjungiert
Komplexe von z. Man schreibt x = Rez und y = Im z.

??
Bemerkung. Fiir z = x € R gilt |z, = V22 = |z|g. Somit schreiben wir |z| statt ||
fir 2 € C.

Sei z € C, r € R,r > 0. Dann ist B(z,r) = {w € C : |z —w| < r} die offene
Kreisscheibe in R? mit Mittelpunkt z = (Zj) und Radius r, B(z,r) = {w € C :

|z —w| < r} die abgeschlossene Kreisscheibe, s(z,7) = {w € C : |z —w| = r} die
Kreislinie.
Ferner: Sei z =z € R. Dann B(z,r) "R ={z —r,x 4+ r}.

Satz 1.28. Fiir w, z € C gelten:
a) i=z |z =2%2 (= ézﬁ,z;ﬁ())
b) z+w=Z+w, Z0=72 w0
¢) Rez=1(z+2),Imz = (2 — 2)
d) [Rez| < |z], [Tm z| < [2], |2] = ||
e) |2]>0,2=0 <= [z] =0
f) |zwl = |2 - |w|
g) |z 4+ w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)
h) |z = w| > |z] = |wl]

Beweis. Seien z = x + iy, w = u 4w fiir x,y, u,v inR.

al) z=z+i(—y) =2 —i(-y) =z

a2) 2z = (z +iy)(x — iy) = 2% — izy + izy — i%y? = 22+ * = |2|?

bl) ist klar
bZ)W:mu—yv—kz(xv—kyu):mu—yv—i(mv—yu):xu—yv—ixv—iyu:

r—iy)(u— 1) = Zw

cl) z+z=a+iy+ar—iy=20 < L(z+z2=21)
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c2) genauso

dl) Rez|=z| £ Va2 < 22+ 4% =2

d2

genauso

)

)

) 2] = Va? + —y? = |2

el) klar

e2) 2| =12+ 2 =0 <= 2> +9* =0 <= 2=0,y=0
)
)

f

|zw|* = 2w - 7@ = 2zww - 2|7 |w|?

g) 24w = (z4+w)(Z4+ @) = 22+ 20 + wZ +wd = |2]> + 20 4w+ |w| <
—_—

=2Re (zw)
|22 + 2| 2w] + Jw]? = (|2] + [w])? 2 Beh.
~—~

R
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2 Konvergenz von Folgen

2.1 Einfache Eigenschaften

Definition 2.1. Eine Abbildung A : N — C heifit Folge. Man schreibt a,, statt A(n) fiir
n € N und (a,),>1 oder (a,) statt A. Wenn a,, € RVn € N, so heifit (a,,) reelle Folge.

Definition 2.2. Seien (a,) eine Folge und a € C. (a,) konvergiert gegen a, wenn es zu
jeden € > 0 ein NV, € N gibt, sodass |a, — a| < ¢ fiir alle n > N,, wobei n € N, also

Ve > 0dN. e NVn > N, : |a, —a|] <e.

4

a heifit dann Grenzwert (oder Limes) von (a,) und man schreibt ,a = lim,,_,, a,* oder
sy — a fiir n — o0o“. Wenn (a,) keinen Grenzwert hat, so heifit (a,) divergent (div.).

Bemerkung. |a, —a| <& <= a, € B(a,e) <= Abstand von a,, und a ist kleiner als ¢

Bemerkung. Wenn a,, — 0 fir n — oo, dann heifit (a,) Nullfolge (NF). Somit a,, — a
fiir n = 00 <= (la, — a),5, ist Nullfolge.

Beispiel 2.3. (Sei stets n € N)

a) Sei z € C und a, = 2z Vn.
Behauptung. a, — z (n — 00).

Beweis. Sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Wahle N. = 1. Sei n > N, = 1. Dann
la, —z| =0<e. O

b) Sei p € Q mit p > 0 und a, =n7", also (a,) = (1, 55,55, .- -)-
Behauptung. a,, — 0 (n — o0) (speziell fur p = 1:

Beweis. Sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Wahle N, € N mit N, > e (V. existiert
nach Satz [1.20]). Sei n > N.. Dann:

[[2a _1\ P
la, =0 =n"P < NP < (5 ) =c

c) Sei a, = (—1)"
Behauptung. Diese Folge ist divergent.
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Beweis. Zu zeigen: YVa € C3e, > 0VN € Ndn =n,ny > N : |ay — a| > &,.

1. Fall: a = 1. Wéhle ¢ = 1. Sei N € N gegeben. Sei n > N ungerade. Dann
la, —al =]-1-1]=2>1=¢,.

2. Fall: @ = —1 genauso.

3. Fall: a € C\ {—1,1}. Wéhle ¢, = fmin{|1 —a|,|-1—al} > 0. Sei N € N
gegeben. Wahle n = N. Dann

> e,

| | |1 —a],  wenn n gerade
a, —a| =
" |-1 —al, wenn n ungerade

Satz 2.4. Die Folge (a,) konvergiere gegen a € C. Dann gelten:
a) (a,) ist beschrinkt, d.h. IM >0 |a,| < M, ¥n € N.
b) Wenn a,, — b fir n — oo und b € C, dann a = b.

Beweis.  a) Wihle ¢ = 1. Nach Def. 2.2 gibt es N € N mit |a, —a| <1,Vn > N

A-Ungl.
= |an|=la, —a+a| < |a,—a|+l]a]<1+]a|,Vn>N
= |an| < max{l+ |al|,|a1],|azsl,...,|lan—1|} = M, Vn € N.

b) Sei e > 0 gegeben. Nach Vorraussetzung und Def. existieren V., € N und
N.p € N, sodass |a, —a|] < e¥n > N., und |a, —b] < e¥n > N_.,. Setze
N. = max{N. 4, Nc,}. Dann

A-Ungl.
0<l|la—bl=|la—a,+a,—b < |a—a,|+|a,—b <2

(nach obiger Abschétzung). Da ¢ > 0 beliebig war, folgt |a —b] = 0, also a = b

(siehe Satz (1.208))
0

Beispiel 2.5. Sei p € Q mit p > 0 und a,, = n? fir n € N.
Behauptung. (a,) ist unbeschrénkt, also divergent nach Satz

Beweis. Ann.: Es existiere ein M > 0 mit a,, = n? < M, Vn € N @ n < M% Vn e N
— 4 Satz O

Bemerkung 2.6.  a) Sei (a,),>1 eine Folge. Es gebe ein a € C und eine Konstante

¢ > 0, sodass:
Ve >0dN. e NVn > N, : |a, —a| < ce (%)

Behauptung. Dann a,, — a fiir n — oo.
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Beweis. Setze n = ce <= ¢ = 1. Setze N, = N.. Dann liefert :
Vn > 03N, e NVn > N, : |a, —a| <7

Vorsicht: ¢ darf nicht von n, € abhéngen!

Fiir ng € Z setze J(ng) = {n € Z : n > ny}. Eine Abbildung A : J(ny) — C
bezeichnet man auch als Folge. Man schreibt wieder a,, statt A(n) und (a,)n>n,
statt A. Die Konvergenz von (a,),>n, definiert man wie in Def. [2.2] wobei man
zusétzlich N, > ng fordert. Indem man b, := @y,4,-1 fiir n € N setzt, erhélt man
eine Folge (b,),>1 mit Indexbereich J(ng). Offenbar konvergiert (a,)n>n, genau
dann, wenn (b,,),>1 konvergiert, und die jeweiligen Grenzwerte sind gleich. Somit
konnen wir uns weiterhin auf den Fall ng = 1 beschrénken.

Satz 2.7. Seien (a,)n>1 und (by)n>1 Folgen und a,b € C. Es gelte a, — a und b, — b
fiir n — oo. Dann:

@)
b)
c)

ap + b, — a+b firn — oo
ay - by, — ab firn — oo (speziell ab, — ab firn — o)

Wenn a # 0, dann existiert ein N € N, sodass a, # 0 fir alle n > N und es gilt
1 1

— — — firm—o00 (n>N).

a, a

Beweis. Sei € > 0 (beliebig) gegeben. Nach Voraussetzung:
IN... € N,N., € N, sodass |a, —a] <eVn > N.,und |b, —b <eVn>N., (2.1)
Setze N. = max {N. o, Ncp}. Sein > N..

a)

b)

c)

A-Ungl. om
lan, + b, — (a+ )| Sg lan, — bl + |b, —b] < QE,VnEN% Beh. a)

A-Ungl., [1.2§]
|ayb, — ab| = |(a, — a)b+ a(b, — b)| < la, —al - lb,| 4+ al - b, — b
~—
<M nach 4]

(2.1)
<

(M +a]) ¢ Vn> N, 2228 Beh b)

Sei g = % >0 (daa#0). Sei N =N, ,€N aus 1D Dann gilt fiir n > N:

ED lal
lan| =la+a, —al > la|—|a,—a] > l|a|—e = 5 > (0 — erste Beh.
Setze N. = max {N., N}. Sei n > N.. Dann:
—_— IR —_ " —~
11 _je-am laza] & ¢ g 5w
En @ n, |af — |ay] laf - 4
—> Beh. ¢).
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Beispiel 2.8.
3n%+2n

T B2 tdn i

Qp
Behauptung. a,, — g fiir n — oo

Beweis.

Nach Bsp. 2.3} 3=+ 3,5 =5, =0, 5z = 0 (n — o0). Satz2.7 Zéhler - 3+2-0=3,
Nenner—>57£0(n—>oo)M@n—)%fﬁrn%w O

Satz 2.9. Seien (an)n>1, (bn)n>1, (¢n)n>1 reelle Folgen mit a, — a und b, — b fir
n — 00. Dabei sei a,b € R (dies gilt stets gemdfS Satz . Seing € N.

a) Wenn a, <b, firn > ng, dann a <b.

b) Wenn a, < c, <b, firn>ngunda=0>, dann ¢, — a fiirn — oo (,,Sandwich-
prinzip“©).

Beweis. Sei e > 0 gegeben. Wie in ([2.1]) existiert ein N. € N, sodass
la, —al <e, |b, —b| <e fiir alle n > N. (%)
Sei n > max {Nc,n,}.

a)
a—b=a—a,+a,—b,+b, —b<l|a—a,|+|b—0b,] < 2e.
~——
<0 (n.V.)
Da e > 0 beliebig ist, folgt a — b < 0 (Wenn a — b > 0 wére, dann folgte 4 mit
Satz [1.20B) = a <.
b)

V.
cn—ang b, —a<|b,—al firc,>a
’Cﬂ_al: n.V.
a—c¢, < a—a,<la,—a| fire,<a

< efirn>max{N.,no},daa=b = ¢, = afirn— oo

Beispiel 2.10. Behauptung. Sei ¢ > 0. Dann a,, := q% — 1 fiir n — oo.

(an) = (a,Va,Va,Va, ...
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Beweis. a) Sei zuerst ¢ > 1. Dann a,, > nach Satz . Weiter:

n  Bernoulli-U.
qza2=(1+(an+1)> 1+n(a, —1)
——
>—1
qg—1 )
— 0<a,—1<——=0fiirn—o0
n

(nach Bsp. Satz — nach Satzan—1—>0 = a, — 1 flir n = oo.

b) Sei nun 0 < ¢ < 1. Dann % > 1 und i = (%)% — 1 nach Teil a). Nach Satz [2.78

—1
:>an:<ai> — 1 fiir n — oo.

n

[
Satz 2.11. Sei (a,) eine Folge. Dann:

a) Sei zusdtzlich a, — a fiir n — oo. Dann gelten @,, — @, Rea, — Rea, Ima,, —
Ima, |a,| — |a| (jeweils fir n — o). Wenn zusdtzlich (a,,) reell ist, dann ist
a € R.

b) Es gelte Rea,, — b und Ima,, — ¢ fiir n — oco. Dann a, — b+ ic fir n — oo.

1128

Beweis. a) 0 < |a, —a| = 2R

n— al a, —al — 0 fir n = oco. Satz 2.9 —
|a, —a| - 0 = @, — afirn - co. = Rea, %(%H’%) SN %(CH—G) — Rea
fiir n — oo. Entsprechend Ima, — Ima (verwende in beiden Féllen Satz [2.7)).

n.V
Ferner ||la,| —|a|| < |a, —a] = 0 (n — o0). Satz 2.9 = |a,| — |a| fur

n — oo. Wenn a,, € R, dann Ima,, =0 = Ima = 0.

A-Ungl.
b) 0 < |a, — (b+ic)| = |(Rea, —b) + i(Ima, — ¢)] Sg |Re a, — b|4+|Ima,, — ¢| —
0, n. V. (n — 00). Satz[2.92] = Beh. b)
O

2.2 Monotone Folgen

Definition 2.12. Sei (a,),>1 eine reelle Folge.

a) (a,) wdchst (strikt), wenn a,41 > a, (a1 > a,) fir alle n € N.

b) (ay) fallt (strikt), wenn a, 1 < a, (a,41 < a,) fiir alle n € N.

c) (ay) ist (strikt) monoton, wenn (a,) (strikt) wichst oder (strikt) féllt.
Bemerkung. (a,) wichst (strikt) <= (—a,,) fallt (strikt)

Beispiel 2.13.  a) Sei 0 < p € Q. Dann fillt a, = n"? (n € N) strikt, da (n+1)7? <
n~P nach Satz [L.26H
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b) a, =525 =4 2t =1L L wichst strikt, da 51~ strikt fillt (vgl. a)).

I+l 2 2ntl 2 7 2 Zntl Int1
¢) a, = (=1)" ist nicht monoton, da a,y; = 1 > —1 = a, fiir ungerade n und
ap1 = —1 < 1= a, fir gerade n.

Standardbsp. fiir divergente Folgen:

a) a, = (—1)" nicht monoton, aber beschrankt

b) a, = n monoton, aber nicht beschrankt
Theorem 2.14. Sei (a,),>1 eine reelle Folge. Dann gelten:
a) Wenn (a,) wichst und nach oben beschrankt ist, dann existiert

lim a, = supa, :=sup{a, : n € N}
n—o0 n>1

b) Wenn (ay,) fillt und nach unten beschrdnkt ist, dann existiert

lim a, = inf a, := inf {a, : n € N}
n—00 n>1

Beweis.  a) n. V. da = sup,5; a. Sei € > 0 beliebig gegeben. Satz — dN,. €N
mit a — e < ay,. < a. Sei n > N.. Da (a,) wichst und a = sup a,, gilt:

a—e<an.<a, = a,—a<e Vn>N,

b) Betrachte —a, und verwende Teil a) und Satz [1.23P)
[

Beispiel 2.15 (Heron-Verfahren zur Quadratwurzelbestimmung). Sei z > 0 gegeben.

1
Definiere rekursiv a; = 1 und a,41 = =(a, + i) fir n € N. (Beachte: a; > 0. Wenn

2 an,
a, >0, dann a,.1 >0 ndukt, ar > 0 fir alle £ € N.

Behauptung. a, — \/x (n — 00)

Beweis. 1. Schritt: Zeige Konvergenz mit Thm. [2.14
Sei n € N. Dann
of. On 1
Apt1 — Gp E (v —az) (*)

— Ay = —
2 QCLn 2an ——
>"0 Vorzeichen?

Sei n > 2. Dann
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anﬂ—angOundaizx EII:2E> a, > +/x (fir n > 2).
()

Thm. 2.14] — Ja := lim,,_,o ap,.
2. Schritt: Berechne a mit Hilfe der Rekursion. Satz a>+/x>0.

1
Ferner: a,,1 = = (an + ﬁ) fiir n — oo(nach Satz 2.7, a # 0). Nach Satz [2.4;
~— 2 n

—a
ﬁ%(aJr%)

Beispiel 2.16 (Die EULERsche Zahl e). Sei x € N,

1\" "1 1 1

Behauptung. 3 lim a, = lim b, =: e =~ 2,71828. ..
n—oo

n—oo

Beweis. Uberblick:

Beh. a) (a,) wichst strikt

Beh. b) a, <b, <3Vn eN

n—o0 n—o0

a)+b)+Thm. 214 = 3 lim a, =:a, lim b, =: b
b) + Satz 2.9 — a<b

Beh.c) a>b

Beachte: (b,) wéchst strikt.
— Beh.

a) Sei n € N. Dann

(1+ ! )<1+%+1)"_n+2<;‘—i?> _n+2(<n+1>2—1

an n+1) (1+5H" w1\ 2] n41 (n+1)°
_n+2<1 1 n@n%—Q(l n )_n—l—Z 1+ n+n?
- 1\ 2) = 1\ 2 ) 1 (1
7&;_, (1+n) n + (1+n) n+ (1+n)
>0 R
- n*4+3n*+3n42 Bsyp.p3 (n+1)°+1

> 1

(1+n)° (n+1)°
(bn) wéchst offensichtlich
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Firl <j<nist

n\y1 1 n! I 1 n n-1n-2 n—j—|—1<1<1
jJni § (n—4) ni 4l n n n n — gl T 2171
~ Y Y Y——
=1 €(0,1) €(0,1) €(0,1)
(+)
Behauptung. 2"~ < n!V € N
Beweis. (per vollst. Ind.)
[A: n =1 ist klar.
IS: Beh. gelte fiir ein n € N (IV).
v
= 2" < 2n! < (n+1)n!=(n+1)! O
“ (n\ 1 1
— an—1+z<j)§ < 1+Zﬁ:bn
Jj=1 7j=1
n n—1 k 1\
1 k=1 T\" oz 1-(3) 1
<1+) o = 1+Z(§) =1+ ——5-<l+1=3
j=1 k=0 2 2
c) Sei m € Nund n > m, m fest. Wie in b):
SRRUE OO NS T ST RS
— 4l n n n n
‘]:1\ ~ >4
>0
"1 1 j—1
>1 (12} (11— = Crm
2135 (1 a) () e
Hl(?;r%oo) Hl(??*)oo)

= 1

nach Bsp. 2.3 Satz 2.7 = ¢ — 1+ g - = b, fiir n — oo, m fest. Lasse
— j!
=1

Ji
n — oo gehen in (H+)). Dann liefern und Satz , dass a > b,, fiir m € N. Mit
m — 00, , Satz folgt a>b.

[]
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2.3 Teilfolgen und Vollstandigkeit

Motivation. (a,) = ((—1)") = (-1,1,—1,1,...) ist divergent, enthélt aber konvergen-
te ,, Teile“.

Definition 2.17. Sei (a,),>1 eine Folge und ¢ : N — N eine strikt wachsende Funktion
(dh. p(n+1) > ¢(n)Vn € N). Setze bj = ay(;),j € N. Dann heiit die Folge (b;)j;>1
Teilfolge von (a,)n>1 (TF). Man schreibt meist (a,,) _, statt (b;);>1.

Jj=1
Beispiel. a) (a,) ist Teilfolge von sich selbst, withle p(j) = jVj € N
b) Sei a, = (—1)". Wéhle p(j) = 2j fiir 7 € N. Dann ist b; := ag; = 1Vj € N.
c) Sei
1 .
= wenn n Primzahl 11
n=9" ) eN. (a,) = L— =1 y Lyttt
¢ {1 sonst " (an) = ( 4°9° 725 )

Setze ¢(j) = j-te Primzahl, j € N. = (b;) = (ap(j)) = (5, 8,355, )
Bemerkung. a, — a (n — o0) == a,; — a (j — 00) fiir jede Teilfolge.

Definition 2.18. Sei (a,) eine Folge und a € C. Dann heifit a Haufungspunkt (HP) von
(ay), wenn fiir jedes € > 0 fiir unendlich viele n die Ungleichung |a — a,| < € gilt.

Beispiel. a) (—1)" hat HP +1 und -1, da a, € B(1,¢) fiir alle ¢ > 0 und alle geraden
n € N, sowie a,, € B(—1,¢) fur alle € > 0 und alle ungeraden n € N.

b) Die Folge a,, = n hat keinen HP, da [a,, — a;| > 1, n # m. Also liegt in einer Kugel
B(a, 5) hichstens ein a,,.

Satz 2.19. Sei (a,) eine Folge und a € C. Dann:
a ist HP <= 3 TF mit a,, — a (j — 00)

Beweis. ,=* Sei a HP. Wir definieren rekursiv eine TF (ay,) mit |a — anj‘ < %Vj e N.
= ay; — a nach Satz2.9|(fiir j — oo). Wihle n; € Nmit |a,, —a| <1 (verwende
Voraussetzung mit ¢ = 1). Sei n;_; mit n;_; > n;_» und ‘an];l — a‘ < ﬁ gewihlt.

Nach Voraussetzung gibt es unendlich viele a,, in B(a, %) Da {1,...,n;_1} endlich
ist, existiert ein n; > n;_; mit |anj — a‘ < % Induktionsprinzip liefert gewiinschte
TF an; — a.

,<=" Sei a,, — a (j — o0). Sei € > 0 beliebig gegeben. Dann 3J. € N : Vj > J, :

|an, —a| <e. Also #{a,, : j > J.} =#{j € N:j > J.} = oo nach Satz .
[

Korollar 2.20. Wenn 3 lim a, = a, dann ist a der einzige Hiufungspunkt von (a,).
n—oo
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Beweis. Satz —> a ist HP, da es der Limes ist. Sei b ein weiterer HP von (a,).
Nach Satz 3 TF a,, — b (j — o). Dann gilt aber auch a,, — a (j — o). Satz
—a=>0. O

Sei (a,) eine reelle beschrénkte Folge. Setze A, = {a; : j > n} fiir n € N. Beachte
A1 C Ay, A, ist beschrinkt fiir alle n € N.

= db, :==supA4,,c, :=inf A,, wobei b, > a; > ¢, Vj>n (2.2)
Satz liefert by > b, > b1 > cuy1 > ¢ > 1 (Vn € N. Nach Thm. existieren

lim b, = 1nf b, = inf sup a; =: lim a, = limsupa, (,Limes superior)
n—00 eN neN j>n n—00 n—00 (2 3)
und lim ¢, = sup¢, =supinf a; =: lim a, = liminf a, (,Limes inferior*) .
n—00 neN neN Jjzn n—00 n—00
). a9 — N
lim a, < lim a, (2.4)
n—o00 Lamans
Beispiel. lim (—1)" =1, lim (—1)" = —1, da in A, nur +1 und —1 stehen.

n—oo n—oo

Theorem 2.21 (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS). Jede beschrinkte Folge (an)n>1
hat eine konvergente Teilfolge und damit einen Hiufungspunkt. Wenn die Folge auferdem
reell ist, dann ist lim,_, a, das Mazimum aller Hiufungspunkte und lim a, das
Minimum aller Hiufungspunkte.

—n—0o0

Beweis.  a) Sei (a,) reell und beschrankt Setze @ = lim,,_,o an,. Suche TF An; — @
(j = o0). Wir wissen aus ) und ( . bn = sup,,, a; konvergiert gegen a fiir
n — 00. b, muss nicht ein Folgeghed sein.
Definiere rekursiv die gewiinschte TF (ay,): wihle Ny € N mit |a —by,| < 3.
Da by, = sup;sy, a; ist, existiert nach Satz ein ny > Ny mit |by, — ay,| <
I = |a—a,| < l|a—byn|+ |bn, —an,| < 1. Es nj_; > n; 5 konstruiert mit
ra—an]._1’ < 3%1 Wiéhle N; > n;_; mit \a—ij\ < % (verwende ) Da
ij = SUDPg> N, Gk existiert nach Satz ein n; > N; > nj_; mit ‘ij — G, < 2 %
— |d—anj‘ < }d—bNJ.| + |ij — ;| < % Erhalten induktiv TF a,, — a.

Insbesondere ist a ein HP von (a,) nach Satz [2.19, Entsprechend sieht man, dass

lim, . ay ist ein HP von (a,). Sei (ay,) eine weitere TF mit Grenzwert a.
£32)
— Cy < ap < by
~— ~—~ —~—
— lim ap —a Tim an
n—oo n—oo

b) Sei (a,) eine beschriankte Folge (in C). Sei x,, = Re a,, y, = Im a,,. Dann ist (nach
Satz |1.28)) (z,,), beschrankt 2 3 TF Tn, = ¢ € R (I = 00). Weiter ist (yy,);
beschriinkt =% 3 TF Y, >y €R (j — o00). Damit gilt:

Any, = Ty, + iymj =z +iy (] — 00).
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Lemma 2.22. Sei (a,) eine Folge mit den Haufungspunkten oy, . . ., ay, und den zugehori-
gen Teilfolgen ag,jy — ai,..., 04, G) = 0w (j — 00). Jedes a, liege in (mindestens)
einer Teilfolge. Dann hat (a,) keine weiteren Hdaufungspunkte.

Beweis. Annahme: Sei a € C ein weiterer HP. Satz[2.19] = 3 TF a,, — o (I — 00). Sei
go = smin{|a— |, |a—a|,...,|a — oy} > 0. Ferner existiert L € N mit |a,, — a| <
gVl > L. = Furl > L,je{l,...,m} gt |a, —a;] > |oj —a] — |a—ay| >
3e0 —e0 =20 = an, & Blaj,e0)Vl > L,j € {1,...,m}. Andererseits liegen die a,, in

mindestens einer TF die gegen ein «; konvergiert — 4 O

Beispiel 2.23.

n ]
(—1)2 — , n gerade
_ n
" ( 1)71;rl 2n” +3 gerade
— 2 n unger
3n2—1 7
3 konv. TF:
1
bk:CLQk:(—l)k%—)O(k—)OO)
204k +1)2 43 2
Ck = Qg = (—1)%! 21 ' 3 (k — o0)

— EIED —%, 0, % Nach Lemma sind das alle HP der Folge.
24 1y anzé, lim a, = —2.

n—oo n—oo 3
Korollar 2.24. Sei (a,) beschrinkt und a € C. Dann gelten:
a) a, = a (n — 00) < (a,) besitzt genau einen HP und dieser ist a

b) Sei (ay) reell. Dann konvergiert (a,) genau dann, wenn lim @y, = lim,, o0 Gy

n—oo N
In diesem Fall gilt lim,,_, a,, = lim_, _ a, = lim,_, a,.

Beweis.  a),=*“ Kor. [2.20]

,<=" Sel a der einzige HP von (a,). Annahme: a, 4 a (n — o0). Das heifit
deg > 0: VN € N: In > N : |a, — a|] > g9. Wir erhalten induktiv eine
TF (ay,); mit |a,, — a| > &9Vl € N (vgl. Beweis von Satz [2.19)). Andererseits:
Da (ay,); beschrénkt ist, liefert Thm. cine konvergente TF (ay, );. Nach
Satz und der Voraussetzung gilt a,,  — a 4
b) Sei nun (a,) reell. Dann zeigt Thm. 3! HP von (a,) <= lim a, =

———n—o0 N
limy,—y o0 Gn % Beh.
]
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Bemerkung.

1, n gerade,
ap =
n , n ungerade,

hat genau einen HP (= 1), ist aber unbeschréinkt, also divergent.
— in muss man Beschrinktheit voraussetzen!

Definition 2.25. Eine Folge (a,) heifit CAUCHY-Folge (CF), wenn es fiir jedes € > 0
ein N, € N gibt, sodass |a,, — a,,| < € fiir alle n,m > N,, d.h.

Ve > 0dN. e NVn,m > N, : |a, —an,| <e

Theorem 2.26. Fine Folge (a,) konvergiert genau dann, wenn sie eine CAUCHY-Folge
ist. (Man sagt, dass C (und damit R) vollstindig sind.)

Beweis. ,=* Sei a,, — a (n — 00). Fiir € > 0 existiert also ein N, € N mit |a —a| < ¢
fiir alle £ > N.. Damit |a,, — ay| < |a, — a| + |a — a,,| < 2¢ fiir alle n,m > N..

»<=" Sei (a,) eine CF. Nach Def. mit £ = 1 existiert ein Ny € N mit |a, — an,| <1
fir alle n > Ny. = |a,| < |a, —an,| + |lan,| < 1+ |an,| (V0 > Ni) = (a,)
ist beschrankt. Thm m = existiert TF a,;, — a (j — 00). Sei € > 0 gegeben.
Dann existiert ein J, € N mit

|an, —a| <eVj>J. (*)
Sei ferner N, aus Def. Wiéhle n > N, Dann existiert ein n; > N, mit j > J..
a
Somit |an—a|§‘an—anj’—l—|anj—a‘ < e4+e=2

[]

Bemerkung.  a) CAUCHY-Folgen haben also (in R und C) dieselben Eigenschaften wie
konvergente Folgen (kann man auch direkt zeigen).

b) In Bsp. 2.15{ mit x = 2 und a1 = 1 ist a,41 = %(an+ l) € Q (Beweis per

an

Induktion). Ferner gilt a, — v/2. Nach Bsp gilt v2 ¢ Q = Q ist nicht
vollsténdig

c¢) Bsp. a, = \/a,. Folge ist unbeschrinkt = divergent = keine CF. Andererseits:
0<vVn+1l—-+yn= m — 0 (n — 00). Also: Def [2.25| gilt fiir m =n + 1,
aber (a,) ist keine CAUCHY-Folge.

Lemma 2.27. Sei (a,) eine beschrinkte und reelle Folge und € > 0. Dann

3J. €N mit —e+ lim a, <a; <e+ lim a, Vj > J..
n—oo

n—oo
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Beweis. Nach Satz 3J. € N mit

Z3 IWE) o
e+ lim a, = e+ inf supa; > supa; >a; Vj > J..
n—>00 nENJ>n >

Entprechend: 3J. € Nmit a; > —e+lim,_, _a, Vj > J.. = Beh. mit J. = max {J., J.}.
[l

Satz 2.28. Seien (a,), (b,) beschrinkte reelle Folgen. Dann gelten:
a)

h_m ap = — lim (_an)
n—+00 n—0o0

b) Wenn a, <b, fir alen €N, dann

lim a, < lim b,, lim a, < lim b,
n—00 n—+00 n—rco n—o0

lim (a, +b,) > lim a, + lim b,

lim (a, +b,) < lim a, + hm b,

d) Seien a,,b, >0 fir alle n € N. Dann:

Tim (ay - by) < Tm a, - T b,
n—oo n—oo n—oo

lim (ay,-b,) > lim a, - lim b,
n—oo n—o0 n—oo

e) Wenn m@ oder eine der beiden Folgen konvergiert, dann gilt ,=“ in den Aussagen.

Bemerkung. In [3| oder I kann ,,<* bzw. ,>“ gelten. Bsp.: a, = (-1)", b, = (—1)"+t
—=a,+b,=0 = lim a, +b, =0, hm a, = lim b, = 1.

n—oo n—oo
Beweis.  a)
. (2.3) 23 23 (2.3) T
lim a, supinf a; = sup(—sup(—a;)) = - inf sup(—a;) — lim (—ay,)
= J J J
n—o00 neN j2n neN ji>n neN j>p n—oo

b) Sei a; < b;Vj. Nach Def. 77 des Supremums sup;,, a; < sup;,>, n; ¥n € N. Def.
des Infimums liefert
inf supa; < 1nf sup b,

neN j>p €N j>p
o - g
4 >
= lim An = lim bn
n—o0 n—oo
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c) Sei ¢ > 0. Nach Lemma IN. € N, sodass

a; <e+ lim ap, b; <e+ lim b, Vj > N..
n—o0 n—oo
_ Def. - —
= lim (a, +b,) < sup (a; +b;) > 2+ lim a, + lim b,.
n—o0

n—oo ]ZNE n—oo

Da e > 0 beliebig ist, folgt Beh. c1).
Andere Behauptungen zeigt man ahnlich.
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3 Reihen

Ziel. Untersuche ,unendliche Summen® ag + a; + as + ... fiir eine gegebene Folge
(an)nZO'
3.1 Konvergenzkriterien

Definition 3.1. Sei (a;);>0 gegeben und n € Ny. Dann heifit
Sn — Z Clj
=0

n-te Partialsumme und die Folge (s;)n>o heifit Reihe. Man schreibt statt (s,) >_ .5 a;

(oder >, a; oder }_ay).

Die Reihe konvergiert (bzw. divergiert), wenn (s,)n>0 konvergiert (bzw. divergiert).

Wenn Konvergenz vorliegt, dann bezeichnet man den Grenzwert von (s,) mit Zaj
=0
(,Rethenwert*).
1
Beispiel 3.2.  a) Sei a; = — (j € No).
J!

n

1 1 1 1
:SHZZ]'_1+1+2—|—6+ +m—>e(n—>oo),nacthp..

=1
=0
b) Geometrische Reihe: Sei z € C mit |z| < 1, a; = 27.

(Also s, = Zz Sp)=1,1421+2z+2%--+)

) 1_zn+1 1 Zn+1 . .
Bsp. 0.2 ZZJ: - zl_Z—l_Z,Ubung:z”Jr — 0 (n — 0).

— EIszz— 2| < 1.
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Anderer Beweis: Sei |z| < 1. Setze b, = [2" | = |z|"T1.

Dann: 0 < b,y1 = |2] - b, < by,.
Thm [2.14} 9b = lim b, > 0. Ferner folgt mit n — oo:

n—oo

0<b=|z-b 25 p=0.

1 1 1
c) Seia; = - =-— ,j€eN
jG+1 g g+l
n n n n n+1
1 1 1 1 1
D D I D DL 3
I +1) =1/ j:1‘7+1 ok Sk
—_ —
k=j k=j+1
L —1(n— ):>3i !
=1- n — oo =
n+1 jlj(j-i-l)
d) Harmonische Reihe: Sei a; = =, j € N
1 11 1
= s, = —=14+-+-4+-+ - N.
s ;;j to gt ne

Behauptung: sq; > 1+ % Vj e N.
= (s,) unbeschrénkt.

1
= (s,) divergiert, also Z — divergiert.
J

Beweis. (IA) j = 1.

—1—|—1 >1—|—1
2Ty =0T)
(IS): Es gelte: sq5 > 1+%f1’ir ein j € N (IV).
9 9i+1 , . .
1 1 @) j 27 j+1
DaHH.SQj-&-l:ZE—f- Z E21+§+ﬁ:1+7

k=1 k=21 41
(da in zweiter Summe k < 2711).

e) Sei a; = (—1)’, j € Ny. Fiir n € Ng:

1, n gerade

& ; 1-1+1—----4+1-1, n ungerade _{O,nungerade

ey — ‘7:
Sn Z( 1) {1_1+1_...+1—1+1,ngerade

Jj=0
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=—> (Sp)n hat 2 verschiedene HP, 0 und 1.
Kor. [2.24 = (s,) divergiert, d.h. Reihe divergiert.

Bemerkung. Man definiert und behandelt Reihen, die bei ky € Z beginnen (statt kg = 0
in Def. genauso.

Satz 3.3. Seien > ay, > by konvergente Reihen und o, 5 € C. Dann:

3 (aap+Bb) =a > ap+ B by
k=0 k=0 k=0
Beweis Z(aaj + Bb;) = aZa] +ﬁ2bj — aZaj —l—ﬁZb] (n — o0)
j=0 j=0 j=0 Jj=0 Jj=0
(nach Voraussetzung und Satz [2.7)). ]
Satz 3.4. Sei a; > 0 fir alle j € Ny und die Partialsummen (s,)nen, seien beschrankt.
Dann: .
= Z a; = sup Sy
§=0
n+1 n
Beweis. Es gilt s,.1 — s, = Zaj — Zaj = a1 >0 = (s,) wichst.
5=0 5=0
Da (s,) beschriankt, folgt Beh. aus Thm. [2.14] O

Satz 3.5 (CAucHY-Kriterium). Sei (a;);>0 gegeben.
Die Reihe Zj a; konvergiert genau dann, wenn:

Ve>03IN.eNVn>m>N.:| ) qjl. (3.1)
j=n+1
Beweis. ) a; konvergiert Lom B8 (Sn)n = (Z aj> ist CF.
=0/,
MV€>OEIN6€N‘V’n>m2N6:52|sn—3m|: Zaj. O
j=m+1
Korollar 3.6. Wenn Y a; konvergiert, dann gilt a; — 0 fiir (j — 00).
Bemerkung. Umkehrung ist falsch! % — 0, aber Z% divergiert.
Beweis des Korollars. Wéhle in (3.1) n = m + 1 > N, und erhalte
Ve >03dN. e NVm > N, : |ap1] <e. O

Beispiel 3.7. Fiir |z] > 1ist )., 2/ divergent, da dann |27| = |2 > 1 keine Nullfolge
(NF). (Speziallfall: z = —1, schon im Bsp. behandelt. )
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Satz 3.8 (LEiBNiz-Kriterium). Sei by > bryq > 0 fir alle k € Ny und b, — 0 fiir

(k — 00). Dann:
3 (=1)Fby.

k=0
Beweis. Sei n € Ny. Dann:
2n+2 2n
Sant2 = S2n = Z (—1)7b; — Z(—l)]bj
§=0 §=0

— (_1)2n+262n+2 + (_1)2n+1b2n+1
= bopt2 — bap1 < 0NV,
— (sp)n fallt.

Ebenso:

Son4+3 — Sant+1 = (_1>2n+3b2n+3 + (—1)2n+2bzn+2
= —b2n+3 + an+2 Z 0n.V.
— (82n+1>n wachst.

Damit: S1 S Son+1 = (—1)2n+1b2n+1 +Son S Son S So.
—_————
<0
= (Son)n, (S2nt1)n sind beschrinkt.
Thm. 2.14= ds= lim sg,, t = lim So,11.
n—oo

n—oo

Ferner: t — s = lim (spp41 — 82,) = lim (—=1)*""by, 1 = 0 (weil
n—oo n—oo

|(=1)*"bops1| = bonis — 0

nach Voraus.).
Lemma [2.22) = s = ¢ ist einziger HP von (s,),. Nach Kor. konvergiert (s,). [

- 1 1
Beispiel 3.9. EIZ(—l)kE [; —1In2|. Denn: b, = z ist fallende NF (,alternierende
k=1
Reihe®).
Beachte: Y-, [(—=1)F;| = >, ¢ divergiert nach Bsp. .

Definition 3.10. Eine Reihe ) a; konvergiert absolut, wenn die Reihe ), |aj| der
Betrédge konvergiert.

Bemerkung 3.11.  a) Konv. % absolute Konvergenz (siehe Bsp. [3.9)).
b) ar > 0: Konvergenz = absolute Konvergenz.

c) absolute Konvergenz —> Konvergenz.
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Beweis. Nach Satz[3.5| und der absoluten Konvergenz gilt: Ve > 0 IN, € N.

i ag Q} Beh.

k=m+1

" A-Ungl.
VYn>m>N,:e> Z lag| >

k=m+1

Satz 3.12 (Majorantenkriterium). Gegeben seien ay, by fir k € No. Dann:

a) Wenn 0 < |ag| < |bg| Yk € Ny und ), by konvergiert, dann konvergiert ) ay

absolut und . .
D lal <) b
k=0 k=0

b) Wenn ay > by > 0 Vk € Ny und >_ by, divergiert, dann divergiert > ay,.

n nV. nV. &
Beweis.  a) Z]aﬂ < ij < ij.
=0 =0 =0

satz R P
=0 =0

b) Annahme: ) a; konvergiere N > by, konvergiert 4 Voraussetzung in

— Beh.[2
L]

Beispiel 3.13. Beh. Sei p € Q. Dann konvergiert ), -, k77 fiir p > 2 und divergiert fiir
p<1

2
Beweis. p:2 Sei k € N. Dann kf(k?+1)§2k2 — ﬁgk(lﬂ—%—l):bk
=1
Bsp. i SatzH:> HZbk_2 Satz [3.11| = azﬁgz.
k=1
1 1 1
; . — p—2 2 2 _ . .
Seip>2k'= 2 K2k — <o BRIy
>1, 9=1 k=1
1 1
; . . P — p—1 - il ! 1 3: 1 3:
Seip < 1:Dann: kP = kP k <k = kgkp.Bsp..delv. B > div. O
<1

Satz 3.14 (Quotientenkriterium). Sei (ax)r>0, sodass es ein ko > 0 gibt mit a, # 0 fir

k > ko und sodass (|ak+1|> beschrdnkt sei. Dann gelten:
|a’k| k>ko

a) leOO o |2:|1| <1l = gak konvergiert absolut.
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b) lim Jax1] <l = Zak divergiert.

k—o00 |6Lk|

< 1.

Beweis.  a) Wihle e > 0, sodass ¢ = € + lim [@1+1]
k—oo |ak|

Nach Lemma [2.27 — dK € N : ‘Tk+’1| < ¢ fiir alle k > K, wobei K > k.
ag

Sei k > K. Dann:

|aps1] < - Jar] < P law] <0 < ¢ ag]

Bsp ; 35 B 3N g = 3) a] (dag < 1).
k=K k=K k=0

b) Ahnlich: 3K > ko mit 24 41] > 1 fiir alle k > K.

|a]
— oyl > gl £0V) > K

— (ag)x ist keine Nullfolge E4 > ay divergiert.

0
ok
Beispiel 3.15. a) Sei z € C und a; = —' (k € Np). Damit:
A k+1
lagr1]  |aks1 (k41! ZF LR ||
= = = — 0 (k — vz e C.
] a #] (kDI k1 (k= o0) vz
!

ine 1} Z — konverglert absolut Vz € C.

b) Wenn lim 9141} <1< lim o k+1|, (%) dann ist in [3.14] keine allgemeine Aussage

fooo |k| koo |ag|
méglich, denn (vgl. Bsp. B.13):
k 1
a) ap = T Dann az:j =TT — 1 (k = 00) = () gilt, also ZE
divergiert.

b) ! Dann | 24+1 i — 1 (k= 00) = (%) gilt, abe Z !
= — = 1 T Y
W= gz T T T 1) S 2

konvergiert.

Satz 3.16 (Wurzelkriterium). Sei (ax)r>o eine Folge, sodass ({“/|ak|>k beschrankt ist.
> -

Dann:

a) lim ¥/]ap] <1 = Zak konvergiert absolut.
k—ro0
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b) lim /|ax| >1 = g ay divergiert.
k—o0
Beweis.  a) Wahle g € <khm v |al, 1).
—00

Lemma [2.27] = 3K € N:|ap|x < ¢, Vk > K = |ax| < ¢* (Vk > K).

g<1: Bsp.B2 = EIqu it HZ‘GH-
k=0 k=0

b) Nach Voraussetzung 3 TF mit |ay;|* > 1 (V7).
—> |ay;| > 1 (Vj € N) = (az) ist keine NF. B4 > ay, divergiert.

Beispiel 3.17.  a) Sei a;, = 2*2* fiir k € Ny und ein festes z € C. Dann:
1 <1, |z|<2
ad = 9 =2 {1 IS
’ 2

Satz — D im0 2"2" konvergiert absolut wenn |z| < 5 und divergiert, wenn

b) Es ist keine allgemeine Aussage in [3.16| moglich, wenn kh_m V|ax| = 1. (Gleiches
—00

Beispiel wie in Bsp. 3.152).

3.2 Einige Vertiefungen/Vermischtes

Beispiel 3.18 (Dezimaldarstellung). Sei r € R. Setze m := max{k € Z : k <r} =: [r]
(,GauBklammer*). = z:=r—-m€[0,1) = I z; € {0,...,9} mit x; - 107! <z <
(r1 4+ 1) - 1071, Induktiv findet man fiir jedes n eine , Ziffer* x, € {0,...,9} mit

Tn- 10" <z —2;-10-1 = —x,_y - 107D < (2, +1)- 107"

— 0<az—)» ;107 < 10"

j=1
n—0Q —j ; —J —J
o, 3x22$j10 J undrznlggo <m+2$j10 J) :m+2x]—10 J
j=1 Jj=1 Jj=0
€0

Schreibweise: r = m,x 2223 . . ..
Frage: Hat r genau eine solche Darstellung?
Problem: Sei z;, = 9 fiir alle k > [+ 1 und x; < 9 fiir ein [ € N, also

r=mu...2,9999. .. (*)
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Beachte

o (E0) 5 6))

k=Il+1 k=0
0283 1 1-1 —(I4+1) 1 —1-1
oY (1 : ) 9=y =10

_ L 1 EER)
10 1 =15 10
r hat also zwei verschiedene Darstellungen, ndmlich und

-1
r=m+ Z 21077 + (2, + D10 = mzy ..y (2 + 1) ()
k=1

Man verwendet statt . Also setzt man

Tk ,kzl,...,l—l
=< m+1 k=1
0 k>

und verwendet xj, statt x;. Entsprechend schreibt man statt r = m.,999 ... nunr = m+1.
Behauptung. Mit dieser Vereinbarung hat jedes r € R genau eine Dezimaldarstellung
r = m,x1%s.... Umgekehrt definiert jede Folge (zy)r>1 mit z € {0,...,9} ein z =
S oo Tk107F €0, 1].

Beweis. siche Amann/Escher, Thm. IT 7.11 O

Bemerkung. Hier kann man 10 durch jedes b € N mit b > 2 ersetzen. Dann gilt x; €
{0,1,...,b—1}.

Beachte. Wir haben gezeigt: Vr € R3g, € Q : ¢, — 1 (n — 00).

Definition 3.19 (CANTOR). Eine Menge M heifit abzihlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig
zu N ist. M heif3t iberabzihlbar, wenn M weder abzédhlbar unendlich noch endlich ist.

Bemerkung. Wenn M abzihlbar unendlich ist, dann setze z,, = ¢~ '(n), n € N, wenn ¢
bijektive Abbildung m — N ist, und schreibe M = (xy, 29, x3,...) als Folge.

Beispiel 3.20. a) Behauptung. Z ist abzéhlbar unendlich.
Beweis. Betrachte
0:N—=Z

2 n gerade
n { SN & (n e N)
—"5= ,n ungerade

zeige: @ ist bijektiv
TODO hier scheint in meinen Mitschrieb was zu fehlen... OJ
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b) Behauptung. Q ist abzéhlbar.

Beweis. Schreibe Q in einem Schema (streiche ungekiirzte Briiche).
TODO

~» Bild fiir Bijektion ¢ : N — Q
—> Q ist abzédhlbar, d.h. mit ¢, = p(n),n € Ngilt Q = (¢,)n>1 = (0,1, %, —%, —-1,-2,...).
Nach Bsp. [3.17]ist R die Menge aller Haufungspunkte von Q. O

¢) Behauptung. (CANTOR) M = (0, 1) ist iiberabzihlbar. (Damit ist auch R tiberabzéhl-
bar, da es eine Bijektion f: R — (0,1) gibt, z.B. f(z) = 5 + o

Beweis. Annahme: (0, 1) sei abzahlbar. Also existiert bijektives ¢ : N — (0, 1) mit
(0,1) = (zp)n>1, wobei x, = @(n). Sei &, die n-te Dezimalstelle von z,, n € N.

Setze 0, ¢ .

=0 € (0,1
Bsp. B17 = {y T 12713 (0,1) ;

Dan # & Ve e Njisty #2,VneN = y & (0,1)

Umordnung von Reihen

Beispiel 3.21. Nach Bsp. 3.9 konvergiert >3, (—1)"'4 =1 — 1 + £ — % -+ Definiere
rekursiv eine ,, Umordnung® (by,)y>1 von a, = (—1)**'1 k€ N.

Setze: m = 1: by :=1, by := —% = by + by 2;11
m = 2: b3 = %, by 1= %,bg, I:—% — bg+b4+b52%
Definiert seien b, = —ﬁ fiir ein m € N mit m > 2, sowie
1 1
bn :—,...,bn, =
m T o + 1 o, — 1

fiir ein ,, e N. Da 3, Tlﬂ divergiert (Ubung) finden wir ein j € N
1 1

bp 1= ———— by = ———
T oL, + 1 Tl

_ 1 1
sodass: by, 41+ +bp,qj > 5+ omi2

Setze npy1 =Ny +j+1und b, = —2m1+2 = erhalten rekursiv (by)r>1 mit

T +1 1
Z bHZ(m+1)Z—>oo, (m — o0)
k=1
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Fazit. Zkzo ay, divergiert, obwohl die Reihe ), ax mit den gleichen Summanden
konvergiert! Also: Hier gilt kein ,,unendliches Kommutativgesetz*.

Definition 3.22. Sei Zkzo ay eine Reihe und ¢ : Ng — Ny eine Bijektion. Setze by, = ay )
fir k € Ny. Die Reihe ), by, heift Umordnung von ), ay.

Satz 3.23. Sei ), aj eine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert jede Umordnung
von Y, ay gegen den Wert > 7" ay.

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben. Da Y |ay| konvergiert, gilt:

n

IN. e N:Vn > N, : Z la;| < e mnach Satz 3.5 (%)
J=No+1

Sei ¢ : Ny — Ny bijektiv. Sei M. = max{¢'(0),...,o (N.)} = {0,...,N.} C
{(0), ..., (M)}
Seien n > N., m > M.. Setze

n

Dm,n = Zatp(j) + Z(_a’j)'

Jj=0 J=0

Als Summanden treten in D, , nur fa; auf mit £ > N.. (alle a5 mit & < N treten
doppelt auf und kiirzen sich).

>
= Dyl < > x| < & Yn>Nm > M.
k=N:+1

Da 3% a; existiert, folgt mit n — oo und Satz dass:

3 lim Dy, | = Z%(j) - Zaj <e,Vm > M,
n—00 = =
Das ist die Behauptung. O

Cauchyprodukte

Frage: Wie multipliziert man Reihen?

(o) (Zo) o () o) e
Jj=0 k=0 j=0 k=0

:ZAn =:Bp

n—oo

20 im Ap,B, = lim (ag+ -+ a,)(bo+ -+ by)
n—oo
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Schema fiir Summanden a;by;:

TODO

Setze Q, ={0,...,n}", D, ={(j,k) € Qu,k + j < n}. Summiere A, B, ,diagonal®,
das heifit bilde zuerst

o= ab,,n €N (3.3)
=0

¢, = Summe iiber a;b; mit j + k = n.

Satz 3.24. Seien ), ai, Y, by absolut konvergente Rethen. Seien ¢, (n € N) in

definiert. Dann konvergiert ano ¢n absolut und es gilt:
Eo)(Ee)-Ee-EEm, o
j=0 k=0 n=0 n=0 j=0

Bemerkung. Satz ist (im Allgemeinen) falsch fiir konvergente, nicht absolut konvergente
Reihen (siehe Ubung).

Beweis. Seien A, B, aus (3.2), Ay, = >0 laj|, By = > o bxl, Cn = 377 ¢;. Nach
Vorraussetzung J3A* = 7% jfa;|, B* = 3,7 |by|. Dann:

AB, = Col = | Y abi| < Y ay b
(jvk)eQn\Dn (]7k)EQn\Q(%)
= D dallbel = > ag| (b
(3,k)€Qn (UR)EQ(n)
=  AB, - B

— A* B* nach Satz[2.7] —A*B* (da TF) (n—00)

— I lim [A,B, — C,| =0
n—oo

Da A, B, — AB(n — o), folgt 3" C, — AB = (3.4). Ferner:

N N n
* % * %
Z|c”| S 22|aj||bn—j| <AyBy <A'B
n=0 n=0 j=0
fiir alle N € N. Nach Satz folgt die absolute Konvergenz von »_ ¢,,. m

Beispiel 3.25 (Exponentialreihe). Sei z, w € C, exp(z) := Y 1 2—’: Die Reihe konver-
giert absolut nach Bsp. (Vz € C). Beachte: exp(0) = 1, exp(1) = e (Bsp. |3.17)

Behauptung:
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a) exp(z + w) = exp(z) exp(w)

b) exp(z) # 0, exp(—z) = —

exp(z)

c) Seip € Q: exp(p) =eP

Beweis.  a)

SatzBZ mxm 2 Wl Sl = (1
o) <SS S LS (oo
n=0 j=0 j

o

n=0

<

J/

—~
Bsp. (z +w)™

i o(

b) 1 =exp(0) = exp(z — 2) 2 exp(z) exp(—z) = b)

c) Sei p=",m € Z. n € N. Dann gilt fiir m > 0

a)
exp(p)" = exp(p) g exp(p) = exp( np ) = exp(l+ l—l— ) = exp(1) e
n-mal m m-ma.

— exp(p) = en. Fall m < 0 mit b).

3.3 Potenzreihen

Definition 3.26. Es sei (ax)i>0 gegeben. Fiir z € C heifit Y-, axz® Potenzreihe,

Bemerkung. Sei D die Menge der z € C, sodass die Potenzreihe konvergiert, dann ist
f:D—=C, f(z) =372, apz" eine Funktion. Es gilt stets 0 € D, f(0) = ap. (Man setzt
00:=1)

Definition 3.27. Der Konvergenzradius o von > a,z" ist gegeben durch:

— {/|ax] ) beschrinkt und keine NF
T erl wenn ( |ak|> eschrankt und kein ,
0=190, wenn ( {/|ay|) unbeschrinkt,

00, wenn ( +/|ag| ) NF.

Theorem 3.28. Sei ¢ der Konvergenzradius von Zkgo apz®. Dann gelten:

a) 0 < o < oo, dann konvergiert > apz® absolut fiir |2| < o und divergiert fiir |2| > o,
wobei z € C.

b) Wenn o =0, dann divergiert > ayz* fiir alle z € C\ {0}

c¢) Wenn ¢ = oo, dann konvergiert > a2 absolut fiir alle z € C
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Also: o = sup {r > 0: > apz® konvergiert Vz € C mit |z| < 7“} (dabei ist sup Ry 1= 00).

1

Beweis. Es gilt {/|agz*| = <|ak| |z|k>E = |z| {/|ag| =: by

a) lim by |z| lim ¢/|ax|. Nach Wurzelkriterium:
k—ro0 k—o0

|z| < o <= limb, <1 = Y ap2* konvergiert absolut
2| > 0 <= limb, >1 = Y 2" divergiert

¢) limpoo b = limgooby = 0 == > ap2z*® konvergiert absolut ¥z € C nach
Wurzelkriterium

b) Falls |z] # 0, dann ist (b) unbeschréinkt = (bf) ist unbeschréinkt = (a;2")
ist keine NF. Nach Kor. = Y a2 divergiert

]

Beispiel 3.29. a) Polynome p(z) = ap + a1z + - - - + a,2" (2 € C), wobei ay, ..., a,
gegeben. Setze a; =0 fiir j >n = p =00 = konvergiert Vz € C

b) exp(z) = > rep 2—? konvergiert Vz € C nach Bsp. . Nach Thm. M gilt:

Y |
A e (35)

dagzooundak:%

¢) Geometrische Reihe ), 2% Hier ist ay = 1 = p = 1. Genauer: Bsp. liefert
33 n, 2" = % fiir |z| < 1. Bsp. —> Divergenz wenn |z| > 1.

d) Seiak:k:!.NachVnENHKnGN:{C/ng%(szKn) — n < VE!

(Vk > K,) = (V&) ist unbeschréinkt. Thm. [3.28 = 3°, k!2* konvergiert nur
fir z=0,da o=0.

e) Betrachte >, -, £(22)%, d.h. a; = % Damit /|ax| = %E — 2 (k — oo, Ub.)
—> 0 = 3. Also absolute Konvergenz fiir |z| < 3, Divergenz fiir |z| > 1. Hier gilt
Konvergenz fiir z = —%, Divergenz fiir z = % (nach Bsp. und

2

Bemerkung. Im Fall |z| = o € (0, 00) ist keine allgemeine Aussage moglich.

Satz 3.30. Es scien Y. apz®, Y bp2® Potenzreihen mit Konvergenzradius o, 0 > 0 und
a, € C. Dann gelten fiir z € C mit |z| < min{o,, 05} (wobei min{x, o0} =z firx € R)

a) 33 (oag + Bby)2" = a Y- apzh + 8 bp2®
k=0 k=0 =0
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Vg (o) = (Ee) (E0)

Beweis.  a) Thm. und Satz
b) Thm. und Satz [3.24] wobei in (3.3)) gilt:

n—j _ E b .
= g a;z Tbyy 2 = 2" ;b

7=0
O
Beispiel 3.31 (Sinus und Cosinus). Fiir z € C konvergieren absolut:
SIH = io: —1)kz2k+1 COS _ [eS)
k=0 (2k + 1! k=0
Das sind Potenzreihen mit Koeffizienten
o (g;—i)lk)!, n = 2k + 1 ungerade . B 0, n ungerade
sin: a, = ,  COSI p = (1
0, n gerade o N = 2k gerade
Beweis. Zeige o = o0
0, n gerade A
sin: v/|ag| =9 | s 0, n — 0o
v ungerade
COS genauso. O
Aus Reihen folgt:
Vr € R: cosz,sinz € R (3.6)
Vz € C: cos(—z) =cosz, sin(—z)=—sinz (3.7)
Satz 3.32. Sei z € C. Dann gelten:
Euler: exp(iz) = cos(z) +isin(z), (cosz)?+ (sinz)? =1
1 : . : 1 : ‘
cos z = E(exp(zz) + exp(—iz)), sinz= g(exp(zz) —exp(—iz)) (3.8)
i

Fiir x € R folgt mit (3.6) Reexp(iz) = cosz, Imexp(iz) = sinz, |exp(iz)| = 1, |cosz],
|sinz| < 1.

k 22k k 22k+1 2=_1

Beweis. Es gilt: exp(iz) = > o0 =30, @yt o Zk 0" (2k+1) =" cosz+

isin z. Ferner 1 = exp(iz— zz) ! e:z:p(zz) exp(i(z—=z)) ED, Euler (cos z+isin z)(cos z—
isinz) = (cos 2)? + (sinz)2. (3.8) folgt dhnlich aus Euler, (3.7) O

20
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4 Stetige Funktionen

Ab jetzt wird (fast) immer in R gerechnet, insbesondere B(z,r) = (z — r,x + 1),

B(x,r) =[x — r,x + r]. Stets sei D # ().

4.1 Grenzwerte stetiger Funktionen

Definition 4.1. Sei D C R. Dann heift die Menge D := {z € R: 3z, € D (n € N) mit
Ty, — x, n — oo} der Abschluss von D. D heifit abgeschlossen (abg.) falls D = D.

Bemerkung. Es gilt D C D (Betrachte fiir z € D die Folge (2,)n>1 = (7)n>1)
Beispiel. Sei D = (0, 1], dann ist D = [0, 1]

Beweis. Es gilt 0 € D, da % € D, % — 0n € N = [0,1] € D. Ungekehrt: Sei
z, € (0,1 = D mit z,, — z fiir ein z € R. Satz: 0<xz<1 = D C0,1]
—> Beh. []

Ebenso:
a) R\ {0} =R
b) Abgeschlossene Intervalle im Sinne von Def. ?? sind abgeschlossen im Sinne von
Def. Bsp: [0,1] = [0, 1].

Definition 4.2. Sei D C R, zy € D, y € R. Eine Funktion f : D — R konvergiert
gegen den Grenzwert yo, wenn fiir jede Folge (z,,)n>1 € D mit x, — 9 (n — 00)
gilt: f(z,) = yo (n — 00). Man schreibt dann yy = lim,_,,, f(z) oder f(x) — yo fiir
x — xo. Wenn man zuséatzlich x,, < xg, bzw. z, > xy (Vn € N) fordert, dann spricht
man vom links-, bzw. rechtsseitigen Grenzwert und schreibt y, = lim_ ag f(z), bzw.

Yo = hmxﬁxé f(x).

Beispiel 4.3. a) Sei D =R, f(z) = 2 + 3, 19 € R. Sei z,, € R, x, — 7. Dann
f(x,) =22 +3 = 23+ 3 (n — 00) nach Satz 2.7 = lim, ., f(z) =22+ 3

b) Sei M C R. Setze
1 eM
1y(x) =4 " ’ (charakteristische Funktion)
0, zeR\ M

Behauptung. Sei D =R, f = 1x, . Dann: lim,_,o f(z) existiert nicht.

52



Beweis. Wihle z,, = (—1)"% — 0, n — co. Dann

1, n gerade
f(@n) =
0, n ungerade

Sei z,, — 0 (n — o0). Wenn x,, > 0, dann f(x,) = 1. Wenn z,, < 0, dann f(z,) =0
— Jlim, .o+ f(z) =1, Flim, - f(z) =0 ]

¢) Sei D =R\ {0}, f(z) = %, 2 € D. Dann: lim,_,, f(x) existiert nicht, da X — 0,
aber f(2) =n divergiert (n — o0).

Satz 4.4 (e-6-Charakterisierung). Sei D C R, 29 € D, f: D — R, 3o € R. Dann sind
dquivalent:

a) Ilim, ., f(x) =yo
b) Ve > 030. > 0¥z € DN Bz, d.) gilt: | f(z) —yo| < e

Beweis.  a) Es gelte[2). Sei z, € D (n € N) mit x,, — z, beliebig gegeben (n — oo).
Sei € > 0. Wihle 6. > 0 aus . Dann 3N, € N mit |z, — x| < . fiir alle n > N..
liefert: |f(z,) —vo| < e (Vn > N.) = f(x,) = Yo, n = 00 =>|1])

b) Es gelte. Annahme: [2|) sei falsch. Daraus folgt mit § = %: Jes >0Vn e Ndz, € D
mit |zg — x,| < % und |f(z) — yo| > €0, d. h. 2, — x0 (Satz und f(z,) %4 yo

(n — o0) 4I) =[
O

Satz 4.5. Es scien D CR, 20 € D, f,g: D = R, yo, 20 € R, sodass Ilim,_,,, f(z) = yo,
Ilim, ., g(x) = 20. Dann gelten:

a) 3 lim (f(z) + g(x)) = yo + 20

T—T0

b) 3 lim f(x)g(x) = yozo

T—rT0

) 3 Jim |£(2)] = luol

d) Sei zusitzlich yo # 0. Dann 3r > 0, sodass |f(z)] > L > 0 fir alle z € D mit

2
|z — zo| < 7. Ferner 3 lim - = +
T—x0 f(@) Yo

e) Sei zusdtzlich f(x) < g(x) fir alle x € D. Dann gilt xy < zy. (Entsprechendes gilt
fir lim )

T—rT0

Beweis.  ¢) Sei x, € D (n € N) mit z, — x¢ (n — o0) beliebig gewihlt. EaE

Flan) = 0 22 | f(x)] = |yo| (n — 00) —> Behauptung
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d) Wahle ¢ = vl - 0. Nach Teil 3| und Satz H dr = 0. > 0, sodass fiir alle

2
z € DN Blao,r) gilt B > [|£(2)] = |yol| = lyol = |f(2)] <= |f(x)] > L. Sei
nun x, — o (n — oo) mit x,, € D N B(xg,r) EEREN f(zn) = vo 21
(n — c0) = Behauptung
a), b), e) gehen genauso mit Satz 2.7 und Satz [2.9] O

_>_
Yo

( n)

Uneigentliche Grenzwerte

Definition. Erweiterte Zahlengerade R = R U {—o00, +00} (man schreibt oft oo statt
00). Ordnung: —oo < z < 400 (Vo € R), |£oo| := +00

Definition 4.6. Man schreibt lim z,, = 400 (—o0) fiir z,, € R, n € N, falls:

n—oo

VK € NINg € NVn > Nic: 20 > K (2, < —K)
Damit n? — oo, —n3® — —oo (n — 00). Beachte: ((—1)") divergiert nach wie vor.

Bemerkung 4.7.  a) Wenn x,, — 0o oder x,, = —00, dann _- — 0 (n — 00). (Beachte,
nach Def. [4.6 gilt: z, # 0, n > Ny)

b) Wenn z,, — 0 und ein ny € N existiert mit z,, > 0 fiir alle n > ng, dann geht
= = F00
¢) Wenn z, — 0, 2, < 0 (Vn > ng), dann ;% — —00
Beweis.  a) Sei x, — 400 oder z,, - —00 (n — 00). Nach Def. gilt

1 < 1
— =g,
zn| T K

VK €e NINg € NVn > Nk |z,| > K < 0<
d.h. - —=0,n— oo.
b), ¢) zelgt man &hnlich. O
In Anbetracht von schreibt man

=0, z€R 4.1
T -0 € (4.1)

(damit gilt lim,, i = —L— auch in Bem. 4. q1)) Wenn (x,,) nach oben (nach unten)

limyp— 00 Tn

unbeschrankt ist (wobei z,, € R) dann setzt man hmnﬁoo T, = o0 lim ., x, = —o0.
Mit identischem Beweis gelten dann Wurzel- und Quotientenkriterium ohne die jeweilige
Beschrianktheitsvorraussetzung. Ferner liefert (4.1) und Bem. in Thm. [3.2§]

1

0= ——F—
lim <
g, Ve
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Gilt auch wenn {/[ay,| unbeschriinkt (o = L =0) oder wenn Var] — 0F (k — o0) (0 =
0% = +00“). Weiter schreibt man sup D = 400 wenn D C R nach oben unbeschrinkt
ist, sowie inf D = —oo, wenn D nach unten unbeschriankt ist.

Sei f: D — R, x9 €D, yo € R. Dann definiert man lim,,_,,, f(x) = yo wie in Def. ,
d. h. fiir alle 2, — xo muss f(z,) — yo in R gelten. Dabei ist +0c0 € D wenn sup D = oo

und —oo € D, wenn inf D = —o0.

Beispiel. Mit Bem. folgt lim,_,q m% = 400, lim,_,g+ % = 00, lim,_,o- % = —oo und

4.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Definition 4.8. Seien D C R, f : D — R, 2y € D. Dann heiflt f stetig in xq, falls
Ilim, ., f(z) = f(xo), d. h. fir jede Folge (z,) € D mit z,, — zo (n — o0) gilt:
f(zn) = f(xo) (n — 00). f heifit stetig (auf D), wenn f fiir alle 2y € D stetig ist. Man
schreibt: C(D) = {f: D — R, f stetig}.

Beispiel 4.9 (vgl.[£.3). a) Sei D = R und ¢ € R (fest gegeben). Dann sind die
Funktionen f(z) =¢, g(x) = z (z € R) stetig auf R.

b) Sei D = R, xy, ¥, € D. Ubung: Wenn x,, — o, dann /z, — VZo (n — 00).
Also ist f(z) = \/x stetig auf R

c) Sei D =Rund f =1g,. = f ist stetig fiir zo € R\ {0} aber unstetig fiir zo = 0,

d) Sei D =R\ {0}. Dann ist f(z) = 1, 2 € D stetig auf D
e) Sei D =R, f(z) = ... = f unstetig in o0 = 0, da Alim, ,o+ f(x)

Definition. Seien f, g : D — R, a € R. Dann definiere man die Funktion f+¢: D — R
punktweise durch (f+g¢)(z) := f(x)+g(z) (x € D). Analog definiere man die Funktionen
af, f-g,|f| und % (soweit f(z) # 0). Ferner sei f(D) ={ye€R:3Jz € D: f(z) =y}
und A : f(D) — R. Dann definiert man die Komposition ho f : D — R durch
(ho f)(x) = h(f(x)), = € D.

Satz 4.10. Seien D C R, xp € R, a € R, sowie f,g : D — R stetig in xo und
h: f(D) — R stetig in f(xo). Dann sind die Funktionen f + g, fg (speziell ag), |f|,
ho f stetig bei xo. Wenn f(xo) # 0, dann ezistiert nach Satz[§.5 ein x > 0 mit f(x) # 0
fir x € B(zo,r) N D := D. Ferner ist % . D — R stetig in xo. (Also: C(D) ist ein
Vektorraum).

Beweis (beispielhaft).. Sei x, € D mit x, — zo (n — 00). Dann f(z,) € f(D), f(x,) —
f(zo) (n — o0) (da f stetig in ). Also: h(f(x,)) — h(f(zo)), da h stetig in f(zo)
(n — o0). Somit ist h o f stetig in . Der Rest folgt analog mit Satz [£.5] O
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Beispiel 4.11 (Satz liefert:).  a) Polynome sind auf R stetig, da sie aus pg(x) = 1,
p1(z) = x zusammengesetzt sind.

b) Rationale Funktionen f = § sind auf D = {x € R : ¢(x) # 0} stetig, als Quotient
der Polynome p, q.

c) f(x) = /1+3]z| ist stetig auf D = R, da f = w - g mit w(y) = /y und
g(x) =143zl g =1+3|pl

Theorem 4.12. Sei f(x) =Y~ a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius o > 0.
Dann ist f : B(0, 0) = (—o, 0) — R stetig, d. h.

li n X = nLo € B(0,
Jim 3 " = St (1w € B0.0)

Beispiel. Stetig auf R sind sin, cos, exp sowie f(z) = exp(1+22?) (r € R), da f = expp,
p(r) =1+ 22% (Hier sei vorriibergehend B(0,00) = R).

Beweis des Theorems.. Sei g, x,, € (—0, 0) mit z,, = xo (n — 00). Setze d := o—|zo| > 0
—> Jo € Nt |z, — 20| < £ (Vn > nyp)

d
—> foal < Jan = 0l + o] < ot lanl = 0= S <o (n>mo) ()

Setze 7 = p — .... Dann (nach Thm. [3.28)) 3.... Sei € > 0 beliebig, fest gegeben. Dann
dJ. € N, sodass

o
> laglr? <e ()

J=Je+1
Setze p.(z) = ... O
Satz 4.13. Seien D CR, f: D — R, g € D. Dann sind dquivalent:
a) f ist stetig in xq
b) Ve > 035, > 0Vz € DN B(xo,6.) : |f(w) — flwo)| < e
¢) Ve >036. > 0: f(DN B(wo,6.)) : ...
Beweis. ... O

Definition 4.14. Sei D C R und f : D — R. f heifit gleichmdfig stetig (glm stetig),
wenn

Ve > 030, > 0Vr,y € D mit |z —y| <. gilt |f(x) — f(y)| <e (4.2)
(Im Gegensatz zu [4.13R héngt 6. nicht von x, ab).

Beispiel 4.15.  a) Sei D = (0,1], f(z) = 2. Sei gy = 1, sei § > 0 beliebig. Wihle
re(0,]]mitz <20, y=5 = |z —yl=5 <4 ..
b) Sei D = R, f(z) = 2% Sei g = 1, sei § > 0 beliebig. Wihle z = § + %, Yy = %
= |z —y| =6, aber |f(z) — f(y)|... > 1 =9 = f nicht glm stetig, obwohl f
stetig.
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4.3 Hauptsatze iiber stetige Funktionen

Theorem 4.16. Sei D C R abgeschlossen und beschrinkt, f : D — R sei stetig. Dann:
f ist glm. stetig. (Beispiel: D = [a,b])

Beweis. Annahme: f sei nicht glm. stetig. (4.2)) (mit § = 2) liefert:
1
deg > 0Vn € N3z, yp, € D : |2, — yn| < - |f(zn) — flyn)| > €0 (%)

D beschrénkt, Thm. (=BW) = 3 TF z,, = z (k = 00), yn,, = y (Il = o0)
— z,yeD "Y' D. Ferner:

+

Il’—ylé‘x—ynkl ynkl—y‘—ﬂ) (I = o0)

EB =y f stetig: f(n,) = f(Uny,) = F(2) = fy) = f(x) = f2) =0 (I = o) §

() 0
Definition 4.17. Sei D C R nicht abgeschlossen. xg, 19 € R, 29 € ﬁ\ D. Die Funktion
_ D 3

flz) = f(z), @€ (definiert auf D = D U {xy}) heiit stetige Fortsetzung von f in

Yo, T =Ty
xg, wenn lim, ., f(z) = yo.

Beispiel 4.18.  a) Sei D =R\ {1}, f(z) ==t z € D, 2= 1, yo = 2

r—1"
z2—1
~ = 1 1 ~ ~
:>f(x):{2$_1 v zil,alsof(x)::c—i—l,:ceD:R.

Da f stetig auf R, ist f in 1 stetig fortsetzbar. (Wenn man yo = 3 setzen wiirde,
wére f keine stetige Fortsetzung).

b) Sei D =R\ {0}. Nicht stetig fortsetzbar sind f(z) =1, f(z) = 1g, (z), da jeweils
lim, o f(x) nicht existiert. (siehe Bsp.

Satz 4.19. Sei f : D — R stetig, zo € D\ D, 29 € R. Dann:
a) Wenn f auf D gleichmdflig stetig ist, dann hat f in xq eine stetige Fortsetzung.

b) Wenn D = DU {xzy} abgeschlossen und beschrinkt ist und f in xo stetig fortsetzbar
ist, dann ist f mit D gleichmdf$ig stetig.

Beweis. b)) Thm. : f ist gleichmiBig stetig auf D. = f gleichméBig stetig auf
D.

a) Sei f gleichméBig stetig.
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a) Sei x, € D mit x, — x9. Sei ¢ > 0 gegeben. Sei §. aus (4.2)). Dann:
AN, :z,—xo| €& (V> N.) = |z, — 2| < |z — 30| + |0 — 3| <

5. (Vn,m > N.) 1£() = f(zm)| < & (Yo, m > N.). Thm. [2.26
= Jlim,, o f(zn) =: Yo

b) Sei 2, in D eine weitere Folge mit 7, — 2. Dann IN. > N. mit |Tn — w0 <
52—5 (VYn > N.) = |z, — 2| < |zp—x0| + |20 — 70| < 0. (V0 > N,

o) = @)l <& (vn 2 No) = f(@) = ol < 1F (@) = f(a)] +

~—

) — ol 2 &+ Ty [f(n) — Flem)]| £ 26 (v > N.) = [(&) -
Yo — Ilim,_,, f(x) = yo.
]

Theorem 4.20 (Satz vom Maximum). Sei D C R abgeschlossen und beschrinkt und
f D — R stetig. Dann Jx. € D mit f(ry) = maxeep f(z), f(z-) = mingep f(z).
Insbesondere ist [ beschrinkt, d.h. |f(z)| < M (:= max{f(xy), f(z_)}), Vz € D.

Beweis.  a) ...

b) ...
]

Korollar 4.21. Sei D C R abgeschlossen und beschrinkt, f : D — R stetig, f(x) >
O0Vz € D. Dann: f(z) > f(z_) >0 (Vo € D), (wobei x_ € D aus Thm. [4.20).

Beispiel. Wenn D nicht abgeschlossen oder unbeschrankt, dann sind Thm. und Kor. im
Allgemeinen falsch.

a) D=(0,1], f(z) =1. D=Ry, g(z) =x. = f, g stetig und unbeschrénkt.
b) D =[1,00), f(z) =1 > 0Vz > 1. Aber ingf(x) = 0.
Te

Frage. Wie sieht Bild von f aus? f(D) kann Liicken haben, wenn:

Theorem 4.22 (Zwischenwertsatz/ZWS). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann: f([a,b]) =
[min[ajb} f,max(, ﬂ Also: Yyo € [min f, max f] 3xg € [a,b] mit f(xo) = yo.

Beweis. ... []

Korollar 4.23 (Nullstellensatz). Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) < 0. Dann
dz, € [a,b] : f(x,) =0.

Beweis. Nach Vorraussetzung f(x) <0 < f(b), f(b) <0< f(a) = 0 € f([a,b]). ZWS
—> Beh. O

Korollar 4.24. Sei I ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) ein Intervall
(Intervallsatz).
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Beweis. Annahme: f(I) sei kein Intervall = Ja,b € I mit y := f(a) < f(b) =: z und
u € (y,z) mit u & f(I). Sei etwa a < b. ZWS = f([a,b]) Intervall, y, z € f([a,b])
= u € f(la,b]) = ¢ O

Beispiel 4.25. a) D =R, f(z) = 2" (k € N fest). Dann f stetig, f(0) =0, f(z) >
0 (Vx > 0), f(n) — 0o (n — o0). Kor. f(R,) = Intervall = f(R,) =R,

b) Suche zy > 0: exp(—x9) = x9g <= f(x9) = exp(—x¢) — xo = 0. Hier f stetig:

F0)=1, f1) =1 -1 <0.423 = Tz : f(x0) = 0.

Definition 4.26.

Beispiel. a) ...

b) ...

Bemerkung 4.27.

Beweis. O
Theorem 4.28.

Beweis. [

Beispiel 4.29.

4.4 Exponentialfunktion und ihre Verwandtschaft

Definition 4.30.
Definition 4.31.
Bemerkung 4.32. ...

a

b

o,

¢}

)
)
c) ...
)
)
f)
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Trigonometrische Funktionen

Satz 4.33.

Definition.

Definition 4.34.
Definition 4.35.

Beispiel 4.36.
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5 Differentialrechnung

Stets sei I ein Intervall das stets mehr als einen Punkt enthalt.

5.1 Rechenregeln

Ziel: Finde beste lineare Approximation fiir f nahe bei x(. Idee: Betrachte Tangente bei

(w0, f(20))

t(x) = f(zo) + m(x — xg), wobei m = Tangentensteigung in xy = Grenzwert der Steigung
o) = [l

0

der Sekante in xg, z; also s(x) = f(zo) +

m(z1)

Definition 5.1. f : [ — Rist in z € R differenzierbar(diff"bar), falls 3 lim,_,,, 12=LE0) —.
f(xo) = %(:co) f'(xo) heifit Ableitung von f an z. f heifit diff’bar (auf ), wenn f in
jedem 1z € I diff’bar ist. Damm definiert man iterativ f” = (f')’, fin) = (fin — 1))’

(n € N) die n-te Ableitung. Entsprechend def. man die rechts/linksseite Ableitung:

d£7 ) = tim 1) = f(@0) (5.1)

dz T—=Toy X — T

Beweis.  a) Die Fkt. g(z) = %ﬁg“) ist fir /
{zo} definiert

b) Wenn I = [a,b] und zy = a,b, dann stimmen iiberein soweit existent.

c) Sei f ind x diff'bar. Sei g(x) = f(zo) +a(x — ) mit a # f'(xg) eine weitere Gerade
durch (zo, f(z0)). Beh. 36 > 0 :|f(z) — g(x)| > |f(z)| — t(z)| fiir alle x € [
{zo}, l[v —mo| <0

Beweis. ‘% = %ﬁxo - Q) — | f'(z0) — a|] # 0,2 — z( genauso: —f(i)_;to(x) —
00 29 = J0>0:Vxel
{0} mit o — o < 8 |20 > L f(aq) — al > 4| (a0) - a] 2 | 12512) —

Beh.

d) Andere Interpretation:
Sei u(t) € R eine Grofe zur Zeit t € R (z.B. Stoffmenge, Ort) und ~ > 0. Dann ist
su(t + h) — u(t)) der mittlere Zuwachs der GréBe im Zeitintervall [¢,¢ + h]. Somit
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ist n/(¢) = limy,—0 3 (u(t + h) — u(t)) die momentane Anderungsgeschwindigkeit der
GroBe. u”(t) ist die Beschleunigung.
O

Beispiel 5.2.  a) Seien a,m € R fest gegeben. Setzte f(z) = mx + a, x € R. Sei
2o € R. Dann L8210 — vy £ 20). = 3f'(2) = m

r—x0

1 ,x >0

+
1 e Ferner EI%(O) =

b) f(x) = |z| fiir z € R. Dann 3f'(x) = {

) ...

Satz 5.3.
Beweis. [
Satz 5.4. ...

a) ...

b) ...

c) ...

Beweis.  a) ...
b) ...
c) ...

Korollar 5.5.

Satz 5.6.

Beweis. [
Satz 5.7.

Bemerkung.
Beweis. O
Beispiel 5.8. a) ...
b) ...
Theorem 5.9.

Beweis.  a) ...
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b) ...

Beispiel 5.10. a) ...
b

C

o,

e) ...
Beispiel 5.11.
Definition 5.12.

Bemerkung.

5.2 Qualitative Eigenschaften differenzierbarer
Funktionen
Definition 5.13.

Satz 5.14. a) ...

b) ...

c) ...
Beweis.
Bemerkung.
Beispiel.
Beweis.
Theorem 5.15.
Beweis.

Satz 5.16.
Beweis.
Definition 5.17.

Bemerkung 5.18. a) ...
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b) ...

c) ...
Korollar 5.19.

Beweis.

Satz 5.20. a) ...

b) ...

Bemerkung.
Beweis.
Beispiel 5.21.
Beweis.

Korollar 5.22.
b) ...

Bemerkung.

Beweis.  a) ...

b) ...

Definition 5.23.

Bemerkung.

Satz 5.24.

Beispiel 5.25.

Bewezs.

Beispiel 5.26.

Beweis.

Theorem 5.27.
b) ...

Beweis.

Beispiel 5.28.
b) ...

c) ...
d) ..

a) ...

a) ...

a) ...

a) ...

a) ..
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5.3 Der Satz von Taylor
Theorem 5.29.
Beweis.
Definition 5.30.
Bemerkung 5.31.  a) ...
b) ...
Theorem 5.32. a) ...
b) ...
c) ...
Beispiel.
Beweis.
Definition 5.33.
Beispiel 5.34. a) ...
b) ...
c) ...

Newton-Verfahren
Theorem 5.35.

Beweis.

Beispiel 5.36.
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6 Integralrechnung

6.1 Riemann-Integrale

(sieche Walter: Analysis I)

Definition 6.1. Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Eine Zerleqgung Z von [a, b] ist eine Menge
der Form

Z:{(to,tl,...,tn),(7'1,72,...77'”)Z a=ty <t <:--- <tn:b,
T € I}, = [tkfl,tk] fir k = 1,...,n},

wobei n € N beliebig. Z(a,b) ist die Menge aller Zerlegungen von [a, b]. Die Riemann-
Summe von f bzgl. Z € Z(a,b) ist

S(f,2) =D Fm)(te — tea).

Man setzt dy =ty — tx—1 und |Z| = maxg_y ., dp (Feinheit). t; heiBt Teilungspunkt, Ty
heifit Stiitzstelle. Kurzschreibweise: Z = {ty, 7%,k < n}. f heiit Riemann-integrierbar,
falls es ein J € R gibt, sodass fiir jede Folge (Z,,) C Z(a,b) mit |Z,| — 0 (n — o0) gilt:
Jlim, 0 S(f, Z,) = J. Dann heifit J das Riemann-Integral von f. Man schreibt

J= /b f(@) da.

Ferner R([a,b]) := {f : [a,b] = R : f ist beschrankt und Riemann-integrierbar}.

Lemma 6.2 (CAucHY-Kriterium). Sei f : [a,b] — R beschrinkt und J € R. Dann sind
dquivalent:

b
a) f ist Riemann-integrierbar mit J = [ f(x) dzx

b) Ve >030. >0VZ, 7' € Z(a,b) mit |Z],|Z'| <. gilt:

S(1,2) = S(f, Z) < e 6.1)
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Beweis.  b) = a) Es gelte (6.1)). Sei Z,, € Z(a,b) mit |Z,| — 0 (n — 00). Wihle e > 0.
Sei 0. > 0 aus (6.1). Dann 3 N, € N mit |Z;| < 6, fiir alle j > N.. liefert
|S(f, Zn) — S(f, Zm)| < ¢ fiir alle n,m > N.. Thm. 2.26|zeigt 3 lim,,, 00 S(f, Zn) =
J. Damit |S(f, Z,) — J| < e (Vn > N.) (x)

Sei Z! € Z(a,b) mit |Z]| — 0 (n — o0). Dann IN! > N, mit |Z]| < 6. fiir alle
n> N L S(f,2,) — S(f. ZL)| < e Vn > NL (%x)
— |S(f,Z) — J| < |S([f,Z]) = S(f, Zn)| + |S(f, Zn) — J| < 2¢ fiir alle n > N/,
nach (x), (++). = 3 [* f(z)dz = J
a) = b) f sei Riemann-integrierbar. Annahme: sei falsch, also 3gp > 0 Vn €
N 3Z,,Z] € Z(a,b) mit |Z,|,|Z,| < %, aber | S(f, Z,)— S(f. Z)) | > ¢ 4
—_——  ——

n.V.—J —J (n—o0)

]

Beispiel 6.3. a) Seia <c<d<b a€cR Setze f = alp.g. Dann ist f Riemann-
integrierbar und f; f(z) dz = a(d—c). Speziell f; a dr = a(b—a), f; alpq(z) do =
0.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Sei Z = {t;, 7;, j < n} € Z(a,b) mit |Z| < e. Seien

Il <m <mn,sodass c € [}, d € I,,. Dann f(7;) = a fiir [ < j < m und f(r;) = 0 fiir
J<l—1undj>m+1.

15(f,2) —ald = )| =

m—+1 m—1
> f(m)d; - ( Y adj+ati—c+d- tm1)>
j=i—1 j=1+1
<6laf|Z] <6lale
Mit |Z,| = 0 (n — oo) folgt Beh. O
b) Sei f = lgnjo)- Behauptung. f ist nicht Riemann-Integrierbar.

Beweis. Sei n € N gegeben. Setze Z = {t;, = %, kE=0,....b; . =tr_1 € Q},

{t,_;7 %+\/7§%7k:177n}:>’2|:|2,‘:%7
- 1 N =T
S(.2)=) fm)—=1L5(f2)=) f(n)—=0
k=1 ] no i il
1 =0
— ([6.1)) kann fiir e = % nicht gelten. m

Bemerkung 6.4 (Verfeinerung). Seien Z {tk, T, k <n} € Z(a,b)und t 1 € a,b)].
Ordnedietk,t;-zua:fo<t1< m = b. Setze I, = [t;_1,1;], d; =
I; C [tr_1,tx], dann definiere Stiitzstellen 7; = Tg. Dann ist S(f, Z) =

Allgemeinen keine Riemann-Summe, weil u. U. 7; & I ;-

~

j—1. Wenn

/
}
=1 —
ET: f(7;)d; im
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Satz 6.5. C([a,b]) C R(|a,b))
Beweis. Sei ¢ > 0 und f : [a,b] — R stetig. Thm = f ist gleichmaBig stetig, d.h.
0. > 0 Va,y € [a,b] mit |z —y| < I gilt: |f(x) — f(y)| <e (%)

Seien Z = {t, 1.}, Z' = {t},, 7o} € Z(a,b) mit |Z|,|Z'| < %. Verfeinere Z und Z’ wie in
Bem. [6.4]zu den gemeinsamen Teilungspunkten {tx,¢;} = {t }. Erhalte dabei Stiitzstellen

7 zuZundT zu Z', wobei ’T]— j‘ <2‘55 = 0., Weﬂ[ CIkﬂ[’ und 7; € Iy, 7 EIl .
Somit

(£, 2) = S(F 20 B3 1d; = 7 F#EDd| <37 |F(3)

j=1 j=1 7j=1

fEI)d; < e(b—a)

{ |

INHE
™

Lemma [6.2] = Beh. O

Satz 6.6. Seien f,g € R([a,b]), ,8 € R, ¢ € [a,b], h : [a,b] — R beschrinkt. Dann
gelten:

b

&) af +6g € R((a, b)) und [ (af(2) + Bg(x)) dv = a [ f(2) dw + 5 [ g(z) dz

b) Wenn f(z) < g(z) (Vx € [a,b]), dann fbf(x) dz < [g(z) dz

[ f(z) dx

a

Speziell

< (b—a) sup [f(z)]

a<z<b

c) |f € R([a,b]) und

b b

J I < [1f(@)] de.

d) h e R(IECL, b)) <~ h‘[a,c] S R([a,bc]) A h|[c,b] € R([c,b]).
Dann [ h(z) dz = [ h(z) dz + [ h(z) dz

Beweis. Sei Z,, = {tjn;Tjn;J < myp} € Z(a,b) mit |Z,| — 0 (n — 00). Setze d;,, =
tinm — ti—1m.

a)
S(af + B9, Zn) =Y af(7jn) + Bf (Tjn) M—aZfr,ndjnw ng im
Jj=1 j 1
—>fbf(m) dzx —>fg(:r) dz (n—o0)
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nn n.V. nn
S(f,2:) =D f(Tin)din < 9(Tin)djn = S(9, Zy)
TH e e T,_/
—[ f(z) dz —[g(z) dz

a a

c¢) Abschétzung folgt aus =f < 1j, 4 sup|f|. Siehe Ilias.
d) Siehe Ilias.

]

a b
Man setzt fir f € R([a,b]), a <b [ f(z) dz := — [ f(z) dz. Auch in diesem Fall gilt
b

a
Satz [6.6] entsprechend.

6.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition 6.7. Sei f : [a,b] — R. Eine Funktion F': [a,b] — R heifit Stammfunktion
von f, wenn F differenzierbar ist und F’ = f ist. Man schreibt F = [ f dt = [ f = fl.
Beachte: mit F' ist auch die Funktion F'(x) + ¢ fiir ein beliebiges ¢ € R (x € [a, b]) eine
Stammfunktion von f.

Lemma 6.8. Sei f € R([a,b]) und [ sei stetig bei xo € [a,b]. Dann ist das unbestimmte
Integral Fo(z) = [ f(t) dt, x € [a,b], differenzierbar bei xo und F'(x¢) = f(xo).

Beweis. Sei x € [a,b] \ {zo}. Dann

L (R) — R — S| "
1 [ i 1 / Satz [6.6]
7 — 7o /f(t)dt—/f(t)dt _a:—xo/f(%)dt =
1 i Satz [6.6] 1
= 20 / (f(t) = f(xo)) dt| < P— |z — xo|lx0tsllglgmo |F(t) = f(zo)]

o -

TV
—0 (z—z0)

O

Theorem 6.9 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).  a) Sei f € C([a,b]).
Dann ist jede Stammfunktion F' gegeben durch

Flz) = Fla) + / F@)dt vz € [a,b]).
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Speziell x = b:

/f(t) dt = F(b) — F(a) =: FI;.

b) Sei g € C'([a,b]). Dann fbg’(t) dt = g(b) — g(a).

Beweis.  a) Lem. —> Fy(x) = [, f(t) dt ist eine Stammfunktion von f. Sei F

eine weitere Stammfunktion von f. Dann (F — Fy) = f— f =0 LODO 520,
F(z) — Fy(a) = F(a) — Fy(a) = F(a).
b) folgt aus|l|mit f = ¢'.
0

Bemerkung. Fir unstetige f, ¢’ ist der Hauptsatz viel schwieriger und zum Teil falsch.
Ein Beispiel ist

() x%cos% ,0<zx <1

xT) =

g 0 ,x = 0.

Wie in Bsp. TODO 5.11: g ist auf [0,1] differenzierbar und ¢'(z) = 2\/zsini, x > 0

— 2 x’

= ¢ ist unbeschrinkt und somit nicht Riemann-integrierbar. Also ist nicht sinnvoll.
Beispiel 6.10.  a) Wir kennen schon zahlreiche Stammfunktionen aus Kapitel [f]

b) Sei f(x) = > 0"y ana™, |z| < o0 = Konvergenzradius. Betrachte F'(x) = Y | —5anz
Wie im Beweis von Thm. TODO 5.9 zeigt man, dass F' den gleichen Konvergenz-
radius ¢ > 0 hat. Thm. TODO 5.9 = F'(z) = f(z), || < o. F ist also eine
Stammfunktion von f.

Beispiel:

fz) = =) (=)= =y (ol <)

= F(z)=)_ 2<n_—1+)"1x2n+1 (Jz] < 1)

ist Stammfunktion von f. Weitere Stammfunktion ist arctan. Da arctan(0 = 0 =
F(z), folgt

oo _1 n
arctan z = Z 2( +>1x2”“ (Jz| < 1).
n

n=0
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c) Fliche A zwischen f(z) = e” und g(x) = 22 — 7z (0 < x < 7). Beachte f(7) >0 >
g(x) fur alle z € [0, 7]. Also

Satz 6.11.
Beispiel 6.12.
Satz 6.13.
Beispiel 6.14.

Bemerkung 6.15 (Integration rationaler Funktionen). Sei f(z) = E wobei p, q reelle

gekiirzte Polynome, ¢ sei nicht konstant 0, hochster Koeffizient vo und q sei gleich 1.

\_/

a) Polynomdivison: es existieren Polynome pg, r mit grad pg < grad ¢, sodass f = r+%.
—> r kann integriert werden

b) Fundamentalsatz der Algebra: 3! zy,...,2, € C (mit z; # z; fiir i # j) und
A ng, ... ,n, € Ny sodass: ¢(x) = (v —21)™ - ..o (T — 2)"™

¢) Komplexe Partialbruchzerlegung (TODO Konigsberger §4.3): 3! ¢, € C -

pO<I> C11 Ciny Cm1 Crmnm
= b —
q(z)  (z—=) (x —21)™ ( = 2m) (@ = zm)"m

(6.2)

d) Integration:

a) Terme mit c;i, z; € R in (6.2]) konnen integriert werden (man hat Formel fiir
Stammfunktion)

b) Komplexer Fall fiir Nennerpotenz k = 1: Da py, ¢ reell sind, gilt (fiir x € C):

po(z) _ ) 62 Cik
Z:z:—z] sz(x_zj>k

Da ([6.2]) eindeutig ist, gilt: wenn c;i, z; ¢ R, dann 31 # j, sodass Z; = 2 und
Cjr, = ¢y (gleiches k). Fiir k = 1 treten im komplexen Fall also Terme der
Form auf:

c_ ¢ (c+cx—(cz+cz) 2Re(c)r—2Re(cz)  ax+b
r—z T—2 (x — 2)(x —2) :(;2—2Re(z):c—|—|z]2 "2t ax+ B

(6.3)
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mit a,b,a, B € R, B > %2.
Ubung: Stammfunktion fiir (6.3)

e) Komplexer Fall fiir & > 1: Mit komplexer Integration erhélt man:

c C B —2Re (c(z — 2)¥)
/ <(t —F - E>’“>dt C(k+1) (22— 2Re (2)a + |2 o4

(siche TODO Amann/Escher: Analysis II, Bem. 11.5.10)
reelle Methode: Walter, Analysis I, §11.5

Fazit. zugestanden, findet man Formel fiir eine Stammfunktion von f.

Beispiel. a) Seien a,b € R gegeben, a # b, x € R\ {a, b}.

1 (6.2), Ansatz C1 Co
fa) = €22 -

@—a)@—0) ot = 1 =ci(z—b)+ca(z—a) (*)

(fiir zu bestimmende ¢y, ¢y € R)
Berechne ¢y, c¢3: gilt nach stetiger Fortsetzung fiir alle x € R. Einsetzen:

1
a—>b

1
b—a

r=a: 1l=c(a—0b)#0 = =

x=b: 1=04c(b—a) = g =
1 1 1
— f<x)_b—a<_m—a+x—b>

— /f(t)dt:_bia(/tita_/titb)

:—ﬁ(ln|x—a|—ln|x—b|)
1 T —a
_ [
p— bln p— (x # a,b) (Probe!)
b)
x
Ansatz mit und :
a b cr +d

r—1 (=172 + 5 wobei a, b, c,d € R zu bestimmen sind

— r=alr — 1)1+ 2*) +b(1+2%) + (cx + d)(x — 1) (*)
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Einsetzen:

1
z=1: 1=0+20+0 — ph==
2
1 (+)
r=0: 0=—-a+b+d :>a—d:§
Koeffizientenvergleich (vgl. Thm. TODO 5.28):
fir 2*: O0=a+0+c = c=—a

y 1 1 (++)
fiir z° : 0:—a+b—20+d:—a+§+20+d :>a—|—b:—§

1' und :2a:O :>a:0:c,d:—%

— fla)= —2

1
2
(x—1)2 1422

1 1 1 1 1
— /f(t)dt:§/<<t_1>2— 1+t2)dt:_§ (m_l—{—arctanx)

6.3 Skalare Differentialgleichungen erster Ordnung

Beispiel (Zinseszins). Gegeben seien Anfangskapital ug, Anlage dauert Zinsrate nach
Zeit % mit Wiederanlage der Zinsen. uy sei Kapital zur Zeit %, k=0,...,n (n€eN).

at at
— U1:U0+—U0:(1+—)UO
n n

2
at at

Uy = U + —Up = (1+—) Ug
n n

. . at\"
iterativ: u,, = (1 + —) Ug
n

,instantane Wiederanlage* =TODO ,,n — oo®. Damit u, — ¢y (vgl. Aufg. 5.6, Aufg.
12.3 e). ~ u(t) = e™ug = Kapital zur Zeit ¢ bei instantaner Wiederanlage.
Nach Bem. TODO 5.21 ist u € C*(R) die einzige Losung von

/ — t
{u (t) = au(t) (a,up € R gegeben)
Ug

Andere Interpretation: a = 7;/((;)) — momentane, relative Anderung des Kapitals (,pro

Kopf“). Weitere Beispiele fiir diese Differentialgleichung: Radioaktiver Zerfall (a < 0),
Populationswachstum bei unbeschrianktem Nahrungsangebot (u(t) = Stoffmenge)
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u’

»o = a“ ist unplausibel fiir Population (etwa da u(t) — (t —> oo) fir a > 0).
VERHULST (1837): i Z(t) =\ -
»,mehr Konkurrenten* =TODO u(t) grof =TODO weniger Wachstum

s {u’((g)) f A (1 - %) u(t) . t>0. (6.5)

(t)-abhéngig.

Gegeben sind A, ug, us > 0 (A: Wachstumsparameter, u,.: Sattigungsparameter, wu:
Anfangswert). Gesucht: u € C'(R.), das (6.5) fiir ¢ > 0 lost.

Bemerkung. Spezielle, ,stationére” Losungen: u(t) = 0 mit ug = 0 oder u(t) = uy mit
Uy = U (fiir alle ¢ € R). Im folgenden sei 1y # oo, ug > 0.
Losung von . Wir nehmen an, es gebe eine Losung u € C’l ,b]) von . Wenn

Uy > Uso (U < Us), dann existiert ein ¢y > 0, sodass u(t) > ( ) > Uoo (u(t) < Uoo)
fiir alle 0 <t <, (da u stetig und u(0) = uo).

! A
6.5) = wls) =2 (YO<s<t)
(Uoo — u(8))u(s) oo
! t A A
L—‘k/ w(s) ds= [ Sds=-"t (VO<t<ty)
(too — u(s))u(s) Uoo Uoo
0
Substitution: = = u(s), % = u/(s), u(0) = uo
u(t)
_ / Ll Ll“ t)
Uso  |T — uoo]™
a; 1 t A 1
>0 —lnL) A S
Uso  |u(t) —Uso]  Use — Uoo U — Uso
“Uoo, XD u(t) Y’ Uo
|u(t) — uocc] |to — to
— u(t) = Hofee

U + (Uso — ug)eM’

Probe zeigt, dass dieses u ([6.5)) fiir alle ¢ > 0 16st.
Es gilt:

e u(t) >0 fiir alle t > 0 (ug > 0) (biologisch sinnvoll)

o u(t) = Uy fir t — 0o

(t)
(1)

u(t) wichst und u(t) < us (¥t > 0), falls up < un
(1)

o u(t) fallt und u(t) > ux (Yt > 0), falls up > ux
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Gegeben sei f € C([a,b]), g € C(Ry), ug € (a,b). Suchen u € C*([0, 7)) und 7 € (0, 00),
sodass u(t) € (a,b) fiir alle t € [0,7) und

{u'(t) = g(t) f(u(t)),
u(0) = ug

(in : f(z) = (1 - ﬁ) z, g(x) = \)

Satz 6.16 (Trennung der Variablen). Sei f € C((a,b)), g € C(R,), ug € (a,b), f(ug) #
0. Dann ezistiert ein to > 0 und eine eindeutige Losung u € C*([0,%,]) von (6.6).

, 0<t<rT (6.6)

Beweis. Sei etwa f(ug) > 0 und 7 > 0. Wahle € € (0, f(ug)). Da f stetig ist, existiert
d > 0mit f(x) > 0 fir alle z € [ug — d,up + 0] C (a,b). Sei M := ‘ ma‘xéf(x) < oo (Satz
T—ug|<
vom Maximum). Setze ty = min {37, T}, ¢ Joax lg(t)].
a) Eindeutigkeit: Sie u € C*([0,7)) eine Losung von (6.6). Annahme: 7 > #, und es
existiere t; € (0,tp) mit |u(s) — up| < 0 fiir alle 0 < s < ¢; und |u(t;) — up| = 0.

t1
:>|u(t1)—u0|H:S/ d(s)  ds

O & fu(s))g(s)
t1
Satz

t1
< /|f(u(s))\|g(s)\dsﬁ/McdsSMctl < Mcty =06 4
0 0

= |u(s) —ug| < 0 fiir alle 0 < s < min {t, T} =: t. Damit 1@} — fq(‘;((i))) =
9(s)-

t t u(t)

= G(t) ::/g(s) dS:/u'(s) df(u(s))s ) /% fiir alle 0 < ¢ < £
i ’ b (6.7)

y
Setze H(y) = [ daf(z) fir y € [ug — §,up + 8] = H(u(t)) = G(t). H ist strikt

wachsend
u(t) = H ' (G(@) (V0<t<i) (6.8)

b) Existenz: Sei u durch fiir 0 < t <ty gegeben. Dann u(0) = H 1(G(0)) =
H'(0) = ug. Kettenregel und Umkehrsatz liefern:

(1) = O T el = S

— u 16st .
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Fazit: u aus ist eine Losung von und jede weitere Losung ist auf [0, t] gleich
diesem w und kann, falls 7 < ty, zu u auf [0, ty] fortgesetzt werden. ]

Beispiel 6.17.  a)

u(t) t
: d
ne far_fh,,
x
ug 0
——
_ ;‘U(t)
z U0
1 1
— =
wy  u(t)
1 . 1
= u(t) = = fir0<t< —=7
= —1 Uo

Zum Beispiel fir ug = 1: u(t) = %_t (Probe!). ,blow up*.

b)
W (t) = a(t)u(t) >0

Sei a € C(R), uy € R. Betrachte
u(0) = wug

— f(x) = x. Sei ug > 0. Trennung der Variablen liefert

u(t)d t
T

- = /a(s) ds
ug 0

——

=In u(t)—Inug
t
= u(t) =exp [ Inuy+ /a(s) ds | =exp /a(s) ds | ug
0 0
Probe zeigt: Dies 16st die Gleichung fiir alle ¢ € R und ug € R.

= Vu(t), u(0) = 0,1 > 0. = f(z) =V, g(t) = 1. = [f(0) = f(uo) =0,

c) u(t) =
haben Losung v(z) = 0 Va € R. Fiihre Trennung der Variablen trotzdem durch. Sei
) fiir 0 < s < to.

u eine weitere Losung, die auf (0, %] ungleich 0 ist. Dann
g ( 0] g \/@

Seie >0, e <t

t

t t u(t)
= /1d3:/:/b%ds:u(a)%:2<\/@_\/u_(€>.

e—=0:t=2/u(t) (0<t <ty = u(t)= % Probe: u 16st Gleichung.
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6.4 Uneigentliche Integrale

Definition 6.18.  a)
b)

Bemerkung 6.19.  a)
b)

Beispiel 6.20. a)

Satz 6.21. «a)

b)
Beispiel 6.22. a)

Beispiel 6.23.

Beispiel 6.24.

Trapezregel.
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