Topologie

Dr. Stefan Kiihnlein und http://mitschriebwiki.nomeata.de/

7. August 2018


http://mitschriebwiki.nomeata.de/




Inhaltsverzeichnis

(1._Inhaltsverzeichnis| 2
2. Vorwort] 5
I. Einstieg 7
g [.1. Kontext| . . . . . . . . . .. . 7
[8 I.2. Beispiele — was macht die Topologie?| . . . . . ... ... ... .. 7
[8I.3. Mengen, Abbildungen, usw.| . . . . .. ... ... ... .. ... 10
[8I.4. Metrische Raume| . . . . . .. . .. ... 00000 14
[ll. Topologische Grundbegriffe| 21
[ II.1:Topologische Rdume und ein paar Konstruktionen . . . . . . . .. 21
[g I1.2Wichtige Eigenschatten topologischer Raume| . . . . . . . . . . .. 25
[ IT.35tetigkeit] . . . . . . . . . .. 31
[ IT.4Topologische Mannigtaltigkeiten| . . . . . . . .. ... ... .. .. 41
[g II.oMehr von den Kompaktal . . . . . ... ... ... ... ...... 53







2. Vorwort

Uber dieses Skriptum

Das Ziel diese Skripts ist es, einen ersten Einblick in die Topologie zu geben. An
keiner Stelle wird versucht, Ergebnisse bis in die letzten Winkel und Spitzen zu
treiben; wir erlauben uns auch bisweilen, nicht geringstmogliche Voraussetzungen
in Aussagen zu machen, sondern hoffen, durch eine Beschrankung auf einfachere
Situationen bisweilen den Inhalt der Sétze (von denen es ohenhin nicht so viele
gibt) deutlich zu machen. Die Vorlesung ist nicht fiir Spezialisten gedacht - das
verbietet sich schon angesichts des Dozenten, der ja auch selbst kein Spezialist
ist. Hiermit sei seiner Hoffnung der Ausdruck verlichen, dass die subjektive Stoff-
auswahl nicht zu sehr zu Lasten der Allgemeinheit geht und ein Verstédndnis trotz
allem zustande kommen kann.

Jedenfalls werden in dieser Vorlesung nicht alle erlaubten Implikationen zwischen
allen moglichen Aussagen vorgefiihrt werden.

Ich habe auf eine umfangreiche Illustration verzichtet, zum einen weil dies in
der Vorlesung passieren soll, zum anderen, weil es vielleicht auch fiir Leser eine
instruktive Ubung ist, sich selbst ein Bild von dem zu machen, wovon die Rede
ist. Der begriffliche Apparat ist das prézise Werkzeug, die Bilder sind ja ,nur“
ein Hilfsmittel, das uns helfen soll zu sehen, wo die Werkzeuge angesetzt wer-
den konnen. Auflerdem sind manche Bilder sehr irrefithrend, zumal wenn es um
Sachverhalte geht, die sich definitiv nicht mehr in unserem Anschauungsraum
abspielen konnen.

Online-Version

Aufhttp://mitschriebwiki.nomeata.de finden sich die KTEX-Quellen zu die-
sem Skript, sowie die Moglichkeit, dort direkt am Skript mitzuarbeiten, etwa
um Fehler zu beseitigen. Dies Basiert auf latexki] einem von Joachim Breitner
programmiertem Wiki fiir KTEX-Dokumente.

Nun zum Inhalt selbst.

"http://latexki.nomeata.de/


http://mitschriebwiki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de/




. Einstieg

§1.1. Kontext

Die Topologie ist eine mathematische Grundlagendisziplin die sich verstarkt seit
dem Ende des 19. Jahrhunderts eigensténdig entwickelt hat. Vorher waren einige
topologische Ideen im Zusammenhang mit geometrischen und analytischen Frage-
stellungen entstanden. Um Topologie handelt es sich zunéchst immer dann, wenn
geometrische Objekte deformiert werden und solche Eigenschaften der Objekte
in den Vordergrund treten die sich dabei nicht &ndern.

Topologisch ist eine Kugel dasselbe wie ein Wiirfel - geometrisch zwar vollig
unterschiedlich, aber doch gibt es einige Gemeinsamkeiten. Es wére vielleicht
einmal interessant zu verfolgen, ob der Kubismus am Ende des 19. Jhdts. und die
topologische Frage nach ,simplizialen Zerlegungen“ geometrischer Objekte sich
gegenseitig beeinflusst haben. ..

Der Begriff der Nihe spielt in der Topologie eine gewisse Rolle, mehr als der
Begriff des Abstands, der fiir die Geometrie immerhin namensgebend war. Die
topologischen Mechanismen, die so entwickelt wurden, wurden nach und nach von
ihren geometrischen Eltern entfernt; dafiir sind die Eltern ja da: sich iiberfliissig
zu machen. Und so konnten topologische Ideen sich auch auf andere Bereiche der
Mathematik ausdehnen und diese geometrisch durchdringen.

Auch auflerhalb der Mathematik ist die Topologie langst keine unbekannte mehr.
So gab es in der ersten Hélfte des 20. Jhdts. die topologische Psychologie von
Kurt Lewin, die allerdings nur die Terminologie von der Topologie iibernahm,
und nicht etwa mithilfe topologischer Argumente neue Einsichten produzierte.
Etwas anders sieht es natiirlich mit den ,richtigen“Naturwissenschaften aus. In
der Physik taucht die Topologie zum Beispiel in der Form von Modulrdumen
in der Stringtheorie auf, und in der Molekularchemie kann man zum Beispiel
Chiralitat als topologisches Phénomen verstehen.

§ 1.2. Beispiele — was macht die Topologie?

Beispiel 1.2.1 Nullstellenfang mit dem Lasso

Essei f: C — C eine nichtkonstante Polynomabbildung, d.h. f(z) = Z?:o a; 2"
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mit d > 0 und ay # 0.
Dann hat f eine Nullstelle in C. Das kann man zum Beispiel so plausibel machen:

Wenn ag = 0 gilt, dann ist z = 0 eine Nullstelle. Wenn ay # 0, dann brauchen
wir ein Argument. Wir betrachten den Kreis vom Radius R um den Nullpunkt:
RS' ={z € C| |2|] = R}. Aus der Gleichung

d ad—1 Qg
= (1
f(z) =aqz*- (1+ - +- 4 adzd)

folgt, dass das Bild von RS unter f jedenfalls fiir groes R im Wesentlichen
der d-fach durchlaufene Kreis vom Radius |ag|R? ist. Im Inneren dieser Schlaufe
liegen fiir grofles R sowohl die 0 als auch ag. Wenn man nun den Radius kleiner
macht, so wird diese Schlaufe fiir R ~\, 0 zu einer Schlaufe um ay zusammen-
gezogen — das ist die Stetigkeit von f. Fiir kleines R liegt insbesondere 0 nicht
im Inneren der Schlaufe. Das aber heifit, dass beim Prozess des Zusammenzie-
hens die Schlaufe irgendwann mindestens einmal die 0 trifft. Dann hat man eine
Nullstelle von f gefunden.

Einen anders gelagerten und prézisen topologischen Beweis des Fundamentalsat-
zes werden wir in [[1.3.14] fiihren.

In diesem Argument — das man streng durchziehen kann — wird ein topologisches
Phénomen benutzt, um den Fundamentalsatz der Algebra zu beweisen. Das Zu-
sammenziehen der Kurve durch Variation des Parameters R werden wir spéter
allgemeiner als Spezialfall einer Homotopie verstehen.

Beispiel 1.2.2 Fahrradpanne

Es gibt keine stetige Bijektion von einem Torus 7' (,,Fahrradschlauch*) auf eine
Kugeloberflache S.

Denn: Auf dem Torus gibt es eine geschlossene Kurve -y, die ihn nicht in zwei
Teile zerlegt. Thr Bild unter einer stetigen Bijektion von 7" nach S wiirde dann
S auch nicht in zwei Teile zerlegen, da das stetige Bild des Komplements 7'\
gleich S\ Bild von v zusamenhéngend sein miisste, aber das stimmt fiir keine
geschlossene Kurve auf S'.

Auch hier sieht man ein topologisches Prinzip am Werk. Es ist oft sehr schwer zu
zeigen, dass es zwischen zwei topologischen Raumen (siehe spiiter) keine stetige
Bijektion gibt. Dass ich keine solche finde sagt ja noch nicht wirklich etwas aus. . .

In der linearen Algebra weifl man sehr genau, wann es zwischen zwei Vektorrdum-
en einen Isomorphismus gibt, das héngt ja nur an der Dimension. Ahnlich ver-
sucht man in der Topologie, zu topologischen Rdumen zugeordnete Strukturen zu
finden, die nur vom Isomorphietyp abhédngen, und deren Isomorphieklassen man
besser versteht als die der topologischen Raume.
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Beispiel 1.2.3 Eulers E]Polyederformel

Fiir die Anzahl E der Ecken, K der Kanten und F' der Flidchen eines (konvexen)
Polyeders gilt die Beziehung £ — K + F = 2.

Das kann man zum Beispiel einsehen, indem man das Polyeder zu einer Kugel
aufblést, auf der man dann einen Graphen aufgemalt hat (Ecken und Kanten
des Polyeders), und dann fiir je zwei solche zusammenhéngenden Graphen zeigt,
dass sie eine gemeinsame Verfeinerung haben. Beim Verfeinern dndert sich aber
E — K + F nicht, und so muss man nur noch fiir ein Polyeder die alternierende
Summe auswerten, zum Beispiel fiir das Tetraeder, bei dem EF = F =4, K =6
gilt.

Beispiel 1.2.4 Reelle Divisionsalgebren

Eine reelle Divisionsalgebra ist ein R-Vektorraum A mit einer bilinearen Multi-
plikation, fiir die es ein neutrales Element gibt und jedes a € A\ {0} invertierbar
ist.

Beispiele hieriir sind R, C, H (HamiltonEI-Quatemionen) und — wenn man die
Assoziativitdt wirklich nicht haben will - O (die CayleyP}Oktaven). Die Dimen-
sionen dieser Vektorrdume sind 1, 2,4, 8. Tatséchlich ist es so, dass es keine wei-
teren endlichdimensionalen reellen Divisionsalgebren gibt. Dies hat letztlich einen
topologischen Grund.

Zunichst iiberlegt man sich, dass die Struktur einer Divisionsalgebra auf R”
auf der n — 1-dimensionalen Sphére eine Verkniipfung induziert, die fast eine
Gruppenstruktur ist.

Dann kann man im wesentlichen topologisch zeigen, dass solch eine Struktur auf
der Spére nur fir n € {1,2,4,8} existieren kann. Solch eine Gruppenstruktur
stellt ndmlich topologische Bedingungen, die fiir die anderen Sphéren nicht erfiillt
sind.

Eng damit zusammen héngt der

Beispiel 1.2.5 Satz vom Igel|

Dieser Satz sagt, dass jeder stetig gekimmte Igel mindestens einen Glatzpunkt
besitzt. Die Richtigkeit dieses Satzes griindet sich nicht darauf, dass es bisher noch
niemanden gelingen ist, einen Igel zu kdmmen. Sie hat handfeste mathematische
Griinde, die in einer etwas préziseren Formulierung klarer werden:

Etwas weniger prosaisch besagt der Satz ,,eigentlich“, dass ein stetiges Vektorfeld
auf der zweidimensionalen Sphére mindestens eine Nullstelle besitzt.

'Leonhard Euler, 1707-1783
2William Hamilton, 1788-1856
3Arthur Cayley, 1821-1895
4Frans Ferdinand Igel, ?7?



I FEinstieg

Beispiel 1.2.6 Brouwerf] Fixpunktsatz

Jede stetige Abbildung des n-dimensionalen Einheitswiirfels W = [0, 1]™ in sich
selbst hat einen Fixpunkt.

Fir n =1 ist das im Wesentlichen der Zwischenwertsatz. Ist f : [0,1] — [0, 1]
stetig, so ist auch ¢(z) = f(x) — = eine stetige Abbildung von [0,1] nach R,
und es gilt ¢(0) > 0,¢(1) <O0.

Also hat ¢ auf jeden Fall eine Nullstelle xq, aber das heifit dann f(zq) = .

Fiir n > 2 ist der Beweis so einfach nicht moglich, wir werden ihm eventuell auch
nur fiir n = 2 spéter noch begegnen.

§ 1.3. Mengen, Abbildungen, usw.

Wir werden fiir eine Menge M mit P(M) immer die Potenzmenge bezeichnen:
PM)={A|AC M}.

Fiir eine Abbildung f : M — N nennen wir das Urbild f~(n) eines Elements
n € f(M) C N auch eine Faser von f.

Eine Abbildung ist also injektiv, wenn alle Fasern einelementig sind.

Ist f surjektiv, so gibt es eine Abbildung s : N — M mit fos = Idy —
die identische Abbildung auf N. Jede solche Abbildung s heifft ein Schnitt zu
f. Er wihlt zu jedem n € N ein s(n) € f~'(n) aus. Wenn man also M als
Vereinigung der Fasern von f iiber den Blumentopf N malt, so erhilt der Name
Schnitt eine gewisse Berechtigung.

Eine Partition von M ist eine Zerlegung von M in disjunkte, nichtleere Mengen
M;,i € I, wobei I eine Indexmenge ist:

M =M, Vi#j: MM =0,M#0.

el

Hand in Hand mit solchen Partitionen gehen Aquivalenzrelationen auf M. Die
Relation zur Partition M;,7 € I wird gegeben durch

me~m < Fel:mme M,.

Umgekehrt sind die Aquivalenzklassen zu einer Aquivalenzrelation ~ eine Parti-
tion von M . Die Menge der Aquivalenzklassen nennen wir auch den Faktorraum

M/N:
My ={M;|iel}.

°Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881-1966

10
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Die Abbildung 7. : M —s M/, m.(m) = [m] = Aquivalenzklasse von m
heifit die kanonische Projektion von M auf M/N .

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M und f : M — N eine Abbildung, so
dass jede Aquivalenzklasse von ~ in einer Faser von f enthalten ist (d.h. f ist
konstant auf den Klassen), so wird durch

]E: M/N — N, f([m]) ::f(m)v

eine Abbildung definiert, fiir die f = f o . gilt. Das ist die mengentheoretische
Variante des Homomorphiesatzes.

Beispiel 1.3.1 Gruppenaktionen

Ein auch in der Topologie wichtiges Beispiel, wie Aquivalenzrelationen bisweilen
entstehen, ist das der Operation einer Gruppe G auf der Menge X .

Solch eine Gruppenaktion ist eine Abbildung
o . Gx X —X,
die die folgenden Bedingungen erfiillt:

Vre X: egexr==x
Vg, he Gz e X: ge(hex)= (gh)eu.

Hierbei ist eg das neutrale Element von G und gh ist das Produkt von ¢ und
h in G.

Beispiel zum Beispiel: Fiir jede Menge X gibt es die symmetrische Gruppe
Sx = Sym(X) = {f : X — X | f bijektiv}, als Verkniipfung benutzen wir
die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen. Das neutrale Element ist Idy :
X — X, ldx(z) =« fiir alle 2 € X . Betrachte nun: e : Sym(X) x X — X,
(f,x) — f(z). Dies ist eine Grupenoperation.

Fiir jedes g € G ist die Abbildung
pg: X — X, py(x) =geu,
eine Bijektion von X nach X, die Inverse ist p,-1, und
9= Pg
ist ein Gruppenhomomorphismus von G in die symmetrische Gruppe von X .

Die Bahn (oder der Orbit) von x € X unter der Operation von G ist
Gexr:={gex|gecG}.

Man kann leicht verifizieren, dass die Bahnen einer Gruppenoperation eine Par-
tition von X bilden. Mit X/G = {G ez |z € X} bezeichnen wir den Bahnen-
raum von X unter der Operation von G.

11
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Weiteres Beispiel zum Beispiel: Betrachte o : Z? x R? — R?, (k,v) — k+v.
Dann ist etwa der Orbit des Nullpunktes die Menge aller ganzzahligen Vektoren.

2
Der Bahnenraum X /72 20, 1)? entspricht dann topologisch dem Torus.
Umgekehrt ist es so, dass jede Partition (X;);c; von X von der natiirlichen

Aktion einer geeigneten Untergruppe G von Sym(X) herkommt. Hierzu wihle
man einfach

G={oeSym(X) |Viel:oX;) =X}
und verifiziere was zu verifizieren ist.

Ist @ : G x X — X eine Gruppenaktion, so heifit fir x € X die Menge
Stabg(z) == {g € G | ge x = x} der Stabilisator oder ,Fixgruppe* von z.
Stabg(z) C G ist eine Untergruppe.

Die Gruppenaktion heifit transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt: dx € X : X =
Gez.

Beispiel 1.3.2 Der projektive Raum P"K

Es seien K ein Kérper und n eine natiirliche Zahl.

Problemstellung: In A%(K), der affinen Ebene, gibt es Geraden. Zwei Geraden
g, h in A?(K) schneiden sich entweder in einem Punkt oder sie sind parallel. Das
fithrt oft zu Fallunterscheidungen in Beweisen, was lastig ist. Wir vergrofiern da-
her A%(K) durch Hinzunahme von ,,unendlich fernen Punkten“, wobei jeder Rich-
tung von Geraden ein solcher Punkt entspricht: Zwei parallele Geraden schneiden
sich dann in dem ihrer Richtung entsprechenden Punkt. Eine Konstruktion, die
diesen Raum schon beschreibt, ist die folgende:

Auf X = K™\ {0} operiert die Gruppe K* durch die skalare Multiplikation
aev:i=a-u.

Die Bahn von v € X unter dieser Operation ist Kv \ {0}. Da die 0 ohnehin zu

jeder Geraden durch den Ursprung gehort, kann man den Bahnenraum X/ j &
mit der Menge aller Geraden durch den Ursprung identifizieren. Dieser Raum
heiBt der n-dimensionale projektive Raum tber K , in Zeichen P™(K).

Speziell fir n =1 gilt:

P = (1() o e &Y 1{ )

Oft identifiziert man den ersten groflen Brocken hier mit K, den hinzukommen-
den Punkt nennt man suggestiver Weise oo, also P}(K) = K U{co}.

12



8 I.3. Mengen, Abbildungen, usw.

Genauso haben wir fiir beliebiges n eine Zerlegung

P() = {1( )1 e kol ) e k7w £ 0} = K7 LR (),

wobei die Auswahl des affinen Teils K™ durch die Bedingung, dass die letzte
Koordinate nicht null ist, relativ willkiirlich ist.

Was ist also P?(R)? Da jede Gerade durch 0 in R? durch einen Vektor der Linge
1 erzeugt wird, gilt:

P*(R) = S2/{i1}

wobei 5% := {v € R?| |v| = 1}. Diesen Raum nennt man auch Kreuzhaube.

Definition 1.3.3 Faserprodukte
Es seien A, B, S Mengen und f4: A — S, fg: B — S zwei Abbildungen.

Weiter sei F' eine Menge mit Abbildungen 74,75 von F nach A bzw. B, so
dass fpoms = fpomp.

F' heifit ein Faserprodukt von A und B {iiber S, wenn fiir jede Menge M und
jedes Paar von Abbildungen g4, g von M nach A bzw. B mit fqaog4 = fgogp
genau eine Abbildung h : M — F existiert, so dass

ga=maoh, gg=mgoh.

Insbesondere impliziert das, dass es zwischen zwei Faserprodukten von A und B
tiber S genau einen sinnvollen Isomorphismus gibt. Denn nach Definition gibt es
fiir ein zweites Faserprodukt (F,m4,7g) genau eine Abbildung h von F nach
F' mit

Ta=ma0h, Tg=mgoh

und auch genau eine Abbildung h: F —» F mit
WA:ﬂoﬁ, WB:%VBoiL.
Dann ist aber hoh eine Abbildung von F nach F mit
ma=piso(hoh), mg=mgo(hoh),
was wegen der Eindeutigkeit aus der Definition zwangslaufig
hoh=Idp

nach sich zieht. Analog gilt auch

hoh=1ds.

13
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Schreibweise: Fiir das Faserprodukt schreibt man meistens A xg B, wobei in
der Notation die Abbildungen f4 unf fg unterdriickt werden.

Ein Faserprodukt existiert immer. Wir kénnen namlich
Fi={(a,b) € Ax B fala) = f5(b)}

wéhlen und fiir 74,7 die Projektion auf den ersten beziehungsweise zweiten
Eintrag.

Die Abbildung h aus der Definition ist dann einfach h(m) = (ga(m), gg(m)).
Wir kénnen F' auch hinschreiben als
F=J(fa'(s) x f5'(s))
seS

also als Vereinigung der Produkte der Fasern von fi und fp iiber jeweils dem-
selben Element von S. Das erklart den Namen.

Beispiel 1.3.4 Spezialfille

a) Wenn S nur aus einem Element s besteht, dann sind f4 und fp konstant,
und damit A xg B = A x B das mengentheoretische Produkt.

b) Wenn A, B Teilmengen von S sind und die Abbildungen fa, fp einfach
die Inklusionen, dann gilt

AxgsB={(a,b) e AxB|a=b} ={(s,8)| s€ ANB} ~ AN B.

§ 1.4. Metrische Raume

Definition 1.4.1 Metrischer Raum

Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Abbildung
d: X xX — Rzo,

so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

o Vr,ye X :d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie)

o Vre X :d(x,z)=0.

o Vxye X :x#y=d(z,y) >0.

o Vo y,z€ X :d(z,y) +d(y,z) > d(z,z). (Dreiecksungleichung)
Die Abbildung d heifit dabei die Metrik.

Penibler Weise sollte man einen metrischen Raum als Paar (X, d) schreiben.
Meistens wird das micht gemacht, aber Sie kennen diese Art der Schlamperei ja
schon zur Geniige. ..

14
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Beispiel 1.4.2 LA und Ana lassen griiflen

a)

Ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-,-) wird bekanntlich mit

d(v,w) = /(v —w,v —w) = v — w|
zu einem metrischen Raum. Im folgenden heifit R™ als metrischen Raum
immer: mit dem Standardskalarprodukt.
Jede Menge X wird notfalls durch
|1, fallsxz #y,
d(w,y) = { 0, fallsz =y,
zu einem metrischen Raum. Diese Metrik heifit die diskrete Metrik auf X.

Es sei X eine Menge und B(X) der Vektorraum der beschriankten reell-
wertigen Funktionen auf X. Dann wird X vermoge

d(f,9) = sup{|f(z) — g(x)| | = € X}

7zu einem metrischen Raum.

Diese Metrik ist stets endlich, denn f und ¢ sind beschrankt, also gibt
es ein R > 0 so dass |f(z)],|g(x)] < R fiir jedes z € X, und damit

f(x) = g(x)] < 2R.
Allgemeiner sei fiir eine Menge X und einen metrischen Raum (Y, e) die
Menge B(X,Y) definiert als die Menge aller beschrinkten Abbildungen
von X nach Y . Dabei heifit f beschrankt, wenn ein y € Y und ein R € R
gibt mit

Ve e X :e(f(x),y) <R.

Dann wird B(X,Y’) zu einem metrischen Raum vermoge
d(f,g) = sup{e(f(x),9(z)) [z € X}.

Auf den rationalen Zahlen lasst sich fiir eine Primzahl p auf folgende Art
eine Metrik konstruieren:

Jede rationale Zahl ¢ # 0 kann man schreiben als p*»(9) . 7, wobei a,b € Z
keine Vielfachen von p sind. Dann ist v,(g) eindeutig bestimmt.

Wir setzen fiir zwei rationale Zahlen z,y

0 falls v =y
dy(z,y) = ’ |
p( y) {p—Vp(x_y) , sonst .

Dies ist die sogenannte p-adische Metrik auf Q.

15
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Definition 1.4.3 Folgen und Grenzwerte
Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Eine Folge (z,)neny in X heifit konvergent gegen den Grenzwert y € X,
falls
Ve>0:3keN:Vne N :>k:d(z,y) <e.

Natiirlich ist y hierbei eindeutig bestimmt.

b) Eine Cauchyfolgd|in X ist eine Folge (z,)nen mit
Ve >0:dN eN:Vm,n> N :d(zp,,x,) <Ee.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

c) X heifit vollstandig, wenn jede Cauchyfolge in X einen Grenzwert in X
hat.

Beispiel 1.4.4 Schatten der Vergangenheit

Fiir einen vollsténdigen metrischen Raum (Y, e) und jede Menge M ist auch
B(M,Y): Ist (fi)ien eine Cauchy-Folge in B(M,Y'), dann ist fiir jedes m € M
auch (f;(m)); eine Cauchy-Folgein Y. Da Y vollstiandig ist, gibt es eine Funktion
f: M —Y sodass fir jedes m € M gilt: fi;(m) — f(m) fir i — oco.

f ist beschrédnkt, denn es gibt ein € > 0 und ein k£ > 0 so dass fiir jedes 7,5 > k
gilt: d(fi, f;) <e.Sel mg € M. Fiir m € M gilt dann:

e(f(m), f(mo)) < e(f(m), fr(mo)) + e(fr(mo), f(mo))
< e(f(m), fr(m)) + e(fr(m), fr(mo)) + e(fr(mo), f(mo))
<e+4+R+c¢
Zur Ubung: Der Rest.
Jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum ist vollsténdig.

Q mit der p-adischen Metrik ist nicht vollsténdig. Man kann einen Koérper Q,
konstruieren, der Q enthélt, auf dem eine Metrik definiert ist, die die p-adische
fortsetzt, und in dem sich jedes Element durch eine p-adische Cauchyfolge in
Q approximieren lédsst. Damit wird ein arithmetisch wichtiges Pendant zu den
reellen Zahlen geschaffen, die sich ja auch konstruieren lassen als (archimedische)
Cauchyfolgen in Q modulo Nullfolgen.

Definition 1.4.5 Isometrien

Es seien (X,d) und (Y, e) zwei metrische Rdume. Eine abstandserhaltende Ab-
bildung von X mnach Y ist eine Abbildung f: X — Y, fiir die gilt:

Vai, vy € X ¢ d(w1, 22) = e(f(21), f(22))-
6 Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857

16



§ I.4. Metrische Rdume

Solche Abbildungen sind immer injektiv. Eine surjektive abstandserhaltende Ab-
bildung heifit eine Isometrie. [

Fiir eine Isometrie f : X — Y ist auch f~! eine Isometrie. Die Menge der
[sometrien von X nach X ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe
Sym(M) aller Bijektionen von X nach X.

Aber eigentlich ist das momentan kein Begriff, der unsere Aufmerksamkeit zu
stark in Anspruch nehmen sollte.

Definition 1.4.6 Kugeln

Es seien (X, d) ein metrischer Raum und = € X sowie r > 0 eine reelle Zahl.
Dann heif3t
By(z) :={y € X | d(z,y) <r}
die offene Kugel vom Radius r um den Mittelpunkt x.
Vorsicht: Weder z noch r miissen durch die Menge B,(z) eindeutig bestimmt

sein. Wenn zum Beispiel X mit der diskreten Metrik ausgestattet ist, so ist
X = By(z) = Bs(y) fur alle z,y € X.

Definition 1.4.7 Stetigkeit

Es seien (X,d) und (Y,e) zwei metrische Rdume. Dann heiit eine Abbildung
f: X — Y stetig, falls fiir jedes x € X und jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so
dass

f(Bs(x)) € B(f(x)).
In Worten: Jede offene Kugel um f(z) enthélt das Bild einer offenen Kugel um
x.

So ist zum Beispiel jede Abbildung von X nach Y stetig, wenn auf X die diskrete
Metrik vorliegt. Denn dann ist ja {z} = B 1 () im Urbild jeder offenen Kugel

um f(x) enthalten.

Definition 1.4.8 Noch einmal die Analysis

Es seien X, Y metrische Rdume. Dann bezeichnen wir mit C(X,Y’) die Menge
aller stetigen Abbildungen von X nach Y, und mit Co(X,Y) die Menge aller
beschrénkten stetigen Abbildungen von X nach Y.

Wenn Y vollsténdig ist, dann ist auch Co(X,Y) (als Teilraum von B(X,Y))
vollstandig.

Im Fall Y = R ldsst man das Y auch héufig weg und schreibt nur C(X) bzw.
Co(X).

"Das Erlanger Programm (Felix Klein, ewa 1871) ist der Versuch, interessante Klassen von
geometrischen Objekten durch das Studium ihrer Isometriegruppen zu untersuchen.
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I FEinstieg

Hilfssatz 1.4.9 Normen

Es set V. =R" mit dem Standardskalarprodukt versehen und N eine Norm auf
V, d.h. N:V — Rxq erfillt

e YoeV:N(w)=0 <= v=0 (Positivitdt),

e VacRveV:N(aw) = |a|N(v) (Homogenitit),

e Yo,weV:Nw+w)<N(w)+ N(w) (Dreicksungleichung).
Dann ist N stetig beziiglich der Standardmetrik.

Beweis. Das Urbild von (—¢,¢) unter N ist konvex, d.h.
Vo,w € Vi [N(w),N(w) <e=VAe€[0,1] : N(Av+ (1 — NMw) <¢].
Das folgt sofort aus den drei aufgelisteten Eigenschaften der Normabbildung.

Wegen der Positivitéit und der Homogenitét gibt es eine Konstante ¢ > 0 (abhén-
gig von ¢), so dass die Vektoren +ce;, 1 <i <n, in N~!(—¢,¢) liegen. Dabei
ist {e,...,e,} die Standardbasis von R".

Es sei v € B, 5(0) €V, dh. v = 37" 1alcel,z 2 < 1/n Dann ist aber
die Summe ), |a;| < 1. Fiir o = ) |a;| ist also v = a - ), %ce; das a-fache
einer Konvexkombination von +ceyq,--- & ce,. Wegen |a| < 1 liegt wegen der
Homogenitdt von N auch v im Urbild von (—¢,¢), und damit liegt die offene
Kugel B, /;(0) im Urbild: N ist stetig im Ursprung.

Nun seien x € V' beliebig und § > 0 vorgegeben. Dann gibt es nach dem eben
gesehenen ein € > 0 mit

Vy € B:(0) - [N(y)| <.
Fiir y € B.(0) gilt demnach wegen N(z) = N(z+y—y) > N(x+y)+ N(y) :
—N(y) < N(z +y) — N(z) < N(y),
und daher N(B.(z)) C Bs(N(z)).
Das zeigt die Stetigkeit von N. |

Bemerkung: Es sei NV eine Norm auf R", dann kann dazu eine Metrik definiert
werden: dy(x,y) = N(x —y). Der Hilfssatz zeigt, dass in jeder Kugel B.(x)q,
beziiglich dy auch eine offene Kugel um x beziiglich der Standardmetrik liegt.
Hier nicht gezeigt: Das gilt auch umgekehrt. Insbesondere liefert jede Norm auf
R™ den selben Konvergenzbegriff.

Definition 1.4.10 Die Topologie eines metrischen Raums

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit offen , falls fiir
jedes z € A eine reelle Zahl r > 0 existiert, so dass B,(z) C A gilt.

Die Gesamtheit aller offenen Mengen in X heifit die Topologie von (X, d).
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§ I.4. Metrische Rdume

Beispiel: Fiir die diskrete Metrik d auf einer Menge X ist die Topologie gleich
P(x): Fir M C X, m e M gilt: B%(m) ={m} C M.

Bemerkung 1.4.11 Eigenschaften
Fiir einen metrischen Raum (X, d) mit Topologie T gilt:
e Sowohl ) als auch X sind offen.

e Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte von offenen Mengen
sind wieder offen.

e Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen ist genau dann
stetig, wenn fiir jede offene Teilmenge U C Y das Urbild f~!(U) offen in
X ist.

Es kann sehr viele verschiedene Metriken auf X geben, die zur selben Topologie
fithren. So stimmen zum Beispiel fiir zwei Normen auf R” die zugehorigen Topo-
logien iiberein, was im Wesentlichen aus Hilfssatz folgt. Dieser Hilfssatz sagt
namlich, dass die Identitéit auf R™ stetig ist, wenn wir auf Seiten des Definitions-
bereichs die euklidische Standardlénge als Norm benutzen, und auf Bildseite die
Norm N. Auch in der anderen Richtung ist die Identitét stetig (das muss man
noch beweisen!), und das impliziert die Gleichheit der zugehérigen Topologien.
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Il. Topologische Grundbegriffe

§ 1l.1. Topologische Raume und ein paar
Konstruktionen

Definition 11.1.1 Topologischer Raum

Ein topologischer Raum ist eine Menge X, fiir die eine Teilmenge 7 C P(X)
mit folgenden Eigenschaften ausgewéhlt wurde:

e 0. XeT
e YABeT: :ANBeT
° VSQT:UAGSAET.

Hierbei heifit 7 die Topologie auf X , und die Elemente von 7 sind die offenen
Mengen des topologischen Raums (X, T).

Die Mengen X \ A, A € T, heien abgeschlossene Teilmengen von X .

Beispiel I1.1.2 Alte Bekannte
Die offenen Mengen eines metrischen Raums X bilden eine Topologie auf X .

Ist X eine beliebige Menge, so ist die Potenzmenge P(X) eine Topologie auf X.
Sie ist sogar die Topologie zu einer Metrik auf X , zur diskreten Metrik nédmlich.
Sie heifit die diskrete Topologie.

Auch {0, X} ist eine Topologie auf X.

Auf {0,1} gibt es die Topologie {0,{0},{0,1}}. Diese kommt nicht von einer
Metrik her.

Definition I1.1.3 Inneres, Abschluss und der zu schmale Rand

Es seien X ein topologischer Raum und A C X eine offene Teilmenge. Das
Innere A von A ist definiert als die Vereinigung

fi::UU.

UCA, U offen

A ist offen.
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I1. Topologische Grundbegrifte

Der Abschluss A von A ist definiert als der Durchschnitt aller abgeschlossenen
Teilmengen von X, die A enthalten.

B ist abgeschlossen.

Der Rand von A ist die Menge A := A\ A. Sie ist abgeschlossen.

Warnung: Im metrischen Raum (X, d) muss nicht gelten, dass fiir r > 0, z € X
die Menge B,(z) = {y € X | d(z,y) < r}. Ein Gegenbeispiel ist etwa die diskrete
Metrik D, alsoist Bi(x) = {x} abgeschlossen, und damit B;(x) = By(z) # {y €
X |d(z,y) <1} =X.

Definition I1.1.4 Dichtheit, Diskretheit
Sei (X,7T) ein topologischer Raum.
a) Eine Teilmenge A C X heifit dicht, wenn ihr Abschluss ganz X ist.

Jede Teilmenge ist also dicht in ihrem Abschluss, wenn man diesen wie in
[1.1.8) als topologischen Raum betrachtet.

X heiflt separabel, wenn es eine abzahlbare dichte Teilmenge von X gibt.
Ein Punkt 2 € X heiBt generisch, wenn {z} = X .

Beispiel: Sei X = C. Eine Teilmenge V' C C sei abgeschlossen, wenn es
Polynome f; € Q[X], i € I, gibt sodass V={2z€ C|Viel: fi(z) =0}.
Fir z€ Cist {z} ={y e C|VfeQ[X]: f(z) =0 = f(y) = 0}. So ist
etwa {0} = {0}, {v2} = {V2,—v2} und {7} = C, denn 7 ist transzendent.

b) Eine Teilmenge D C X heiit diskret, wenn jeder Punkt z € X in einer
offenen Menge liegt, die mit D endlichen Durchschnitt hat.

Fiir metrische Raume heifit das gerade, dass D keinen Haufungspunkt besitzt.

Definition 11.1.5 Umgebungen, Basis einer Topologie
Es sei (X,T) ein topologischer Raum.

a) Fir z € X heifit eine Teilmenge A C X eine Umgebung von x, falls eine
offene Teilmenge U C X existiert mit x € U C A. Ist A selbst schon offen,
so heifit es eine offene Umgebung von x (falls z € A).

Insbesondere ist A C X genau dann offen, wenn sie fiir jedes a € A eine
Umgebung ist.

b) Eine Teilmenge B C T heifit eine Basis von T, falls jedes Element von T
sich schreiben ldsst als Vereinigung von Elementen aus B.

(So sind zum Beispiel die offenen Kugeln B,.(x) eine Basis der Topologie auf
einem metrischen Raum.)
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§ I1.1. Topologische Rdume und ein paar Konstruktionen

S heifit eine Subbasis von T , wenn die endlichen Durchschnitte von Elementen
aus S eine Basis der Topologie ist.

Fiir jede Teilmenge & C P(X) gibt es eine Topologie, die S als Subbasis
besitzt. Diese heiffit die von S erzeugte Topologie und hat die Basis B =
{S1N---NS,|S; €8, ke N} und die offenen Mengen T = {{J,., Ui | U; €
B und Indexmenge [} .

el

¢) Fir x € X heiit eine Menge B, C 7 von Umgebungen von x eine Um-
gebungsbasis von x, wenn jede Menge in B, den Punkt x enthélt und jede
Umgebung von x ein Element von B, als Teilmenge enthélt.

Nebenbemerkung: Eine Teilmenge B C 7T ist genau dann eine Basis der
Topologie, wenn fiir alle z € X gilt: B, :={U € B |z € U} ist Umgebungs-
basis von x.

Bemerkung I1.1.6 Einsichtig

Eine Teilmenge B C T ist genau dann eine Basis der Topologie 7T, wenn sie fiir
jedes x € X eine Umgebungsbasis enthélt.

Fiir jede Teilmenge B von P(X) gibt es genau eine Topologie, die B als Subbasis
besitzt. Sie ist die von B erzeugte Topologie, und besitzt

{Ulﬂ'--ﬂUn|n€N,Ui€B}

als Basis.

Definition I1.1.7 Feinheiten

Wenn 77, 75 zwei Topologien auf einer Menge X sind, so heifit 77 feiner als 7Ts,
wenn 75 C 7Ty, also wenn 77 mehr offene Mengen besitzt als 7s.

Die feinste Topologie auf X ist also die diskrete P(X), wihrend {0, X} die
grobste Topologie auf X ist.

Zu je zwei Topologien gibt es eine gemeinsame Verfeinerung. Die grobste gemein-
same Verfeinerung ist die Topologie, die die Vereinigung der beiden gegebenen
als Subbasis besitzt.

Definition I1.1.8 Teilrdume und Produkte

a) Es seien X eine Menge und (Y,S) ein Topologischer Raum. Weiter sei f :
X — Y eine Abbildung. Fiir zwei Teilmegen A, B C Y gilt

fHAUB) = (AU fN(B), f(ANB)=fH(A)NfH(B).
Das zeigt im Wesentlichen bereits, dass

T ={f(U)|U eS8 CPX)
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I1. Topologische Grundbegrifte

eine Topologie auf X ist. Man nennt sie die Spurtopologie auf X (beziiglich
der Abbildung f).

Damit konnen wir unheimlich viele neue topologische Raume konstruieren.
(Tun Sie das!)

b) Ist speziell X CY und f die Einbettung dieser Teilmenge, so nennt man X
(mit der Spurtopologie) einen Teilraum von Y.

Eine Teilmenge A von X ist genau dann offen beziiglich der Spurtopologie,
wenn es eine offene Teilmenge U von Y gibt mit A =U N X.

Vorgriff: Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen
is teine Abbildung f, so dass fiir alle offenen U C Y gilt: f~1(U) C X ist
offen. Ist X eine Menge, (Y,7) ein topologischer Raum und f : X — Y,
dann ist die Spurtopologie beziiglich f die grébste Topologie auf X, fiir die
f stetig ist.

¢) Sind XY zwei topologische Ridume, so definieren wir auf X x Y die Pro-
dukttopologie, indem wir als Basis die Produkte U x V' fiir offene U C X und
V CY verwenden.

Definition I1.1.9 Quotiententopologie

Es seien (X,7T) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X .
Dann definieren wir auf X/N eine Topologie T durch die Vorschrift: M C
X/N ist offen, wenn J,,.,, m € X offen ist.

Fiir die kanonische Projektion 7 : X — X/, m(z) = [z], heifit das: M C
M/, st genau dann offen, wenn 7 Y (M) C M offen ist. T ist die feinste
Topologie, fiir die 7 stetig ist. Sie heiit Quotiententopologie (von T unter ~ ).

Damit bekommen wir zum Beispiel eine Topologie auf dem projektiven Raum
P"(R) oder P"(C). Die Topologie auf P'(C) verdient hier historisch und didak-
tisch besondere Aufmerksamkeit. Eine Teilmenge A C P!(C) = C U {oo} ist
genau dann offen, wenn A N C offen ist und wenn zusétzlich im Fall oo € A ein
R > 0 existiert mit

{z€C||z| > R} C A.

Vorsicht: Ein Quotientenraum (X/ N,7~‘) muss nicht immer schén sein, auch
wenn X das war. So hat etwa der Raum R/ Q die Quotiententopologie

T={0, R}

Warnung: Im Allgemeinen ist es falsch, dass fiir offenes O C X die Menge
m(0) ={[z] |z € O} C X /. offen ist. Ist beispielsweise X = R und betrachte
die Aquivalenzrelation mit Aquivalenzklassen [0,1], {y} fiir y ¢ [0,1]. Dann ist
{[0]} = =((0,1)), aber 7#=({0}) = [0, 1] ist nicht offen.
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§ 11.2. Wichtige Eigenschaften topologischer Raume

Definition 11.2.1 Kompaktheit

Ein topologischer Raum X heiBt kompakt, wenn jede Uberdeckung X = Uies Ui
von X durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung enthélt:

IneNiy,...i,el: X = JU,.
k=1

Genauso heifit eine Teilmenge von X kompakt, wenn sie beziiglich der Spurto-
pologie (der Inklusion) kompakt ist.

Anstelle des Begriffs , kompakt“ wird auch gelegentlich , iiberdeckungsendlich“
verwendet. Es ist nicht ganz einheitlich, ob zur Kompaktheit auch die Eigen-
schaft, hausdorff’sch zu sein (siehe spéter), gehort oder nicht. Wir wollen hier
Kompaktheit so verstehen wie gesagt.

Hilfssatz I1.2.2 Kompakta in metrischen Ridumen
FEs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

a) Ist X kompakt, dann ist X beschrankt.

b) Ist K C X kompakt, dann ist K abgeschlossen in X .
c) Ist X kompakt, so ist X auch vollstindig.

Bewezs.

a) Sei ohne Einschrinkung X nicht leer und = € X . Es ist

X = Bu(),

neN

also gibt es n; < -+ <n e N: X = Ule By, (z) = By, (z), da B, (z) C
B,(z) C--- C By, (z), also hat X einen Durchmesser kleiner 2ny.

b) Sei K C X kompakt, z € X\ K . Zu zeigen: 3¢ > 0 : B.(z)NK = (. Betrachte
fiir € > 0 die abgeschlossene Menge D.(z) ={y € X | d(x,y) <¢e}. Es gilt

() D:(x) = {x} = K C ()X \D.().

e>0 e>0 offen

X ist kompakt, also gibt es endlich viele ¢ > g5 > --- > ¢, > 0 mit
KCUL, X\D.(z)=X\D.,(z) = B, (r) CX\K.zeX\K war
beliebig, also ist K abgeschlossen.

25



II.

c)

Topologische Grundbegrifte

Sei X kompakt und (z,)neny eine Cauchy-Folge in X . Wenn diese Folge
nicht konvergiert, dann existiert fiir jedes x € X ein € > 0 derart, dass fiir
unendlich viele n € N gilt: x,, ¢ B.(x). Es gilt: 3N > 0Vk,l € <, k,l > N :
d(xy, ) < 5. Wére hier z; € B: | so wire x; € B.(z) fir alle [ > n, im
Widerspruch zur Wahl von €.

Also liegen in B: liegen nur Folgenglieder x,, mit n < N, also endlich viele.
Das heifit: fiir jedes x € X existiert eine offene Umgebung U, von x, in der
nur endlich viele Folgenglieder liegen. Diese offenen Mengen iiberdecken X ,
und aus der Kompaktheit von X folgt: Jyi,...,yn € X : X = U;_, Uy, - In
jedem U,, liegen nur endlich viele Folgenglieder, also liegen auch in X nur
endlich viele, was einen Widerspruch darstellt. [ |

Bemerkung I1.2.3 Kompakta in sonstigen topologischen Rdumen

Es sei X ein topologischer Raum.

a)

26

Nicht jeder kompakte Teilraum von X muss abgeschlossen sein.

Betrachte zum Beispiel den Raum X = Z mit der , koendlichen® Topologie:
Die offenen Mengen sind (), Z, sowie alle Komplemente von endlichen Teil-
mengen von Z. Hier ist jede Teilmenge kompakt. Ist nimlich ) # A C Z
mit A C (U, Ui, U; offen. Wihle ein i, € I mit U;; # 0. Dann existie-
ren zy,...,2; € Z so dass U;, = Z\ {z1,...,2k}. Seien zy,...,24 € A und
Zag1s - - -, 2k ¢ A.Dann gilt fiir jedes j = 1,...,d, daas es ein 7;41 € I gibt mit
zj € Uiy, . Alsoist A C U;lj Ui, . Aber es gibt nicht abgeschlossene Mengen,
etwa N.

Ist X kompakt und A C X abgeschlossen, dann ist A kompakt:
Sei (U;)ies eine offene Uberdeckung von A, also A C U..; U;. Dann ist

el 7
X=Juux\4
i€l offen

eine offene Uberdeckung von X . Also gibt es 4y,...,i, € I so dass X =
Uj—, Ui, U(X \ A) und damit A C (Jj_, U;; . Das zeigt, dass A kompakt ist.

Es seien K C X kompakt und D C X diskret. Dann ist D N K endlich:

Fiir jedes = € X existiert eine offene Umgebung U, von z, die mit D end-
lichen Durchschnitt hat, also kann man K mit den U,, € K iiberdecken.
Da K kompakt ist, kann man daraus eine endliche Uberdeckung wéhlen und
es gilt

n

KﬂDg(UUM)ﬂD:O(UxiﬂD),

i=1 =1

was endlich ist.



8§ I1.2. Wichtige Eigenschaften topologischer Rdume

Satz 11.2.4 A la Heind-Borel?

Es sei X ewn vollstindiger metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

a) Fir jede beschrinkte Menge B C X und jedes ¢ > 0 lisst sich B durch
endlich viele Mengen von Durchmesser < e tiberdecken.

b) Die folgenden zwei Aussagen fiir Teilmengen A C X sind dquivalent:
i) A ist kompakt.

ii) A ist beschrdnkt und abgeschlossen.

Beweis. ,a) = b)*“: Wir haben schon gesehen: ein Kompaktum in einem metri-
schen Raum ist abgeschlossen und beschrankt, also i) = ii).

Zu zeigen: ii) == 1i). Sei A C X abgeschlossen und beschrénkt. Weiter sel
U ={U; |i€ I} eine offene Uberdeckung von A. Nehmen wir an, es gebe in U
keine endliche Teiliiberdeckung von A.

Wegen Bedingung a) gibt es endlich viele Reilmengen T73,...,7, von A von
Durchmesser < 1, so dass A = 77 U --- U T, . Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit seien 77, ...,T, abgeschlossen, denn A ist Abgeschlossen und wenn 7'
Durchmesser < 1, dann auch 7.

Die Annahme an A erzwingt, dass wenigstens ein 7} sich nicht durch endlich
viele der U; iiberdecken ldsst. Sei A; € {T1,...,T,} ein solches. A; lasst sich
durch endlich viele abgeschlossene Mengen Si,...,S, € A; von Durchmesser
< % iberdecken. Wihle analog A, , als eines der S;, so dass es sich nicht durch
endlich viele U; iiberdecken lasst.

Konstruiere rekursiv

ADA DA DA D

derart, dass Ay Durchmesser <1 /2% hat, abgeschlossen ist und sich nicht durch
endlich viele U € U iiberdecken lésst.

D:=[()ACA
keN
ist abgeschlossen und enthélt hochstens ein Element. Um zu zeigen, dass D nicht
leer ist, wihlen wir sukzessive fiir k& € N ein a; € Ag. Dann ist (z;);en eine

Cauchy-Folge, denn
d(x;, ) < 1/2max(0k),

Also konvergiert die Folge gegen ein a € A, da X vollstandig und A abgeschlos-
sen ist.

'Heinrich-Eduard Heine, 1821-1881
2Emile Borel, 1871-1956
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I1. Topologische Grundbegrifte

Wire a ¢ D, dann gébe es ein k mit a ¢ Ay, und da Aj abgeschlossen ist,
existierte ein € > 0 mit B.N A, = 0, also fiir alle x € Ay, gelte d(x,a) > ¢, also
wére fiir alle [ > k: a, € A, C Ay, also d(ag,a) > €.

Also gilt D = {a}.

Da a € A, liegt es in einem der U;, und da U; offen ist, gibt es ein 7 > 0, so
dass B,.(A) C U;. Fir 2% < % folgt dann aber wegen a € A, dass A, C U;, im
Widerspruch zur Konstruktion der Mengen A . Also ist die Annahme falsch und
daher A kompakt.

,b) = a)“: Es sei B C X beschriankt und abgeschlossen, also nach Vorbedin-
gung b) kompakt. Sei € > 0, dann

BC | B:(x)

z€B

Es ist B kompakt, also existieren x1,...,z, € B, so dass gilt:

BC BC|JBs(x:)
=1

Bemerkung I1.2.5 Beispielmaterial

a) Als Spezialfall erhalten wir den klassischen Satz von Heine-Borel, der sagt,
dass eine Teilmenge von R"™ genau dann iiberdeckungsendlich ist, wenn sie
abgeschlossen und beschrankt ist.

Heine hat diesen Satz 1872 fiir Intervalle in R benutzt, um zu zeigen, dass
eine stetige Funktion auf einem beschrankten und abgeschlossenen Intervall
gleichméfig stetig ist.

b) R? mit der SNCF-Metrik (siche Ubungsblatt 2) stimmt Bedingung [11.2.4] a)
nicht.

c) Essei X = Cy(N) der Raum der beschrankten Funktionen auf N (siehe|l.4.2]).

Fiir n € N sei 9,, die Funktion auf N, die auf n den Wert 1 annimmt, und
sonst den Wert 0. Die Menge

D = {6, |neN}

ist eine beschrinkte, abgeschlossene Teilmenge von X. Aber kompakt ist sie
nicht, denn in By /5(d,) liegt kein weiteres d;, k € N, und so ist

D = | Bij2(6,)

neN
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8§ I1.2. Wichtige Eigenschaften topologischer Rdume

eine offene Uberdeckung von D ohne endliche Teiliiberdeckung.

In der Funktionalanalysis spielen d&hnliche Réume eine wichtige Rolle, und
insbesondere die Frage, wann die abgeschlossene Einheitskugel in einem nor-
mierten Vektorraum kompakt ist.

d) Es gibt auch topologische Réume, in denen jede Teilmenge kompakt ist, egal
ob offen, abgeschlossen, keins von beiden. . .

Als Beispiel hierfiir nehme ich eine (beliebige!) Menge X und versehe sie mit
der koendlichen Topologie. Dies heifit, dass neben der leeren Menge genau die
Mengen offen sind, deren Komplement in X endlich ist.

Klar: hier ist alles kompakt. Denn fiir A € X und offenes U # () iiberdeckt
U bereits alles bis auf endlich viele Elemente von A.

e) Eine wichtige Beispielklasse fiir kompakte Réume sind die projektiven Raume
P*(R) und P*(C).
Im Fall n = 1 sieht man die Kompaktheit sehr schén wie folgt: Ist U eine
offene Uberdeckung von X = P'(K) (mit K = R oder C), so gibt es darin
eine Menge U, € U , so dass oo € U,. Das Komplement von U, ist nach
Konstruktion der Topologie auf X = K U{oc} abgeschlossen und beschrénkt
(siche d)) und daher kompakt wegen Heine-Borel. Also reichen endlich
viele weitere Elemente aus U, um K \ U zu iiberdecken.

Definition I1.2.6 zusammenhingend

Essei X ein topologischer Raum. Dann heifit X zusammenhdingend, wenn () und
X die einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind. Das ist dquivalent dazu, dass es keine Zerlegung von X in zwei nichtleere,
disjunkte und offenen Teilmengen gibt.

Eine Teilmenge A C X heifit zusammenhéngend, wenn sie beziiglich der Teil-
raumtopologie zusammenhéngend ist, also genau dann, wenn sie nicht in der Ver-
einigung zweier offener Teilmengen von X liegt, deren Schnitte mit A nichtleer
und disjunkt sind.

Die Vereinigung zweier zusammenhéngender Teilmengen mit nichtleerem Durch-
schnitt ist wieder zusammenhingend.

Beispiel I1.2.7 Intervalle

Die zusammenhéngenden Teilmengen von R sind gerade die Intervalle, egal ob
offen oder abgeschlossen oder halboffen. Dabei werden auch die leere Menge und
einelementige Mengen als Intervalle gesehen.

Ist ndmlich A C R zusammenhéngend und sind z < y beide in A, so liegt auch
jeder Punkt z zwischen z und y in A, da sonst

A= (AN(—00,2))U(AN(z,00))
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I1. Topologische Grundbegrifte

eine disjunkte, nichttriviale, offene Zerlegung von A wire.

Ist umgekehrt A ein Intervall, so sei A = B U (' eine nichttriviale disjunkte
Zerlegung. Ohne Einschrankung gebe es ein by € B und ein ¢y € C' mit by < cp.

Es sei z :=sup{b € B |b < ¢}. Dies liegt in A, und damit auch in B oder C.
Wire z € B und B offen in A, so miisste es ein r > 0 geben mit

VacA:|z—a|<r=z€B.

Also kann z nicht zu B gehoren, wenn dies offen in A ist, denn es gibt Elemente
c € C,c > z, die beliebig nahe an z dran liegen.

Wire z € C' und C offen in A, so gébe es ein r > 0, so dass
VacA:|z—a|<r=zeC.

Das wiederum geht nicht, denn z ist das Supremum einer Teilmenge von B.

Also sind weder B noch C offen in A, und das zeigt, dass A zusammenhéngend
ist.

Definition 11.2.8 Zusammenhangskomponenten

Es sei X ein topologischer Raum. Wir nennen zwei Punkte x,y in X dquivalent,
falls es eine zusammenhédngende Teilmenge von X gibt, die beide enthélt. Dies
ist tatsdchlich eine Aquivalenzrelation:

e r ~ gz ist klar fir alle x € X, denn {z} ist zusammenhéngend.
e Symmetrie ist auch klar, nicht wahr?

e Transitivitit: Es seien x ~ y und y ~ 2z, dann gibt es zusammenhéngen-
de A,B C X, sodass =,y € A und y,z € B. Aber AU B ist auch
zusammenhéingend, denn aus AU B = U UV (offene Zerlegung) folgt
A= (ANU)U(ANV) und analog fiir B, wir hitten also disjunkte offene
Uberdeckungen von A und B, und damit folgt OBAA A C U, ANV = 0.
Genauso ist auch B in einer der beiden Mengen enthalten und hat mit der
anderen leeren Schnitt. Aus B C U folgt V = (), wihrend aus B C V
folgt, dass U und V' nicht disjunkt sind: beide enthalten y.

Die Aquivalenzklasse von z heiBt die Zusammenhangskomponente von x und
heifit mo(z). Diese ist weder zwangslaufig offen noch zwangsliufig abgeschlossen.
Die Menge aller Aquivalenzklassen notiert man als my(X).

Definition I1.2.9 Trennungsaxiom
Es sei X ein topologischer Raum.

a) X heifit ein T;-Raum, wenn die einelementige Mengen abgeschlossen sind.
Aquivalent: Fiir x # y € X gibt es eine Umgebung U von y, die x nicht
enthélt.
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§ I1.3. Stetigkeit

Beispiel: Z mit der koendlichen Topologie, denn hier sind alle endlichen
Mengen abgeschlossen.

b) X heiBt T;-Raum oder hausdorff ’scfﬂ wenn je zwei Punkte x # y in X
disjunkte Umgebungen haben.

Beispiel: Z mit der koendlichen Topologie is kein Hausdorff-Raum.

Beispiel I1.2.10 Vererbung

a) Metrische Rédume sind hausdorff’sch: fir z,y € X, z # y sei r = d(x,y).
Dann gilt: Br(x) N Br(y) = 0.

b) Wenn X hausdorff’sch ist und U C X, dann ist U in der Teilraumtopologie
hausdorfl’sch.

¢) Wenn X | Y zwei Hausdorfl-Raume sind, dann auch X x Y.

Beweis. Seien (x,y), (Z,7) € X xY verschieden. Dann gilt ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit: x # 2. X ist Hausdorff’sch, also gibt es offene Umgeungen
U um z und V um Z mit leerem Schnitt. Damit sind auch U x Y und
V xY C X xY offen und disjunkt. U x Y ist Umgebung von (z,y), V XY
ist Umgebung von (Z,7), also ist H x Y hausdorff’sch.

d) Ein Quotientenraum eines Hausdorff-Raums muss nicht hausdorff’sch sein.

Beispiel: ]R/Q hat mit der Quotiententopologie nur ]R/Q und @ als offene
Mengen, und ist somit nicht einmal 7.

Bemerkung I1.2.11 Kompakta in Hausdorffraumen

Jedes Kompaktum K in einem Hausdorffraum X ist abgeschlossen.

Beweis. Ist © € X \ K, so gibt es fiir jedes k € K disjunkte offene Umgebungen
Uk von k und Vi von x. Esist U := {Uy | k € K} eine offene Uberdeckung von
K, und wegen der Kompaktheit gibt es endlich viele ki, ..., k, in K, so dass

KQO%.
=1

Dazu disjunkt ist ()., V4,, aber das ist eine offene Umgebung von z. Also liegt
2 nicht im Abschluss von K. [ |

§11.3. Stetigkeit

Definition I1.3.1 Stetige Abbildungen

3Felix Hausdorff, 1868-1942
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I1. Topologische Grundbegrifte

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Réumen heifit stetig,
falls fiir jede offene Teilmenge V von Y das Urbild f~!}(V) in X offen ist.

Es geniigt, diese Bedingung fiir eine (Sub-)Basis der Topologie von Y zu testen.

Wie bei metrischen Rédumen werden wir mit C(X,Y) die Menge aller stetigen
Abbildung zwischen den topologischen Rédumen X und Y bezeichnen. Mit C(X)
bezeichen wir C(X,R).

Eine stetige Abbildung, die bijektiv ist, und deren Umkehrabbildung auch stetig
ist, heifit ein Homdéomorphismus. Zwei topologische Riéume, zwischen denen es
einen Homoomorphismus gibt, heiflen kreativer Weise homdomorph.

Bemerkung I1.3.2 Sysiphog’]

a) Fiir metrische Raume X,Y liefert das denselben Begriff der Stetigkeit wie
unsere alte ¢-e-Definition gesehen.

b) Homoomorph zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge von topolo-
gischen Rdumen.

In der Topologie betrachtet man zwei homéomorphe topologische Rdume als
im Wesentlichen gleich. Eine Eigenschaft eines topologischen Raums X heifit
eine topologische Eigenschaft, wenn jeder zu X homoomorphe Raum diese Ei-
genschaft auch hat. Kompaktheit, Zusammenhang, Hausdorffizitét sind solche
Eigenschaften. Beschréanktheit oder Vollsténdigkeit eines metrischen Raums
ist keine topologische Eigenschaft.

Natiirlich méchte man eine Ubersicht gewinnen, wann zwei topologische Raume
homdomorph sind, oder welche Hom6omorphieklassen es insgesamt gibt. Das
ist in dieser Allgemeinheit ein aussichtsloses Unterfangen. Es gibt (mindestens)
zwei Moglichkeiten, die Wiinsche etwas abzuschwéchen: man kann sich ent-
weder auf etwas speziellere topologische Rdume einschranken oder den Begriff
des Homdomorphismus ersetzen.

Das erstere passiert zum Beispiel bei der Klassifikation der topologischen
Fléchen.

Fiir das zweitere bietet sich der Begriff der Homotopie an.
Auf beides kommen wir spéter noch zu sprechen.

Oft genug ist es sehr schwer nachzuweisen, dass zwei gegebene Raume nicht zu-
einander homéomorph sind. Wenn ich keine bistetige Bijektion finde, sagt das
vielleicht mehr iiber mich aus als iiber die Radume. Hier ist es manchmal hilf-
reich, topologischen Rdumen besser greitbare Objekte aus anderen Bereichen
der Mathematik zuordnen zu konnen, die fiir homéomorphe Rédume isomorph

4Ignatz Sysiphos, -683 — -651
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§ I1.3. Stetigkeit

sind, und wo dies besser entschieden werden kann. Das ist eine Motivation
dafiir, algebraische Topologie zu betreiben oder allgemeiner eben Funktoren
von der Kategorie der topologischen Rédume in andere Kategorien zu untersu-
chen.

Bemerkung I1.3.3 Ringkampf

a) Die Identitdt auf X ist stets ein Homdomorphismus (wenn man nicht zwei
verschiedene Topologien benutzt. .. ). Eine konstante Abbildung ist immer ste-

tig.
b) Die Verkniipfung zweier stetiger Abbildungen f: X — Y,g:Y — Z ist
wieder stetig.

Insbesondere zeigt das, dass hombomorph zu sein eine Aquivalenzrelation auf
jeder Menge von topologischen Réumen ist.

¢) Sind f: X — Y und g: X — Z stetig, soist auch f xg: X — Y x Z,
x — (f(x),g(x)) stetig beziiglich der Produkttopologie. Diese ist die feinste
Topologie auf Y x Z mit dieser Eigenschaft.

d) C(X) ist wieder der Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf X (wo-
bei R bei so etwas immer mit der Standardtopologie versehen ist!). Dies ist
wieder ein Ring (beziiglich der iiblichen Verkniipfungen), denn die Addition
und Multiplikation sind stetige Abbildungen von R? nach R, und wir kénnen
b) und ¢) anwenden.

Hilfssatz 11.3.4 Ein Erhaltungssatz

Es sei f: X —'Y stetig. Dann gelten:

a) Wenn X kompakt ist und f surjektiv, dann auch f(X).

b) Wenn X zusammenhingend ist und [ surjektiv, dann auch f(X).

c) Wenn'Y hausdorff’sch ist und f injektiv, dann ist X hausdorff’sch.

Beweis.

a) Es sei V eine offene._Uberdeckung von f(X) in V. Dann ist U == {f~1(U) |
U € U} eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es endlich
viele V4,...,V, € V, so dass bereits {f~!(V;) | 1 <i < n} eine Uberdeckung
von X ist.

Aus f(f7Y(V}) = f(X)NV; folgt, dass {Vi,...,V,} das Bild von f iiber-
decken.

b) Es sei f(X) = AU B eine disjunkte Zerlegung von f(X) in nicht leere

Teilmengen. Wenn A, B in der Spurtopologie offen wiren, dann gébe es offene
Teilmengen V,W von Y mit A=V nN f(X),B=Wn f(X).
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I1. Topologische Grundbegrifte

Mithin wire f~1(V), f~(W) eine offene Uberdeckung von X , die noch dazu
disjunkt ist, da sich V' und W nicht in f(X) schneiden.

Andererseits wire diese Teilmengen von X nicht leer (weil A und B nicht
leer sind), und das widerspricht der Definition von Zusammenhang.

c) Esseien x; # x5 Punkte in X. Dann sind ihre Bilder in Y verschieden, denn
f soll injektiv sein. Daher haben f(x;), f(x2) in Y disjunkte Umgebungen,
und deren Urbilder sind disjunkte Umgebungen von x; und xs. [ |

Die Umkehrungen gelten jeweils natiirlich nicht, wie einfache Gegenbeispiele leh-
ren.

Bemerkung I1.3.5 alte Bekannte

a) Man sieht hier insbesondere, dass Kompaktheit, Zusammenhang und haus-
dorft’sch topologische Eigenschaften sind.

b) Wenn X kompakt ist, und f : X — R stetig, dann ist f(X) C R kom-
pakt, das heiffit beschriankt und abgeschlossen. f nimmt ein Maxmum und ein
Minimum an.

Als Spezialfall hiervon erinnnern wir an [[.4.9; eine Norm N auf dem R™ ist
immer stetig beziiglich der Standardmetrik. Daher nimmt sie auf der (kom-
pakten) Einheitssphére ein positives Minimum m und ein Maximum M an,
und das fiithrt wegen der Homogenitéat der Norm zu

Ve € R" :m|z| < N(z) < M|z|.

Dies zeigt, dass N und die Standardmetrik dieselbe Topologie liefern.

c¢) Wenn X C R ein Intervall ist und f: X — R stetig, dann ist auchf(z) ein
Intervall — das ist der Zwischenwertsatz.

d) Eine Teilmenge A C C(X,Y) trennt die Punkte von X , wenn fiir alle xy # x9
in X ein f € A existiert, so dass f(z1) # f(x2). Wenn Y hausdorff’sch ist,
und A C C(X,Y) die Punkte trennt, dann ist X hausdorff’sch.

Beweis. Wenn 7 # x5 in X, so gibt es ein f € A mit f(x1) # f(z2).
Argumentiere weiter wie im Beweis von [[1.3.4] ¢).

Insbesondere ist also C(X) = Co(X), wenn X kompakt ist, und dies ist als
Teilraum von B(X) ein metrischer Raum.

Satz I1.3.6 von DiniP

Es sei X ein kompakter Raum, Y ein metrischer Raum, (f,) eine Folge in
C(X,Y), die punktweise gegen f € C(X,y) konvergiert. Weiterhin gelte fir alle

5Ulisse Dini, 1845-1918
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re X, neN:

d(fu(@), f(2)) = d(fas1(2), f(2))

Dann konvergiert (f,) gleichmdfig gegen f, das heifst in der oo-Norm auf
C(X,Y) C B(X,Y)

Beweis. Sei ¢ > 0. Fiir jedes x € X gibt esein n(z) derart, dass

Vm 2 (@) d(fule), S(X)) < 5

Weiter gibt es eine Umgebung U, von z, so dass fir jedes y € U, gilt: d(f(y), f(z)) <
S und d(fux) (), fa@) () < 5. Also gilt fiir jedes m > n(z) und y € U, :

d(fm(v), F() < d(fa@) (W), f(y))
< d(fa@) (W) fu@) (@) + d(fuw) (@), f(2)) +d(f(2), f(y))

<e€

Aus X = |J,cy U, folgt, dass es x1,...,2, € X gibt mit X = Ule U, . Sei
N =max{n(z;) | 1 <i<k},alsogilt Yy € X;m >N :d(f.(y),f(y) <e. N

Anwendung: Sei X = [0,1], Y = R. Fiir n € Ny sei rekursiv die Funktion
wy, definiert durch wy = 0, wp41(2) = wy(z) + 5(x — w,(2)?). Das sind alles
Polynome. Dann gilt: w,, — /- gleichméBig auf [0, 1]:

Punkteweise Konvergenz: Sei « € [0,1]. Fiir die Funktion f : [0,y/z] — R,
wi— w+ 3(z—w?) gilt: f(0) =32 < f(Vz) =Vz. ff(w)=1—w >0, also
ist f monoton wachsend. f(w) € [0,1/z], also w < f(w). Damit gilt: wy = 0,
Wpy1 = f(w,) ist monoton wachsend, also konvergiert (w,) gegen ein y € [0, 1].

f st stetig, also f(y) = limy, oo f(wy) = limp o0 wppy =y, also f(y) = y+3(z—
y) =y = y* =1, also y = \/r. Nach Satz von Dini gilt die Behauptung.

Satz I1.3.7 von Stond®-Weierstrafl’l

Es sei K ein kompakter topologischer Raum und A C C(K) ein Teilring, der die
konstanten Funktionen enthdlt und die Punkte von X trennt, d.h.:

Voe#ye K:3f € A: f(x) # f(y).
Dann ist A dicht in C(K).

Beweis. Hier folge ich den Grundziigen der modernen Analysis von Dieudonnéﬂ.

6Marshall Harvey Stone, 1903-1989
"Karl Theodor Wilhelm Weierstra3, 1815-1897
8Jean Alexandre Eugene Dieudonné, 1906-1992
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Fiir jedes f € A gehort |f| zu A:

Denn: Sei m = max{|f(z)| | x € X}, % € A, genauso T’;—ZQ € A. Verwende
die Folge (w,) aus der Anwedung zum Satz von Dini und betrachte rekursiv:
fo=0, for1(z) = fulz)+ %(i—i(m) — f2(x)). (fn) konvergiert gleichméBig gegen
\/T’;—Z = ]%], also konverigiert (mf,) gleichméaflig gegen |f].

Mit f,g € A liegen auch die Funktionen z ~— max(f(z),g(z)) und = —
min(f(z),g(z)) in A, denn max(f,g9) = 5(f + g+ |f — g|) beziehungsweise
min(f,g) = 3(f +9—1f —al).

Sei f € C(K),und ¢ > 0. Zeige: Es existiert ein g € A mit d(f,g) < €.
Zunichst zeige: Es gibt fiir jedex z € X ein g € A, so dass g(x) = f(x) und fiir
jedes y € X gilt: g(y) < f(y) +¢.

Sei x € X fest. Fiir y € X existiert dann eine Funktion g, € A mit f(z) =

gy(z), fly) = g,(y), denn wenn x =y, so wéhle g, konstant gleich f(z), und
wenn yxr # y, so gibt es ein A mit h(x) # h(y). Setzte fir z € X :

h(z) — h(y) h(z) — h(x)
h(x) — h(y) h(y) — h(z)

gy ist stetig, also gibt es eine Umgebung U, von y mit Vy € U, : |f(2) —g(y)| <
€.

gy(2) = f(z) + ()

X = U,ex Uy, also existierten yi, ..., yp mit X = Ule Uy, - Setze g = minj<;<x(gy,) €
A. g(z) = f(X), da g,(z) = f(z) fiir jedes y € X gilt. Fiir jedes z € X gib
esein i =1,...,k, so dass z € Uy, also gilt g(2) < g,,(2) < f(2) + ¢, womit
gezeigt ist, was zunéchst zu zeigen war.

Um die Existenz von g € /:l mit d(f,g) < e einzusehen, wihlen wir fiir jedes
x € X eine Funktion h, € A mit h,(x) = f(z) und Yy € X : h,(y) < f(y) +¢.

Dies geht, denn fiir alle x € X gibt es eine Umgebung V, von x mit Yy € V,:
h.(y) > f(y) — e, den h, — f ist stetig und hat bei x den Funktionswert 0.

X = 0U,ex Vo Wahle xy,...,2, € v mit X = Ui, Vi, und setzte g =
maxi<;<,(hs,) € A. Dann gilt d(g, f) <e. |

Beispiel 11.3.8 1. Jede stetige Funktion f auf [a,b] ldsst sich gleichmé&Big
durch Polynomfunktionen approximieren.

Allgemeiner: Fiir kompaktes X C R" lisst sich jede stetige Funktion
gleichméBig durch Polynomfunktionen in n Variablen approximieren.

2. Funktionen auf R/Z‘ Die stetigen Abbildungen von R/Z nach Y ent-
sprechen den periodischen stetigen Abbildungen von R nach Y mit Periode

1. Fir n € N sind 2 + sin(2mnz) und = — cos(2mnzx) in C(R/Z). Die
Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus implizieren, dass A = {z —
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Y ore a;sin2wkx + Y by sin 27wlk | ag, by € R} ein Teilring von C(R/Z)
ist. Insbesondere ldsst sich jede stetige Funktion auf R/Z gleichméfig
durch Elemente aus A approximieren.

Sei f € C(R/Z), ge A, |f —g| <e.Dann ist f01|f—g|2d:£ < g2, also

do(f,g) = \/fol |f — gl’dz < €. Das heifit: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein
g€ A: d(f,g) < e. Schreibe g = Y}, apsin2nkz + >,k cos2nlr €
A, ={> ", agsin2nkz + > kjcos 2l | n fest}.

Auf C (]R/ 7 ) habne wir ein Skalarprodukt

(p,q) = /0 p(x) - q(g)dx

Aufgabe: Bestimme den Abstand ds(f,A,,). Benutze dazu eine Orthonor-
malbasis in A,,: Si(x) = \%SiﬂQﬂ'k‘l‘, Co(x) =1, Cy(x) = \/Licos 27l
[ > 0. Dann minimiert

n

9= Z<f7 Sk) Sk + Z<f, )G

k=1

den Abstand dy(f,h) fir h € A, .

3. Der Satz von Stone-Weierstrafl wird z. B. benutzt beim Beweis des Sat-
zes von Peter und Weyl {iber Darstellungen von kompakten topologischen
Gruppen.

Eng verwandt ist die Moglichkeit, kompakte Symmetriegruppen von Diffe-
rentialgleichungen bei deren Lésung zu benutzten. Prominentestes Beispiel:
Spektrum von Wasserstoffatomen.

Definition 11.3.9 Wo ein Weg ist. ..

Es sei X ein topologischer Raum. Ein Weg ist eine stetige Abbildung eines kom-
pakten reellen Intervalls [a,b] C R mit a < b nach X.

Zwei Wege ~v : [a,b] — X, 0 : [¢,d] — X heiflen dquivalent, wenn es einen
Homéomorphismus ¢ : [a,b] — [¢,d] mit ¢(a) = ¢, ¢(b) = d gibt mit v = Jop.

Sind f : [a,b] — X und g : [b,c] — X zwei Wege mit f(b) = g(b), so ist
gx* f:]a,c] — X ein Weg, wenn wir

osin = { £ el

definieren.

Fiir einen Weg 7 : [a,b] — X ist Bild(y) zusammenhéngend.
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Wir betrachten auf X die Aquivalenzrelation ~, die gegeben ist durch
r~y <= Fy:ifa,b] - X :vy(a) ==z, v(b) =y.

Diese ist offensichtlich symmetrisch und reflexiv. Sie ist transitiv, da wenn -~ :
la,b] = X, v(a) = z, v(b) = y ein Weg ist und d : [b,d] — X, §(b) = vy,
d(d) = z auch, dann ist auch g * f ein Weg.

Die Aquivalenzklassen von ~ sind alle zusammenhingend, denn wire [2]. nicht
zusammenhéingend, dann gibe es zwei offene Mengen U,V € X mit [z]. mit
(] = ([z]-NU)U([x].NV), [2]oNU #0, [2].NV #0 [z].NUNV =10. Sei
ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei x € U. Zu y € V N [z]., gibt es einen
Weg v :[0,1] - X mit v(0) = =, (1) = y. Offensichtlich ist Bild(y) C [z].,
aber (Bild(y) NU) N (Bild(y) N V) =0, im Widerspruch zu

Die Aquivalenzklassen heiBen die Wegzusammenhangskomponenten von X . Ein

wegzusammenhéngender Raum, also einer mit nur einer Wegzusammenhangs-
komponente, ist zusammenhéngend. (Beispiel: SO(n))

Ein Beispiel fiir einen zusammenhéngenden Raum, der nicht wegzusammenhéngend
ist Z mit der koendlichen Topologie.

Vorsicht: Es gibt einen Weg P : [0,1] — [0, 1] x [0,1], der surjektiv ist[]

Definition I1.3.10 Offenheit

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Raumen heifit offen,
wenn fiir jede offene Teilmenge A C X das Bild f(A) in Y offen ist.

f heilit offen in x € X, falls jede Umgebung von = unter f auf eine Umgebung
von f(x) abgebildet wird. Es geniigt, dies fiir eine Umgebungsbasis zu zeigen.
Beispielsweise in R ist f;R — R offen in z € R, wenn Ve > 0 46 > 0 :

f(z—e,x+e) 2 (f(x) =6 f(x) +9).

f ist genau dann offen, wenn f in jedem x € X offen ist.

Beispiel 11.3.11 Offenheit

1. Ein Hom6omorphismus ist also eine stetige und offene Bijektion. Sei ndmlich
f: X —Y ein Homéomorphismus, also sind f, f~! stetig. Fiir U C X ist
f(U)=(f")—1(U). Das ist offen fiir ein offenes U .

2. Essei U C R" offen und ¢ : U — R” stetig differenzierbar. Wenn in x € U
die Ableitung D, (z) invertierbar ist, dann ist ¢ offen im Punkt z.

Nach dem Satz der impliziten Funktion gibt es U, 3> x, Vo > f(x) mit
¢lv, — Vo bijektiv und |y} stetig differenzierbar. Also ist o[y, : U, — Vo
ein Homoomorphismus, also ist ¢ offen in z.

9z.B. die Peano-Kurve, siche http://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Kurve.
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§ I1.3. Stetigkeit

3. Fiir eine natiirliche Zahl k ist die Abbildung C > z — z* offen.

Dazu schreiben wir z = re®, z # 0, also ist 2% = rFeike,

Die Abbildung ist offen in Punkt zy = 79e’® : Sei U eine offene Umgebung
von zg. In U liegt eine Umgebung von 2, von der Gestalt

V={re"™|re(ro—24ro+9),aclan—e ay+e]}
fiir geeignete €,6 > 0, 6 < ry. Das Bild von V ist

{rke™ | r € (ro — 6,70 +9), € [ag — €, g + €]}
= {pe? | p € ((ro = 6)*, (r0 + 0)")), B € (k(aw — ), kag +2))}

Dies ist eine offene Umgebung von 2z .

Fiir 29 =0 gilt: {2* | 2 € B.(0)} = B,x(0), also ist die Abbildung auch im
Nullpunkt offen.

Am Argument fiir 2y # 0 sieht man: z — 2¥ ist in einer Umgebung von
1
29 # 0 injektiv und die Umkehrabbildung z — z% ist stetig und offen.

Hilfssatz I1.3.12 komplexe Polynome

Es sei f: C — C eine polynomiale Abbildung, die nicht konstant ist. Dann ist

f offen.

Beweis. Wir zeigen, dass das Bild einer Umgebung der 0 unter f eine Umgebung
von f(0) ist. Da Translationen in C Homéomorphismen sind und aus Polynomen
wieder Polynome machen, zeigt das, dass fiir jedes z € C und jede Umgebung
U von z die Menge f(U) eine Umgebung von f(z) ist, und das ist gerade die
Behauptung.

Hierbei diirfen wir uns auf den Fall zuriickzichen, dass f(0) =0 gilt.

Es sei also f(z) = S0, a;2".

Wir bemerken zunéchst, dass f im Nullpunkt reell differenzierbar ist. Die Ablei-
tung im Nullpunkt ist die R-lineare Abbildung, die durch Multiplikation mit a;
zustande kommt. Wegen der binomischen Formeln gilt hier ja

f(z0+h) = f(z0) —arh _

lim =0.

|h|—0 |h|

Wenn a; # 0 gilt, dann ist die Ableitung ein Isomorphismus, und der Satz von der
impliziten Funktion sagt, dass es eine Umgebung U von 0 und eine Umgebung
V von f(0) = 0 gibt, so dass f auf U injektiv ist, f(U) = V, und die lokale
Umbkehrabbildung zu f auf V differenzierbar. Das heifit, dass auch f=! in 0
stetig ist, f also offen.

39



I1. Topologische Grundbegrifte

Es bleibt der Fall a; = 0. Es sei k£ = min{n € N | a; # 0}. Dann ist £ > 1,
da ag = a; = 0. Wir wollen zeigen, dass f in einer Umgebung der 0 eine k-te
Wurzel hat: f(z) = g(2)*, und dass g offen gewihlt werden kann. Dann sagt
uns die Offenheit von z +— 2*, dass auch f im Nullpunkt offen ist, und wir sind
fertig.

Dazu schreiben wir f(z) = 2% - h(z) mit h(z) = Zf:k ;2% Das Polynom h
hat also im Nullpunkt den Wert a, # 0. In einer Umgebung von a; gibt es
wegen eine stetige, offene k-te Wurzel. Die k-te Wurzel h(z)Y/* ist also
in einer Umgebung der 0 definiert, und bei ndherem Hinsehen sieht man, dass
die Ableitung im Nullpunkt regulér ist.

Daher gilt in einer Umgebung der 0 :
F(2) = AR = (2h(2)VH)

Das ist die k-te Potenz einer bei 0 offenen Abbildung, und damit ist f selbst
im Ursprung offen. |

Hilfssatz 11.3.13 a la Liouville

Es seien f : X — Y eine stetige und offene Abbildung, X sei nichtleer und
kompakt, Y sei zusammenhdngend und hausdorff sch.

Dann ist [ surjektiv und insbesondere ist Y auch kompakt.

Beweis. Das Bild von f ist offen nach Definition der Offenheit und kompakt
wegen Als Kompaktum in Y ist f(X) abgeschlossen, siehe . Es ist
mithin ¥ = f(X)U (Y \ f(X)) eine Zerlegung von Y als Vereinigung zweier
offener disjunkter Teilmengen. Da f(X) nicht leer ist und Y zusammenhéngend
ist, muss Y \ f(X) leer sein: f ist surjektiv. |

Bemerkung: Dies ist ein topologisches Pendant zum Satz von Liouville aus
der Funktionentheorie. Dieser besagt: Eine beschrinkte holomorphe Funktion
f : C — C ist konstant. Das folgt aus |[I.3.13] unter Benutzung des Satzes von
der Gebietstreue (nicht konstante holomorphe Funktionen sind offen) und des
Riemann’schen Hebbarkeitssatzes: Sei g(z) = f(1), z # 0 ist beschérnkt, also
lasst sich g ei z = 0 holomorph fortsetzbar. f ldsst sich zu einer holomorphen

Abbildung f: C — C fortsetzen.

Satz 11.3.14 Fundamentalsatz der Algebra

Es sei f: C — C ein nichtkonstantes Polynom. Dann besitzt f eine komplexe
Nullstelle.
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Beweis. Nach Hilfssatz[[1.3.12]ist f offen. Aulerdem gilt (siehe , dass |f(2)]
mit |z| gegen unendlich geht.

Wir kénnen demnach f zu einer stetigen Abbildung f von P!(C) auf sich selbst,
mit f(00) = oo und f(z) = f(z),z € C, fortsetzen, und man verifiziert, dass
auch die Fortsetzung offen ist. Also ist die Fortsetzung von f surjektiv nach
Liouville, und es gibt ein z € P}(C) mit f(z) = 0. Da z nicht oo sein kann (hier
wird f ja unendlich) ist z € C wie behauptet. |

g 11.4. Topologische Mannigfaltigkeiten

Definition 11.4.1 Atlas

Es sei X ein topologischer Raum. Ein n-dimensionaler Atlas auf X besteht aus
einer offenen Uberdeckung U von X, so dass fiir jedes U € U ein Homéomor-

phismus
oy :U— Z({U) CR"

existiert, wobei Z(U) in R™ offen ist.

Jeder Atlas liegt in einem maximalen Atlas

{(U,p) | U C X offen, ¢ : U - Z C R" ein Homéomorphismus} .

Zum Beispiel besitzt jede offene Teilmenge U des R™ einen Atlas; wir nehmen
einfach U selbst als Uberdeckung und die Identitit als Kartenabbildung.

Definition I1.4.2 topologische Mannigfaltigkeit

Ein topologischer Raum X ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit,
wenn er hausdorff’sch ist, mit einem Atlas ausgeriistet werden kann und eine
abzahlbare Basis der Topologie besitzt.

Bemerkung 11.4.3 Eindeutigkeitsunterstellung und Abzihlbarkeitsaxio-
me

a) Vorsicht: Wir halten im Voriibergehen fest, dass es nicht a priori klar ist, dass
die Dimension eines Atlas durch die Topologie auf X festliegt. Das ist so, aber
der Beweis ist nicht so offensichtlich. Schliefilich muss man so etwas zeigen,
wie dass es fiir m # n keine offene stetige Abbildung einer m-dimensionalen
Kugel in eine n-dimensionale gibt.

b) Die letzte Bedingung (abzdhlbare Basis) ermoglicht einige Konstruktionen
mit topologischen Mannigfaltigkeiten, die sich als sehr hilfreich erweisen. Sie
impliziert zum Beispiel, dass jede offene Uberdeckung von X eine abzihlbare
Teiliiberdeckung hat.
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I1. Topologische Grundbegrifte

Man nennt sie auch das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Der Name schreit nach einem Vorgénger: ein topologischer Raum erfiillt das
erste Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn jeder Punkt eine abzéhlbare Umgebungsbasis
besitzt. Metrische Rdume haben diese Eigenschaft zum Beispiel, sie ist eine
lokale Bedingung, sagt sie doch nur etwas iiber Umgebungen von einem jeden
Punkt aus. Das werden wir im n#chsten Hilfssatz einmal austesten.

Das zweite Abzihlbarkeitsaxiom impliziert offensichtlich das erste.

c¢) Ein topologischer Raum, in dem das erste, aber nicht das zweite Abzahlbar-
keitsaxiom erfiillt ist, ist R mit der diskreten Topologie, denn fiir x € R ist
{{z}} eine Umgebungsbasis bei x. Fiir eine Basis B der diskreten Topologie
jedoch muss es fiir x € R auch eine Teilmenge U mit x € U C {x} geben,
also {{z} | x € R} C B und damit B nicht abzihlbar.

d) Ein metrischer Raum (X,d) erfiillt immer das erste Abzdhlbarkeitsaxiom,
denn fir z € X ist {Bi(z) | n € N5} eine Umgebungsbasis von z. Ist

namlich z € U, U offen, so existiert ein € > 0 so dass B.(z) C U. Wihle
n €N, sodass n> 1, dannist Bi(z) C B.(z) CU.

e) Wenn x € X eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt, so zihle sie ab:
B(ZE) = {Ul, UQ, .. }

durch Schneiden erhédlt man dann die Umgebungsbasis
) k
B(z) = {Uy,UiNUsy,...,[ \Ui| k €N}
i=1

die aus immer kleiner werdenden Umgebungen von x besteht.

Definition 11.4.4 schon wieder Folgen

Eine Folge (z,) in einem topologischen Raum X konvergiert gegen x € X, falls
in jeder Umgebung von z alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen.

Vorsicht: Der Grenzwert ist im Allgemeinen nicht mehr eindeutig, also eigentlich
der bestimmter Singular verboten. Fiir die Eindeutigkeit des Grenzwerts braucht
man ein Trenungsaxiom, zum Beispiel ist hausdorff’sch hinreichend.

X heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konvergente Teilfolge besitzt.

Hilfssatz I1.4.5 Folgen fiir die Folgenkompaktheit
Es sei X ein topologischer Raum.

a) Ist X kompakt und erfillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom, so ist X folgen-
kompakt.
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§ I1.4. Topologische Mannigfaltigkeiten

b) Ist X folgenkompakt und metrisch, so ist X auch kompakt.

Beweis.

a)

Es sei (z,) eine Folge in X. Dann gibt es ein x € X, so dass in jeder
Umgebung U von x fiir unendlich viele n € N der Punkt z, liegt.

Anderenfalls liefle sich fiir alle x € X eine Umgebung U, finden, die nur
endlich viele Folgenglieder enthélt, und weil

X=JU

rzeX
eine endliche Teiliiberdeckung hat, hédtte man einen Widerspruch.

Nun haben wir so ein x. Dieses besitzt eine abzéhlbare Umgebungsbasis
U 20U 20U, ...
und wir kénnen bequem eine Teilfolge x,, wéhlen mit

Vk € N:ngp >n, und z,, € Uy.

Es sei U eine offene Uberdeckung des folgenkompakten metrischen Raums
X.

Fiir jedes € X wihlen wir ein U, € U derart, dass eine der beiden
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

Bi(x) C U, oder Ir(x) >0: Byy)(x) CU,,VU € U: By (z) € U.

Jetzt nehmen wir an, dass U keine endliche Teiliiberdeckung besitze. Wir
starten mit einem beliebigen z; € X und wahlen

IQGX\UQ;“ l’gEX\(leUUmQ yoe e

Da X folgenkompakt ist, gibt es eine Teilfolge (x,,), die gegen ein a € X
konvergiert. Wir wéhlen ein r € (0,1) derart, dass B,.(a) C U,. Dann liegt
T, fir groBes k in B, /s5(a), und es gilt

d(Zny,, Tny,y) < 2r/5.
Andererseits zeigt
Tny € Buyrss(ty,) € By(a) CU, € U,
dass 7(x,,) > 2r/5, und damit auch
d(Zn,,, Tny,,) = 2r/5.

Dieser Widerspruch besiegelt das Schicksal unserer irrigen Annahme, U
habe keine endliche Teiliiberdeckung.

Also ist X kompakt, da U beliebig war. |
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I1. Topologische Grundbegrifte

Beispiel 11.4.6 Schonheiten des Abendlandes

Nach diesem Grundlagenexkurs kehren wir nun zu den topologischen Mannigfal-
tigkeiten zuriick. Wir kennen noch keine Beispiele. Oder doch?

a)

44

Jede offene, nichtleere Teilmenge von R ist eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit. Hier muss man vor allem das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom
testen:

Es gibt eine abzdhlbare Subbasis der Topologie, z. B.
B={B.(x)|zeQ"NnU,reQ,r>0,B.(x) CU}

Ist ndmlich V C U offen und = € V', so gibt es ein 7 > 0 so dass B,(z) C V.
Da Q" dicht in R™ liegt, gibt es ein ¢ € Q" mit d(q,z) < 5. Wihle ¢ € Q
mit § <t < g, dann ist x € By(q) € B,(z). Also liegt jedes x € V' in einem
B, € B,sodass B, CV, alsoist V =J, B:.

Jeder Hausdorffraum mit einem endlichen Atlas ist dann auch eine topologi-
sche Mannigfaltigkeit.

Es sei K =R oder C. Dann ist der projektive Raum P"(K) mit der frither
eingefithrten Quotiententopologie eine topologische Mannigfaltigkeit.

Denn er lésst sich iiberdecken durch die offenen Mengen
Up ={(@ihici<nt1 |2p =1}, 1<k <n+1,

und diese werden beim Quotientenbilden mit ihrem Bild auch topologisch
identifiziert, liefern also einen endlichen Atlas von P"(K).

Das Raum-Zeit-Kontinuum ist eine vierdimensionale (kompakte?) Mannigfal-
tigkeit.

Keine Mannigfaltigkeit ist der folgende Raum: Ausgehend von Y = R X
{0,1} € R? mit der Aquivalenzrelation
(y1,t) ~ (y2,8) <= y1=1y2#0

betrachten wir X = Y/ ~ . X sieht abgesehen vom Nullpunkt aus wie R,
nur dass er ,,zwei Nullpunkte“ hat.

Die Abbildungen
Rz [(z,1)] € X Rz —[(2,0)] e X

sind Homo6omorphismen von R auf einen offenen Teil von X, also bilden die
Umkehrabbildungen einen Atlas auf X .

Aber: X ist nicht hausdorff’sch!. Eine offene Umgebung von [(0,0)] enthélt
[(z,0)] fir |z| <0 fir ein § > 0. Ebenso enthélt eine offene Umgebung von
[(0,1)] die Punkte [(x,0)] fir |z| < e fir ein ¢ > 0. Fiir & # 0 ist aber
[(z,1)] = [(x,0)], also sind diese beiden offenen Umgebungen nicht disjunkt.



§ I1.4. Topologische Mannigfaltigkeiten

f) Keine topologische Mannigfaltigkeit ist zum Beispiel der folgende Raum, ob-
wohl er einen endlichen Atlas hat: Wir nehmen die Einheitssphire S' C C
und definieren X = S'/ ~, wobei die Aquivalenzrelation ~ durch z ~ —z
fiir x # £1 definiert ist.

Ein offener Halbkreis wird hierbei injektiv nach X abgebildet, und wir erhal-
ten einen schonen Atlas, von dem sogar zwei Karten geniigen. Aber X ist nicht
hausdorft’sch, weil die Klassen von +1 sich nicht durch offene Umgebungen
trennen lassen.

Hilfssatz I1.4.7 M ist reguléir
Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und x € M ein Punkt.

Dann enthdlt jede offene Umgebung von x den Abschluss einer offenen Umgebung
von x.

Beweis. Es sei U eine offene Umgebung von z. Wir diirfen annehmen, dass U
der Definitionbereich einer Karte aus dem Atlas von M ist. Es sei ¢y : U —
Z(U) C R™ die zugehorige Karte und ohne Einschrankung ¢y (z) = 0.

Weiter sei r > 0 gewéhlt, sodass B,(0) C Z(U) gilt: diese Menge ist ja offen.
Dann liegt der Abschluss A := B, 5(0) in Z(U) und dies ist der Abschluss der
Umgebung B, /2(0) von 0.

Das zeigt, dass go,}l(A) C U der Abschluss in U von einer Umgebung von x ist.
Wir miissen noch iiberlegen, dass 9051(14) tatsdchlich auch in M abgeschlossen
ist. Aber das liegt daran, dass o' : Z(U) — U C M stetig ist, und daher den

kompakten Abschluss B,/(0) auf ein kompaktes und daher abgeschlossenes Bild

(wegen [I1.2.11]) abbildet. [

Definition I1.4.8 regulir, normal

Es sei X ein topologischer Raum, in dem die Punkte (d.h.: die einelementigen
Teilmengen) abgeschlossen sind (ein sogenannter 77 -Raum also).

a) Dann heifit X reguldr, falls fiir jeden Punkt x € X jede Umgebung U von x
den Abschluss einer offenen Umgebung von z enthilt.

Das ist dquivalent dazu, dass fiir jeden Punkt x € X und jede abgeschlossene
Teilmenge A C X, z ¢ A, offene Mengen U,V existieren mit

2 €U ACV, UNV =0.

Wir haben also gerade gezeigt, dass eine Mannigfaltigkeit regulér ist.

b) X heifit normal, falls es fir je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen A, B in
X disjunkte offene Mengen U,V gibt mit A C U, B C V. Man sagt auch:
A und B haben disjunkte offene Umgebungen.
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Es ist klar, dass normal reguldr impliziert (denn Punkte sind abgeschlossen), und
dass reguldr hausdorffsch impliziert (dito).

Als néchstes wollen wir sehen, dass Mannigfaltigkeiten auch normal sind, und
zeigen sogar:

Hilfssatz I1.4.9 Mannigfaltigkeiten sind normal

Es sei X ein requldrer topologischer Raum, der das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom
(abszihlbare Basis der Topologie) erfiillt.

Dann ist X normal.

Beweis. Es seien A, B zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X. Auf-
grund der Regularitéit gibt es fiir jedes a € A eine Umgebung U,, deren Ab-
schluss zu B disjunkt ist. Wir {iberdecken A mit diesen U,. Da das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt ist, gibt es eine abzihlbare Uberdeckung U von A,
sodass alle U € U einen zu B disjunkten Abschluss haben. Dasselbe kénnen
wir auch fiir B machen: es gibt eine abzéhlbare offene Uberdeckung V' von B,
sodass alle V € V einen zu A disjunkten Abschluss haben.

Nun wahlen wir eine Abzidhlung von U und von V :
U={U,UyUs,...}, V={Vi,Va,Vs,...}.

Nun definieren wir fiir alle n € N :

n

17” = U,Z\L_JVZ und ‘7n = VR\OUZ
i=1

i=1

Diese Mengen sind alle offen, und wir entnehmen nur Punkte, die nicht zu A
beziehungsweise B gehoéren. Demnach sind

AQUZ}; und BQUT/;

neN neN

offene und offensichtlich disjunkte Umgebungen von A und B. |

Bemerkung 11.4.10 Andere Strukturen

a) Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Wenn zwei Karten ¢y : U —
ZWU), oy : V. — Z(V) auf offenen Mengen mit nichtleerem Schnitt gegeben
sind, dann liefert das natiirlich insbesondere einen Homéomorphismus

QﬂU’V : @U(Uﬂ V) — Qﬁv(Uﬂ V),

indem wir erst mit ;' zuriickgehen und dann mit ¢y absteigen.

Diese Abbildungen )y heiflen die Kartenwechsel des Atlanten.
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Wenn wir von den Kartenwechseln des Atlanten verlangen, dass sie differen-
zierbar sind, so konnen wir unter Riickgriff auf den Atlas definieren, wann eine
reellwertige Funktion f auf M differenzierbar ist. Das ist sie ndmlich genau
dann, wenn fiir alle Karten gilt, dass

foey!

auf Z(U) differenzierbar ist. Dies ist dann eine konsistente Bedingung, wenn
die Kartenwechsel differenzierbar sind, und die Differenzierbarkeit in einem
Punkt x € M kann durch Blick auf eine einzige Karte getestet werden.

Wenn die Kartenwechsel d differenzierbar sind, so kann man auch sagen, wann
eine Funktion d mal differenzierbar ist. Und hier kann d auch oo sein.

So kommt man zum Begriff der Differenzierbaren Mannigfaltigkeit, dem Haupt-
gegenstand der Differentialtopologie.

In R™ ist die Lénge einer (stiickweise) stetig differenzierbaren Kurve ~ :
[0,1] = R™ das Integral [ [v/(0)|dt.

Sei nun M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, v : [0,1] — M ein Weg. ~
hieit differenzierbar in ¢ € (0, 1), falls es ein € > 0 gibt mit y(t—e,t+¢) C U,
U eine Kartenumgebung von (), so dass @y © |(—cte) : (t — €, +€) =
Z(U) C R™ in t differenzierbar ist. Das ist unabhéngig von der gewéhlten
Umgebung von ().

Was ist nun die Lange der Kurve v7 Wahle dazu 0 =ty <t; <---t, =1, so
dass y([t1,ti+1]) € U; wobei (U;, ¢p,) zum Atlas gehort. Ein Ansatz fiir die
Lange der Kurve ist

[t i) -

LW):E:LWMOV

Ist dies abhéingig von der gewihnten Zerlegung in ¢;? Als Ausweg fordern wir,
dass der Atlas Riemann’sch ist, also alle Kartenwechsel ¢y y : pu(UNV) —
ey (U N'V) liangenerhaltend sind (Vo € oy (UNV) : DyYyy(X) € O(n)).
Wenn der Atlas Riemann’sch ist, dann héngt die Léinge L(7) nicht von den
t; und U; ab (was hier nicht bewiesen werden soll).

Wenn dann die Mannigfaltigkeit zusammenhéngend ist, ist sie wegzusam-
menhéngend und zwischen je zwei Punkten gibt es stiickweise differenzierbare
Wege. Durch d(p, q) == inf cq,, (L(y)) mit Qp, = {v:[0,1] = M, v(0) = p,
7(1) = ¢ und ~ stiickweise stetig differenzierbar } definiert eine Metrik auf
M . Damit versehen nennt man M eine Riemann’schﬂ Mannigfaltigkeit. Dies
ist der Hauptgegenstand der Riemann’schen Geometrie

10Bernhard Riemann, 1826-1866
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d) Essei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und f : M — R differenzier-
bare. Es ist nicht klar, was dann die Ableitung von f ist, denn der Funkti-
onswert der Ableitung héngt von der benutzten Karte ab:

Beispiel: M = R ist mit den beiden Karten ¢d : M — R, m : M — R,
m(z) = 2-x, eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Sei f : M — R, f(z) = x.
f ist differenzierbar und foid™' =id von fom™ =[x+ $x| verschieden,
also héngt der Wert von f’ an der Stelle o € M von der Wahl der Karte ab.

Diese Inkonsistenz muss man buchhalterisch bewéltigen. Das dabei benutze
Konzept ist das der Differentialform.

Als néchstes wollen wir einen interessanten Existenzsatz iiber stetige Funktionen
auf normalen topologischen Rdumen — wie etwa Mannigfaltigkeiten — zeigen.

Satz I1.4.11 Existenzsatz von Urysohn[]

Es seien X ein normaler topologischer Raum und A, B C X zwei disjunkte,
abgeschlossene Teilmengen.

Dann gibt es eine stetige Funktion f € C(X), die auf A konstant gleich 0 und
auf B konstant gleich 1 ist und nur Funktionswerte zwischen 0 und 1 annimmdt.

Beweis. Natiirlich diirfen wir A und B als nichtleer voraussetzen, sonst nehmen
wir einfach eine konstante Funktion.

Wir konstruieren zunéchst eine Familie von offenen Mengen, die durch die Zahlen
D={a/2"]0<a<2" a,me Ny}

parametrisiert werden und die Bedingung

Vp,q € D,p<q:U(p) CU(q)

erfiillen und etwas mit A und B zu tun haben. Diese Definition geht rekursiv
nach dem benétigten Exponenten bei der Potenz von 2 im Nenner.

Wir setzen U(1) = U(1/2°) := X \ B und wihlen weiter zwei disjunkte Umge-
bungen U bzw. V von A bzw. B.

Der Abschluss von U ist dann immer noch disjunkt zu B, und wir setzen U(0) =
U0/2%) =U.

Sind nun alle U(a/2") fiir n < N und alle erlaubten a definiert, so miissen wir
U(a/2NT1) fiir ungerade Zahlen 1 < a < 2¥*1 — 1 definieren.

Dazu wahlen wir disjunkte offene Umgebungen U,V von U((a — 1)/2N+1) und
X\ U((a+1)/2V*1), die es wegen der Disjunktheit und der Normalitéit von X
gibt. Dann setzen wir U(a/2V 1) := U.

1Pawel Samuilowitsch Urysohn, 1898-1924
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Diese Mengen U(p) tun offensichtlich das, was wir wollen. Wir benutzen sie nun,
um f zu definieren. Wir setzen namlich

inf{pe D|xzeU(p)}, fallsze U(1),

VxGX:f(x)::{ L zeB

Auf ACU(0) ist f 0, auf B ist es 1. Wir miissen die Stetigkeit von f zeigen.
Dazu sei x € X mit f(x) =r € [0,1].
Fiir r < 1 ist fiir alle € > 0 die Menge

U vw\ U Uw

pED,p<r+e/2 q€Dq<r—e/2

eine offene Umgebung von z, auf der nur Funktionswerte in (r —e,r 4+ &) ange-
nommen werden. Das zeigt die Stetigkeit in x.

Fiir r =1 gilt dhnliches fiir

X\ JU(a),

q€D,q<r—e/2
und wir sind fertig. [
Dieser Satz sagt also insbesondere, dass die Punkte eines normalen Raumes von

den stetigen Funktionen getrennt werden — so wie wir es uns sicher vorstellen.
Der Satz hat einen Bruder, der mit ihm oft in einem Atemzug genannt wird.

Satz 11.4.12 Erweiterungssatz von Tietzd'?

Es sei X ein normaler topologischer Raum. Weiter sei A C X eine abgeschlos-
sene Teilmenge und f: A — [—1,1] eine stetige Funktion.

Dann lasst sich [ zu einer stetigen Funktion F : X — [—1,1] fortsetzen.

Das geht natiirlich dann auch fiir jedes andere Intervall [a,b] anstelle von [0, 1],
aber der Beweis ist so etwas weniger notationslastig.

Beweis. Es sei
Ay ={a€ Al fla) <—-1/3}, Ay ={a€ A| f(a) > 1/3}.

Das sind disjunkte, abgeschlossene Teilmengen von X (denn A ist abgeschlos-
sen), und so finden wir eine stetige Funktion Fy : X — [—1/3,1/3], die auf A,

den Wert —% und auf A; den Wert % annimmt.

Die Funktionswerte von f — Fj liegen also zwischen —% und %

12Heinrich Franz Friedrich Tietze, 1880-1964
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Wir definieren neue Mengen A(()l) und Agl) durch
Ay =o€ A f(0) = Fala) < =2/9}, A i={a € A f(a) - Fy(a) > 2/9}.

Dann gibt es eine Funktion F» auf X mit Werten in [—2/9,2/9], die auf A(()l) den

Wert —2/9 annimmt und auf Agl) den Wert 2/9. Die Funktionswerte (f(a) —
Fi(a)) — Fy(a) liegen also alle zwischen —4/9 und 4/9.

Wenn nun Fi, ... F,, sukzessive so definiert sind, dass auf A die Funktionen f
und F} + --- + F,, sich betragsméfiig um hochstens (%)” unterscheiden und F;

fiir 1 <i <n betragsméaBig nicht groBer ist als 3(3)"!), so definieren wir

Ay ={ae Al fla) = (Fi(a) + - + Fu(a) < —271/3"},
A ={ae Al f(a) - (Fi(a) + -+ Fy(a)) > 2°1/3"}.

Wie vorher gibt es eine stetige Funktion F,; : X — [—2"71/3",2"771/3"] | die
auf A" den linken und auf A{™ den rechten Randpunkt des Intervalls annimmt.
Sie unterscheidet sich also von f(a) — (Fi(a) + --- + F,(a)) betragsmifiig um
héchstens (%)™

Damit stellen wir sicher, dass es eine nicht abbrechende Folge von Funktionen
F; i € N, gibt, die die obigen Abschitzungen erfiillen.

Das zeigt, dass die Funktionenfolge S, .= F} + - - - + F}, gleichméafig konvergiert,
der Limes mithin stetig ist, und dass sie auf A gegen f konvergiert. Auflerdem
sind die Funktionswerte wegen der geometrischen Reihe allesamt betragsméfig
zwischen —1 und 1. |

Bemerkung I1.4.13 Neue Ziele

Wenn man im Fortsetzungssatz von Tietze anstelle einer reellwertigen Funktion
eine Vektorwertige Funktion mit Werten in [—1,1]¢ auf A vorgibt, so lassen sich
die Komponenten (die ja alle stetige Funktionen sind) alle nach X fortsetzen und
zu einer Fortsetzung von f zu einer Funktion F : X — [—1,1]? kombinieren.

Wenn anstelle eines solchen iibersichtlichen Raums ein Zielraum verwendet wird,
von dem man wei, dass er zu [—1,1]¢ fiir ein d € N homomorph ist, so gilt
der Fortsetzungssatz immer noch.

Beispiel 11.4.14 Kein Ziel

Essei K = B;(0) C R? die abgeschlossene Einheitskreisschreibe und S!' = 0K =
{(z,y) € R? | 22 + y* = 1}. Dann gibt es keine stetige Abbildung F : K — S*
mit F’31 = Idsl .

Beweis. Zur Vorbereitung betrachten wir 7 : R — S! mit 7(z) = (cos 27z, sin 27x) .
Weiter sei [0, 1] — S ein stetiger Weg und oy € R, so dass (0) = (cos 2may, sin 2may) -
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Dann gibt es genau eine stetige Abbildung [0,1] — R, so dass A(0) = a und
y=ToA\.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen nehmen wir an, A\; und A; seien Funktionen
mit den gewiinschten Eigenschaften. Dann ist A1 (0) — A2(0) = ap —ag = 0
und A; — Ay : [0,1] — R ist stetig und nimmt nur Werte in Z an, denn fiir
jedes t € [0,1] gilt (mo A)(t) = (mo A2)(), also cos2mA(t) = cos2mAa(t) und
sin 27 A (t) = sin 2wy (t) . Also ist Ay — A2 konstant gleich 0, und damit A; = A,.

Weiter miissen wir die Existenz zeigen: Es sei ¢ty = sup{r € [0,1] | es gibt ein
Ar : [0,7] = R mit A\ (0) = ag, A\, stetig und 4|, = 7o A\, }. Fiir 7 = 0
wird dies durch Ag : [0,0] — R, 0 — « erfiillt. Betrachte dann ~(¢y) und eine
offene Umgebung U von v(ty) in S', so dass ein offenes V € R existiert mit
einem Hom6omorphismus 7|y : V — U, etwa etwa mit € R mit v(¢y) = 7(5),
V=(8-308+3) wd U=n(V)={(cos2mp,sin2mp) | p € (8 — 3,8+ 3)}
Wihle € > 0, so dass D == ((to —&,to+¢)N[0,1]) C U. Dann ist 7|y o7|p :
D — R derart, dass y|p = mo (7 '|y ov|p). Wihle nun ein 7 € [ty — ¢, 1],
~— —

=
so dass A, definiert ist. Wegen 7(A;)) = v(7) = 7(I(7)) gibt es ein k € Z mit
A-(T) = U(7) + k. Definiere A : ([0,ty +¢] N [0,1]) — R mit

-5

t>T

) ist stetig, auf der Definitionsmenge von A gilt A = 7 o X, hat den richtigen
Anfangswert und ist bei t; definiert. Also ist tg = 1.

Damit ist die Vorbereitung abgeschlossen, und wir wenden uns der Aussage zu.
Sei F': K — S! eine stetige Abbildung. Dazu betrachten wir den stetigen Weg
v : 0,1 — S*, ¢t — F((¢,0)). Die Vorbereitung sagt uns un, dass es eine
Funktion A :[0,1] = R mit mo A =~ gibt. Fiir 0 <r <1 sind ¢, : [0,1] — S*,
x +— F(r- (cos2mx,sin2rx)) auch stetige Funktionen mit ¢,.(0) — g.(1) =€ Z.
Fiir jedes r gibt es also [, : [0,1] = R mit mol, = g, und [.(0) = A\(r).

Daraus konstruieren wir die Abbildung H : [0,1] x [0,1] = R, (r,z) — [.(x),
die (ohne Beweis) stetig ist. H(r,1) — H(r,0) ist eine stetige Abbildung von
[0,1] — R, die nur Werte aus Z annimmt, also konstant ist und fiir » = 0 den
Wert 0 annimmt, also gilt H(r,1) — H(ro) fur alle r.

Wire Flgi = Id|gi, dann wire g¢i(z) = (sin27x,cos2mx) und l(z) = = + ¢,
¢ € Z. Damit gilte H(1,0)—H(1,1) = —1, aber H(0,0)—H(0,1) =0, Wid! &
Bemerkung I1.4.15 |

Umlaufzahl]

a) Im letzten Beispiel betrachteten wir die stetige Kurve [0, 1] — S! und draus
konstruiert die stetige Abbildung A : [0,1] — R mit v = mo A. 7 ist
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gleichméBig stetig, also gibt es ein ¢ > 0 so dass fir alle z,y € [0,1] mit
[z =yl <e gilt: |y(z) —(y)| <2.

Wiéhle N € N, so dass % < e, und Unterteile das Interval [0,1] in N gleich

groBe Teilintervalle J, = [%1,£] 1 < k < N. Die Einschrinkung 7|y, :
Jp = S'\ {=7(52)} enthélt demnach einen der Gegenpunkte nicht. Weiter
ist ST\ {—v(ED)}) = R\ {ao + 1 |l € Z} mit 7(ap) = —v(5E2). Das
heiBt, dass 7|(ag,a0+1) €ine Bijektion zwischen (ag, ap+1) und S*\{— (kNl)},
und sogar ein Homdomorphismus.

Sei v : ST\ {—y(54)} = R die stetige Abbildung, fiir die gilt: o ¢ =
id]sl\{ A(k=1yy - Definiere nun A\.J, — R, A\, = o7|; , also mo Xy = 7], .
Es ist ap = Aps1(%) — M(£) € Z, denn m(Me(£)) = (L) = 7M1 (L))
Daraus konstrmeren wir A : [() 1] = R durch MNx) = M\e(z) + a1 + ...+ ag_1,
wobei £ <z < &,

Nun sei 7 : [0,1] — S* ein geschlossener Weg, also 7(0) = v(1). Wie gerade
gezeigt, gibt es ein stetiges A : [0,1] — R mit v = 7o A. Dann heifit A\(1) —
A0) € Z die Umlaufzahl von v um 0

Allgemeiner sei 7 : [0,1] — R?\ {0} ein geschlossener Weg, dann gilt fiir alle
te0,1]:

oot H'y )H
[SIX ) S——
est

Es ist t — ”7(( ))” ein geschlossener Weg in S!, und wir nennen seine Umlauf-
zahl auch die Umlaufzahl von v um 0, geschrleben X(7,0).

b) Dies entspricht der Umlaufzahl im funktionentheoretischen Sinne. Sei v :
[0,1] — C\ {0} stetig differenzierbar und geschlossenen Diese Kurve hat
die funktionentheoretische Umlaufzahl X(v,0) = -~ 1 'Y t) dt. Wenn v wie

2mi
oben zerlegt ist in y(t) = 7(t)-7(t) , dann wihle [0, 1] —> R differenzierbar,
so dass J(t) = m(A(t)) = exp(2miA(t)) . Die folgende Rechnung zeigt, dass die
beiden Umlaufzahlbegriff gleich sind:

! Y, Lr(t) - exp(2miA(t)) 4 r(t) - 2miA(t) exp(2miX (t))
/0 W(T)dt —/0 r(t) - exp(2miA(t)) at

B 1 T’(t) 1 7”;~/
_/0 T(t)dt—i—/o 2miX (1)dt
=Inr(t); —|—2m)\( s

= 04 2mi(A(1) — A(0))

c) Sei v : [0,1] — R? eine stetige, geschlossene Kurve und = € R\ Bild(7y).
Dann heifit X(v,z) = X(y — x,0) die Umlaufzahl von v um z.
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d) Die Umlaufzahl X (v, 0) bleibt konstant, wenn an v nur wenig gewackelt wird.
Préziser:

Es sei T':[0,1] x [0,1] — R'\ {0} stetig und so, dass fiir alle ¢ € [0,1] die
Kurve v, : [0,1] — R'\ {0}, = ~ T'(t,z) geschlossen ist. Dann haben alle
Kurven 7; die selbe Umlaufzahl um 0: V¢t € X (v, 0) = X(7,1).

Denn es gibt eine Abbildung H : [0, 1] x [0,1] — R stetig, so dass fiir alle ¢
und x gilt: y(¢t,z) = |T(t,z)| - 7(H(t,z)), 7 : R — S, was man iiber eine
dhnliche Weise zeigen kann, wie weiter oben in dieser Bemerkung benutzt.
Weil X (7,0) = H(t,1) — H(t,0) € Z und stetig ist, ist sie konstant.

g 11.5. Mehr von den Kompakta

Wir haben jetzt schon ein paar Mal gesehen, dass der Begriff der Kompaktheit
ein wichtiger Begriff in der Topologie ist. Daher wollen wir jetzt diesen Begriff
noch etwas mehr beleuchten.

Unser erstes Ziel ist der Satz von Tikhonow!]

Zunichst miissen wir aber sagen was ein unendliches Produkt von topologischen
Réumen ist.

Definition I1.5.1 unendliche Produkte
Es seien I eine Indexmenge und X;,i € I, topologische Rédume. Das (unendliche)
Produkt [],.; X; ist definiert als die Menge aller Abbildungen

iel
f:1— UXi’ sodass Vi € I : f(1) € X.
i€l
Die Elemente dieses Produkts werden wir oft auch suggestiv als (z;);c; notieren.

Auf dem Produktraum wollen wir eine Topologie einfithren, ndmlich die grobste,
fiir die alle Projektionen auf die Komponenten stetig sind.

Fiir festes ip € I sei U C X, offen. Dann muss also die Menge S(ig,U) aller
Funktionen f aus dem Produkt mit der Eigenschaft

flig) €U

im Produktraum offen sein.

Die Topologie ist also diejenige, die die Mengen S(i,U) mit i € I,U C X; offen,
als Erzeuger (Subbasis) besitzt.

13 Andrej Nikolajewitsch Tikhonow, 1906-1993; oft auch als Tychonoff transkibiert
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Eine Teilmenge 1" C [],.; X; ist also genau dann offen, wenn fiir jedes f € T
endlich viele Indizes i1,...,4 € I und offene Mengen U; C X;,, j =1,...,k,
existieren, sodass

feS(iLU)N... Slin,U) CT

Der Satz von Tikhonow wird nachher sagen, dass ein Produkt von kompakten
Réumen wieder kompakt ist. Als Vorbereitung zeigen wir schon einmal das fol-
gende.

Hilfssatz 11.5.2 spezielle Uberdeckungen

Es seien X;,i € I, kompakte topologische Riume und es gebe eine Uberdeckung
U wvon [[,c; Xi durch offene Teilmengen der Form S(i,U), wie wir sie in der
Definition der Produkttopologie als Subbasis benutzt haben.

Dann besitzt U eine endliche Teiliiberdeckung.

Beweis.

Fir den Beweis muss man tatsiachlich alles vor allem s_auber hinschrqiben. Wir
wiéhlen also eine Indexmenge J und schreiben uns die Uberdeckung U als

U={S(i;,U;) | j € Jij € I,U; C X;, offen}.

Wir nehmen an, U besitze keine endliche Teiliiberdeckung.
Wir wahlen zunéchst ein ¢y € I beliebig.

Weiter wihlen wir ein zy € X;,, und bezeichnen mit H(xy) die Menge
H(wo) := {(%)ier | Ty = w0}
Wenn es eine endliche Teilmenge K C J gibt mit
H (o) C UrerS(ix, Ur),
so konnten wir fiir jedes i € {i, | k € K} ein
i € X N Uper,ip—iUk

finden. Ansonsten wire ja die Vereinigung dieser Uy ganz X;, und die Vereini-
gung dieser S(k,Uy), iy = i, wire der ganze Produktraum — im Widerspruch zu
unserer Annahme.

Nun definieren wir ein Element des Produktraums durch

Zo, 1= iO)
XT; = T, ZQ#ZE{Z}C|]{T€K},
beliebig, sonst.
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Dieses (x;)ier liegt in einem der S(ig, Uy), k € K. aber wenn 4, hier nicht unser
altes iy wére, dann wére z;, ja nach Konstruktion gerade nicht in Uj. Also
muss iy = ip sein, und es gilt xy € Uy. Daher folgt H(xg) C S(iy, Uy) fiir ein
k € K aus der Voraussetzung, dass sich H(z() durch endlich viele der S(i;, U;)
iiberdecken lésst.

Wire das fiir alle zp € X;, der Fall, so hitte man fiir jedes zy € X, einen
Index j € J mit ¢; = ip und zg € U;. Damit ist X;; = Ugiese jU;, und wegen
der Kompaktheit von X;, gibe es endlich viele j mit 7y = 7;, und so dass die
zugehorigen U; eine iebrdeckung von X, sind. Dann {iberdecken die zugehdri-
gen S(i;,U;) aber auch den ganzen Produktraum, und das widerspricht unserer
Grundannahme.

Fazit: Fiir jedes ¢ € I gibt es ein y; € X;, sodass H (y;) nicht von endlich vielen
der S(i;,U;) unserer Uberdeckung U iiberdeckt wird.

Aber das hierdurch gefundene Element (y;);e; liegt auch in einem S(i;,U;) fiir
ein j € J. Insbesondere liegt also y;, € U;, und damit H(y;,) in S(i;, U;).

Das widerspricht unserer Konstruktion von y;,, und bringt damit die Annahme
zum Einsturz. [ ]

Um nun weiter zu machen brauchen wir eine neue Definition.

Definition I11.5.3 Filter, Ultrafilter

a) Essei X eine Menge. Eine Teilmenge F C P(X) heifit ein Filter, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind:

e VU Ve F:UNVekF.

e VUEF . YWCX: [UCV|=VeF

o 0¢F.
Beispiel: Ist X ein topologischer Raum, x € X, so sind die Umgebungen
von z ein Filter auf X .

b) Ein Filter F auf X heiit ein Ultrafilter, wenn er in keinem grofieren Filter
enthalten ist.

c) Ist X ein topologischer Raum und F ein Filter auf X, so konvergiert der
Filter gegen a € X, falls jede Umgebung von a zu F gehort.

Die offizielle Fortfithrung des Skriptes finden Sie auf
http://www.mathematik.uni-karlsruhe.de/iag3/lehre/top2007w/.
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