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Aufgabe 1
(X, <), X Menge, < Ordnungsrelation auf X.
Beh.: O :={UC XNVueUzxze X :u<z=xcU} ist Topologie auf X.
Bew.:

e 0, X klar.

e Seien U; Mengen aus O, i € I bel. Indexmenge. Dann gilt:
Seive Jup,reXmitu<z=3iel:uecl

iel
U§OIEU1‘:>£C€UU¢
i€l
u€ U,z € Xmtu<az=Viel:zecU =zec (U Beh:
il i€l

Die Ordnungserhaltenden und die stetigen Abbildungen von X nach Y
stimmen tiberein.
Bew.:

,2% Sel F': X = Y stetig, x1,22 € X mit 21 < 5. Zu zeigen: f(z1) <

f(x2).
Betrachte folgende offene Menge in Y:

Vi={ueY|f(z) <y}

Das Urbild f=*(V) =: U ist eine offene Menge in X, da f stetig ist.

:>V’U,€UV£C€X:U§1'I1§U£L’1§$2$2€U:>f($2)ev

=PL Y f(z1) < f(zz). Also: f ist abstandserhaltend.

C“: Sei f ordungserhaltend. Sei V' eine offene Menge in Y. Zu zeigen:
U := f~Y(V) ist offen in X.

Seien also v € U,z € X mit u <z [ ordnupeserh flu) < f(z)

Da V offen in Y ist und f(u) € V ist, nach Definition von ,offen“ist
auch f(z) e V=zeU.

Also: U ist offen in X.



Aufgabe 2
Beh.: SO(n) := {4 € R"*"|det(A) = 1 und AT A = E} ist zusammenhingend.
Bew.: SO(n) ist wegzusammenhiingend, denn:
Lineare Algebra: Zu jedem A € SO(n) existiert U € GL(n,R) mit:

1

0 Dy

m

[ cos(6;) —sin(6;) . .
und Dy, = < sin(6;)  cos(6) Somit: Definiere Weg von E nach A durch
v :10,1] = SO(n)
1 0
t—U- Do, (1) Ut
0 Do, 1)

mit 91‘(?5) =t 91‘

Das ist ein Weg von E nach A! Also: SO(n) ist zusammenhingend (da wegzu-
sammenhéngend).

Beh.: O(n) := {A € R"*"|AT A = E} ist nicht zusammenhiingend.

Bew.: es gilt: det : O(n) — {—1,1} ist stetig (Leibniz-Formel) und surjektiv.
= O(n) = f~1(-=1) U f~1(1) = O(n) ist nicht zusammenhiingend

|

Aufgabe 3

(a) Beh.: Fiir U C R™ offen gilt: U zusammenhéngend < U wegzusammenhéngend.
Bew.:,«<"“klar.
,="“: Definiere Aquivalenzrelation ~ auf R™ durch z ~ y :< z kann mit y
durch Weg verbunden werden.
Sei U # () zusammenhingende offene Teilmenge von R™. Zu zeigen: U ist
wegzusammenhingend.
Wihle a € U beliebig und setze A := {z € Ulx ~ a}. Zu zeigen: A ="U.
Dazu zeige: A ist offen und abgeschlossen in U bzgl. der Teilraumtopologie.
(Dann folgt A =U oder A =0, weil U zsh. == A=U, daa € A ist.)
Beh.: A ist offen in U.
Bew.: U offen in R", A CU = Va € A3e > 0B.(z) CU
B.(z) ist konvex = jedes y € B.(x) ist durch einen Weg mit 2 verbindbar.
Yy € Be(x) : x ~ y.



~ transitiv
=

r€EA=>x~a y~a=y€ A Also: B.(x) C A= A ist offen.
Beh.: A ist abgeschlossen un U.

bew.: Sei z € A, dem Abschluss von A bzgl. der Teilraumtopologie.
2€U=3>0:B(z) CUz e AP0 £ (B.(x)NU)NA = B.(x) N A
Wie eben gilt fiir y € Bo(x) NA:y ~ .

y transitiv
=

Wegen y € A gilt auch y ~ a r~a—-2cs€EA=>A=A=A

abgeschlossen.
|

U :={(z,sin () [= > 0} U{(0,0)}
U\{(0,0)} ist zsh., da U\{(0,0)} Bild von (0, 1] unter der stetigen Abbildung

(0,1] — R?

x +— (x,sin (i))

(0,0) liegt im Abschluss von U\{(0,0)}, da jede Umgebung von (0,0) einen

Punkt aus U\(0,0) enthélt.

Blatt 3 . ..
=" U ist zusammenhéngend.

Ann.: U ist wegzsh. = es ex. ein stetiger Weg ~ : [0,1) — U,~(0) =
(0,0),7(1) = (1,0).

Sei v(t) = (71(t),72(t)) = 71 ist ebenfalls stetig.

Zwischenwertsatz = Vy € (0,1)3t € (0,1) : y(t) =y

Sei insbes. y = + = Jt, € (0,1) : 11 (tn) = = = Y(tn) = (M1 (tn),12(tn)) =
(L, sin(n))

7 ist stetig = y(t,) =3 (0,0)4

Aufgabe 4

X Top. Raum, ~ Aquivalenzrel. auf X.

(a)

Y := X/ ~ sei versehen mit der Quotiententopologie.

Beh.: Ist Z weiterer top. Raum und f : Y — Z, dann ist f stetig < fow
stetig. ,=%“Sei f : X/ ~— Z stetig. Dann ist f o m Verkettung stetiger
Abbildungen, also stetig.

»,<=“Sei f o stetig und U C Z offen.

=7 Y f~YU)) = (for) Y(U) offen in X = f~!ist offen in X/ ~= f ist
stetig.

Beh.: Durch (a) ist die Quotiententopologie eindeutig bestimmt.

Bew.: Seien Jy, Jo zwei Topologien auf X/ ~, die obige Eigenschaften erfiillen.
Z.z. Jl = JQ.

Betrachte idx /.~ : (X/ ~,J1) = (X/ ~, J2). Nach obiger Eigenschaft ist id
stetig = alle U € J; sind in J; enthalten.

J1 C Js.

Analog umgekehrt,



