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Aufgabe 1

Sei (X, d) ein beschrénkter metrischer Raum, Cp(2)(X) := {beschriankte reellwertige Fnktionen auf X},
| floo = sup{|f(2)| | © € X}, Metrik do(f, ) = |f — gloo auf Cp(X).

Behauptung: Fiir jedes a € X ist die Funktion f, : X — R, z — d(a,x)
stetig und beschrénkt.

Seien x € x, fo(x) :==r € R, ¢ > 0. Dann gilt fiir alle y € B¢ (z) dass d(a,y) <
d(a,z)+d(z,y) < d(a,z)+ 5 sowie dass d(a,z) < d(a,y)+d(y,z) < d(a,y)+5.
Also ist d(z,a) — § < d(y,a) < d(z,a)+ 5 und f,(y) = d(a,y) € B:(fa()).

Mit ¢ = § gilt also: f,(Bs(v)) € B:(fa()) = B(r), also ist f, stetig.

fa ist beschrankt, da X beschrankt ist (klar nach Definition von f). |

Behauptung: ¢: X — Cp(X), x — fx ist abstandserhaltend beziiglich d und
doo-

Zu zeigen ist: Va,y € X : doo(fz, fy) = d(z,y). Einerseits gilt: doo(fz, fy) =

SUpyex | fz(t) — fy(t)] = supyex |d(z,t) — d(y,t)] < d(x,y) wegen der Drei-
ecksungleichung fiir d. Andererseits gilt: doo(fz, fy) = sSup,ex |fz(t) — fy ()] >

I.fz(y) —fy()| = ld(z,y) — 0] = d(z,y). Insgesamt gilt also: doo(fz, fy) = d(x,y)

Aufgabe 2

(X, d) metrischer Raum, f : R>¢g — R>(¢ monoton wachsend, nicht konstant,
konkav mit f(0) = 0.



Behauptung: fod ist Metrik auf X.

e Symmetrie: v/
o f(d(z,z)) = f(0) =0 fur alle z € X.

o fld(z,y) =0 <= x=y;
Da f monoton wachsend, nicht konstant und konkav ist, ist 0 die einzige
Nullstelle von f: Es gibt ein & € X : f(Z) > 0, da f nicht konstant ist.
Wire = # 0 eine weitere Nullstelle von f, so gelte x < Z, da f monoton
ist. Dann: 0 = f(z) = f(£-2) > £f(z) >0, "

e A-Ungleichung. Zu zeigen: f(a)+ f(b) > f(a+0b), denn dann gilt Vz,y, z €
X2 fld(z,y)) + fd(y, 2)) = f(d(z,y) + d(y, 2)) = f(d(z, 2))
Es ist: f(a) = f(;5(a+b) = f(35a+b) +0) > G fla+b)+ (1 -
255)f(0) = 55 f(a+b). Ebenso ist: f(b) > a%rbf(a—&—b). Addiert man diese
Ungleichungen, erhélt man f(a) + f(b) > 45 f(a+b) + ai%f(a +b) =
fla+Db). |

Behauptung: Ist f streng monoton, dann definieren f und f o d die selbe
Topologie auf X.

f streng Monoton wachsend, also gilt Ve > 0 : d(z,y) < ¢ < f(d(x,y))
7). Also ist: B(z) = {y € X | d(r,y) < e} = {y € X | f(d(z.9)) < f()}
B;Fj) (z). Also ist jeder offene Ball beziiglich d ist ein offener Ball beziiglich fog
und umgekehrt.

<

Das ist falsch! Gegenbeispiel: X € R, d der euklidische Abstand, f : R>o —
Rso, 0+ 0,  — 1 4 z fiir > 0. Dann ist B{°*(z) = {z}
2

Der Beweis funktioniert mit der zusétzlichen Annahme lim,_,q f(z) = 0.

Behauptung Auch wenn f streng monoton ist kénnte X beziiglch f o d voll-
standig sein und beziiglich d nicht.

Beispiel: Sei (X, d) ein nicht vollstéandiger Raum und f wie im letzten Gegenbei-
spiel. Dann sind Cauchyfolgen gerade die, die konstant wird, also konvergieren
sie.



Aufgabe 3

Sei X = R2 versehen mit der SNCF-Metrik:

d(.]?y): |I7y|7 IE:Ay,yGR
’ |z| + |y|, sonst.

Einfach zu zeigen: d ist eine Metrik. Skizzen fiir By((3)) und Bs((3)) hier
ausgelassen.

Behauptung: K = {z € R? |1 < |z| < 2} ist beschrinkt und abgeschlossen.

K ist beschrankt, da Vz,y € K,z # Ay : d(z,y) = |z| +|y| <2+ 2 < 4 und
Ve,y € K,x = Ay : d(z,y) < 4.

K ist abgeschlossen: Wir zeigen, dass R? \ K offen ist. Sei z € R? \ K. Ist
e < |z|, so ist Be(x) C {y|ly = tz,t € R}. Wihlt man ¢ klein genug, so ist
B.(x) CR!\ K), also ist R? \ K offen.

Behauptung: K ist nicht kompakt.

K hat eine offene Uberdeckung U = {B; () | = € K3}, wobei K3 = {x € R? |
|z| = 2}, aus der man keine endliche Teiliiberdeckung auswiihlen kann.

Aufgabe 4

Sei p > 3 ein Primzahl und d der p-Adische Abstand auf Q: d(z,y) = |z — yl,
wobei fiir # € Q gilt: 2 = p*¢, mit pta,b und |z, = p~*

Behauptung: Die Abbildung x — 2?2 ist stetig auf Q.

Zu zeigen: Yz €, > 030 > 0: f(Bs(z)) C B:(f(z)). Seien also z € Q, € > 0,
und seiy € B ;(v), dannist [z—y|, <z = y—z = pi%—pl% mit p—* <2\/E.
O.B.c12.A: k<l ptab, c;d. Dann ist (y — 2)? = p**%& — pFplEs +p? S =
PG =R PN G also ist [(y — @), =p7 = (p7F)? < (VE)P =
Hier wurde ein Denkfehler in der Beweisfiihrung entdeckt, und eine korrekte
Version fiir spiter, im Internet, angekiindigt.

Behauptung: Sei a € Z mit d(a?, 1) < pik fir K > 1. Dann gibt es ein c € Z
mit d((a + cp¥)?, —1) < ﬁ.



la? — (=1)], = |a® + 1], < #7 also a® + 1 = p*b, b € Z.Gesucht ist ein ¢ € Z
mit |(a + ep®)? + 1] < zﬁ’ also (a + cp®)2 + 1 = a2 + 2pFac + p?kc? + 1 =

pFb+ 2pFac + p*Fc? = p*(2ac+ b) + p?*c? . p**1a. Es muss gelten: 2ac+b =0
(mod p). So ein ¢ existiert, da Z/pZ Korper ist.

Behauptung: Es gibt eine Cauchyfolge in Q, die beziiglich d fiir p = 5 nicht
konvergiert.

Setze g == 2, denn d(z3,—1) = [4+ 1|, =
es ein ¢; € Z, so dass d((zo + c1p)?, —1) < 2
T2y

. Nach der letzten Teilaufgabe gibt
. Setzte x1 = xg + c1p, und analog

‘ch\»—‘

¥

Das ist eine Cauchy-Folge: |zy,41—Zn|p < p% nach Konstruktion, und wegen |z+

Ylp < max{|x|p, |ylp} ist (z,) eine Cauchy-Folge. Nach Konstruktion konvergiert
(22) gegen —1. Wir wissen, dass x — z? stetig ist. Konvergierte also die Folge
(2,,), so miisste fiir den Grenzwert x gelten: x2 = —1, im Widerspruch zu = € Q.



