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Aufgabe 1

Seien XY wegzusammenhéngend, lokal wegzusammenhéngend, hausdorff’sch,
und Y kompakt.

Behauptung: Ein lokaler Homéomorphismus f : Y — X ist Uberlagerung.
Sei z € X. Es git: f~!(x) endlich.

Denn wiire f~!(z) unendlich dann hitte f~!(x) einen Hiufungspunkt A im kom-
pakten Hausdorffraum Y. h hat keine Umgebung V', so dass f|y ein Homoo-
morphismus ist, denn in jeder Umgebung von h liegt ein Element von f~!(z),
im Widerspruch zur Injektivitit von f|y .

Also gilt: f~Y(z) = {y1,.-.,yn}. Wihle fiir jedes y; eine Umgebung U;, so dass
alle U; disjunkt und wegzusammenhéngend sind und f|y, Hom6omorphismen
auf eine offene Teilmenge U von X sind.

Setze V := i, f(U;), dann enhilt f~1(V) n JKopien“ von V, in jedem Uj; eine.

Noch zu zeigen: Es gibt eine Umgebung V von z, V C V, so dass fiir alle & € V.
gilt: #f71(2) = #f(x) = n.

Angenommen, in jeder Umgebung V von gibt es ein 7, so dass #f~1(Z) > n,
dann gibt es eine Folge (z;) € V, mit #f Y(xg) > n. f71(3) >n = Iy €
f7Y2):g¢Vin...NV,. Y ist kompakt, also hat (z) einen Hiufungspunkt,
0.B.d.A: limy,_, x existiert, also limy_, o zx = z, Wid!.

Aufgabe 2

Seien p1 : Y] — Xy, pa: Yo — X Uberlagerungen.



Behauptung: p; X ps : Y] X Yo — X; x X5 ist auch eine Uberlagerung.

Sei (z1,z2) € X1 x Xy. Zu zeigen: Es gibt eine Umgebung U von (z1,x3), S0
dass p~1(U) disjunkte Vereinigung von offenen Mengen in Y; x Y5 ist die alle
homd&omorph sind zu U.

p1 ist Uberlagerung, das heifit es gibt eine offene Umgebung U; von 1, so dass

Y = User Vi, Vi hombomorph zu U; fiir i € I. po ist auch Uberlagerung,
das heifit es gibt eine offene Umgebung Us von s, so dass [~ (Uz) = U,c, Wi,

W; homéomorph zu U; fiir i € J.

Dann gilt:

(1 x p2) " (Ur x Ua) = f7H(U) x fH(U2) = (Vi x (W = Vi x W)
el jed (1,7)€IXJ

da die Vj, Wj disjunkt und offen sind, sind die V; x Wj disjunkt und offen, und
p1 X pe ist ein Hom&omorphismus von V; x W; nach Uy x Us. Also ist p1 X p2
eine Uberlagerung.

Aufgabe 3

Sei p: Y — X eine Uberlagerung.

Behauptung: Ist X ein Hausdorffraum, so auch Y.

Seien y1,y2 € Y, y1 # yo.

1. Fall: p(y1) = p(y2) = =, dann ,Uberlagerungsumgebungen* von y;, Y sind
offen und disjunkt, trennen also y; und ys.

2. Fall: p(y1) # p(y2). Man findet offene disjunkte Umgebungen, die p(y;) und
p(y2) trennen. Deren Urbilder sind disjunkte offene Umgebungen, die y; und ys
trennen.

Behauptung: Ist X kompakt und p~!(x) fiir jedes € X endlich, so ist auch
Y kompakt.

Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von Y. Zu zeigen: Man kann daraus eine
endliche Teiliiberdeckung wiihlen. Fiir jedes x € X ist p~*(z) endlich. Das heifit:
Es gibt eine endliche Teilmenge J C I, sodass f~ 1z von (U;) e s liberdeckt wird.

Setze O, = |J ies Uj. Zu O, existiert eine offene Teilmenge V, von z, so dass
r €V, und f~1(V,) C O,.



Denn p ist Uberlagerung, also gibt es eine Umgebung V von z, so dass p~* (V)=
Ui, Ui, U; disjunkt und homéomorph zu V. Definiere V, := p(U;—, U; N O,).

Klar: {V,,z € x} ist offene Uberdeckung von X und X ist kompakt, also gibt
es T1,...,Tm aus X, so dass Vg,,...V,, schon X iiberdecken.

Die zu V,, ,gehodrigen Uj,j € Jg,, fiir i = 1,...,n bilden eine Teiliiberdeckung
von (U;)ier, denn fiir y € Y, 2 = p(y) € Vo, soist y € f~1(V,, C O, =
Ujes, Uy, alsoist y € U fiir so ein j.



