
11. Topologie-Übung

Joachim Breitner

16. Januar 2008

Aufgabe 1

Seien X,Y Hausdorffräume.

Behauptung: Ist f : X → Y surjektiv, stetig und abgeschlossen, dann trägt
Y die Quotiententopologie bezüglich f .

Zeige: U ⊆ Y offen ⇐⇒ f−1(U) ist offen.

„=⇒“: Klar, da f stetig.

„⇐=“: Sei U ⊆ Y , so dass f−1(U) offen ist. Also istX\f−1(U) ist abgeschlossen,
damit ist f(X \ f−1(U)) ebenfalls abgeschlossen in Y .

Nach Definition ist f(X\f−1(U))∩f−1(U) = ∅ (∗). Es gilt:X = (X\f−1(U))∪
U , also ist f(X) = Y = f(X \ f−1(U)) ∪ f(f−1(U)) = f(X \ f−1(U)) ∪ U . Mit
(∗) folgt dann: U = Y \ f(X \ f−1(U)) und damit offen.

Behauptung: Ist X kompakt und f : X → Y surjektiv und stetig, dann trägt
Y die Quotiententopologie bezüglich f .

„=⇒“: Klar, da f stetig.

„⇐=“: Sei U ⊆ Y , so dass f−1(U) offen ist. Es genügt zu zeigen: f(X \ f−1(U))
ist abgeschlossen, dann folgt die Aussage wie oben.

X \f−1(U) ist abgeschlossen und damit kompakt. Das Bild f(X \f−1(U)) ⊆ Y
ist auch kompakt und, da Y hausdorff’sch ist, auch abgeschlossen.
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Aufgabe 2

Behauptung: Zwei Wege γ, δ : S1 → C× sind homotop ⇐⇒ χ(γ, 0) =
χ(δ, 0).

„=⇒“: Siehe Bemerkung 2.4.15 in der Vorlesung.

„⇐=“: Aus γ, δ : S1 → C× kann man γ
‖γ‖ ,

δ
‖δ‖ : S1 → S1 konstruieren. :

[0, 1]
∃!γ̃,δ̃−−−−→ Ryπ yπ:t 7→(

cos(2πt)
sin(2πt)

)
S1 −−−−−→

γ
‖γ‖ ,

δ
‖δ‖

S1

γ̃, δ̃ sind homotop, denn H : [0, 1] × [0, 1] → R, H(x, t) := (1 − t)γ̃(x) + tδ̃(x)
ist eine Homotopie. Also sind γ

‖γ‖ ,
δ
‖δ‖ homotop, denn H̃ : S1 × [0, 1] → S1,

π ◦H(π−1(x), t) ist Homotopie, denn es ist H̃(x, 0) = γ
‖γ‖ (x), H̃(x, 1) = δ

‖δ‖ (x),
per Definition und H̃(0, t) = H̃(1, t), denn:

H(1, t)−H(0, t) = (1− t)γ̃(1) + tδ̃(1)− ((1− t)γ̃(0) + tδ̃(0))

= (1− t)(γ̃(1)− γ̃(0)) + t(δ̃(1)− δ̃(0))

= (1− t)χ(γ, 0) + t(χ(δ, 0))

= χ(δ, 0) ∈ Z

Also gilt H̃(0, t) = H̃(1, t), da sin und cos 2π-periodisch sind.

Behauptung: Es gibt eine bijektive Abbildung [S1, S1]→ Z.

χ : [S1, S1]→ Z, [γ]→ χ(γ, 0) ist, wie oben gezeigt, injektiv und wohldefiniert.
Surjektivität ist klar.

Aufgabe 3

Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, C(X, y) versehen mit der kompakt-
offen-Topologie.

Behauptung: H : X × [0, 1] → Y ist stetig ⇐⇒ t 7→ Ht := (x 7→ H(x, t))
definiert eine stetige Abbildung [0, 1]→ C(X,Y ).

Subbasis der kompakt-offenen-Topologie sind die Mengen der Form VK,U :=
{f ∈ C(X,Y ) | f(K) ⊆ U} für kompakte K ⊆ X und offene U ⊆ y.
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„⇐=“: Zeige H ist stetig. Sei (x, t) ∈ X × I und U eine offene Umgebung
von H(x, t) =: Ht(x). Zeige dazu: Es gibt eine Umgebung V von (x, t) mit
H(V ) ⊆ U .

Denn: Weil X lokalkompakt und hausdorff’sch ist, enthält jede Umgebung von
x ∈ X eine kompakte Umgebung (da der Schnitt einer kompakten Umgebung
von x mit einer abgeschlossenen Umgebung von x wieder eine kompakte Um-
gebung von x ist). Da Ht stetig ist, hat x eine kompakte Umgebung K mit
Ht(K) ⊆ U , also ist Ht ∈ VK,U . (t 7→ Ht) ist stetig, also gibt es ein ε > 0, so
dass das Bild von (t− ε, t+ ε) ⊆ VK,U . Setzte V := K× (t− ε, t+ ε). Das erfüllt
das Gewünschte: Für alle (x̃, t) ∈ V gilt: H(x̃, t) = Ht(x̃) ∈ Ht(K) ⊆ U . Also
ist H stetig.

„=⇒“: Zu zeigen: Φ : t 7→ Ht ist stetig. Zeige: Sei t ∈ I und o.B.d.A: VK,U
eine offene Umgebung von Φ(t), dann gibt es eine Umgebung V von t mit
Φ(V ) ⊆ VK,U .

Denn: Φ(t) ∈ VK,U heißt: Φ(t)(K) = H(K, t) ⊆ U . H ist stetig, also findet
sich für jedes k ∈ K eine offene Umgebung Wk von k und εk > 0 mit H(Wk ×
(t − εk, t + εk)) ⊆ U . (Wk)k∈K ist eine offene Überdeckung des Kompaktum
K, aus der eine Teilüberdeckung Wk1 , . . . ,Wkn ausgewählt werden kann. Setze
ε := min{εk1 , . . . , εkn}.

Es ist Φ(t − ε, t + ε) ⊆ VK,U , denn: Sei r ∈ (t − ε, t + ε) und k ∈ K, dann
gilt: H(k, r) ∈ H(Wki × (t − εki , t + εki)) ⊆ U für ein i ∈ {1, . . . , n}. Also ist
H(K, r) ⊆ U , und damit Hr ∈ VK,U . r war beliebig, woraus die Behauptung
folgt.

Aufgabe 4

Sei X kompakt, (Y, d) ein metrischer Raum.

Behauptung: Die kompakt-offene-Topologie auf C(X, y) wird induziert von
der Metrik d(f, g) := sup{d(f(x), g(X)) | x ∈ X}.

Zeige zuerst: Jedes VK,U ist offen bezüglich der Metrik d. Dazu zeige: Zu jedem
f ∈ VK,U gibt es ein r > 0: Br(f) ⊆ VK,U .

f(K) ⊆ U und f(K) ist kompakt, also gibt es ein r > 0, so dass gilt: f(K) ⊆
U ′ := {y ∈ Y | d(y, f(K)) < r} ⊆ U .

Für g ∈ Br(f) und k ∈ K gilt: d(g(k), f(K)) ≤ d(g(k), f(k)) ≤ d(f, g) < r.
Also ist g(k) ∈ U ′ ⊆ U , damit ist g(K) ⊆ U und somit g ∈ VK,U . Also ist VK,U
offen bezüglich d.
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Zeige nun: Für jedes f ∈ C(X,Y ) und jedes r > 0 ist Br(f) offen bezüglich der
kompakt-offen-Topologie.

Zeige dazu: Für jedes g ∈ Br(f) gibt es eine bezüglich der kompakt-offen-
Topologie offene Menge V mit g ∈ V ⊆ Br(f).

Es ist d := d(f, g) < r. Setzte γ := r−d
2 . Für jedes x ∈ X ist B 1

2γ
(g(x)) offen in

Y . Damit gibt es eine offene Umgebung Wx von x mit g(Wx) ⊆ B 1
2γ

(g(x)). Es
ist g(Wx) ⊆ Bγ(g(x)). Da X kompakt ist und (Wx)x∈X eine offene Überdeckung
von X sind, gibt es eine offene Teilüberdeckung {Wx1 , . . . ,Wxn} aus (Wx)x∈X .
Setzte V := VWx1

,Bγ(g(x1))
∩ · · · ∩ VWxn ,Bγ(g(xn))

.

V ⊆ Br(f), denn: Sei h ∈ V und x ∈ x. Nach Konstruktion gibt es ein i ∈
{1, . . . , n}, so dass x ∈Wxi ist. g(x) ∈ g(Wxi) ⊆ B 1

2
γ(g(xi)), also d(g(x), g(xi)) <

γ
2 .

Wegen h ∈ V ⊆ VWxi
,Bγ(g(xi))

gilt h(x) ∈ h(Wxi) ⊆ Bγ(g(xi)), also d(h(x), g(xi)) <

γ. Also gilt: d(h(x), f(x)) ≤ d(h(X), g(xi)) + d(g(xi), g(x)) + d(g(x), f(x)) <
γ + γ

2 + d = r−d
2 + r−d

4 + d = 3r+d
4 < r, also h ∈ Br(f).
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