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Aufgabe 1

Seien X,Y Hausdorffraume.

Behauptung: Ist f: X — Y surjektiv, stetig und abgeschlossen, dann tragt
Y die Quotiententopologie beziiglich f.

Zeige: U C Y offen <= f~1(U) ist offen.
,=— Klar, da f stetig.

»="Sei U C Y, sodass f~}(U) offen ist. Also ist X\ f~1(U) ist abgeschlossen,
damit ist f(X \ f~1(U)) ebenfalls abgeschlossen in Y.

Nach Definition ist f(X\f~H(U)Nf(U) =0 (x).Esgilt: X = (X\f~1(U))U
U, alsoist f(X) =Y = f(X\ 7Y (U) Uf(f7H(U)) = F(X\ f71(U))UU. Mit
(%) folgt dann: U =Y \ f(X \ f~1(U)) und damit offen.

Behauptung: Ist X kompakt und f: X — Y surjektiv und stetig, dann tragt
Y die Quotiententopologie beziiglich f.

,=—=" Klar, da f stetig.

4= Sei U C Y, sodass f~(U) offen ist. Es geniigt zu zeigen: f(X \ f~*(U))
ist abgeschlossen, dann folgt die Aussage wie oben.

X\ f~Y(U) ist abgeschlossen und damit kompakt. Das Bild f(X \ f~Y(U)) C Y
ist auch kompakt und, da Y hausdorff’sch ist, auch abgeschlossen.



Aufgabe 2

Behauptung: Zwei Wege 7,6 : S' — C* sind homotop <= x(7,0) =
x(8,0).
,=—": Siehe Bemerkung 2.4.15 in der Vorlesung.

o

=" Aus v,d : S' = C* kann man ﬁ T - 51 — S konstruieren. :
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7, & sind homotop, denn H : [0,1] x [0,1] = R, H(x,t) == (1 — t)7(x) + té(x)
ist eine Homotopie. Also sind ﬁ, ng homotop, denn H : S* x [0,1] — ST,
1)

7o H(rm'(z),t) ist Homotopie, denn es ist H(x,0) = ﬁ(m), H(z,
per Definition und H(0,t) = H(1,t), denn:
H(1,t) — H(0,t) = (1 — t)37(1) + t5(1) — (1 — t)7(0) + t5(0))
= (1= 8)(5(1) = 7(0)) +(8(1) — 5(0))
45,0

= (1 = t)x(7,0) + t(x(4,0))
=x(0,0) € Z

Also gilt H(0,t) = H(1,t), da sin und cos 27-periodisch sind.

Behauptung: Es gibt eine bijektive Abbildung [S?, S'] — Z.

X : [SY, S = Z, [v] = x(7,0) ist, wie oben gezeigt, injektiv und wohldefiniert.
Surjektivitat ist klar.

Aufgabe 3

Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, C(X,y) versehen mit der kompakt-
offen-Topologie.

Behauptung: H : X x [0,1] — Y ist stetig <= ¢+ H; = (z — H(x,t))
definiert eine stetige Abbildung [0, 1] — C(X,Y).

Subbasis der kompakt-offenen-Topologie sind die Mengen der Form Vi py =
{feC(X,Y)]| f(K) CU} fir kompakte K C X und offene U C y.



o= Zeige H ist stetig. Sei (z,t) € X x I und U eine offene Umgebung
von H(x,t) = Hi(zx). Zeige dazu: Es gibt eine Umgebung V von (z,t) mit
H(V)CU.

Denn: Weil X lokalkompakt und hausdorff’sch ist, enthélt jede Umgebung von
x € X eine kompakte Umgebung (da der Schnitt einer kompakten Umgebung
von z mit einer abgeschlossenen Umgebung von x wieder eine kompakte Um-
gebung von z ist). Da H; stetig ist, hat x eine kompakte Umgebung K mit
H(K) C U, also ist H, € Vg y. (t — Hy) ist stetig, also gibt es ein € > 0, so
dass das Bild von (t —¢,t+¢) C Vi . Setzte V := K X (t —¢,t+¢€). Das erfiillt
das Gewlinschte: Fiir alle (Z,t) € V gilt: H(Z,t) = H (%) € H(K) C U. Also
ist H stetig.

,2==" Zu zeigen: ® : t — H, ist stetig. Zeige: Sei t € I und 0.B.d.A: Vi
eine offene Umgebung von ®(t¢), dann gibt es eine Umgebung V' von ¢ mit
o(V) C Vi

Denn: ®(t) € Vi heiflt: ®(¢)(K) = H(K,t) C U. H ist stetig, also findet
sich fiir jedes k € K eine offene Umgebung Wy, von k und e > 0 mit H(Wj, x
(t —ep,t +ex)) € U. (Wi)ker ist eine offene Uberdeckung des Kompaktum
K, aus der eine Teiliiberdeckung Wy, , ..., Wy, ausgewéhlt werden kann. Setze
e :=min{eg,,..., &k, }-

Es ist ®(t —e,t +¢) C Vky, denn: Sei r € (t —¢,t +¢) und k € K, dann
gilt: H(k,r) € H(Wy, x (t —eg,,t +¢eg,)) C U fiir ein i € {1,...,n}. Also ist
H(K,r) C U, und damit H, € Vg y. r war beliebig, woraus die Behauptung
folgt.

Aufgabe 4

Sei X kompakt, (Y, d) ein metrischer Raum.

Behauptung: Die kompakt-offene-Topologie auf C(X,y) wird induziert von
der Metrik d(f, g) :== sup{d(f(x),g(X)) | x € X}.

Zeige zuerst: Jedes Vi 7 ist offen beziiglich der Metrik d. Dazu zeige: Zu jedem
f€eVkuygibteseinr > 0: B,.(f) C Vi u.

f(K) CU und f(K) ist kompakt, also gibt es ein r > 0, so dass gilt: f(K) C
U={yeY|dy f(K))<rtCU.

Fir g € B.(f) und k € K gilt: d(g(k), f(K)) < d(g(k), f(k)) < d(f,g) <.
Also ist g(k) € U’ C U, damit ist g(X) C U und somit g € Vi . Also ist Vix iy
offen beziiglich d.



Zeige nun: Fiir jedes f € C(X,Y) und jedes r > 0 ist B,.(f) offen beziiglich der
kompakt-offen-Topologie.

Zeige dazu: Fiir jedes ¢ € B,(f) gibt es eine beziiglich der kompakt-offen-
Topologie offene Menge V mit g € V C B,.(f).

Es ist d == d(f, g) < r. Setzte v := =54 ﬂ(g(a:)) offen in
Y. Damit gibt es eine offene Umgebung W, von z mit g(W,) € Bi,(g(x)). Es
ist g(W,) C B,(g(z)). Da X kompakt ist und (W,,),ex eine offene Uberdeckung
von X sind, glbt es eine offene Teiliiberdeckung {W,,..., W, } aus (Wy)zex.
Setzte V= Viv L b, (o) 0 O Vi By (o))

V C B,.(f), denn: Sei h € V und z € z. Nach Konstruktion gibt es ein ¢ €
{1,...,n},sodassx € Wy, ist. g(x) € g(Wa,) € Biy(g(w:)), also d(g(z), g(w:)) <

7
1.
Wegenh € V C VW B, (g(a:)) 8t A(2) € h(Ws,) € B (g(x;)), also d(h(z), g(z;)) <

7. Also gilt: d(h(x), f(x)) < d(h(X) 9(@i)) + d(g(xi), 9(2)) + d(g(x), f(x)) <
T+ 1+d="154 drtd < also h € B,(f).




