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Faserprodukt von Mengen
Definition
Seien A, B, S Mengen, f4 : A — S, fg : B — S Weiter sei F' eine Menge mit
Abb7mg: FF— Bmit faromry = fgonwp
F heifit Faserprodukt, von A und B iiber S (Symbol: F = A x4 B), wenn fiir
jede Menge M und jedes Paar von Abbildungen g,,g, von M nach A bzw. B
genau eine Abbildung h: M — F', so dass g, = w40 h,g, = g o h.
Behauptung
Zwischen zwei Faserprodukten von A und B iiber S gibt es genau eine ”sin-
nvolle” Bijektion.
Beweis
Seien F', F’ Faserprodukte. Nach Definition des Faserprodukts:
Ah:F' — Fry =maoh,mly=7poh
AL F — F'nrg=nyoh,mp=ngoh
= hoh’ ist Abbildung von F nach F mit 74 =mg0(hoh'), np =npgo(hoh’)
idp ist aber auch eine Abbildung mit dieser Eigenschaft.
Def -Faserprodubt p pr idp. Genauso: h' o h = idp.
Bemerkung
Zu A, B, S, fa, fp wie oben existiert immer ein Faserprodukt.
Denn
Definiere F' := {(a,b) € A x B|fa(a) = f5(b)}.
Zu M wie oben definiere h : M — F, m — (ga(m), g(m)).
Bemerkung

Es gilt: F = LEJS (fgl(s) X fgl(s))

Beispiel eines metrischen Raums: Die Hasudorff - Metrik
M =R2?,d sei der euklidische Abstand.
Ziel
Messe den Abstand zwischen Teilmengen von M.
Definition
Sei x € M,S C M. Definiere d(x,S) := inf{d(z,y)|y € S}.
Seien S,S" C M. Definiere d(S5’, S) := sup{d(z, S)|z € S'}.
Das definiert keine Metrik auf &7(m), denn im Allgemeinen ist d(S,S’") #
d(s’, s)!
Definiere H(M) := {S C M|S beschrankt und abgeschlossen}.



Definiere nun h: H(M) x H(M) — Rx>q, h(S,5") := max{d(S, 5"),d(S’, S)}.
Satz

h ist eine Metrik auf H(M).

Beweis

Sei S € H(M).h(S,S) = 0 (da d(S;S) = 0). Seien nun 5,5 € H(M) mit
h(S,S8") =0=d(S,5)=0,d(5",S)=0.

=S5 C S und S’ C S. Denn: d(z,S) =0 =z € S oder z ist Hiufungspunkt
von S.

(x¢S=VneNd, €S:dzz,) <1l
=85=9.

Symmetrie: klar. Dreiecksungleichung gilt auch, denn:

1. VSe HM),z,y € M : d(z,S) < d(z,y) +d(y; S) + ¢
= d(z,5) < d(z,y’) < d(z,y) +d(y,5) +e

d
2. V8,8 e HM),z € M :d(z,S) <d(z,S") +d(5,95).
Denn: Sei y' € S mit d(z,y’) < d(x,S") + e+ d(S5",S).

= Ve S: d(l‘,Sg) < d(I,Sg) + d(SQ,Sg) = Beh.
Uber wenig weitere Umformungen erhélt man das Gewiinschte, leider geht mir
jetzt der Akku aus.



