5 Zentraler Grenzwertsatz von
Lindeberg-Lévy

5.1 Charakteristische Funktionen

Definition
Es sei X Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Dann heifit

bx(t) := Ee™ = FEcos(tX) + iEsin(tX)
die charakteristische Funktion zu X.

Bemerkung
Ist X diskret mit Werten x1, xo, ..., so gilt:

ox(t) = e . P(X = )
k=1
Ist X absolutstetig mit Dichte f, so gilt:

ox(t) = / e f(z)dr (Fourier-Transformation)

—0o0

Beispiel 5.1

a) X ~ B(n,p)
ox(t)=> e (Z)p’“ (1—p)*
k=0
=5 (1) e = = ety
k=0
b) X ~U(0,1)

¢x(0) =1 und fur t #0:

1 1 1
ox(t) = / e . 1dx = / cos(tx)dx + ’L/ sin(tz)dx
0 0 0

= —sin(?) — - t)+-=—(e"—1
tsm() tCOS() r it(e )

41
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c) X ~N(0,1)
2
ox(t) = e~ T vgl. Stochastik 1

Satz 5.1 Sind X,Y wunabhingige Zufallsvariablen mit charakteristischen Funktio-
nen ¢x und ¢y, so gilt fir die charakteristische Funktion ¢x iy der Faltung:

dx1y(t) = ox(t) - ¢y(t) VteR
Beweis vgl. Stochastik 1, Satz 12.2. ™

Lemma 5.1 Fir alle m € Nt € R gilt:

m—1 . \k -1
; t) T 2™
et — g @ < mm{ —_—
k' |~

et m! (m—1)!

Beweis vgl. Stochastik 1, Satz 13.2. n

5.2 Umkehrsatze

Wir werden sehen, dass eine Verteilung eindeutig durch ihre charakteristische Funk-
tion festgelegt ist. Hat man z.B. gezeigt, dass X die charakteristische Funktion
(1 —p+ pe™)™ hat, so ist X ~ B(n,p).

Aus der Analysis ist die Integralsinusfunktion bekannt:

Si: Ry — Ry, Si(x) ::/ Smy(y)dy Yz > 0
0
Es gilt: lim, o0 (Si(2)) = §

Satz 5.2
Es sei X Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion ¢x. Dann gilt fir alle
—0<a<b<oo:

1 1 ) 1 T e—ita _ e—’itb
5P(X =a)+Pla< X <b)+ 5P(X =b) = lim o ——¢x(t)dt
T

T—00 -T Zt
Beweis _ »
Sei I(T) := & fiFT %gbx(t)dt. Definiere ¢ : R x [-T,T] — C durch
e—it(a—x) _,—it(b—x)
, t#0
t,x) = i ’
vit.o) {b —a, t=20

Mit Lemma, folgt, dass 1) stetig ist und wegen

b
/ e’tydy‘ <b-a
a

e—zta _ e—ztb

1t
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ist || < b—a, also ist ¥ PX ® A[—7,7)-integrierbar. Mit Satz (Fubini I) folgt:

1 [T e—ita _ ,—ith ,
I(T) = itr pX
( ) 2T /T it </6 P (d$)> d

_ 1 N S S X
_%//Tit<e —e )dtP (dz)

=g b, 7(T)

Inneres Integral:
cos(t(z—a))
it

Dat+— punktsymmetrisch ist, gilt:

T T
%@ﬂﬁzﬂ.é 1mu@—@ﬂdp4pé %mu@—mwdt

Es gilt weiterhin:

T 1, c>0
oo [ sin(et)dt = sgn(e) - Si(Tlel) mitsgn(e) =<0, e=a
0 -1, ¢<0

= Yopr(x) =2 sgn(r —a)Si(T|x — a|) — 2 -sgn(x — b)Si(T|x — b)
0, x<aoderx>b
= Yop(z) = Th_{n (Yapr(x))=q7, x=aoderxz=0>
21, a<z <b

= (Yob1)T>0 besitzt eine (konstante) integrierbare Majorante. Mit dem Satz
iiber die majorisierte Konvergenz gilt:

lim 1(7) = o [ vusle) P ()

T—o0

1 1
= JP(X=a)+ P(X=b)+Pla<X <b)

Korollar 5.1
Sind X und Y Zufallsvariablen mit derselben charakteristischen Funktion, so haben
X undY dieselbe Verteilung.

Beweis Sei D = A(X)U A(Y) mit A(X) = {z € R|P(X = z) > 0}, ana-
log A(Y). A(X) ist abzéhlbar, da A(X) = U {z € RIP(X = 2) > 1} und
|{z e RIP(X =2) > 1}| <n = D abzshlbar

D :={(a,b)| —o0o<a<b<oo,a,b¢ D}

ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von B (R). S pX ynd PY stim-

Eindeutigkeitssatz
:

men auf D {iberein Behauptung. n
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Satz 5.3
Sei X eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion ¢. Gilt [ |¢(t)|dt < oo,
so hat X eine stetige Dichte f, die gegeben ist durch

1 .
flx) = — /e_mqb(x)dt Ve e R
27
Beweis Wie in Beweis von Satz [5.2] gilt:
efita _ efitb
<|b—
< hal )

Da ¢ A-integrierbar ist, ist |[b—a||¢| eine integrierbare Majorante fiir diesen Ausdruck
in Satz Es folgt:

1P(X— )+ P( <X<b)+1P(X—b)—1/M¢(t)dt
g T ¢ 9n TV T an it

1
— Pla< X <D) §%|ba|/|¢(t)|dt
<

n—oQ

=0

1 1
— PX=2z) =IlmPar--<X<z+-)
n n

Ist F' die Verteilungsfunktion von X, so gilt:
1 6—ita o e—itb
Fb)—Fla)=— | ———¢p(t)dt V¥ b
0~ Fla) =5 [ S onat va<

Wegen () kann man den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und
bekommt:

. Flx+h)-F(z) 1 e, L=
i h o / e i o)t
1 [ _,
= — [ e "gt)dt
e [ ot
= f(z)
AuBlerdem folgt x — f(x) ist stetig. =

5.3 Verteilungskonvergenz

Definition
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a) Gegeben sei der messbare Raum (R, B) mit Wahrscheinlichkeitsmaflen P, Py, Py, . ..
und zugehdrigen Verteilungsfunktionen F, Fy, Fs, . ..
P, konvergiert schwach gegen P (P, = P), wenn lim,, o F,(2) = F(z) Yz €
R an denen F stetig ist.

b) Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen auf (unter Umstinden verschiedenen) Wahr-
scheinlichkeitsraumen (Q, A, P), (21, A1, P1), ...

X, konvergiert in Verteilung gegen X (X, LA X), wenn PX» & pX,

Beispiel 5.2 Konvergenz in Verteilung bzw. schwache Konvergenz ist schwécher als
f.s.-Kovergenz.
Sei zB. X ~ N(0,1) und X2, = X, Xop11 = —X Vn € N. = PXn = pX =

N(0,1) und (X,) konvergiert in Verteilung (gegen X) jedoch X, J;L&; X

Jedoch gilt folgender niitzlicher Satz:

Satz 5.4 (Darstellungssatz von Skorohod)

Es seien X, X1, Xo,... Zufallsvariablen mit X, % X. Dann existiert ein Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) und hierauf Zufallsvariablen X', X1, X}, ... mit X' 4
X, X/ 2 X, ¥n €N derart, dass X, I xr.

Beweis Esseien F, Fy, Fy, . .. die Verteilungsfunktionen zu X, X1, Xs,... und (2, A, P) =
((0,1),8B0,1), A\o,1)) - Weiter sei F~1:(0,1) = R, F~(y) := inf{z € R|F(z) > y}
die Quantilsfunktion zu F, analog (Quantilsfunktion) F,1.,n € N. Setze X' :=
F~Y X! =F L
Satz 5.7 (Stoch 1) = X' £ X, X! £ X, ,n e N (P(X' <) = P(F " (w) < z) =
Plw < F(z)) = F(x) )

—X(0,1)
Es bleibt also zu zeigen , dass fiir P-fast alle w € Q : lim,,_,00 X, (w) = X' (w).
Sei w € (0,1). Da X nur abzéhlbar viele Atome hat (vgl. Beweis von Korollar
existiert zu e > 0 ein z € R mit X'(w) — e < 2 < X'(w) und P(X = z) = 0.
Es gilt (Lemma 5.6, Stoch 1): Vy € (0,1),z € R :

y< Fla) <= Fi(y)<z

Hier: w < F(7) <= F1(w) = X'(w) < x. Wegen X'(w) > z folgt F(z) < w. Da
F,(x) — F(zx) fiir n — oo nach Voraussetzung, Ing € N, so dass Vn > ng : Fj,(z) <
w. Also X, > z.

Mit ¢ | 0 folgt:

liminf X/ (w) > X'(w) VYw € Q.

n—oo
Ist W' > wund € > 0, so J ein z mit X'(w') <2 < X' (') +eund P(X =z) =0.
Da F rechtsseitig stetig, folgt F(F~1(y)) > y Vy € (0,1), also mit der Monotonie
von F:w < w < F(X'(W)) < F(x).
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Wegen F,(z) — F(x) (n — o0), Ing € N sodass w < F,(z) (dh. X/ (w) < )
Vn > ng gilt mit € | 0 ergibt das
limsup X, (w) < X'(w) Vo' > w.

n—o0

Satz 5.5 Es sei Cy(R) die Menge aller stetigen und beschrinkten Funktionen, h :
R — R. Dann gilt:

X, %5 X < Eh(X,) = Eh(X) VYhe CyR)

Beweis
“=": Nach Satz existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) und Zufalls-

variablen X’ £ X, X’ £ X,, Vn e Nmit X’ I3 X’. Es folgt:

. ; fos.
lim (Eh(X,)) = lim (Eh(X})) " 502

n—oo n—oo

Eh(X') = ER(X).

“<":Fir a,b € R,a < bsei hgp : R — R definiert durch

1 ,x<a
hap (z) == g:—i ,a<x<b
0 ,x>b

hqp ist stetig und beschrankt. Seien F, F}, die Verteilungsfunktionen zu X, X,, Vn €
N. Dann gilt Vy > x:

F, (x) =F [1(—00,96) (Xn)] <E [hx,y (Xn)] n__>>oo E [hm,y (X)] )
Ehey (X)] S E ooy (X)] = F(y).
Also folgt da F' rechtsseitig stetig ist mit y | x:

limsup (F, (z)) < F(x) VreR

n—o0

Analog erhilt man fiir y < z:
Fo (2) 2 B [hye (X)) "= Ehye (X)] 2 F (y)

Mit y 1 x: liminf,, o (F,(z)) > F(z—) VzeR.
Ist F in x stetig, so gilt F(z—) = F(z) und somit F,(X)"=° F(z). -

Satz 5.6 (“Continuous Mapping Theorem”)

Es seien X, X1, Xo,... Zufallsvariablen mit X, L X. Weiter sei f R — R ecine
Borel-messbare Funktion mit P(X € {x € R | f nicht stetig in x}) = 0.

Dann gilt auch f(X,) LN f(X) fiir n — oc.

Beweis Ubung. ™
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Satz 5.7 (Satz von HellyED

Zu jeder Folge (Fy,)nen von Verteilungsfunktionen existieren eine Teilfolge (F,.)ken
und eine schwach monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion G : R — [0, 1],
sodass limy_,o0 (Fy, (2)) = G(x) Vz € R, an denen G stetig ist.

Beweis (Skizze)

Fiir x € R ist (Fy,(z))nen C [0,1]
eine Abzéhlung von Q. Wihle Teilfolgen (F, ;)jen mit Fy, T2 Go(ry), wobei
(k+1,5)jen eine Teilfolge von (ny ;) jen ist. (Definition der Funktion fy auf Q)

Fiir die Diagonalfolge (n;;);en gil dann: F},, . — Go auf Q. Sei G auf ganz R durch
G(z) :=inf{Go(r) | r € Q,r > x} fortgesetzt.

Rest: € — 0-Argumente. n

Bolzano-Weierstrafl

3 Héufungspunkt. Sei (7x)ken

Bemerkung G aus Satz muf keine Verteilungsfunktion sein.
Beispiel: F, :=1p, o) = G=0

Definition FEine Familie P von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (R,B) heifit straff,
wenn Ye > 0 3 kompaktes Intervall [a,b] C R mit:

P(a,b)>1—¢c VYPEP

Bemerkung

(i) Ist P straff, so auch jedes P’ C P.
(ii) Sind alle P; mit i € {1,...,,n} straff, so auch [J;_; P;.

(iii) Ist |P| =1, so ist P straff.

Satz 5.8 Ist {P, | n € N} eine straffe Familie von Wahrscheinlichkeitsmajf$en auf
(R,B), so existieren eine Teilfolge (Py, )ken von (Pp)nen und ein Wahrscheinlich-
keitsmafs P derart, dass Py, 2 P fiir k — co.

Beweis Sei F), die Verteilungsfunktion zu P, Vn € N.

SatzBl 5 Folge (ng)reny mit Fy,, (z) — G(x) fiir K — oo Vo € R mit G stetig in z;
G ist wachsend und rechtsseitig stetig.

Bleibt zu zeigen: G ist Verteilungsfunktion, also limg_, o (G(z)) = 0 und lim,_,~ (G(2)) =
1. Ist dann P das Wahrscheinlichkeitsmaf} zu G, so folgt P, = P

Sei also € > 0. Da {P,, | n € N} straff ist = Ja,b € R mit P,([a,b]) >1—€Vn €
N. = F,(a) <eVneN.

G hat hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen. = dc¢ < a, in dem G stetig.
= G(c) = limp00(Fp,(c) <e = G(z) <eVx<ec

Also: Ve >0 JeceR: Ve<cgilt0<Gx)<e = limy_o(G(x))=0und
limg_yoo (G(2)) = 1. n
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Satz 5.9 (Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen)
Es seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen, ¢, ¢1, ¢o, ... die zugehorigen charakteristi-
schen Funktionen. Dann gilt:

X, b5 X = $.(t) = () VtER

Beweis
“=7": Sei t € R. x+ cos(tz), x + sin(tz) sind stetig und beschrankt.

SatzBA 4 (£) = Ecos(tXn) + iEsin(tX,) — Ecos(tX) +iEsin(tX) = o(t).
“<”: Wir zeigen zuniichst: {PX» n € N} ist straff. C-wertige Version von Fubini II

liefert Vo > 0.
) )
(15/_5(1—%(15))0115 _ /((15/_6(1—em)dt)PXn(dx>

_ 2/(1 B Sin(ém))PX"(dx)
—_————

ox

>0

_ Xn T
> 2/x|22(1 ‘5$|)P (dx)

/ (1= o (8))dt "25° /5 (1= o(t))dt

=

= dng € N, so dass %f (1—pn(t))dt <eVn >mng. = PX([-2,2]) > 1—cVn >
no.

AuBlerdem: Vn € {1,...,n9—1} Ja, > 0mit PX"([~ay,a,]) > 1—e da PXn([-m,m]) —
1 fiir m — oo.

Insgesammt: Sei a := max{al,...,ano,l,%} = PXv([~a,a]) > 1—¢cVn € N =
{P%n n € N} ist straff.

Annahme: X, 4 x gilt nicht.

= Jdz € Rmit P(X =2) =0und P(X, <z) A P(X <z),n — .

d.h. 3¢ > 0 und eine Teilfolge (X, Jreny mit |P(X,, < z)— P(X <z)| >eVk e
N (x).

{P%n k€ N} ist ebenfalls straff 28 5 Teilfolge (Xnkj )jen und ein W'mafl Py mit

Xn
Pk —> Po
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Sei g charakteristische Funktion zu Fy. Also folgt mit der Hinrichtung: Py, (t) —
Kor.5.1

wo(t) = ¢(t) " E" Py = PX, also Xnkj 4 X und damit P(Xnkj <z)— P(X <ux).
Wid zu (). n
Wir benétigen noch folgendes technisches Hilfslemma:

Lemma 5.2
Fiir alle z1, ..., zn, w1, ..., w, € {z € C||z| < 1} gilt:

n n n
\sz—Hwk\SZ!Zk—wk\
k=1 k=1 k=1

Beweis

n n n n n n n
\sz—Hwk\ < \sz—wlnzkl+|w1sz—wlesz]—i—--'%—\wl...wn_lzn—Hwk]
k=1 k=1 k=1 k=2 k=2 k=3 k=1

n n n—1
= IZ1—w1||HZk|+|22—w2|\w1H2k|+---+|zn—wn||Hwkl
k=2 k=3 k=1

S—— —— N——
<1 <1 <1

Hauptsatz des Abschnitts:

Satz 5.10 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy)

Fiir jedes n € N seien X,k = 1,...,r, unabhingige Zufallsvariablen (nicht not-
wendig identisch verteilt) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (S, Ay, Py) mit Var(X,;) =
agk < 00 und EXp, = pin < 00. Es sei s% = 22"21 ng > 0. Ist dann fir alle e > 0

die Lindeberg-Bedingung

(L) lim L > / (Xnk — tink)2dP, =0

n k=1 |Xnk7:ufnk|>55n
erfillt, so gilt mit n — oo:

1 & d
—> (Xt — k) > Z , Z ~N(0,1)
Sn
k=1

Bemerkung 5.1 1. Die Lindeberg-Bedingung schliefit einen dominierenden Ein-

fluss eines einzelnen Summanden X5 auf die X1+ - -+ X5, aus. Insbesondere

gilt:

max{o2,|1 < k < r,} = o(s?) fiir n — oo

2. Der ZGWS hat eine lange ,, Verbesserungsgeschichte“hinter sich. Gelegentlich
ist die Lyapunov-Bedingung einfacher zu verwenden:

1 1 Tn .o .
lim 2446 ZEOXnk — Mnk|2+6) =0 fireind >0

n—oo Sn, —1
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3. Der Satz liefert eine Begriindung fiir die ,, Allgegenwart® der Normalverteilung.

Ein wichtiger Spezialfall ist

Satz 5.11 (ZGWS St. I)
Es seien Y1,Ys, ... w.iv. ZV mit EY; = p < 0o und 0 < Var(Y1) = 02 < co. Dann
qgilt:

YVi4+...V. —
1+ n nuiZwN
V/no

Beweis Sei X,;, := Yk, 7 = 1, (Q, An, Pn) = (2, A, P). Es gilt: s2 = no? und

(0,1)

1 & 1
2> (Xuk — i) ?dPy = — (Y1 — w)?dP =: I,
n =1 | Xnk—Hnk|>esn g |Y1—/,L1|>8\/’EO'

Da z, = l(eﬁmm)ﬂ}ﬁ — ) (Y1 — p1)? < (Y1 — p1)? und limy, 00 2, = 0 folgt mit
majorisierter Konvergenz, dass lim, o I, = 0. Also ist die Lindeberg-Bedingung
erfiillt und die Behauptung folgt mit Satz ™

Beweis Beweis von Satz [5.10)
0.B.d.A: ppr = 0 und s, = 1. Anderfalls ersetze X, durch Xuk—fnk

S

Idee: Verwende S Sei ¢, die charakteristische Funktion von Xni und g, die

+2
von 32y Xkt s, (8) = [IiZy onnk(t) = a(t) = €72
Zu zeigen:

l—n[ ¢nk(t) — ¢z(t) = €_§ vVt eR
k=1

Mit Lemma (m = 3):

ita : Lo o - Jtef? 2
e —(1+ztm—§t )| < mm{T,\tz\ } VzeR
< mintaf?, 2]}

Integral iber x liefert (beachte: EX = 0)

1 .
Oy (1) — (1= 51202, )| < Emin{[tX,, |, [1X, '} =: My,

Sei € > 0 beliebig. Es gilt

M,, < / [t X, [PdP, + / |t X, |*dP,
\Xnk|§6 |Xnk\>s
3 2 2 2
< JtPeo?, + / X2 dP,
| X, |>e

Tn Tn
= ) M, <[tPe+#? Z/ X2 dP, "= et +0 folgt mit (L)
k=1 k=1 [ Xny|>e
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Mit e | 0 folgt:

lim =0 VteR (1)

(1) — (1= 31%0%)

Behauptung: limy o0 | [T} ¢, (£) — [Ty (1 — 58702, )| =0 VieR (2)

Beweis: Ve > 0 gilt:
on < / X} dP, +¢€°
\Xnk\>5

Nk

— limsupmax{aikﬂ <k<ry}

n—0o0
Tn
< lim 2+ / X2 dp,
n%oo( ; ank|>€ nk n
L
@ 240

Mit ] 0:
lim max{aikﬂ <k<r,}=0 (3)
n—0o0

= Vt € R,dng € N, so dass Vn > ng : |1 — %tQC’%k‘ <1 Vk €

{1,...,r0}
= Fiir n > ng laBt sich das [] in (2) nach Lemmal5.2)durch die Summe

in (1) abschétzen, d.h. (1) = (2)
Es bleibt zu zeigen:

Tn

T
. 7 Lo o Lo o\
nh_rg)lo \ k”l exp(f§t ) — k”l(l - 575 o, )| =0 VteR

_ 1,2
—e 3t

Behauptung fogt mit Lemma falls

Tn

Jim

k=1

=0 (4

1 1
exp(—itzagk) -1+ 5152072%

Fiir z € R mit [z] < § gilt |e” —1 — 2| < $3°°7, o) < 2?

T T
= 1 1 1 =
— E |exp(—§t2072lk) -1+ §t2aik| <t E crflk

k=1 —— k=1

=T

Tn
(3
Wegen > i, op < max{oz [1 <k <r,}- Zagk noos(3)
k=1

1

Also (3) = (4)
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Beispiel 5.3 (Rekorde)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X7, Xo, ... eine Folge von unabhéngi-
gen identisch verteilten Zufallsvariablen darauf mit absolutstetiger Verteilungsfunk-
tion F. Setze:

R, =

1, falls X,, > X;,¢i=1,...,n—1
0, sonst

R, =1 <= n-ter Versuch ist ein Rekord. F stetig = P(X; = X;) =0Vi#j

= A ={weQFi#j, Xi(w) = Xj(w)}
= U x=x;
§,jEN,i#j

= P(A) =0

Sei S, die Menge der Permutationen der Zahlen 1,...,n. Sei ¥,, : Q — S,, gegeben
durch
Uy, =7 <= X;1) < Xr@) < < Xam)

W, ist messbar, da W ({7 }) = L1 { X)) < Xt} Beispiel = (Xra),-- > Xa(n) 4
—_—

€A
(Xl,.. . ,Xn) Ve S,.
Ist B:={(z1,...,2p) € R"z1 < --- <z} so gilt:

((Xﬂ'(l)? s 7X7r(n)) € B)
((X17"'aXn) € B)
= P(V¥, =1id) unanhéngig von 7

PU,=7) = P
=P

= P(U,=m)=2LVres, und
P(R, =1) = P(¥, € {r € Sy|n(n) =n}) =1
= R, ~ B(1,1) sind also nicht identisch verteilt
Wegen {Rp+1 =1} N{¥,, =7} ={Vp41 = 7} mit

() = {ﬁ(i) i<n

n+1l ,i=n+1

folgt:
1
PV, =mRy41=1) = RN =P, =7m)P(Ryy1=1) VmesS,
—1 1
n! n—+1

= U, und R,y sind unabhéngig

= Da (Ry,...,R,) =G(¥,) sind R,4+1 und (Ry,..., R,) unabhingig
- P(Ru:]l,;Rzn:]n):

P(RZ1 :jl)"'aR’in_l :]n_l)P(Rzn:]n):
P(R;, = j1) ...  P(R;, = jn) fir iy <io < ... <'ip,J1,.--+Jn €
{0,1}.

—> die Zufallsvariablen (R,,),en sind unabhéingig
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Wie viele Rekorde gibt es unter den ersten n Versuchen?

=1
Es gilt:
n n 1
ES, = - -
S.=) BR=Y
k=1 k=1
1 1 "1 1
Var(s) = S V() = 10— =3 Y
k=1 k=1
Insbesondere:

)

1

logn logn

Mit dem zentralen Genzwertsatz (ZGWS) bekommen wir genauere Aussagen: Sei
1

Xn, = Ri,rn =n = s, = (Var(5,))2

Uberpriifen der Lyapunov-Bedingung (6 = 1):

1 1\* 2
E|Ry — ER,P=P[Rr=1)1- )P +PRp=0) () <>
~— N — k —— \ k k

e

==
|
e

1 - 1 2
— 0< 5 \Rk—ERkP = — 0 fiir n — oo
o j= S j= k
Der Zentrale Grenzwertsatz (Satz[5.10)) liefert
- K
SnZBESn 4y no,1)
Var(Sy)
bzw. o
w LN N(0,1)
log(n)
Also fiir grofe n: P(log(n)—1,96+/log(n og(n)+1,96+/log(n)) ~ P(—1,96 <

Z <1,96) = 0,9.

Beispiel 5.4 (G. Polya, 1930: Eine Wahrscheinlichkeitsaufgabe zur Kundenwer-
bung, oder: “Coupon Collector’s Problem”)

Urne mit n verschiedenen Kugeln, Ziehen mit Zuriicklegen

Sy = Anzahl der Ziige, bis 7, = [¢-n], 0 < ¢ < 1 verschiedene Kugeln gezogen wer-
den. Es sei X,z = Anzahl der bis zum Erhalt einer neuen Kugel nétigen Ziige, wenn
bereits k — 1 verschiedene Kugeln gezogen (und zuriickgelegt) wurden. X,,; := 1.
X ~ Geo("=EH) dh. P(Xpp = j) = (L)t n=ktl =12

Falls Y ~ Geo(p), p € (0,1] mit Y =1 bei p = 1, gilt:

EY =1, Var(Y) = lp;f EY*< 2

Fir S, = Xp1 + -+ + Xy, erhalten wir u, = ES, Zk = k+1 und 8,21 =
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k-1
Var(S,) = > ", (2T k+1 =ny " m
Wir priifen die Lyapunov—Bedlngung mit § = 2: Fir Y ~ Geo(p) gilt:

1 1 1 25
EY - =)' < E(max{Y,-})' < EY'+ — <=
p p
Insbesondere ist damit
n i 1 1
- 4 <95. - <25.[¢pn]-——m— = )
> ElXuk — pl* < 25 ey S B g = 0w
k=1 k=1 n

Wegen 52 > n- LS (k—1) =2 10y — 1) 1y > o

damit
Tn

1
lim (5 ZE!Xnk — unk|*T?) = 0.

TLA)OO Sn 1

Also folgt mit dem Zentralen Grenzwertsatz:

—E
Sn=BS 4y N1
Var(Sy,)
Weiter gilt: £ ES, = >3 & - 1= k — =dz+0(2) = fr dz+0O(%) =

fo —dz + O( ) = —log(1 — ¢) + O( ).
Analog. llmn_>oo( Var(S2)) fo = x)2 dzr = 1f¢ +log(1 — ¢).

Mit a(¢) = — log(1 — ¢), b(¢) := \/g +log(1 — ¢) folgt:

Sn —a(P)n 4 -
NN — Z ~ N(0,1)

Beispiel (Numerisches Beispiel)
Wie grof muss ihr Bekanntenkreis sein, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von min-
destens 0,95 an 180 Tagen im Jahr Geburtstag gefeiert werden kann?

Also:n =365, 6= 190 5 <k o= UM _ kal@n

3657 TONRRCONE
~7
CD(kbngC;i%n) >0,05 <= k>a(d)n+1,645 b(o)y/n — k> 266.

=1,645
Fiir ¢ = 1 kann man den Zentralen Grenzwertsatz nicht mehr anwenden:

—k
™n = N, Var( n) = ”Zk 1 n— k+1)2 = ”22:1 nk2 = ”222:11%2 *”22:1% =
Var(X,,n) = 1;” =n?+o(n?) = bei groflem n steckt etwa % ~ 0,61 der Varia-

|

bilitét der Summe im letzten Summanden. Wir kénnen jetzt eine andere Skalierung
finden, allerdings ist die Grenzverteilung dann keine Normalverteilung mehr!
Sei A, ; das Ereignis, dass die Kugel 7 in den ersten m Ziehungen nicht auftaucht
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= {S, >m} =, Am,.

(Sy ist die Anzahl der Ziige, bis alle n verschiedenen Kugeln mindestens einmal ge-
zogen worden sind)

Mit der Siebformel:

n

k n—1
P(S, >m) = Z(_l)k-l—l Z P(ﬂ Apm,) = Z(_l)k-i-l <Z> 1- %)m

k=1 1< <ig << <n =1 k=1

Sei ¢ € R fest, m;, = [nlog(n) + ¢cn]. Fur = > —1 gilt log(l + ) < z. Da-
mit: log ((Z) (1- %)m"> < klog (n) — log (k!) + log (1 — &) (nlog (n) + cn — 1) Sﬁ'
klog (n) — log (k!) — % (nlog(n) +cen—1) < —ck + % — log (K!)

= [ () 6-2)"

. Mn 1
Ahnlich: lim (—1)"™ (n) <1 - k) = (-1 Ze % vEkeN.

1 k
< o exp(ﬁ —ck) VYeceR.

n—00 k n k!
Insgesamt:
n —nl
lim (P <Snog(n) > c)) = lim (P (S, > my))
n—o0 n n—00

maj. Konv. ?JE‘;@ <(_1)k+1 (Z) <1 - Dm)

k=1

kL
S

c

= 1—e

Das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, 98) mit der Verteilungsfunktion F(z) = e™¢ " Va €
R heifit Gumbel-Verteilung.
Also gilt:

Sy, — nlog(n)

i) Z ~ Gumbel.
n

Beispiel (Variation des numerischen Beispiels von oben)

Der Bekanntenkreis soll jetzt so grofl sein, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 0,95 téglich gefeiert werden kann.

= k > 365 - log(365) - 365 - 2,97 ~ 3237,51 (7)






