
9 Konvergenzsätze für Martingale

Im Folgenden sei (Ω,A, P ) ein W’Raum, (Fn)n∈N eine Filtration und F∞ := σ(∪n∈NFn).

Definition 9.1 Sei X1, . . . , Xn eine Folge von ZV und −∞ < a < b <∞.
Un[a, b] sei die Anzahl der aufsteigenden Überschreitungen des Intervalls [a, b]
durch X1, . . . , Xn also

Un[a, b] = max{k ≤ bn
2
c | ∃ Indizes 1 ≤ i1 < · · · < i2k ≤ n mit Xi2j−1 ≤ a, b ≤ Xi2j für j = 1, . . . , k}

Bemerkung 9.1 Wegen

{Un[a, b] ≥ k} =
⋃

1≤i1<···<i2k≤n

k⋂
j=1

{Xi2j−1 ≤ a} ∩ {Xi2j ≥ b} ∈ Fn

ist Un[a, b] eine ZV.

Lemma 9.1 Sei (Xn)n∈N ein Supermartingal. Dann gilt:

EUn [a, b] ≤ 1

b− a
E(Xn − a)−

Beweis
Sei p := bn2 c+ 1, τ0 ≡ 1 und für k = 1, . . . , p:
τ2k−1 := min{j ≥ τ2k−2 | Xj ≤ a} ∧ n
τ2k := min{j ≥ τ2k−1 | Xj ≥ b} ∧ n
Die (τk) sind Stoppzeiten mit 1 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ · · · ≤ τ2p = n und
falls τ2k−1 < n, ist τ2k−1 < τ2k.
Sei k0 := Un[a, b], d.h. Xτ2k −Xτ2k−1

≥ b− a für k = 1, . . . , k0

Xτ2k0+2
−Xτ2k0+1

6= 0 =⇒ Xτ2k0+1
≤ a, Xτ2k0+2

= Xn

=⇒ Xτ2k0+2
−Xτ2k0+1

≥ Xn − a ≥ min{Xn − a, 0} = −(Xn − a)−

=⇒
∑p

k=1(Xτ2k −Xτ2k−1
) ≥ (b− a) · Un[a, b]− (Xn − a)−

Wir zeigen jetzt: E(Xτ2k −Xτ2k−1
) ≤ 0.

Sei cj := 1{τ2k−1<j≤τ2k}. (cj)j≥2 ist vorhersehbar.

{cj = 1} = {τ2k−1 ≤ j − 1} ∩ {τ2k ≤ j − 1}C ∈ Fj−1

Sei Yn = X1 +
∑n

j=2 cj(Xj −Xj−1), n ∈ N; Y1 := X1.
Satz 8.4
====⇒ (Yn) ist ein Supermartingal.
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=⇒ EYn = E]X1 +
n∑
j=1

cj(Xj −Xj−1)]

= EX1 + E[Xτ2k −Xτ2k−1
]︸ ︷︷ ︸

≤0

≤ EY1 = EX1

=⇒ Beh. �

Satz 9.1 (Vorwärtskonvergenzsatz von Doob)
Sei (Xn)n∈N ein (Fn)n∈N-Supermartingal mit der Eigenschaft supn∈N{E|Xn|} <∞.
Dann existiert eine F∞

1 -messbare Zufallsvariable X∞ mit E|X∞| <∞ und limn→∞Xn =
X∞ P − f.s.

Beweis
Sei N := {ω ∈ Ω | lim infn→∞{Xn(ω)} < lim supn→∞{Xn(ω)}} und
U∞[a, b] := limn→∞{Un[a, b]} (existiert, da Un[a, b] wachsend)
=⇒ N = ∪a,b∈Q, a<b{ω ∈ Ω | U∞[a, b](ω) =∞}
Lemma 9.1
======⇒ (b− a)EUn[a, b] ≤ E(Xn − a)− ≤ |a|+ E|Xn| ∀n ∈ N
Mit der Voraussetzung und monotoner Konvergenz: EU∞[a, b] <∞.
=⇒ P (U∞[a, b] = ∞) = 0 =⇒ P (N) = 0, da N abzählbare Vereinigung von
P -Nullmengen. Außerdem: N ∈ F∞.

Sei X̃∞(ω) :=

{
limn→∞{Xn(ω)} ω ∈ NC( evtl. X̃∞(ω) =∞)

0 ω ∈ N

=⇒ E
∣∣∣X̃∞∣∣∣ = E

[
lim inf
n→∞

{|Xn|}
]

Lem. von Fatou
≤ lim sup

n→∞
{E|Xn|}

≤ sup
n∈N
{E|Xn|}

< ∞

Sei Ñ := {ω ∈ Ω | X̃∞ ∈ {−∞,∞}} =⇒ P (ñ) = 0
folgtX∞ := X̃∞ · 1ÑC erfüllt die Bedingung. �

Bemerkung

(i) (Xn)n∈N mit der Eigenschaft supn∈N{E|Xn|} <∞ heißt L1-beschränkt.

(ii) Bei Supermartingalen folgt die L1-Beschränktheit aus supn∈N{EX−n } < ∞,
also z.B. falls Xn ≥ 0.

1F∞ = σ(∪n∈NFn)
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Beispiel 9.1 (Verzweigungsprozesse)
Es sei {Ynk |n, k ∈ N} eine Familie von unabhängigen und identisch verteilten N0-
wertigen Zufallsvariablen.

Pj := P (Ynk = j) ∀j ∈ N0

Sei (Zn) definiert durch

Z1 := 1, Zn+1 :=

Zn∑
k=1

Ynk ∀n ∈ N0 und µ :=

∞∑
k=1

kpk <∞

Fn = σ({Ymk | k ∈ N, m ≤ n− 1})

Es gilt:

E [Zn+1 |Fn] = E

[
Zn∑
k=1

Ynk |Fn

]

= E

[ ∞∑
l=0

(
l∑

k=1

Ynk

)
· 1{Zn=l} |Fn

]

=
∞∑
l=0

E

[
l∑

k=1

Ynk |Fn

]
︸ ︷︷ ︸

=E[
∑l
k=1 Ynk]

·1{Zn=l}

=
∞∑
l=0

l · µ · 1{Zn=l} = µ · Zn

Sei Xn := Zn
µn =⇒ (Xk)k∈N ist ein (Fn)n∈N-Martingal.

Insbesondere gilt:

EZn = µn · EXn = µnEX1 = µn−1EZ1 = µn−1 (∗)

(Xn)n∈N ist L1-beschränkt, da E|Xn| = EXn = 1
µ ∀n ∈ N.

Satz 9.1
====⇒ ∃X∞ mit Xn → X∞ P − f.s. .

Falls µ < 1:
(*)
=⇒ P (Zn ≥ ε)→ 0 (n→∞) =⇒ X∞ ≡ 0

Falls µ = 1: Xn ganzzahlig =⇒ Folge irgendwann konstant. Wenn P1 6= 1 =⇒
X∞ ≡ 0
Falls µ > 1: X∞ ist nicht degeneriert. P (X∞ = 0) ist Lösung von g(z) = z, wobei g
erzeugende Funktion von Y ist.
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