9 Konvergenzsitze fiir Martingale

Im Folgenden sei (€2, .4, P) ein W' Raum, (F,, )nen eine Filtration und §Foo := 0(Upnendn)-

Definition 9.1 Sei X1,...,X, eine Folge von ZV und —o00 < a < b < 0.
Upla,b] sei die Anzahl der aufsteigenden Uberschreitungen des Intervalls |a, b
durch X1, ..., X, also

Unla,b] = max{k < ng | 3 Indizes 1 <y < -+ <idgp <nomit Xy, , <a,b< X, firj=1,...

Bemerkung 9.1 Wegen

k
{Un[avb] > k} = U ﬂ{Xi2j71 < a} N {Xi2j 2 b} € Sn

1<iy < <igp<n j=1

ist Upla, b] eine ZV.
Lemma 9.1 Sei (X,,)nen ein Supermartingal. Dann gilt:

1
EUTL [a, b] S mE(Xn — a)_

Beweis
Seip:=|5]+1, o=1undfirk=1,...,p:

Tok—1 :=min{j > 12 | X; <a}An

To 1= min{j > Top—1 | X; > b} An

Die (7) sind Stoppzeiten mit 1 <7 <1 <--- <79, =n und
falls Top_1 < n, ist Top_1 < Tok.
Sei ko := Uyla,b], dh. X, — X

e > b—afirk=1,... ko
XTQkOJr2 —XT%0+1 #0 = X <a, X
= X - X

T2k +1 2ko+2 Xn
Tokg 42 Tokgs1 = Xn —a = min{X, —a,0} = (X, —a)”
— Zi:l(XTzk N XTQk—l) > (b - a) ’ Un[a’ b} - (Xn - a)_
Wir zeigen jetzt: E(X,,, — Xr,,_,) <O0.
Sei ¢j = 1{7,, ,<j<ry}- (¢j)j>2 ist vorhersehbar.
{ej =1} ={rp1 <j— 13 {me <j -1} €F
Sei Y, = X1 + 2?22 Cj(Xj — Xjfl), neN; Y = Xy.

SatzE4 (Y},) ist ein Supermartingal.
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86 KAPITEL 9. KONVERGENZSATZE FUR MARTINGALE

n
= EY, = EJXi+)» ci(X;—X;1)]
j=1

= EX;+ E[X7'2k - XTQk—l]

<0

< EYi=EXy

=—> Beh. ]

Satz 9.1 (Vorwirtskonvergenzsatz von Doob)

Set (Xn)nen ein (§n)nen-Supermartingal mit der Eigenschaft sup,,cn{E|Xn|} < 00.
Dann existiert eine &Xﬂ -messbare Zufallsvariable X oo mit E|X | < 00 undlimy, oo X, =
X P —fs.

Beweis

Sei N :={w € Q| liminf, ,,{X,(w)} < limsup,,_,{Xn(w)}} und

Usola, b] := lim,, oo {Uy[a, b]} (existiert, da U,[a, b] wachsend)

= N = Ua,bEQ7a<b{w € ‘ Uoo[avb](w) = OO}

LemmaB ], _ )\EUL[a,b] < E(Xy, — a)~ < |a| + E|Xn| VneN

Mit der Voraussetzung und monotoner Konvergenz: EUx [a, b] < cc.

— P(Uxla,b] = 0) =0 = P(N) =0, da N abzéhlbare Vereinigung von
P-Nullmengen. Auflerdem: N € §.

Sei Koo (1) = {limn_)oo{Xn(w)} w € N9 evtl. Xoo(w) = 0)

0 weN

— E‘Xoo‘ - E [liminf {| X[}
n—o0
Lem. von Fatou

limsup {E| X,|}

n—oo
< sup { ] X[}
neN
< o0

Sei N := {ng\Xooe{—oo,oo}} = P(n)=0
folgtX := Xoo - 1 5 erfiillt die Bedingung. n

Bemerkung

(i) (Xn)nen mit der Eigenschaft sup,,cn{E|Xn|} < oo heifit L'-beschrénkt.

(i) Bei Supermartingalen folgt die L!-Beschrinktheit aus sup,.ny{EX,, } < oo,
also z.B. falls X, > 0.

1Soo = U(UnENSn)
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Beispiel 9.1 (Verzweigungsprozesse)
Es sei {Y x| n,k € N} eine Familie von unabhéngigen und identisch verteilten Ny-
wertigen Zufallsvariablen.

Pj:i=P(Yy=j) VjeNg

Sei (Zy,) definiert durch

Zn 00
Zv =1, Zpy1 = ZYnk Vn € Nog und p := kak < 00
k=1 k=1

Sn=0{Ymir | k€N, m<n—1})
Es gilt:

E[Zn—i-l‘gn] = E

Zn
k=1

l
( Ynk) . 1{Zn:l} |gn]
=0 \k=1

o) l
= Y E ZYnHSn] Liz,=1}
1=0

k=1

:E[ZL:1 Ynk]

= Zl‘u‘l{znzl}Z,u‘Zn
1=0

= F

M8

Sei X, := % — (Xg)ken ist ein (Fn)nen-Martingal.
Insbesondere gilt:

EZy=p" - EXy = p"EX1 = " 'EZ = "1 (%)

(Xn)nen ist L'-beschréinkt, da E|X,|= EX, =} VneN,

Sa2BI 3%, mit X, > Xoo P —fs. .

Falls,u<1:(:LP(Zn26)H0(n%oo) = X =0

Falls y = 1: X,, ganzzahlig = Folge irgendwann konstant. Wenn P, #1 —
X =0

Falls p > 1: X ist nicht degeneriert. P(X = 0) ist Losung von g(z) = z, wobei g
erzeugende Funktion von Y ist.
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