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1 MaB-Integral und Erwartungswert

Stochastik I: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) bestehend aus:
(i) © # 0 bel. Menge, der Ergebnisraum

(i) A C P(Q) eine o-Algebra, d.h.
e Nc A
e Ac A = A°c A
e A, Ay,...e A = 2, A4ie A
(iii) P: A — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf, d.h.
o P(Q) =1
o Ay, Ay, ... € A, paarweise disjunkt = P> 2, A4;) = > .2, P(4)
(o-Additivitét)

Statt das Wahrscheinlichkeitsmafles P betrachten wir jetzt eine allgemeine Funktion
w: A— Ry U{oco}, die beliebige positive Werte annehmen kann.

Definition

Sei (2, A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung p: A — Ry U{oco} heifit Maf$ auf
(2, A), wenn p(0) =0 und p(3 ;2 Ai) = >0, w(A;) fiir alle paarweise disjunkten
Ereignisse A1, Aa, ..., (A, 1) heifst MafSraum.

Bemerkung
Da p(A) = oo moglich, definieren wir: a + 0o = 0o Va € RU {oo}.

Definition
Sei p ein Maf$ auf (Q, A).

1. p heifst endlich, falls u(2) < oo,

2. p heif$t o-endlich, falls 3 eine Folge (A;),i € N, A; € A mit |J;2; A = Q und
u(A;) < oo Vi e N.

Beispiel 1.1

a) Sei (€2,.A) ein messbarer Raum, w € (2 fest.
1 A
5u(A) = {  WE
0, sonst

fir A € A definiert ein Maf3.
dw heifit Einpunktmafl oder Dirac-Maf3 im Punkt w. Da §,,(2) = 1 ist 4,
sogar ein Wahrscheinlichkeitsma$.
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b)

c)

1= cq v ist das abzéhlende Maf auf €.
(Falls |A| < 0o : u(A) = |A| Anzahl der Elemente in A.)
w ist endlich < € ist endlich,
W ist o-endlich < € ist abzdhlbar.

Sei 2 =R, A =B(R) Borelsche o-Algebra.

B(R) = o({(a,b], —00 < a<b<oo})=o0(e) := N A

=: E}rzeuger A o-Algebra,eCA

Sei a,b € R mit a < b. Durch A\((a,b]) := b — a wird auf (R, B(R)) ein Ma8

definiert, das sogenannte Lebesgue-Maf3. Die Eindeutigkeit von A folgt aus

dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle:

Sei A = o(¢) und € durchschnittsstabil (d.h.: A,B € ¢ = ANDB € ¢). Weiter

seien p1, po MaBe auf A mit py(A) = p2(A) VA € e. 3 eine Folge (Ap)nen C €

mit 4, T Q und p1(A,) = pe(Ay) < 0o Vn, so gilt u; = po.

Eine nichttriviale Aufgabe ist es hier zu zeigen, dass A auf ganz B(R) zu ei-

nem Maf fortgesetzt werden kann. (gezeigt von Carathéodory; s. z.B. Henze,

Bauer)

Bei @ = R = RU {00, —o0}, ist B(R) := {B c RIBNR € BR)} =

{B,B U {xx},BU{—},BU {co,—x}|B € B(R)} eine o-Algebra (analog

B((—00,00)) und A(B) = A(B) VB € B(R) und A({o0}) = A({—0}) =0

A ist nicht endlich, da A((—o0,a]) = > 02 A((a —n,a —n+1]) = oo, aber
=1

o-endlich, da |J;2,(—n,n] = R,A\((—n,n]) < oo ¥n € N.

Seien u, Mafle, n € N, so ist

00
Bi= Z bnfin
n=1

wieder ein Ma#f.
Konvention: a-0co=00-a=00,a > 0,0-00=0
Spezialfall: i, = &y, (W, € 2),06>0,> 77 b, =1

n= i bn5wn
n=1

ist dann ein diskretes, auf {w1,wa, ...} konzentriertes Wahrscheinlichkeitsmaf.

Sei G : R — R wachsend und rechtsseitig stetig (Eine Funktion mit diesen Ei-
genschaften heift mafldefinierende Funktion. Gilt zusétzlich lim,_,. G(z) =
1,limg o G(x) = 0, dann ist G eine Verteilungsfunktion.)

pa((a,b]) == G(b) — G(a)

fir a,b € R,a < b definiert ug ein Mafi auf (R,B(R)), das sogenannte
Lebesgue-Stieltjes-Maf3 zu G. (Fortsetzungsproblem analog zu c) )



Ist G eine Verteilungsfunktion mit G(z) = [*__ f(y)dy mit
200 [ sway=1,

so ist ug((a,b]) = f; f(y)dy ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit Dichte f.

Bemerkung
Viele der in Stochastik 1 fiir Wahrscheinlichkeitsmafle besprochene Eigenschaften
gelten auch fiir allgemeine Mafle u, z.B. u ist stetig von unten, d.h.

A, 1 mit| |4 =4 = pu(A) = lim (4,)
~—— ) n—00
AnCAnpr =1

Bei der Stetigkeit von oben brauchen wir eine Zusatzbedingung:

Ap | mit () Ap = A, p(4,) < 00 = p(A) = lim_fu(An)
AnDAn+l k::l

Beispiel

Lebesgue-Maf}: 4,, = (—oo, —n] |,0 = 72, (=00, —n], limy, 00 A((—00, —n]) = 00 #
0= X(0)

Definition
Seien (Q, A) und (', A") zwei mefbare Riume. Eine Abbildung f : Q — Q' heifit
(A, A")-messbar, falls

A e A vA e A

f mit dieser Eigenschaft heifst Zufallsgréfie. Ist Q' = R, dann Zufallsvariable.

Im Folgenden sei (€2, A, 1) ein Mafiraum. Ziel ist es, moglichst vielen Funktionen
f : Q — R ein Integral beziiglich y zuzuordnen. Die Konstruktion erfolgt in drei
Schritten:

1.) Sei & := {f : Q@ — R|f > 0, f ist A-messbar, f(2) endlich} die Menge der
Elementarfunktionen auf €.
Ist f(2) ={a1,...,an},a; >0, so gilt:

n
f=> oajla,
j=1

mit A; == f~}({e;}) und Q = >_j—1A;. Eine Darstellung von f mit dieser
Figenschaft heifit ,,Normaldarstellung“ von f.
Normaldarstellung ist nicht eindeutig.

Definition
Ist f eine Elementarfunktion mit Normaldarstellung f = Z?Zl a;jla;, so heifst

[ fdu =370 aju(A;) das p-Integral von f. Schreibweise [ fdu = u(f).
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Lemma 1.1 (Unabhingigkeit des Integrals von der Normaldarstellung)

Fiir zwei Normaldarstellungen

n m
F=Y ola, =) Bilp,
j=1 i=1

einer Funktion f € & gilt:

> aju(Ay) = Bin(Bi)
j=1 i=1

Beweis
Voraussetzung — () = Z Aj = Z B;
j=1 i=1
o—Add. -
= p(4;) =T ) w40 B)
i=1
wBi) = > uA;NB)
i=1
,U/(AjﬂBi)#O — AjﬁBi#(Z) — ajzﬂi
Insgesamt:
Yoau(4y) = D a; p(A4;NBy)
j=1 j=1 i=1 \B/
= Z Bin(B;) ]
i=1

Lemma 1.2 (Eigenschaften des p-Integrals)

a) [Ladp=p(A) firAe A

b) [(af)du=af fdu fir fe& a>0

¢) [(f+g)du= [ fdu+ [gdu fir f,ge&
d) f<g = [fdu< [gdp fir f,ge &

Beweis
a), b) klar



c) Sei f= Z;”:l ajla;, g = 221 Bilp,

n m
= f = Zzaleiji

j=1i=1

m n
9 = D> Bilpna,

i=1 j=1

n m
also f+g = Z Z(aj + Bi)1a;nB;

j—l i=1

= u(f+g9) = ZZCYJ‘F,& (A; N By)

j=11i=1

= S oY uANB)+ Y B> ulAj N By)
j=1 =1 =

= u(f)+ pg)

d) folgt mit gleicher Darstellung wie in c) m

Bemerkung

a) Ist f = Z _1a;14; € &, aber nicht notwendig eine Normaldarstellung,

so folgt aus Lemma ¢) [ fdu= > =1 ajp(A;)

b) Ist (€2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R4 eine Zufalls-
variable mit endlich vielen Werten {z1,...,x,}, so gilt:

[ xar - ij “1({z;))
= ij ({z;})

(4 = X '({z;}))
Also: [ XdP = EX

2.) Sei £t == {f : Q — R|f > 0, f ist A-messbar}. Wichtig: Elemente von £
kann man beliebig gut duch Elemente aus £ approximieren.

Satz 1.1
Zu jedem f € ET gibt es eine wachsende Folge (up)nen aus € mit u, T f, d.h.
Up < Upy1 und limy, o0 Uy, = f (Jeweils punktweise).
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Beweis
Sei a,, : R — [0, 00] gegeben durch:

0, fallsz<0
an(z) =< 4, falls & <z < j=0,1,...,02" 1

n, fallsx>n

(Hier fehlt ein Bild)
oy, ist B-messbar. a,, T und lim, o ap(z) = z fiir n — oco. Sei uy, := ay o f.
Dann gilt u, € £ und u, 1 f. n

Bemerkung
Ist f beschriankt, so konvergiert die Folge (u,) gleichmifig gegen f, d.h.

limy, 00 SUP,,cq | f(w) — up(w)| = 0.

Definition
Sei f € ET und (uy) eine wachsende Folge aus € mit limy, o0 u, = f. Dann

heifSt
/fd,u = nh_}rgo/undﬂ

das p-Integral von f. Wir zeigen, dass [ fdp wohldefiniert ist.

Lemma 1.3
Sind (uy) und (v,) wachsende Folgen aus € mit limy, o0 Uy = limy, 00 Uy, SO
gilt:

n—00

lim [ updp = li_>m / vpdp
n—oo

Beweis

Wir zeigen zunéichst: limy, oo 4y, > v mit v € € = p(v) < limy—yo0 p(uy)
Denn: Sei v = 3770 a;jla; (a; > 0,4; € A) und 0 < ¢ < 1 beliebig. Sei
By, = {w|up(w) > cv(w)} € A. Da u,, > cvlp, folgt:

p(un) = cp(vlg,) ()

Nach Voraussetzung: v < limy, o0 U, un T = B, TQ,A; N B, 1 A;

= u(v) = Y aju(A)) = lim Y aju(A;NBy)
j=1 j=1

= lim p(vlp,)

Nehme lim;, o0 in ():limy, 00 p(un) > cpu(v). Da ¢ < 1 beliebig war, folgt die
Behauptung.
Jetzt zur eigentlichen Aussage: Es gilt: vy < limy, o0 tp, U < limy, oo Uy

p(og) < limp o0 p(un), p(ug) < limpeo p(vn), VEk € N
limg_,~ bei beiden Ungleichungen = Behauptung. ™

Hilfsaussage
_>
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Bemerkung

a) Die letzten beiden Definitionen sind vertréiglich

b) Die Eigenschaften von Lemma 1.2 gelten weiter.

f: Q — Rist A-messbar (ohne Vorzeichenbeschrinkung). f* := max{0, f}, f~ :
_min{ovf}vf:f+_f—7‘f| :f++f_

Definition

Eine A-messbare Funktion f : ©Q — R heifit p-integrierbar, falls [frdp <

oo, [ fdp < oo. In diesem Fall heifst [ fdu = p(f) = [ fTdu— [ f~dp das
u-Integral von f.

Schreibweise: [ fdu = [ flw)p(dw) = [o fdu; [y fdp:= [ f-Ladu

Bemerkung a) Die letzten beiden Definitionen sind vertréiglich

b) Falls mindestens einer der Werte [ f*du, [ f~dp endlich ist, so heifit f
quasi-integrierbar.

c) Ist (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — R eine Zufallsva-
riable, so gilt: FX existiert <= X ist P-integrierbar. In diesem Fall:
EX = [ XdP

d) Offenbar gilt: f ist integrierbar <= |f| ist integrierbar

Satz 1.2 (Eigenschaften des p-Integrals)
Es seien f,g: Q — R p-integrierbar und ¢ € R. Dann gilt:

a) cf und f+ g sind p-integrierbar und

/cfdu = c/fd,u
/(f+g)du = /fdu+/gdu

b) f<g = [fdu< [gdu
o) | [ fdul < [|fldu

Beweis a) «) Seic >0 (analog ¢ <0): (¢f)T =cfT,(cf)” =cf”

Also ist ¢f integrierbar: Satz LY Jul 1t fHut e

/ cffdy = nl;rr;o cutdp
_ - +
= c nh_)nolo / uy dp

= C/f+du

Analog f~.
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B) 1f +9l < If|+lgl — f+g printegrierbar.
Sei zuniichst f,g € £ %; Jun T foon T g,un,vn € €& = up+uv, T
f+gup,+v, €E
Mit Lemma 1.2 folgt:

/(f+g)du = lim [ (un +vp)dp
= lim (/undu+/vndu)
n—oo
= i [t [

= / fdp+ / gdp
Sei jetzt f, g beliebig

f+9T—(+9) =f+9=fT—-f+9"—-9g = ([f+9T+
e =+ + T+t = [(frotdut [fdp+ [g-du=
J(f+g)~du+ [ frdu+ [gTdu
= [(f+g9)du= [(f+9)tdu— [(f+g)du= [frdu— [fdp+
[otdu— [gdp= [ fdu+ [ gdu

b) vergleiche Ubung

b) mit g = |f]|
>

o) f<Ifl,—=f<Ifl Behauptung -

Bemerkung Ist 1 = A das Lebesgue-MaB, so heit [ fdu = [ fd\ Lebesgue-
Integral.

Beispiel 1.2  a) Sei d,, das Dirac-MaB, f : Q — R ist §,-integrierbar falls f(w) <
oo und dann gilt

JEER®

Denn: Sei f € & = [ =37 0a;1y;, = [fdd, = 37 a;0u(A)) =
ag -1 = f(w)

FEET tun 1 f, [upddy = up(w) 1 f(w)

[ allgemein = f = ft— f~

b) Sei (i) eine Folge von Mafen und pu = >.00 | piy,. Fiir f: Q — R gilt:

[ ist p-integrierbar <= >27% ['|f|du, < oo
[ fdp =302 [ fdu, (vergleiche Ubung)

Spezialfall: (2, A) = (N, P(N)), pp = >, 0, (Z&hlmaB auf N)

[ ist p-integrierbar <= >, | f(n)| < oo, dann [ fdpu =>"7", f(n).
Summation ist ein Spezialfall von Integration. Sei Q@ = {wi,wo,...}, A =
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P =P =30 pnlu, mit p, > 0,> 2 p, = 1 (Wahrscheinlichkeits-
maf).
Sei X : Q — R eine Zufallsvariable:

[e.e]
EX existiert <= Z |X (wn)|pn < 00 <= XistP-integrierbar

n=1

EX = Z;X(wn)Pn = Z;X(wn)P({wn}) = /XdP

Sei Q = [a,b] und A = B,y = {AN[a,b]|A € B} (Spur von B auf [a, b])
u(A) == A(A) VA e A Ist f: Q — R messbar und f Riemann-integrierbar, so
ist f auch p-integrierbar und es gilt:

[ = [ s

(Hier fehlt ein Bild zur Veranschaulichung)
Das Lebesgue-Integral ist eine Erweiterung des Riemann-Integrals:
Sei f = 1gn,1]- [ ist nicht Riemann-integrierbar. Da f € £ gilt:

/fd)\:O-A(QCﬂ[0,1])+1-)\(Qm[0,1]):0

Das letzte Gleichheitszeichen gilt wegen:
(1) A({a}) =0, da{a} =NLy[a,a + ;)
(i) ACE{ai}) = 221 Aai}) =0

Vorsicht bei uneigentlichen Riemann-Integralen! fooo Si%dx ist Riemann-integrierbar,
aber nicht Lebesgue-integrierbar.






2 Eigenschaften des MaB-Integrals

2.1 Konvergenzsatze

Im Folgenden sei (2, A, 1) ein Mafiraum und f, f1, f2,... :  — R messbare Funk-
tionen.

Satz 2.1 (Satz von Beppo Levi, Satz von der monotonen Konvergenz)
Sind f, f1, fo,... >0 mit f, T f, so gilt

lim [ fodu= /fdu.
n—oQ

Beweis V[, (Unm)men C € mit Upy, T fr, fiir m — oco. Sei by, 1= max{uipm, ..., Umm} =
hy T und (hy,) C €. AuBerdem: upy, < hyy, fiir n < m.
Also: fp, = sup,,en Unm = SUDPy,>p, Unm < SUDpen Aim und Ay, < fm < f. Insgesamt:

b * f und limy, oo [ Apmdp = [ fdp. Mit [ hpdp < [ frdp < [ fdu folgt die
Behauptung. [ |

Im Folgenden sei (Q, A, i) ein Mafiraum und fi, f2, f3, ... :  — R messbare Funk-
tionen.

Satz 2.2 (Lemma von Fatou)

Gilt f, 2 0,n € N, so folgt

. < T
/hnrggffndp_lgggf/fndu

Beweis Sei g, := inf,>p fm, f := liminf, . f, so gilt g, T f und mit Satz
flim infy o0 fndp = limy, 0 fgnd,u = liminf, o fgnd,u < liminf, s ffndu n

Satz 2.3 (Satz von Lebesgue oder Satz von der majorisierten Konvergenz)

Es gelte limp_so0 fr(w) = f(w) Yw € Q. Euxistert eine p-integrierbare Funktion
g : Q@ — R mit der Figenschaft |f,(w)| < g(w) Yw € Q, Vn € N, so folgt:

Jim [ frdp = / fdp

Beweis Sei g, := |fn — fl,h := |f| + g. Wegen |h| < 2g ist h p-integrierbar.
Auflerdem gilt

h=gn = |fl+g—1fo—fI2[fl+g—|ful =Sl
= g_|fn’20

15



16 KAPITEL 2. EIGENSCHAFTEN DES MASS-INTEGRALS

wegen g, — 0 gilt h — g, — h, also folgt mit Satz

/ hdp = / lim inf (7 — gn)dp

< liminf/(h — gn)dp

n—oo
= /hd,u—limsup/gnd,u u
n—o0
—
<oo

= limsup,_,, [ gndp <0 Wegen g, > 0 bedeutet dies:

lim /|fn — fldp = lim /gndu =0
n—oo n—oo

[ i [ gaul =1 [ (5= p)ul < [ 12 flan =0

Bemerkung 2.1 Fiir Wahrscheinlichkeitsmafe lautet Satz

Ist (X,)nen eine Folge von Zufallsvariablen, so dass X, Ie x (X ist dann auto-
matisch wieder eine Zufallsvariable) und es gibt eine Zufallsvariable Y mit |X,,| <
Y ¥n € Nund EY < oo, so gilt lim,, .. £X,, = FX.

Oft kommt man mit einer Majorante der Form Y = ¢, ¢ € R zum Ziel.

und damit

2.2 Verhalten bei Transformationen

Es sei (©2, A, 1) ein Mafiraum und (', A’) ein messbarer Raum und 7' : Q — Q' eine
(A, A")-messbare Abbildung. Aus Stochastik 1 ist bekannt (vgl. §5.2, Verteilung),
dass durch

phr A= [0,00), @ (A') i= p(T7H(A)) = p({w € QT (w) € A'})
cA

ein Maf auf (€', A’) definiert wird (MaBtransport). 7 heifft Bildmaf von g unter
der Tranformation 7.

Ist X =T eine Zufallsgrofle auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Wer-
ten in (€, A"), so nennt man pu? = PX die Verteilung von X. Sei nun weiter
f: € — R messbar.

Skizze: (Q, A) —L> (O, A')
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Satz 2.4 (Integration beziiglich des Bildmafles, Transformationssatz)
Mit den obigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt: f ist genau dann p” -
integrierbar, wenn f ol u-integrierbar ist.

Dann gilt:
[ i = [(som)an

Beweis

(i) Falls f =14, (A € A) gilt

[t = )

= /leTd,u
= /fonu

wegen Satz [1.2)(a) folgt damit die Aussage fiir f € £

(i) Seijetzt f >0 = F(up)nen C € mit u, T f und ffduT = lim,, 00 funduT.
Offenbar gilt u, oT € &, (upoT) T (foT)
Also folgt:

/fduT = lim [ updp?

n—o0

= lim [ (upoT)dp

n—o0

= / (feT)du
(iii) Ist f: Q" — R eine beliebige (A’, B)-messbare Abbildung so gilt

/f+duT<oo — /f+onu<oo

/fd,uT<oo = /fonu<oo

Da (foT)t = ftoT,(foT)” = f~ oT, folgt f u’-integrierhar <= foT
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p-integrierbar

/fdMT = /f*duT—/fdﬂT
(i9) /f+onM_/f—onu

= [uonytau- [(rom)au
~ [rotap .

Bemerkung 2.2 Das Beweisverfahren (zuerst fiir f € £ (bzw. f = 14), dann
fir f € €7, dann fiir f beliebig) heiit algebraische Induktion und wird hiufig
verwendet.

2.3 Nullmengen und MaBe mit Dichten

Im Folgenden sei (€2, A, 1) ein Mafiraum.

Definition 2.1 N € A heifit u-Nullmenge, falls u(N) = 0.

Definition 2.2 st (A) eine Aussage, die von w € Q abhingt, so sagen wir, dass (A)
u-fast diberall (u-f.i.) gilt, wenn (A) wahr ist Vw auferhalb einer p-Nullmenge. Ist
uw = P ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so sagt man P-fast-iiberall oder P-fast sicher

(P-f.s.)

Satz 2.5
frg:Q — R seien (A,B) messbar.

a) Sei f > 0. Dann gilt: [ fdu=0 <= f =0, u-f.i.

b) Ist f p-integrierbar und gilt f = g p-f.d., so ist auch g p-integrierbar mit
[ fdu= [gdu.

Beweis

a) Sei N :={w € Q|f(w) #0}. N € A, da f messbar.

(i) Annahme: [ fdu = 0.
Sei A :={w € Q|f(w) > 1} = A, 1 N und p(N) = limye0(1(4r)).
AuﬁerdemgiltOszdqu%-lA d,u—l w(Ay) >0
= u(4,)=0V¥neN = u(N) =0, also f =0 p-f.i.

(ii) Annahme: N ist p-Nullmenge.
Seige &, g(Q) ={ay, ..., an}, g < f.
= g — 27:1 Oé] O]‘Aj'
Fallsa; >0 = A;C N = [gdu=0 LL3 [ fdu=0.
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b) Seien zunéchst f,g >0, N :=={f # g} 2

[raw = [ s [ san
N NC
= 0—|—/ gdp

NC
= /gdu+/ gdp
N NC
= /gdu

Insbesondere: [ fdpu < oo < [gdp < occ.

Seien nun f, g beliebig. Wegen {f™ =¢"} D {f =g} C {f~ = g~} gilt auch
fT=g¢" und f~ = g~ p-f.ii. und mit dem vorigen Teil folgt die Behauptung.
[

Bemerkung 2.3 Im Folgenden sei L'(Q, A, p) := {f : @ — R | f ist messbar und
p-integrierbar} (ist ein Vektorraum) und wir definieren

f~ug:<= f=g pti. und ~, ist Aquivalenzrelation auf {f : @ — R | f ist
messbar}. Sei f (4] die Aquivalenzklasse zu f.

Mit Satz Entweder alle oder keines der Elemente in fl# ist p-integrierbar und
die Integrale sind ggfs. gleich. Auflerdem gilt:

f1e f[ﬂh g€ g[ﬂ} = fi+tq € (f_|_g)[l‘]'

= Man kann zum Raum der Aquivalenzklassen iibergehen: L1(Q, A, 1)/ ~,

Mit ||f¥|]; := [|f|du ist eine Norm definiert; sie ist wohldefiniert, da [ fidu =
J fodu V1, f2 € fU.

Wichtig: f + [|f|du =: || f|] ist auf L' (Q, A, p1) keine Norm, da || f]| =0 = f =0
im Allgemeinen falsch ist!

Satz 2.6 (L'(Q, A, 1)/ ~pu, |- |l1) ist ein Banachraum.

Definition 2.3 Es seien pu,v Mafe auf dem messbaren Raum (Q,A). Gilt dann
WA =0 = v(A) =0V A€ A, so heifit v u-stetig, in Zeichen v < p. Man sagt
auch, dass p das Mafl v dominiert.

Satz 2.7 und Definition

Sei (2, A, ) ein Mafsraum und f : Q@ — Ry (A,B)-messbar. Dann wird durch
v:A—RyU{oo}, v(A) = [, fdu ein Maf auf (Q, A) definiert. Man nennt v das
Maj3 mit der Dichte f bzgl. p und f eine p-Dichte von v. Schreibweise: f = g—:
Beweis Wir weisen nach, dass v ein Maf3 ist:

v > 0 ist klar, da f nach R, abbildet;

(i) 1(0) = [ f - Lodpu = 0.
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(ii) Seien Aj, Ag,... paarweise disjunkt und A =73, A,.
Wegen f-1swn 4 1 f-14 folgt mit Satz

(e 9]

v( An) = J-1ad
; / adp

= Jim ([ £ gy dw)
—_——

n—oo
_ n
—Zk:1 1Ak

= Jim ([ >t
k=1

Satz 2.8 (Satz von Radon-Nikodym)
Seien u,v Mafe auf dem messbaren Raum (2, A), p sei o-endlich. Dann gilt:
v ist genau dann p-stetig, wenn v eine Dichte bzgl. p hat.

Beweis v hat Dichte bzgl. p = v(A) = [, fdu= [ f-1adp v <L p.
Die andere Richtung siehe z.B. Henze, Stochastik II. ™

Satz 2.9 Seien p und v Mafle auf (2, A), v habe p-Dichte f. Dann gilt fir alle
(A, B)-messbaren Abbildungen g : Q — R:
g ist genau dann v-integrierbar, wenn g - f w-integrierbar ist und in diesem Fall ist

[gdv=[g- fdu.

Beweis Ubung. ™

Bemerkung 2.4 Merkregel: [gdv = [g- g—l’:du.

Beispiel 2.1 Sei u = X das Lebesgue-Ma8l und v = PX die Verteilung einer Zu-
fallsvariablen X. Ist X absolutstetig, so gilt (Stochastik I):

PX(B) = /B fx(x)dz

mit fx : R — Ry U{oco} und

EX:/QXdP:/RxPX(dm) :/x-fx(:n)dx.

R
mit den Satzen 2.4 und 2.9.
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2.4 Ungleichungen und Raume integrierbarer Funktionen

Hier stellen wir einige Hilfsmittel fiir spater zusammen. Der folgende Satz behandelt
den Spezialfall von Wahrscheinlichkeitsmaflen.

Satz 2.10 Es sei (2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — R eine Zufalls-
variable und v > 0. Dann gilt:

1
P(|X|>a) < —7-E|X]“/ Ya > 0.
a
Ezistiert die Varianz von X, so gilt:
1
P(|X —EX|>a) < e -Var(X) Va>0.
(Ungleichung von Tschebyschef, siehe Abschnitt 7.6, Stochastik 1)

Beweis
Sei Y : Q — R definiert durch:

Y (@) a, falls | X(w)|>a
w) =
0, sonst

— V<X

— VP SIX[ ¥r>0

— d'P(|X|>a)=d"P(|Y|>a)=FEY|" < E|X]|7
Fiir Teil 2 setze X := X — EX und v = 2. -
Sei I C R ein offenes Intervall und ® : I — R eine konvexe Funktion, d.h.

Plar+(1—a)y) <a®(z)+ (1 —a)®(y) Vz,yel, Vae [0,1]
Auflerdem gilt Vy € I,3m € R, mit
®(z) = 2(y) + m(z —y)

Satz 2.11 (Jensensche Ungleichung)
Es seien I C R ein offenes Intervall, ® : I — R konver und X eine Zufallsvariable
mit B|X| < oo, E|®(X)| < oo und P(X € I) = 1. Dann gilt:

EX €I und ®(EX) < E®(X)

Beweis

Falls I = (—o0, 00) ist automatisch EX € I. Ist X < a P-fs. so gilt: EX < Fa = a.
Falls E(a — X) =0 folgt, daa — X >0 Satz23 ¥ — o Pfs, Widerspruch!

D.h,, falls [ = (-,a) C (—00,a) => EX < a. Analog untere Schranke — EX €
1.

Mit der Voriiberlegung folgt (y = EX,z = X (w))

O(X) > B(EX)+m(X — EX) P-fs.

fiir ein m € R. Erwartungswert auf beiden Seiten fiihrt zur Behauptung (Nullmengen
koénnen wir vernachléssigen). =
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Beispiel 2.2
Fiir ®(z) = |z|,®(x) = 22 folgt: |[EX| < E|X|,(EX)? < EX% ( = EX? -
(EX)?=Var X >0)

Im Folgenden sei (€2, A, 1) wieder ein Mafiraum.

Definition
Eine messbare Funktion f:Q — R heifit p-fach p-integrierbar, wenn [ |f[Pdu <
oo mit p > 0.

QA ) = {f: QR / FPdu < o0}

It =( / |f|f’du)’l’

Wie im vorigen Abschnitt ist LP bzw. LP(2, A, 1)/ ~, ein Vektorraum iber R und
| fllp auf den Aquivalenzklassen eine Norm.

Satz 2.12

a) (Holdersche Ungleichung) Es seien p > 1,f € LP(Q, A, u),g € L1, A, p),
wobei % + % = 1. Dann folgt: f-g € L*(Q, A, ) und es gilt:

- gl < {1 £1lp - [l9llq

b) (Minkowskische Ungleichung) Es seien p > 1 und f,g € LP(Q2, A, ). Dann
folgt f+ g€ LP(Q, A, 1) und es gilt:

F+9llp < [1£1lp + [lgllp

Beweis

a) Falls [|f[Pdp =0 Satz 23 f = 0 p-f.s. und die Ungleichung ist richtig. Sei
also || f||, > 0 und ||g||; > O (gleiches Argument). x +— log z ist konkav, d.h. es
gilt: alog(a) + (1 — a)log(b) < log(aa + (1 + a)b) Va,b > 0,0 < a < 1. exp(-)
auf beiden Seiten:

b’ <aa+(1—a) VYa,b>0,0<a<l1

Setze a := ‘ﬂ(}‘h)%p,b = |9H(;‘)Z‘q = 1% (w beliebig)
= |f@)]-lgw)| < ;|f<w>\p|\f||;:f’ug|rq + ;g(w)lqllgllé‘qllfllp
I |[feglh < ;Hfuzufu;puguq+ ;ngzugwqump
1

1
= Sl llpllglla + llgllall f1ly

S

—>  Behauptung



2.4. UNGLEICHUNGEN UND RAUME INTEGRIERBARER FUNKTIONEN23

b) Wegen | + gl < If] + lgl ile [If + glly < [I17] + lglll- Also genigt es dic
Ungleichung fiir f+g > 0 zu beweisen. Falls p = 1 folgt || f+g||1 = [(f+g)dp =
[ fdu+ [ gdu = || fll1+lgll1- Sei also p > 1. Mit (f+g)? < (2-max{f,g})? <
22(|fIP+1g/P) = (f+g) € LP, also || f+gl||, < co. Sei ¢ := Anwendung

von Teil a) liefert:

1-1-
P

I + gl /f(f +g)P M+ /g(f +g)Pdp

INE

(1Al + gl + 9P lg ()

Wegen (p — 1)q = p gilt:

1 + 9/l = (/(erg)(p‘l)qdu)q 1 gl = 1+ gl

Falls ||f 4+ g||, = 0 ist die Ungleichung richtig. Sei also ||f + g||, > 0. Nehme
(*) und teile durch ||f + g|[5" auf beiden Seiten —> Behauptung. n

Bemerkung
Falls p = ¢ = 2,Q = {1,....,n},A = P(Q),n = > p_ 0k, f(i) = a;,9(i) = b,

bekommt man: ) )
i=1 i=1 i=1

In diesem Fall ist Satz a) die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Lineare Algebra: [(a,b)| < ||a||-||b]|] Va,b € R™. Das motiviert

Satz 2.13

Es sei (Q, A, p) ein Mafraum und L*(Q, A, 1)/ ~, der Raum der NH—Aquivalenz—
klassen quadratisch p-integrierbarer Funktion f: Q) — R.

Dann ist {f,g) == [ f-gdu hierauf ein Skalarprodukt, durch den L*(2, A, p)/ ~, zu
etnem Hilbertraum wird.

Beweis siche Henze, Stochastik 11 ™

Bemerkung

a) (LP(2,A, 1)/ ~u, |- 1lp) ist ein Banachraum fiir p > 1.

b) Ist & : LP(Q, A, u) — R stetig und linear, so existiert ein g € L9(2, A, i) mit
O(f)=[f-gdu VfeLP(QA p).






3 ProduktmaBe und Unabhangigkeit

3.1 Der allgemeine Fall

Im Folgenden sei I # () eine beliebige Indexmenge. Vi € I sei (€;,.4;) ein mess-
barer Raum. Weiter sei €} := X;c58); ein neuer Ergebnisraum. Wir definieren die
Projektion auf die i-te Koordinate II; : Q — Q; durch II;(w) = w;.

Definition Die Produkt-c-Algebra A = Q,.; Ai ist die kleinste o-Algebra mit
der Eigenschaft, dass fir alle i € I die Abbildung 11; (A, A;)-messbar ist. Genauer:

A=0 (U {1 (A0)4; € M)

el

Bemerkung Sei J C I, II; : Q — x;ec 8, I ;(w)(j) = w;j (j € J) die Projektion
auf die J-Koordinaten, so bildet

{njl (A A e QAT I, T endlich}
iceJ

ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von .A. Man nennt diese Mengen auch

Zylindermengen mit endlicher Basis.

1|
Ay =Agy x-ox Ay T (Ay) = () TG (Ay)

ik
k=1

Beispiel 3.1 Ist I = {1,...,n} endlich, so ist (vgl. Stochastik I, §8):

A=QAi =0 ({A1 x - x Ay|Ai € A i€ {1,...,n}})
=1

Wir betrachten zunéchst den Fall |I| = 2. Gegeben seien zwei Mafirdume (941, .4y, p1)
und (Qo, As, pz). Weiter sei Q@ = Q1 X Oy, A = A3 ® As. Wir miissen nun ein
Produktmaf konstruieren.

Lemma 3.1 Fiir alle A€ A, wy € Qq, wy € Qy gilt:

Ay, = {w2 € Qo] (w1,w2) € A} € Ay und
Aw2 {w1 S Ql‘ (CL)l,CL)Q) S A} (S .Al.

25
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Ay, heifit wi-Schnitt von A fir i =1,2.

- hier fehlt eine Skizze -

Beweis Sei w; € Q). Dann ist A" := {A € A|A,, € A} C A, also die Menge der
Mengen, fiir die das Lemma gilt, eine o-Algebra, denn:

(i)
QM:QQGAQ — Qe A

(N\A4),, = {wf(wi,w2) ¢ A}
{wa] (w1, w2) € A}C
= QQ\ Awl S A2
~—
A

A A
Wegen (A; x AQ)M = {@ 2 ’Zl Z Al € Ay gilt:
, W1 1

o ({Al X A2|A1 c A, Ay € AQ}) C .A/, also gilt A = A

mit der Voraussetzung von oben. Aus Symmetriegriinden gilt die entsprechen-
de Aussage auch fiir A,,,, wa € Qo. -

Lemma 3.2 Die Mafle ju1, po seien o-endlich. Dann gilt fiir alle A € A:

wi = p2(Ay) st (A1, B (_oo,0))-messbar,
wo = p1(Awy) dst (A2, B (oo 0] )-messbar.

Beweis 9 o-endlich = 3(Bj,)nen C A2 mit By, T Q9 und pe(B,) < oo ¥n € N.
Setze fa(wi) := p2(Au, ), fan(wi) == p2(Aw,NBy). Sei D := {D € A|fp, ist (A, B)-messbar}
fiir ein festes n. Dann gilt:
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(i) fon = n2(Q2 N By) = pa(By)
(ii) fpcn = p2(Bn) = fpn, also D€ D = DY €D
(iti) fsooo, Din = Doie1 fDins also D; € D = 7%, D; €D
Damit ist D ein Dynkin-System (vgl. Stochastik 1).
Wegen fa,xa,n(w1) = p2(Aa N By) - 14, (w1) ist fa,xa,n fiir A1 € Ay, Az € Ay

messbar und daher A; x Ay € D.
D enthilt also das durchnittstabile Erzeugendensystem von A.

StLS43 p_ A = fanist (A1,B)-messbar VA € A, neN.
Wegen fa = sup,cn{fan} folgt die Behauptung. =

Definition 3.1 und Satz:

Sind pi, pe o-endlich, so existiert genau ein Maf p auf Ay ® As mit p(Ay x Ag) =
u1(Aq) - pe(Ag) YAy € A1,V Az € Ay. u heifst Produktmajf$ von py und pa, Schreib-
weise: = p1 @ pg. Fiir p gilﬂ:

H(A) = / 2 (Ao ) i (doy) = / i1 (Auy) pa(dn) VA € A

Schlieflich ist p auch o-endlich.

Beweis Es seien wieder fa(w1) = p2(Ay,). Seien A, € A,n € N, A, paarweise
disjunkt und > >, A, = A. Es folgt:

stetig von unten . N
/ fadu = / Jim (fzizlAi) dun

monotone Konvergenz .
£t i ([ for st
= Jim_ (Z; ( / fAidm))
1=1

AuBerdem ist [ fydus = [0du; = 0.

Also ist IT : A — [0, 00], II(A) := [ fadu; ein Mafl auf A. Nach Konstruktion gilt:
(A1 x Az) = [ p2(Ag) - La,dpr = pa(Az) - pa(Ar).

Analog ist IT'(A) == [ pu1(Aw,) - p2(dp2) ein MaB mit IT'(Ay x Ag) = p1 (A1) - p2(As),
d.h. IT und IT" stimmen auf dem durchschnittstabilen Erzeuger {A; x As|A; € A;}
iiberein. Der Eindeutigkeitssatz fiir MaBe (vgl. Ubung) liefert IT = I =: p auf ganz
A. o-Endlichkeit ist klar. =

'Anmerkung: [, fdu = [ f(w) p(dw)
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Wie integriert man bzgl. p1 ® po?
Ist f:Q — R eine Abbildung, so sei

fw1 i Q= R, fw1 (w ) f(wl,wQ)
fwg O =R, wa (w ) f(whw?)

Lemma 3.3 Ist f(A,B)-messbar, so ist f,, (Az,B)-messbar Vw1 € Q1 und f,,, ist
(A1, B)-messbar Ywy € Qs.

Beweis

[ (B)

{wz € Qa|f (w1,w2) € B}
= ({weQ|f(w)e B},

= [f'B)| €4 VBe®B. "

eA /o,

Satz 3.1 (Satz von Fubini, Teil I, auch: Satz von Tonelli)
Es seinen py und po o-endlich sowie f: Q — Ry (A, ‘B)—messbaﬁ. Dann ist

wp = /fo.qd,UQ (A1, B (o0 00])-messbar und

wo /fmd,ul (A2, B (_oo,00])-messbar und es gilt:

/fd 1 ® p2) = /(/ fcuzdu1> piz (dws) = /</fw1dlt2> pi1 (dwr) -

Beweis mit algebraischer Induktion.

(1) Falls f = 1", a;14, erhélt man mit (14)u,(w1) = 14,,(w1) die Beziehung

/fwgdul ‘o Zai / Liay,, dm = Zaz‘m ((A
=1 i=1

@ wy > / fuw,dpr1ist messbar.

[ ([ o) 0 = 3o f o (400 st

Dm
§ a; - i1 @ pa (A /fd (1 @ p2) -
=1

2Dass hier f > 0 gilt, ist wesentlich fiir Fubini I; den allgemeinen Fall behandelt Fubini II.
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(2) f>0, f (A,B)-messbar.
= J(un)nen C € mit u, T f und [ fdp = limy, oo ([ updp).
Wegen (un)w, T fw, und gn(w2) := [(un)wdppr T [ fundmV wa € Qg ist nach
Schritt 1 [ g, (w2)pa(dws) = [ unpd(p1 ® p2). Mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz folgt:

(i - (o)
= (/ und (p1 @ ua))

= /fd(M1®M2)-

Wiederhole die Schritte mit wy statt mit wy; und erhalte den Rest der Behauptung.m
Bevor wir den Satz von Fubini fiir allgemeine f beweisen, benttigen wir folgende
Uberlegung:

Bemerkung 3.1 Ist (Q, A4, 1) MaBraum, A € A mit u(A9) =0, f : A — R,

so nennen wir f (A,B)-messbar, u-integrierbar, etc., wenn dies auf die folgende
Fortsetzung f von f zutrifft:

Q=R fw):= fw) wed

und schreiben dann [ fdp statt [ fdp.
0 sonst

Satz 3.2 (Satz von Fubini, Teil IT)

Es seien py und pe o-endlich, f:Q — R (u1 ® pg)-integrierbar.

Dann sind p1-fast alle f,,, pa-integrierbar und ua-fast alle f,,, wi-integrierbar.
Weiter sind die Integrale

wr / Fon iz
und

w2 /fwgdm

als Funktionen von wi bzw. we im obigen Sinne p1- bzw. us-integrierbar und es gilt:

/fd 1 ® p2) = /(/fwﬂ#ﬂ) pi2 (dws) = /</fw1dM2> pi1 (dwr)

Beweis
ES gllt |f|w1 == ‘fw1’7 ‘jl - (f(.ul)+ und Ujl = (fwl)i'

Also folgt aus Satz [3.1]:
/]fdu = / (/ |fw1|d,u2> w1 (dwi) < oo (das ist die Voraussetzung)

— i ({er] [ 1l =00} ) =0

= fu, ist p1-f.4. po-integrierbar.
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Satz angewandt auf f und fJ ergibt, dass

w1 '—>/fw1dw2 = </fj1d/i2 - /f;dpcz)

(A, B)-messbar ist (auf einer u1-Nullmenge kénnte “oo—oo”stehen und die Funktion
wire dort nicht definiert, siehe hierzu aber die vorstehende Bemerkung) und

/</f““d“2> o (dewn) = /(/fwﬁdm - /f&dm) pa (den)

Der Rest folgt mit dem Symmetrieargument. ™

Bemerkung 3.2

a) Der Satz von Fubini 148t sich wie folgt schreiben:

/fd(m®u2) = //f(wl,wz)m (dwr) p2 (dw2)
= //f(W17W2)M2 (dw2) p1 (dwr)

Die Integrationsreihenfolge spielt also keine Rolle.

b) Sind messbare Riaume (£;,.4;) (i € I) gegeben mit |I| endlich und |I| >
2, so erhélt man ein Mal p := @,y pi auf der Produkt-o-Algebra durch
schrittweises Ausfithren von Produkten mit 2 Faktoren. Insbesondere gilt auf
Rechteckmengen A; x --- x A, mit 4, € 4; (i=1,...,n):

p( Ay x - x Ay ) = I0Zg s (A3).

Da die Rechteckmengen ein durchschnittstabiler Erzeuger von A sind, folgt
wegen der Eindeutigkeit von u:

(11 @ po) @ pus = 1 @ (pe @ pu3)  (Assoziativitit des MaBiprodukts)

Satz 3.3
Auf (2, A) existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaff P := ®;cr P; mit

PV =P VJCI, Jendlich.
ieJ

Beweis Siehe z.B. Bauer, Henze, Stochastik II S.8.13. n
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[ u”
Q4 5 (', A)
P p'y

(€, A4) LA (Xies8, ®ics Ai)
z.B. P((xiesAi) % (X;¢59)) = [Lics Pi(Ai), A= xicjA;

Definition Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, A%) ein messbarer
Raum Vi e I. X, : Q — Q seien Zufallsgrifen. Die Familie (X;)icr heifst stochas-
tisch unabhdngig genau dann, wenn VJ C I,J endlich und VA; € A;-,j eJ

P(Njes{X; € A}) = [[ P(X; € 4))
jeJ

PX(xjegAlx X 7Q) PYi(AL)

Bemerkung Bei der Uberpriifung der Bedingung kann man sich auf Aj € &; be-
schranken, wobei &; ein durchschnittsstabiler Erzeuger von A; ist.

In der Situation der vorigen Definition gilt fiir Q' := x;c7Q;, A := Qi A;:
X:Q—=Q (X(w)i):=X;w), Viel,we

ist (A,.A")-messbar (vgl. U 2.1), d.h. X transportiert P zu einem Wahrscheinlich-
keitsma PX auf (€, A’). PX nennt man auch gemeinsame Verteilung der Zu-
fallsgrofien X;,7 € I.

Satz 3.4
Die Familie X = (X;);er ist genau dann unabhingig, wenn
PX = ®ieIPXi
Beweis Folgt aus der Definition und S[3.3 n

Bemerkung

(i) Unabhéngigkeit der (X;);es ist dquivalent dazu, dass jede endliche Teilfamilie
(Xi)ies,J C I, (J endlich), unabhéngig ist.

(ii) Sei @ = R, X = (Xy,...,Xq) ein Zufallsvektor und =z = (z1,...,24) €
Re. Fx(x1,...,2q) = PX((—00,21] X --- X (=00, 24]) = P(Xy < x1,...,X4 <
74) ist die gemeinsame Verteilungsfunktion. Da £ = {(—o0, 2] : € R4} durch-
schnittsstabiler Erzeuger von B¢ ist, sind
X1,..., Xq unabhingig <= Fx(21,...,24) = Fx, (z1) - Fx,(2v4) Y2 € R%.
Falls Dichten existieren:
X1,..., Xq unabhingig <= fx(r1,...,24) = fx,(71) - fx,(vq) V2o € R?
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(iii) Als Wahrscheinlichkeitsraum fiir das Experiment “co—oft Miinze werfen”kann
man z.B. @ = {0,1}N, 4 = @;enP({0,1}),P = ®@ien(5(60 + 61)) wiihlen.
SBB.3| impliziert, dass es zu jedem vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsmaf eine
Folge von unabhéngigen und indentisch verteilten Zufallsvektoren gibt. Man
kann beim Miinzexperiment auch ([0, 1), Bjg 1y, Ajo,1)), Xn(w) = [2" - w] mod 2
wéhlen. (vgl. Bsp 13.2 St I)

3.2 Reellwertige Abbildungen, Rechnen mit Verteilungen

Wir betrachten den Spezialfall (Q;, A;, ;) = (R,B,\) fir i = 1,...,d. Hier folgt:
Q= Rd,A: ®§l:1.,4i = U({(Gl,bl]x- --x(ad,bd] ta; < bi, ai,bi S R, 1= 1,...,d}) =
B,

P =X X ((a1,b1] x -+ x (ag,bq]) = H?Zl(bi — a;)= Volumen. Was passiert, wenn
(@, b] mit einer Abbildung ¥ transformiert wird?

Satz 3.5 (Transformationssatz fiir das d—dimensionale Lebesgue-Maf})
Es seien U,V C R? offen und ¥ : U — V eine bijektive, stetig differenzierbare
Abbildung. Gilt dann det(V’)(z) # 0V x € U, so hat das Bildmaf$ der Einschrinkung
von A\* auf U unter U bzgl. der Einschrinkung von A auf V die Dichte

d(\H)Y 1
= VyeV.
axt W= Taecww 1)) "
Beweis Henze, Stochastik II. =

Bemerkung

(a) Unter den Voraussetzungen von S ist auch W~! stetig differenzierbar und
die Kettenregel liefert:

det (W' (P71 (y)) - det((¥™))(y) = 1.

Es gilt also
d()Y

= |det(T V) (y)| Vy e V.
il (y) = [det(¥) (y)| Vy €

(b) Mit S[2.4] gilt:
/ (0 (2))da S / F@)d(d)Y = / f(y) | det(T1Y (y)] dy
U Vv Vv

bzw.

/ g(x)dz = / g(T L)) | det(T1Y (y)] dy
U \%4
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Beispiel 3.2 Transformation auf Polarkoordinaten
Hier: d=2. U = {(x1,22) € R? : 21 > 0 oder x5 # 0}, V = (0,00) x (—m,7), ¥ :
U—V,(x1,x2) N (r, ®) bijektiv. (P~1)1(r,®) = rcos @, (¥ 1)a(r, ®) = rsin ®.

(U (r, @) = ( cos® —rsin® )

sin® rcos®

=rcos’® 4 rsin?d =71V (r,®) V.

Wir bekommen:

/ / g(xl,azg)dxldxgz/ / r-g(rcos®,rsin ®)drdd
—00 J —00 —m JO

Im Folgenden sei X = (X1,...,Xy) : Q — RY ein Zufallsvektor.
Satz 3.6 (Transformationssatz fiir Wahrscheinlichkeitsdichten)
Es seien U und V offene Teilmengen von R und W : U — V eine bijektive, stetige
und differenzierbare Abbildung mit der Eigenschaft
det U (z) #0 Ve U.

Ist dann X ein Zufallsvektor auf (2, A, P) mit P(X € U) = 1 und Dichte fx, so ist
auch' Y := U (X) absolutstetig und eine Dichte fy vonY aufV ist gegeben durch

fr(y) =det(P) ()| fx (P (y) VyeV
Beweis Seien A C V, A € B%. Mit Satz folgt:
P(YeA) = PXeUl4)

ly-14)(2) fx(z)d
Ly-10a) (T () fx (P (y)) - [det (1) (y)|dy

| det(U™) (y)| fx (7 (y))dy

I
e

Beispiel 3.3 (Box-Muller-Algorithmus zur Erzeugung von N (0,1)-verteilten Zu-
fallsvariablen)
Seien Uy, Us ~ U(0, 1) und unabhéngig. Definiere:

X1 :=+/—2log(U1) cos(2nUs) = ¥, (Uy, Us)

Xo :=+/—2log(Uy) sin(2nUsy) = Vo (U7, Us)
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Dann sind X7, X3 ~ N(0,1) und unabhingig. Beweis mit Satz Sei U = (0,1)?

1% = {(X1,X2) € R?|X; < 0 oder Xy # 0}
¥ —(—21log(u1)) "2 ™) _(_91oguy)z 2 sin(2mun)
u (oL i
—(—210g(u1))_%w (—2logu1)§27rcos(27ruQ)
2
— det ¥’ = " und
uy
w1 — o 3@ +a3)
1
N = * 1
fx(@) [det U'(T—1(z))]
1 1.2, .2
— ol
= e 2
2m
_ 1 e—%x% . 1 e—%x%
ous ous

—> Behauptung

Satz 3.7

Sind X und Y wunabhdngige Zufallsvariablen mit Dichten fx und fy, so ist auch
die Zufallsvariable Z := X +Y absolutstetig und eine zugehdrige Dichte ist gegeben
durch:

fz(z) = /fX(x) - fy(z —x)dx ,Faltung

Beweis Verwende Satz mit U : R? — R U(z,y) = (z,2 +y) (V" (z,2) =
(z,2 = x))
= fxz(z,2) = [xy(z,z —2) = fx(2) fy(z —2)

Die ,Randdichte“ fz bekommt man durch Integration iiber z. n

Beispiel 3.4  a) Sind die Zufallsvariablen X7, ..., Xj unabhéngig und X; ~ exp(\),i =
1,...,d, A >0, so hat X7 + ...+ Xy die Dichte

Mo e
FXitix,(2) = - 1)!zd lg=A 1(0,00)(2)

(— Gamma-Verteilung bzw. Erlang-Verteilung)

b) Sind Xi,..., Xy unabhingig und X; ~ N(p;,02),a; € Ryi = 1,...,d so gilt
falls > a2 # 0

d d d
Z a; X ~ N(Z a;fls, Z aZa?)
i=1 i=1 i=1
Beispiel 3.5 (Gemeinsame Verteilung der Ordnungsstatistiken)

Es seien X1, ..., X4 unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
f. Weiter sei (X1.4,...,X4.q) eine Permutation von Xj,..., Xy, so dass

X1g<...< Xga
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X,.q heifit r-te Ordnungsstatistik von X.
Sei S; die Menge der Permutationen der Zahlen 1,...,d. Dann gilt fiir 7 € Sy :

<X1:d7 c. aXd:d) = (er(l)7 ey X7T(d)>7 falls er(l) < ... < Xﬂ'(d)
Fiir jede messbare Funktion ¢ : R — R gilt:

g(X1:d7 ce 7Xd:d) - Z g(Xﬂ'(l)7 s X7r(d)> ’ 1[XW(1><...<XW<d)]

TESY
Es gilt:
d
FXnynXniy @1 wa) = [ [ F(1) = fx(2)
i=1
Also folgt:
d
Eg(Xlzd,“'aXd:d) = Z / g(fL’)Hf(xl)dxl dl’d
TESy YIS ST i=1

d
= d! /Rd g(x) Hf(xi)l[x1<...<zd] (x)dzy ...dzg
i=1
Sei g(z) = 15(x) mit B € B?, dann folgt:

d
le:dan-de:d (331, <. ’xd) =d! H f($i)1[ml<...<:rd} (:C)

Konkrete Anwendung;:
Gegeben 12 Trinkgliser. Lebensdauer unabhéngig exp(\)-verteilt. Nach der vorigen
Uberlegung gilt

d'/\d “Aaitetra) o falls ay < ... < 2g
f(X1d7 7de)( ) =

, sonst
B f d(d —(d=2)Az20=A(z1422)  falls 29 < @9
(X1.0, X, d) 0 , sonst
e d(d e~ P2e=(@=DM1 fa15 41, g0 > 0
sz a—X1:4,X1:4) yl’y2
0 , sonst
(d—1)Ae™ (d=1)Ay1 ,falls y1 > 0
— fX2d Xi:d yl -
, sonst
d)\e*d/\y2 ,falls yo > 0
le d(y2) =
, sonst

also X1.4 ~ exp(\d), Xo.g — X1.q4 ~ exp(A(d — 1)) und unabhéngig.

= Xpd — X(p—1):d ~ exp((d =k +1)A)
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Es folgt:
1
EXka— Xg-1).d] = @—k+
1
E[Xd:dE—X)jz(jq):d] _ p

- Zd 1
k=1 (d—k+1)X

(&)

= (log d)_1 +0(1)
Fir d =12 :0.32



4 Das starke Gesetz der groBen Zahlen

Satz 4.1 (Borel-Cantelli Lemma) Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(Ap)nen C A eine Folge von Ereignissen.

limsup 4, := ﬁ G Ap

n—roo n=1k=n

ist das Ereignis, dass unendlich viele der A, ’s eintreten.
a) Dann gilt:
o]
ZP(An) < oo = P(limsup 4,) = 0.

n—00
n=1

b) Sind die Ereignisse Ay, n € N stochastisch unabhdngig, so gilt:

n—oo

ZP(An) =00 = P(limsup 4,) = 1.
n=1
Beweis

a) Sei B, =g, Ap, n € N= P(By) < Y32, P(4x) =3 0.
Da B, | N, By folgt:

P(limsup A,,)) = P B,) = lim P(B,)=0.
(msup 4,) = P((] B,) = lim P(B,)

b) Sei P, := P(A,), n € N.(4,) stoch. unabh = (A¢) stoch unabh. Es gilt:

9] . N
0< P( m AZ) stetig von oben lim P( ﬂ Ai)
n=1

N—oo
n=1

bh Al

- amllasn
N h V.

< . _ nach Vor.

< men- R
k=1

Somit:
o0 o0 [o¢] [o¢]
0 < P((limsup A,)%) = P(|J () 45) < S P(( 45) =0
n—00 n=1k=n n=1 k=n u

37
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Definition Es seien X, X1, Xo,... ZV auf einem W’Raum (9, A, P).
Xy, konvergiert P-fast sicher gegen X, (Xj Ig X) wenn gilt:

P ({w € lim X,(w) = X(w)}) ~ 1.

Bemerkung {lim,,. X,(w) = X(w)} € A, denn:

(i) sup,>; X ist A-messbar, da {sup,>; X, < a} =)o {Xn <a} € A
> >

€A
inf X,, = —sup(—X,) ist A-mb. = limsup X,, = inf sup X, liminf X, A-

n>1 n>1 n—00 n2lg>n n—oo
messbar.

(i) {limyeo X, = X} = (Iirginf(Xn—X))_l({O})ﬂ(lim sup(X,—X))"1({0}) € A
n oo n—oo
Im Folgenden sei (X, )nen eine Folge von ZV auf einem W’Raum (2, A, P). Starke
Gesetz der groflen Zahlen sind Resultate der Form

1 (& s.
- (Z X; — bn> 5
an \ 4
=1
wobei (@ )nen, (bn)nen C R. Der wichtigste Satz ist hier:

Satz 4.2 (Starkes Gesetz der grof3en Zahlen) Ist (X, ),cn eine Folge von u.i.v.
ZV mit E|X1| < oo, so gilt:
1 n
— E X; = EX;.
n
n=1

——

=Sn

Beweis Sei zunichst X, > 0Vk € Nund Y}, := X}, - 1ix, <k (Y entsteht aus Xy

durch Abschneiden bei k). Sei S := Y"1 Y3 EY), = E[Xp-1ix, <] = B [ X1 - 11x, <k pmis
EX; mit S[2.1] (Monotone Konvergenz).
Aus der Analysis: Sei (an)neny C R

: R
nh_}rrgoan = a:>nh_>1r01052ak =a.
k=1
Damit folgt:
1 1 «
Jim ~ES; = lim — ; EY; = EX.
Die Y,,’s sind wieder unabhéngig und es gilt:

Var(Sp) =Y Var(Yy) < Y EYP <Y EIX} - Lix,cn) = n- BIXT - 1, (X1)] (%)
k=1 k=1 k=1

o0

Sei > 1 und m, = [a"] Vn € N. Fir z > 0 sei ¥(z) := 3.7 v, an mit
N(z) := min{n|m, > =}



Fiir beliebige z > 1 gﬂt |z] > % und somit min = Laan < 2 und oN@® > |a

N(I)ZZ’ Mit k := gl
> 1 =1 N1 k
U(x) = Z — <2 Z 522-O¢N()-1_l§;(**)
n=N(z) n n=N(z) o

Die Ungleichung von Tschebyscheff liefert Ve > 0 :

- 1 * * ) - 1 2
nz_:lp <mn|5mn - ES,,. 1> 5) < nz_:l %EPQ L0, (X1
SET 1 Lo =1
- D) [ 1 Z — 1[O,mz}(X1)]
n=1""
1 9 (k) k
= SEXPYN)] < 5EX
& 1gr —ES;, ) 0R g 3 px,
Néachstes Ziel: * weg bekommen.
Es gilt:
Y P(Xn#Y,) = ) P(Xi>n)
n=1 n=1
< P(Xy > 2)1(z) "B E X < oo,
[0,00]
S) P{w € Q| X, (w) # Yy, (w) fiir unendlich viele n}) =0
=:Np
Vw ¢ NoFk(w) € Nmit X, (w) =Y, (w) Vn > k(w).
Auf NOC gilt also:
1 1 M) .
- (Snw) = Sp(w) = ;(Z Xi(w) —Yi(w)) 0

1 S. 1 .S.
— (5. S) 0 = 8. B EX) (A)

mny

Jetzt muss die Einschrinkung auf die Teilfolge (m,)nen weg.
Da S, > 0, gilt fir m, <k < myp41:

My ) Smn < 2k Sk mn+1 ) Smn_H

Mp+1 My kE — mnp Mnp+1

Da Znil "2 o folgt mit (A):

Mmn

—EXl < hmlnf(‘sl; ) < hmsup(sl; ) <aEX; P-fs.

k—o0
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Sei N, die Ausnahmemenge zu « in der Konvergenz (A). Da a > 1 beliebig, gilt auf
(0.9}

( U N1+% )C:
j=1

—_——
P-Nullmenge
Sk , Sk
EX; <liminf(—) < hmsup(?) <EX;

k—o0 k—o00

__ 1 s
— X,:=-5, 3 EX
n

Jetzt muss noch die Bedingung X > 0 weg. Es folgt:

— 1 1 « 5.
Xi=—Y X - EZX,;C’;EXf ~ EX; = EX.
k=1 k=1

Beispiel 4.1 (Wiederholte Spiele)

Gegeben 2 Spieler. Spieler A erzielt in Runde n X,, Punkte und Spieler B Y,, Punkte.
Die Zufallsvariablen seien alle unabhéngig und identisch verteilt. Es sei D,, := X, —
Y,,. Spieler A gewinnt Runde n, falls D,, > 0.

Sei p, = P(}_;_, Dy > 0) die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A nach n Runden
mehr Punkte hat. Es gilt nach SH.2}

1 & f.s.
=~ Lo = E[lpso] =p1
k=1
Ist p1 > %, so gewinnt Spieler A langfristigc mehr Runden als B. Dies gilt jedoch

nicht, wenn die Punkte addiert werden! Beispiel dazu:

,  Yi = n mit Wahrscheinlichkeit 1

X, n+ 1, mit Wahrscheinlichkeit p;
b 0, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p;

Sei p1 = 0,999, n = 1000. = p100 = (0,999)19° ~ 0,37



5 Zentraler Grenzwertsatz von
Lindeberg-Lévy

5.1 Charakteristische Funktionen

Definition
Es sei X Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Dann heifit

bx(t) := Ee™ = FEcos(tX) + iEsin(tX)
die charakteristische Funktion zu X.

Bemerkung
Ist X diskret mit Werten x1, xo, ..., so gilt:

ox(t) = e . P(X = )
k=1
Ist X absolutstetig mit Dichte f, so gilt:

ox(t) = / e f(z)dr (Fourier-Transformation)

—0o0

Beispiel 5.1

a) X ~ B(n,p)
ox(t)=> e (Z)p’“ (1—p)*
k=0
=5 (1) e = = ety
k=0
b) X ~U(0,1)

¢x(0) =1 und fur t #0:

1 1 1
ox(t) = / e . 1dx = / cos(tx)dx + ’L/ sin(tz)dx
0 0 0

= —sin(?) — - t)+-=—(e"—1
tsm() tCOS() r it(e )

41
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c) X ~N(0,1)
2
ox(t) = e~ T vgl. Stochastik 1

Satz 5.1 Sind X,Y wunabhingige Zufallsvariablen mit charakteristischen Funktio-
nen ¢x und ¢y, so gilt fir die charakteristische Funktion ¢x iy der Faltung:

dx1y(t) = ox(t) - ¢y(t) VteR
Beweis vgl. Stochastik 1, Satz 12.2. ™

Lemma 5.1 Fir alle m € Nt € R gilt:

m—1 . \k -1
; t) T 2™
et — g @ < mm{ —_—
k' |~

et m! (m—1)!

Beweis vgl. Stochastik 1, Satz 13.2. n

5.2 Umkehrsatze

Wir werden sehen, dass eine Verteilung eindeutig durch ihre charakteristische Funk-
tion festgelegt ist. Hat man z.B. gezeigt, dass X die charakteristische Funktion
(1 —p+ pe™)™ hat, so ist X ~ B(n,p).

Aus der Analysis ist die Integralsinusfunktion bekannt:

Si: Ry — Ry, Si(x) ::/ Smy(y)dy Yz > 0
0
Es gilt: lim, o0 (Si(2)) = §

Satz 5.2
Es sei X Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion ¢x. Dann gilt fir alle
—0<a<b<oo:

1 1 ) 1 T e—ita _ e—’itb
5P(X =a)+Pla< X <b)+ 5P(X =b) = lim o ——¢x(t)dt
T

T—00 -T Zt
Beweis _ »
Sei I(T) := & fiFT %gbx(t)dt. Definiere ¢ : R x [-T,T] — C durch
e—it(a—x) _,—it(b—x)
, t#0
t,x) = i ’
vit.o) {b —a, t=20

Mit Lemma, folgt, dass 1) stetig ist und wegen

b
/ e’tydy‘ <b-a
a

e—zta _ e—ztb

1t
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ist || < b—a, also ist ¥ PX ® A[—7,7)-integrierbar. Mit Satz (Fubini I) folgt:

1 [T e—ita _ ,—ith ,
I(T) = itr pX
( ) 2T /T it </6 P (d$)> d

_ 1 N S S X
_%//Tit<e —e )dtP (dz)

=g b, 7(T)

Inneres Integral:
cos(t(z—a))
it

Dat+— punktsymmetrisch ist, gilt:

T T
%@ﬂﬁzﬂ.é 1mu@—@ﬂdp4pé %mu@—mwdt

Es gilt weiterhin:

T 1, c>0
oo [ sin(et)dt = sgn(e) - Si(Tlel) mitsgn(e) =<0, e=a
0 -1, ¢<0

= Yopr(x) =2 sgn(r —a)Si(T|x — a|) — 2 -sgn(x — b)Si(T|x — b)
0, x<aoderx>b
= Yop(z) = Th_{n (Yapr(x))=q7, x=aoderxz=0>
21, a<z <b

= (Yob1)T>0 besitzt eine (konstante) integrierbare Majorante. Mit dem Satz
iiber die majorisierte Konvergenz gilt:

lim 1(7) = o [ vusle) P ()

T—o0

1 1
= JP(X=a)+ P(X=b)+Pla<X <b)

Korollar 5.1
Sind X und Y Zufallsvariablen mit derselben charakteristischen Funktion, so haben
X undY dieselbe Verteilung.

Beweis Sei D = A(X)U A(Y) mit A(X) = {z € R|P(X = z) > 0}, ana-
log A(Y). A(X) ist abzéhlbar, da A(X) = U {z € RIP(X = 2) > 1} und
|{z e RIP(X =2) > 1}| <n = D abzshlbar

D :={(a,b)| —o0o<a<b<oo,a,b¢ D}

ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von B (R). S pX ynd PY stim-

Eindeutigkeitssatz
:

men auf D {iberein Behauptung. n
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Satz 5.3
Sei X eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion ¢. Gilt [ |¢(t)|dt < oo,
so hat X eine stetige Dichte f, die gegeben ist durch

1 .
flx) = — /e_mqb(x)dt Ve e R
27
Beweis Wie in Beweis von Satz [5.2] gilt:
efita _ efitb
<|b—
< hal )

Da ¢ A-integrierbar ist, ist |[b—a||¢| eine integrierbare Majorante fiir diesen Ausdruck
in Satz Es folgt:

1P(X— )+ P( <X<b)+1P(X—b)—1/M¢(t)dt
g T ¢ 9n TV T an it

1
— Pla< X <D) §%|ba|/|¢(t)|dt
<

n—oQ

=0

1 1
— PX=2z) =IlmPar--<X<z+-)
n n

Ist F' die Verteilungsfunktion von X, so gilt:
1 6—ita o e—itb
Fb)—Fla)=— | ———¢p(t)dt V¥ b
0~ Fla) =5 [ S onat va<

Wegen () kann man den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und
bekommt:

. Flx+h)-F(z) 1 e, L=
i h o / e i o)t
1 [ _,
= — [ e "gt)dt
e [ ot
= f(z)
AuBlerdem folgt x — f(x) ist stetig. =

5.3 Verteilungskonvergenz

Definition
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a) Gegeben sei der messbare Raum (R, B) mit Wahrscheinlichkeitsmaflen P, Py, Py, . ..
und zugehdrigen Verteilungsfunktionen F, Fy, Fs, . ..
P, konvergiert schwach gegen P (P, = P), wenn lim,, o F,(2) = F(z) Yz €
R an denen F stetig ist.

b) Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen auf (unter Umstinden verschiedenen) Wahr-
scheinlichkeitsraumen (Q, A, P), (21, A1, P1), ...

X, konvergiert in Verteilung gegen X (X, LA X), wenn PX» & pX,

Beispiel 5.2 Konvergenz in Verteilung bzw. schwache Konvergenz ist schwécher als
f.s.-Kovergenz.
Sei zB. X ~ N(0,1) und X2, = X, Xop11 = —X Vn € N. = PXn = pX =

N(0,1) und (X,) konvergiert in Verteilung (gegen X) jedoch X, J;L&; X

Jedoch gilt folgender niitzlicher Satz:

Satz 5.4 (Darstellungssatz von Skorohod)

Es seien X, X1, Xo,... Zufallsvariablen mit X, % X. Dann existiert ein Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) und hierauf Zufallsvariablen X', X1, X}, ... mit X' 4
X, X/ 2 X, ¥n €N derart, dass X, I xr.

Beweis Esseien F, Fy, Fy, . .. die Verteilungsfunktionen zu X, X1, Xs,... und (2, A, P) =
((0,1),8B0,1), A\o,1)) - Weiter sei F~1:(0,1) = R, F~(y) := inf{z € R|F(z) > y}
die Quantilsfunktion zu F, analog (Quantilsfunktion) F,1.,n € N. Setze X' :=
F~Y X! =F L
Satz 5.7 (Stoch 1) = X' £ X, X! £ X, ,n e N (P(X' <) = P(F " (w) < z) =
Plw < F(z)) = F(x) )

—X(0,1)
Es bleibt also zu zeigen , dass fiir P-fast alle w € Q : lim,,_,00 X, (w) = X' (w).
Sei w € (0,1). Da X nur abzéhlbar viele Atome hat (vgl. Beweis von Korollar
existiert zu e > 0 ein z € R mit X'(w) — e < 2 < X'(w) und P(X = z) = 0.
Es gilt (Lemma 5.6, Stoch 1): Vy € (0,1),z € R :

y< Fla) <= Fi(y)<z

Hier: w < F(7) <= F1(w) = X'(w) < x. Wegen X'(w) > z folgt F(z) < w. Da
F,(x) — F(zx) fiir n — oo nach Voraussetzung, Ing € N, so dass Vn > ng : Fj,(z) <
w. Also X, > z.

Mit ¢ | 0 folgt:

liminf X/ (w) > X'(w) VYw € Q.

n—oo
Ist W' > wund € > 0, so J ein z mit X'(w') <2 < X' (') +eund P(X =z) =0.
Da F rechtsseitig stetig, folgt F(F~1(y)) > y Vy € (0,1), also mit der Monotonie
von F:w < w < F(X'(W)) < F(x).
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Wegen F,(z) — F(x) (n — o0), Ing € N sodass w < F,(z) (dh. X/ (w) < )
Vn > ng gilt mit € | 0 ergibt das
limsup X, (w) < X'(w) Vo' > w.

n—o0

Satz 5.5 Es sei Cy(R) die Menge aller stetigen und beschrinkten Funktionen, h :
R — R. Dann gilt:

X, %5 X < Eh(X,) = Eh(X) VYhe CyR)

Beweis
“=": Nach Satz existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) und Zufalls-

variablen X’ £ X, X’ £ X,, Vn e Nmit X’ I3 X’. Es folgt:

. ; fos.
lim (Eh(X,)) = lim (Eh(X})) " 502

n—oo n—oo

Eh(X') = ER(X).

“<":Fir a,b € R,a < bsei hgp : R — R definiert durch

1 ,x<a
hap (z) == g:—i ,a<x<b
0 ,x>b

hqp ist stetig und beschrankt. Seien F, F}, die Verteilungsfunktionen zu X, X,, Vn €
N. Dann gilt Vy > x:

F, (x) =F [1(—00,96) (Xn)] <E [hx,y (Xn)] n__>>oo E [hm,y (X)] )
Ehey (X)] S E ooy (X)] = F(y).
Also folgt da F' rechtsseitig stetig ist mit y | x:

limsup (F, (z)) < F(x) VreR

n—o0

Analog erhilt man fiir y < z:
Fo (2) 2 B [hye (X)) "= Ehye (X)] 2 F (y)

Mit y 1 x: liminf,, o (F,(z)) > F(z—) VzeR.
Ist F in x stetig, so gilt F(z—) = F(z) und somit F,(X)"=° F(z). -

Satz 5.6 (“Continuous Mapping Theorem”)

Es seien X, X1, Xo,... Zufallsvariablen mit X, L X. Weiter sei f R — R ecine
Borel-messbare Funktion mit P(X € {x € R | f nicht stetig in x}) = 0.

Dann gilt auch f(X,) LN f(X) fiir n — oc.

Beweis Ubung. ™
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Satz 5.7 (Satz von HellyED

Zu jeder Folge (Fy,)nen von Verteilungsfunktionen existieren eine Teilfolge (F,.)ken
und eine schwach monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion G : R — [0, 1],
sodass limy_,o0 (Fy, (2)) = G(x) Vz € R, an denen G stetig ist.

Beweis (Skizze)

Fiir x € R ist (Fy,(z))nen C [0,1]
eine Abzéhlung von Q. Wihle Teilfolgen (F, ;)jen mit Fy, T2 Go(ry), wobei
(k+1,5)jen eine Teilfolge von (ny ;) jen ist. (Definition der Funktion fy auf Q)

Fiir die Diagonalfolge (n;;);en gil dann: F},, . — Go auf Q. Sei G auf ganz R durch
G(z) :=inf{Go(r) | r € Q,r > x} fortgesetzt.

Rest: € — 0-Argumente. n

Bolzano-Weierstrafl

3 Héufungspunkt. Sei (7x)ken

Bemerkung G aus Satz muf keine Verteilungsfunktion sein.
Beispiel: F, :=1p, o) = G=0

Definition FEine Familie P von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (R,B) heifit straff,
wenn Ye > 0 3 kompaktes Intervall [a,b] C R mit:

P(a,b)>1—¢c VYPEP

Bemerkung

(i) Ist P straff, so auch jedes P’ C P.
(ii) Sind alle P; mit i € {1,...,,n} straff, so auch [J;_; P;.

(iii) Ist |P| =1, so ist P straff.

Satz 5.8 Ist {P, | n € N} eine straffe Familie von Wahrscheinlichkeitsmajf$en auf
(R,B), so existieren eine Teilfolge (Py, )ken von (Pp)nen und ein Wahrscheinlich-
keitsmafs P derart, dass Py, 2 P fiir k — co.

Beweis Sei F), die Verteilungsfunktion zu P, Vn € N.

SatzBl 5 Folge (ng)reny mit Fy,, (z) — G(x) fiir K — oo Vo € R mit G stetig in z;
G ist wachsend und rechtsseitig stetig.

Bleibt zu zeigen: G ist Verteilungsfunktion, also limg_, o (G(z)) = 0 und lim,_,~ (G(2)) =
1. Ist dann P das Wahrscheinlichkeitsmaf} zu G, so folgt P, = P

Sei also € > 0. Da {P,, | n € N} straff ist = Ja,b € R mit P,([a,b]) >1—€Vn €
N. = F,(a) <eVneN.

G hat hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen. = dc¢ < a, in dem G stetig.
= G(c) = limp00(Fp,(c) <e = G(z) <eVx<ec

Also: Ve >0 JeceR: Ve<cgilt0<Gx)<e = limy_o(G(x))=0und
limg_yoo (G(2)) = 1. n
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Satz 5.9 (Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen)
Es seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen, ¢, ¢1, ¢o, ... die zugehorigen charakteristi-
schen Funktionen. Dann gilt:

X, b5 X = $.(t) = () VtER

Beweis
“=7": Sei t € R. x+ cos(tz), x + sin(tz) sind stetig und beschrankt.

SatzBA 4 (£) = Ecos(tXn) + iEsin(tX,) — Ecos(tX) +iEsin(tX) = o(t).
“<”: Wir zeigen zuniichst: {PX» n € N} ist straff. C-wertige Version von Fubini II

liefert Vo > 0.
) )
(15/_5(1—%(15))0115 _ /((15/_6(1—em)dt)PXn(dx>

_ 2/(1 B Sin(ém))PX"(dx)
—_————

ox

>0

_ Xn T
> 2/x|22(1 ‘5$|)P (dx)

/ (1= o (8))dt "25° /5 (1= o(t))dt

=

= dng € N, so dass %f (1—pn(t))dt <eVn >mng. = PX([-2,2]) > 1—cVn >
no.

AuBlerdem: Vn € {1,...,n9—1} Ja, > 0mit PX"([~ay,a,]) > 1—e da PXn([-m,m]) —
1 fiir m — oo.

Insgesammt: Sei a := max{al,...,ano,l,%} = PXv([~a,a]) > 1—¢cVn € N =
{P%n n € N} ist straff.

Annahme: X, 4 x gilt nicht.

= Jdz € Rmit P(X =2) =0und P(X, <z) A P(X <z),n — .

d.h. 3¢ > 0 und eine Teilfolge (X, Jreny mit |P(X,, < z)— P(X <z)| >eVk e
N (x).

{P%n k€ N} ist ebenfalls straff 28 5 Teilfolge (Xnkj )jen und ein W'mafl Py mit

Xn
Pk —> Po
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Sei g charakteristische Funktion zu Fy. Also folgt mit der Hinrichtung: Py, (t) —
Kor.5.1

wo(t) = ¢(t) " E" Py = PX, also Xnkj 4 X und damit P(Xnkj <z)— P(X <ux).
Wid zu (). n
Wir benétigen noch folgendes technisches Hilfslemma:

Lemma 5.2
Fiir alle z1, ..., zn, w1, ..., w, € {z € C||z| < 1} gilt:

n n n
\sz—Hwk\SZ!Zk—wk\
k=1 k=1 k=1

Beweis

n n n n n n n
\sz—Hwk\ < \sz—wlnzkl+|w1sz—wlesz]—i—--'%—\wl...wn_lzn—Hwk]
k=1 k=1 k=1 k=2 k=2 k=3 k=1

n n n—1
= IZ1—w1||HZk|+|22—w2|\w1H2k|+---+|zn—wn||Hwkl
k=2 k=3 k=1

S—— —— N——
<1 <1 <1

Hauptsatz des Abschnitts:

Satz 5.10 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy)

Fiir jedes n € N seien X,k = 1,...,r, unabhingige Zufallsvariablen (nicht not-
wendig identisch verteilt) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (S, Ay, Py) mit Var(X,;) =
agk < 00 und EXp, = pin < 00. Es sei s% = 22"21 ng > 0. Ist dann fir alle e > 0

die Lindeberg-Bedingung

(L) lim L > / (Xnk — tink)2dP, =0

n k=1 |Xnk7:ufnk|>55n
erfillt, so gilt mit n — oo:

1 & d
—> (Xt — k) > Z , Z ~N(0,1)
Sn
k=1

Bemerkung 5.1 1. Die Lindeberg-Bedingung schliefit einen dominierenden Ein-

fluss eines einzelnen Summanden X5 auf die X1+ - -+ X5, aus. Insbesondere

gilt:

max{o2,|1 < k < r,} = o(s?) fiir n — oo

2. Der ZGWS hat eine lange ,, Verbesserungsgeschichte“hinter sich. Gelegentlich
ist die Lyapunov-Bedingung einfacher zu verwenden:

1 1 Tn .o .
lim 2446 ZEOXnk — Mnk|2+6) =0 fireind >0

n—oo Sn, —1
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3. Der Satz liefert eine Begriindung fiir die ,, Allgegenwart® der Normalverteilung.

Ein wichtiger Spezialfall ist

Satz 5.11 (ZGWS St. I)
Es seien Y1,Ys, ... w.iv. ZV mit EY; = p < 0o und 0 < Var(Y1) = 02 < co. Dann
qgilt:

YVi4+...V. —
1+ n nuiZwN
V/no

Beweis Sei X,;, := Yk, 7 = 1, (Q, An, Pn) = (2, A, P). Es gilt: s2 = no? und

(0,1)

1 & 1
2> (Xuk — i) ?dPy = — (Y1 — w)?dP =: I,
n =1 | Xnk—Hnk|>esn g |Y1—/,L1|>8\/’EO'

Da z, = l(eﬁmm)ﬂ}ﬁ — ) (Y1 — p1)? < (Y1 — p1)? und limy, 00 2, = 0 folgt mit
majorisierter Konvergenz, dass lim, o I, = 0. Also ist die Lindeberg-Bedingung
erfiillt und die Behauptung folgt mit Satz ™

Beweis Beweis von Satz [5.10)
0.B.d.A: ppr = 0 und s, = 1. Anderfalls ersetze X, durch Xuk—fnk

S

Idee: Verwende S Sei ¢, die charakteristische Funktion von Xni und g, die

+2
von 32y Xkt s, (8) = [IiZy onnk(t) = a(t) = €72
Zu zeigen:

l—n[ ¢nk(t) — ¢z(t) = €_§ vVt eR
k=1

Mit Lemma (m = 3):

ita : Lo o - Jtef? 2
e —(1+ztm—§t )| < mm{T,\tz\ } VzeR
< mintaf?, 2]}

Integral iber x liefert (beachte: EX = 0)

1 .
Oy (1) — (1= 51202, )| < Emin{[tX,, |, [1X, '} =: My,

Sei € > 0 beliebig. Es gilt

M,, < / [t X, [PdP, + / |t X, |*dP,
\Xnk|§6 |Xnk\>s
3 2 2 2
< JtPeo?, + / X2 dP,
| X, |>e

Tn Tn
= ) M, <[tPe+#? Z/ X2 dP, "= et +0 folgt mit (L)
k=1 k=1 [ Xny|>e
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Mit e | 0 folgt:

lim =0 VteR (1)

(1) — (1= 31%0%)

Behauptung: limy o0 | [T} ¢, (£) — [Ty (1 — 58702, )| =0 VieR (2)

Beweis: Ve > 0 gilt:
on < / X} dP, +¢€°
\Xnk\>5

Nk

— limsupmax{aikﬂ <k<ry}

n—0o0
Tn
< lim 2+ / X2 dp,
n%oo( ; ank|>€ nk n
L
@ 240

Mit ] 0:
lim max{aikﬂ <k<r,}=0 (3)
n—0o0

= Vt € R,dng € N, so dass Vn > ng : |1 — %tQC’%k‘ <1 Vk €

{1,...,r0}
= Fiir n > ng laBt sich das [] in (2) nach Lemmal5.2)durch die Summe

in (1) abschétzen, d.h. (1) = (2)
Es bleibt zu zeigen:

Tn

T
. 7 Lo o Lo o\
nh_rg)lo \ k”l exp(f§t ) — k”l(l - 575 o, )| =0 VteR

_ 1,2
—e 3t

Behauptung fogt mit Lemma falls

Tn

Jim

k=1

=0 (4

1 1
exp(—itzagk) -1+ 5152072%

Fiir z € R mit [z] < § gilt |e” —1 — 2| < $3°°7, o) < 2?

T T
= 1 1 1 =
— E |exp(—§t2072lk) -1+ §t2aik| <t E crflk

k=1 —— k=1

=T

Tn
(3
Wegen > i, op < max{oz [1 <k <r,}- Zagk noos(3)
k=1

1

Also (3) = (4)
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Beispiel 5.3 (Rekorde)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X7, Xo, ... eine Folge von unabhéngi-
gen identisch verteilten Zufallsvariablen darauf mit absolutstetiger Verteilungsfunk-
tion F. Setze:

R, =

1, falls X,, > X;,¢i=1,...,n—1
0, sonst

R, =1 <= n-ter Versuch ist ein Rekord. F stetig = P(X; = X;) =0Vi#j

= A ={weQFi#j, Xi(w) = Xj(w)}
= U x=x;
§,jEN,i#j

= P(A) =0

Sei S, die Menge der Permutationen der Zahlen 1,...,n. Sei ¥,, : Q — S,, gegeben
durch
Uy, =7 <= X;1) < Xr@) < < Xam)

W, ist messbar, da W ({7 }) = L1 { X)) < Xt} Beispiel = (Xra),-- > Xa(n) 4
—_—

€A
(Xl,.. . ,Xn) Ve S,.
Ist B:={(z1,...,2p) € R"z1 < --- <z} so gilt:

((Xﬂ'(l)? s 7X7r(n)) € B)
((X17"'aXn) € B)
= P(V¥, =1id) unanhéngig von 7

PU,=7) = P
=P

= P(U,=m)=2LVres, und
P(R, =1) = P(¥, € {r € Sy|n(n) =n}) =1
= R, ~ B(1,1) sind also nicht identisch verteilt
Wegen {Rp+1 =1} N{¥,, =7} ={Vp41 = 7} mit

() = {ﬁ(i) i<n

n+1l ,i=n+1

folgt:
1
PV, =mRy41=1) = RN =P, =7m)P(Ryy1=1) VmesS,
—1 1
n! n—+1

= U, und R,y sind unabhéngig

= Da (Ry,...,R,) =G(¥,) sind R,4+1 und (Ry,..., R,) unabhingig
- P(Ru:]l,;Rzn:]n):

P(RZ1 :jl)"'aR’in_l :]n_l)P(Rzn:]n):
P(R;, = j1) ...  P(R;, = jn) fir iy <io < ... <'ip,J1,.--+Jn €
{0,1}.

—> die Zufallsvariablen (R,,),en sind unabhéingig
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Wie viele Rekorde gibt es unter den ersten n Versuchen?

=1
Es gilt:
n n 1
ES, = - -
S.=) BR=Y
k=1 k=1
1 1 "1 1
Var(s) = S V() = 10— =3 Y
k=1 k=1
Insbesondere:

)

1

logn logn

Mit dem zentralen Genzwertsatz (ZGWS) bekommen wir genauere Aussagen: Sei
1

Xn, = Ri,rn =n = s, = (Var(5,))2

Uberpriifen der Lyapunov-Bedingung (6 = 1):

1 1\* 2
E|Ry — ER,P=P[Rr=1)1- )P +PRp=0) () <>
~— N — k —— \ k k

e

==
|
e

1 - 1 2
— 0< 5 \Rk—ERkP = — 0 fiir n — oo
o j= S j= k
Der Zentrale Grenzwertsatz (Satz[5.10)) liefert
- K
SnZBESn 4y no,1)
Var(Sy)
bzw. o
w LN N(0,1)
log(n)
Also fiir grofe n: P(log(n)—1,96+/log(n og(n)+1,96+/log(n)) ~ P(—1,96 <

Z <1,96) = 0,9.

Beispiel 5.4 (G. Polya, 1930: Eine Wahrscheinlichkeitsaufgabe zur Kundenwer-
bung, oder: “Coupon Collector’s Problem”)

Urne mit n verschiedenen Kugeln, Ziehen mit Zuriicklegen

Sy = Anzahl der Ziige, bis 7, = [¢-n], 0 < ¢ < 1 verschiedene Kugeln gezogen wer-
den. Es sei X,z = Anzahl der bis zum Erhalt einer neuen Kugel nétigen Ziige, wenn
bereits k — 1 verschiedene Kugeln gezogen (und zuriickgelegt) wurden. X,,; := 1.
X ~ Geo("=EH) dh. P(Xpp = j) = (L)t n=ktl =12

Falls Y ~ Geo(p), p € (0,1] mit Y =1 bei p = 1, gilt:

EY =1, Var(Y) = lp;f EY*< 2

Fir S, = Xp1 + -+ + Xy, erhalten wir u, = ES, Zk = k+1 und 8,21 =



54 KAPITEL 5. ZENTRALER GRENZWERTSATZ VON LINDEBERG-LEVY

k-1
Var(S,) = > ", (2T k+1 =ny " m
Wir priifen die Lyapunov—Bedlngung mit § = 2: Fir Y ~ Geo(p) gilt:

1 1 1 25
EY - =)' < E(max{Y,-})' < EY'+ — <=
p p
Insbesondere ist damit
n i 1 1
- 4 <95. - <25.[¢pn]-——m— = )
> ElXuk — pl* < 25 ey S B g = 0w
k=1 k=1 n

Wegen 52 > n- LS (k—1) =2 10y — 1) 1y > o

damit
Tn

1
lim (5 ZE!Xnk — unk|*T?) = 0.

TLA)OO Sn 1

Also folgt mit dem Zentralen Grenzwertsatz:

—E
Sn=BS 4y N1
Var(Sy,)
Weiter gilt: £ ES, = >3 & - 1= k — =dz+0(2) = fr dz+0O(%) =

fo —dz + O( ) = —log(1 — ¢) + O( ).
Analog. llmn_>oo( Var(S2)) fo = x)2 dzr = 1f¢ +log(1 — ¢).

Mit a(¢) = — log(1 — ¢), b(¢) := \/g +log(1 — ¢) folgt:

Sn —a(P)n 4 -
NN — Z ~ N(0,1)

Beispiel (Numerisches Beispiel)
Wie grof muss ihr Bekanntenkreis sein, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von min-
destens 0,95 an 180 Tagen im Jahr Geburtstag gefeiert werden kann?

Also:n =365, 6= 190 5 <k o= UM _ kal@n

3657 TONRRCONE
~7
CD(kbngC;i%n) >0,05 <= k>a(d)n+1,645 b(o)y/n — k> 266.

=1,645
Fiir ¢ = 1 kann man den Zentralen Grenzwertsatz nicht mehr anwenden:

—k
™n = N, Var( n) = ”Zk 1 n— k+1)2 = ”22:1 nk2 = ”222:11%2 *”22:1% =
Var(X,,n) = 1;” =n?+o(n?) = bei groflem n steckt etwa % ~ 0,61 der Varia-

|

bilitét der Summe im letzten Summanden. Wir kénnen jetzt eine andere Skalierung
finden, allerdings ist die Grenzverteilung dann keine Normalverteilung mehr!
Sei A, ; das Ereignis, dass die Kugel 7 in den ersten m Ziehungen nicht auftaucht
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= {S, >m} =, Am,.

(Sy ist die Anzahl der Ziige, bis alle n verschiedenen Kugeln mindestens einmal ge-
zogen worden sind)

Mit der Siebformel:

n

k n—1
P(S, >m) = Z(_l)k-l—l Z P(ﬂ Apm,) = Z(_l)k-i-l <Z> 1- %)m

k=1 1< <ig << <n =1 k=1

Sei ¢ € R fest, m;, = [nlog(n) + ¢cn]. Fur = > —1 gilt log(l + ) < z. Da-
mit: log ((Z) (1- %)m"> < klog (n) — log (k!) + log (1 — &) (nlog (n) + cn — 1) Sﬁ'
klog (n) — log (k!) — % (nlog(n) +cen—1) < —ck + % — log (K!)

= [ () 6-2)"

. Mn 1
Ahnlich: lim (—1)"™ (n) <1 - k) = (-1 Ze % vEkeN.

1 k
< o exp(ﬁ —ck) VYeceR.

n—00 k n k!
Insgesamt:
n —nl
lim (P <Snog(n) > c)) = lim (P (S, > my))
n—o0 n n—00

maj. Konv. ?JE‘;@ <(_1)k+1 (Z) <1 - Dm)

k=1

kL
S

c

= 1—e

Das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, 98) mit der Verteilungsfunktion F(z) = e™¢ " Va €
R heifit Gumbel-Verteilung.
Also gilt:

Sy, — nlog(n)

i) Z ~ Gumbel.
n

Beispiel (Variation des numerischen Beispiels von oben)

Der Bekanntenkreis soll jetzt so grofl sein, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 0,95 téglich gefeiert werden kann.

= k > 365 - log(365) - 365 - 2,97 ~ 3237,51 (7)






6 Zentraler Grenzwertsatz in R"

Definition Es sei X = (X1,...,Xq)7 ein Zufallsvektor.

a) Ist EX; < o0, i = 1,...,d, so heifst EX := (EXy,...,EX,) Erwartungs-
wert von X.

b) Ist EX? < o0, i=1,...,d, soheifit die dxd-Matriz Cov(X) = (Cov(X;, X;))i j=1,..d
Kovarianzmatriz von X.
Beachte: Die Kovarianzmatriz ist symmetrisch, da Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;),
und in der Diagonale steht die Varianz, denn Cov(X;, X;) = Var(X;), jeweils
firi,j=1,...,d.

Bemerkung a) Es gelten folgende Rechenregeln: Sei A € R**¢ b € R®
E(AX +b)=AEX +b
Cov(AX +b) = A-Cov(X)AT

b) Die 2. Rechenregel impliziert, dass Kovarianzmatrizen stets positiv semidefinit
sind.

Definition Es sei X = (X1,...,X4)" ein Zufallsvektor. Dann ist
ox 1R C, ¢x(t) = B X
die charakteristische Funktion zu X.

Bemerkung

a) Es gilt fiir Zufallsvektoren X, Y
XLy «— o¢x(t)=dy(t) VteR? = {TXxL{TY vteRrd

b) Die Verteilungskonvergenz fiir Zufallsvektoren sei definiert durch

Xo b X ie=  EWX,) = Eh(X) Vhe Cy(RY). (vel. Satz[5.5)
Auch hier gelten

X, 5 X = gut) = (t) Vie R (vl Satz
und das “Continous Mapping Theorem”. (vgl. Satz

Satz 6.1 (Cramér-Wold-Technik)
Es seien X, X1, Xo,... d-dimensionale Zufallsvektoren. Dann gilt:

X, 3 x = IX,3TX VeeRd

o7
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Beweis

“=": folgt aus dem “Continous Mapping Theorem”mit h(z) := ¢

x.
“e TX, %5 TX VYeeR SBY peite™Xn Ee' X(n — 00) VteR, Ve e
R%,

— ¢u(c) = dc) VeeR? = X, %X -
6.1 Mehrdimensionale Normalverteilung

Definition

Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,)T besitzt eine d-dimensionale Normalver-

teilung, falls ¢ X eine eindimensionale Normalverteilung besitzt Ve € RY

Bemerkung
X habe eine d-dimensionale Normalverteilung.

Setze ¢ := e; (Einheitsvektor) fiir ein i € {1,...,d} = = X, ist normalverteilt.

5 C.S.U.
= JEX; = p;; Var(X;) <oo; EX; <oo = Cou(X;,X;) < oo

Sei ¥ := Cov(X). Weiter gilt: E(c’ X) = ¢ u; Var(c' X) = cI'Se.

= X ~ N, eT8e) ZEEED Gy (1) = Bt X = e e
R.

— ¢x(t) = Bet'X = ¢,ry(1) = et 3" ¢ e R,

Wegen obiger Bemerkung, Teil a) folgt:

Die Normalverteilung ist durch p und X festgelegt. Schreibweise: X ~ Ng(u,X)

Lemma 6.1 Sei X ~ Ny(u,¥), A€ R**?4 bR Dann gilt:
Y = AX +b~ Ny(Au + b, ALAT)

Beweis
(bY (t) — EeitT(AX+b)
eith E eitT AX

T
= " oy (ATH)
eitT(b-l—A,u)—%tT(AEAT)t

Satz 6.2 (Existenzsatz)
Sei 1 € R und ¥ € R? eine beliebige symmetrische, positiv semidefinite Matrix.
Dann existiert ein d-dimensionaler Zufallsvektor X mit X ~ Ng(u, ).

Beweis

Sei Y = (Y1,...,Yy), wobei Y7,..., Y, unabhéingig und Yy ~ N(0,1), k=1,....d.
Die Existenz dieser Konstruktion ist mit Satz [3.3| gegeben. Da ¢’Y ~ N(0, cT'¢c), ist
Y ~ Ng(0, I

¥ positiv semidefinit = ¥ = AA” mit einem A € R @; X =AY +u~
Ng(p, X). n

!das ist die d-dimensionale Standardnormalverteilung
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Satz 6.3 Sei X ~ Ny(u,X) und 3 nicht singuldr. Dann besitzt X eine Dichte der

Form
1

1 _
—————eap(—5 (e — )= (@ - p)), z€R?
(27)2 | det 3|2 2

fz) =

Beweis Sei ¥ = AAT und X = A-Y + pumit Y ~ Ny(0, I).
Dichte von Y:

1 e_%y?: 1T)

1
exp\—5y Yy
V2T (271')% ( 2
Sei W(y) = Ay + p. U ist bijektiv, ¥ regulér.

2 = y(@) = g SX A @)

d
Frs v =]
j=1

Beachte: det Y = (det A)2, 7! = (A=1HT(471). n

Bemerkung Ist det X =0 = 3a € R?, a # 0 mit a”’Xa = 0 = Var(a” X) = 0.
N(p, ) ist dann auf H = {z € R? | e’z = o’} konzentriert, d.h. PX(H) = 1.
Wegen \¢(H) = 0 folgt mit dem Satz von Radon-Nikodym: A Dichte.

6.2 Zentraler Grenzwertsatz in R?

Satz 6.4 Es sei (X,,)nen eine Folge von unabh. u. identisch verteilen d-dim Zu-
fallsvektoren mit Erwartungsvektor u und Kovarianzmatriz . Dann gilt fir X, =

%Z?:lXi:
VX, — ) S Z, Z ~ Na(0,3).

Beweis Sei Z,, := \/n(X,, — p).

Nach Satz ist z.z. ¢ Z, 4 TZVee Rl

Wegen Var(c!'Z,) = 13" Var(c' X;) = ¢"'Sc, Ec'Z, = 0 kénnen wir 0.B.d.A.
c'Y¢ > 0 annehmen (andernfalls ist ¢’ Z,, = 0).

n T T
Az, e Xj—nctp g

1 —dim ZGWS : — Zy, ZONN(O, 1)

VTse Vnel'Ye
= T2, 5 VTse Zy ~ N(0,c'Se) n

Beispiel 6.1 (x2-Anpassungstest) Es seien X7, X5 unabh. u. identisch verteilte,
d-dim. Zufallsvektoren mit

d
P(Xi=ey) =pr, k=1,...,d, Zpkzl.
k=1

Dann hat S, = >"}_; X}, eine Multinomialverteilung (vgl. Sto. I) mit Z&hldichte:

n!
P(Sn:(k17--~,kd)):mplfl""'Pftd
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fir k1,..., kg € Ng, k1 +--- kg =n.
Weiter gilt: EX1 = p:= (p1,...,p4)", Cov(X1) =¥ mit

pi(l—pi), 1= .
<2>ij={ 1 =pi) % = ding(p) — pp"

—piDj, i

ZGWS (Satz [6.4):
(Sn—np) S Z, Z ~ Ng(0,%)

NG
Anmerkung: Wir kennen p1,...,pg nicht, nur die Realisierungen von Xy, ..., X,.
Betrachte die Testgrofie T, := Zle %m(sn1i —np;)?.

Aufgabe: Zu (p1,...,pq), X,n gegeben, bestimme ¢, mit P(7,, > ¢,) = a. Also:

Bestimme Verteilung von T,.

22

Losung: Approximativ. Sei h: R? — R, h(xy,...,xq) = Z;lzl p—;.

ont. mappin, 1
h stetig ——vMapPing  _p W7 (Sn =) 4 1(Z), Z ~ Ny(0,3)

Welche Verteilung hat h(Z)?

Sei 7 = diag(—k=,..., =) Z. LemmaBl . 7~ Ny(0,5) wobei
~ 1 1 1 1
Y = diag(—,...,—)- (diag(p) — pp?) - diag(—, ..., —
8( = pd) (diag(p) ) g(\/ﬁ1 m)
= Idi(\/])»laa\/pid)T(\/pilvv\/]Td)
= I;—rr?

Es gilt: ||| = 1 = 3 orthogonale Matrix A = (r,*) € R4 Sei YV := ATZ = Y ~
N4(0,%y), wobei Xy = ATYA = I; — diag(1,0,...,0) = diag(0,1,...,1).

= YTy £ W2 W, ~ N(0,1) unabh. = h(Z) = Z7Z = YTY ~3_,, Chi*-
Verteilung mit d — 1 Freiheitsgraden.

Zahlenbeispiel:

Wiirfel wird 189 mal geworfen.

(12 ]3[4]5]6]

130 [ 37262929 ]38 ]

Ist der Wiirfel fair?

D.h.plz---:p(j:%.

T,=3,37,d—1=5 a=0,05 p=(g...,¢)

P(T,, > ca) = 0,05 < 1~ Fgz(ca) = 0,05 = ¢o = 11,1. d.h. Nullhypothese , Wiirfel
fair kann nicht abgelehnt werden.

Ergebnis



7 Bedingte Erwartungswerte und
Bedingte Verteilungen

Sei (2, 4, P) ein W'Raum, (€', A") ein Messraum, Y : Q — ' sei (A, A’)-messbar
und nehme die Werte y1,...,y, € Q an. Y Hyp) = {w € Q | Y(w) = i} =: A =
Q=A1+---+A,und o(Y) = {D 1Ak | T C{L,...,n}}.

Definition Sei X : Q — R eine ZV mit E|X| < co. Dann ist der bedingte Erwar-
tungswert von X unter der Bedingung Y = yi defniniert durch:

1
k
Falls X diskret mit z1,...,Tm:
1 m
EX|Y = = - L P(X =2, Y =
(X k) P(YZyk);x] ( Ly, Yk)

m
= > - P(X =] =)
j=1

Definition Der bedingte Erwartungswert von X gegebenY ist E[X|Y]:Q —
R mit

EIX[Y](w) =) E[X|Y =y - Lyy—y, (w)
k=1

Bemerkung a) Offenbar ist E[X|Y] (0(Y),B)-messbar.
b) Sei Z := E[X|Y]. Dann gilt

/ ZdP = /1Ak,ZdP
Ay, Q

= E[X\Y =yl P(A)

= XdP
Apg

Wegen der Struktur von o(Y') folgt auch
/ ZdP = / XdP VAeo(Y)
A A

c) E[X|Y]=g(Y) mit

g(y) =) EIX|Y =y] 11,,(y)
k=1

61
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d) Offenbar héngt die Definition von E[X|Y] nur davom ab, auf welchen Mengen
Ay Y die verschiedenen Werte annimmt, nicht aber welche Werte das genau
sind.

Deshalb schreibt man auch:

EX|Y] = E[X[o(Y)]

Beispiel 7.1 Sei ([0,1), B0y, \jp,1)), X (W) = w

- Hier fehlt ein Bild - B

Ap = [k;1 ,i),kzl,...,n, § = {ZAMIC{L--w”}}

kel

1

E[X, A;] = PlAr) /Aka(dw)

= n wdw
k—1
n

12k -1
2 n

Sl=

E[X,F] ist also eine ,,Approximation“ oder , Vergroberung® von X. Beziiglich ei-
ner beliebigen Sub-o-Algebra § C A wird der bedingte Erwartungswert wie folgt
definiert:

Definition Sei X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo und § C A eine Sub-o-
Algebra von A. Dann heifit Z : Q@ — R eine Version des bedingten Erwar-
tungswertes E[X|§] von X unter §, wenn gilt

(i) Z ist §-messbar
(i) [(ZdP = [, XdP VAe§

Satz 7.1
Der bedingte Erwartungswert existiert und ist bis auf Nullmengen eindeutig.

Beweis Sei X > 0. Durch
Q(A) = / X(w)P(dw) VAE€F
A

wird ein Ma$ auf (€, §) definiert (Satz [2.7).

Sei Py die Einschréankung von P auf §. Offenbar @) < P5. Satz von Radon-Nikodym
—> ( besitzt eine Dichte Z bzgl. Py und Z ist nach Definition §-messbar.

Falls X beliebig: X = X+ — X~

P-f.s. Eindeutigkeit: Seien Z, Z Versionen von E[X,§].

— /(Z—Z)szO VA€ §
A
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Wegen {Z > Z} € §,{Z < Z} € § folgt:
E|Z—Zy:/ (Z—Z)dp—/ (Z - Z)dP =0
{Z>7} {Z<Z}

— 7 = 7 P-fs. -

Bemerkung Der bedingte Erwartungswert ist also eigentlich die Aquivalenzklasse
E[X[§] = {Z € Ll(Q,S,P)|/ ZdP = / XdP VA€ 3}
A A

Ein Element davon nennt man ,, Version“. Oft wird E[X|§] mit einer Version iden-
tifiziert.

Definition Sei A € §. Eine Version von E[14|§] bezeichnet man als Version der
bedingten Wahrscheinlichkeit P(A|F).

Bemerkung Es gilt fiir B € § :
/ P(A[g)dp ¥ / 14dP = P(AN B)
B B

Satz 7.2
Sei X € L*(Q, A, P) mit || X||> = EX?. Dann gilt:
1X — E[X[)I* = inf {||X — Y[]*|Y € L*(,5. P)}
Beweis siehe Henze Stochastik II, S.214 n

Satz 7.3 (Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte)
Es seien X,Y € LY(Q, A, P), 3, 1,52 Sub-o-Algebren von A. Dann gilt:

a) ElaX 4+ bY|§] = aE[X|F] + bE[Y|F] P-f.s. a,be R
b) E[EX|Y]]=EX
¢) X <Y = E[X|3] < E[Y|3] P-fs.

d) Fir §1 C 3o gilt E[E[X|32]|81] = E[X|31]
Fiir §1 D F2 gilt E[E[X|$2][51] = E[X|F2]

e) Falls Y §-messbar und EXY < oo gilt:

EXY[3] = YE[X[3]
f) Falls X von § unabhingig ist (d.h. falls die X und 14 YA € § unabhingig
sind), dann gilt:
EX[3] = EX

Bemerkung Aus Satz bekommt man:
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. X=ceR 2 Elc|§] =c¢
2. §=1{0,0) % E[X|3] = EX
3. X Z-messbar 2 E[X|3] = X
4. x>0 L E[X[3] >0 P-ts.
Beweis von Satz [7.3
a)
/E[aX+bY;§]dP - /aX+bYdP
A A
Lincaritat / XdP +b / YdP
A A
_ {/Eummp+@/Ewwmp
A A
_ l/MMW+MM@M’MGS
A

—> Behauptung, da aE[X|F] + bE[Y|F] F-messbar und Radon-Nikodym-
Dichte P-f.s. eindeutig.

b)
E[E[Xyg]]:/QE[X\s]dP:/QXdP:EX

A = {weQ|EX[Bl(w) > EY[3l(w)} €T
= U{WGQFMWW0>MWMWHJ}

n
neN

~\~

An

Annahme: P(A) >0 = 3n € Nmit P(4,) >0
— 0 < / (Y — X)dP
An
- / E[Y|3]dP —/ E[X|3)dP
A7l An

- / (EY[3] - B[X|3])dP

1
< —=.P(4,
< - P(An)

< 0 Widerspruch!
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d) Z.z. Fiir 31 C 3 gilt: E[E[X[32]|31] = E[X|Z1]. Sei A € 31 — A €2 und
/ E[X[31]dP = / XdP = / BIX[32)dP = / BIELX|52)5:]dP
A A A A

—> Behauptung, da Radon-Nikodym-Dichte eindeutig.
Fiir §1 D §2 dhnlich.
e) Mit algebraischer Induktion:
— SeiY =1p5,B € §F und A € § beliebig.

/ Y - E[X|3]dP = E[X|3]dP = XdP = / Y XdP
A ANB ANB A

AuBlerdem ist Y- E[X|§] §-messbar = Behauptung, da Radon-Nikodym-
Dichte P-f.s. eindeutig.

— Linearitit des Integrals + Teil a) = Aussage fir Y € £Y > 0 :
Bedingte Version des Satzes von der monotonen Konvergenz (— Ubung).

—DannY =Yt —-Y~—

f)
/ EX[5dP = [ xdp
A A
= / 1,XdP
Q
nnabh. / 14dP - / Xdp
——
=EX
= / EXdP
A
—> Behauptung, da FX §-messbar. n

Satz 7.4 (Faktorisierungssatz)
FEs seien (Q, A), (¥, A") Messriume undY : Q — ' ein Zufallsgrofe. Ist X : Q@ — R
eine (o(Y),B)-messbare Zufallsvariable. Dann gibt es eine B-messbare Funktion
g: Y = R mit

X =goY.

Beweis Algebraische Induktion:

(i) Sei X = Z?:l alej € £ mit aj = O,Aj S O‘(Y)
- Aj = Y_l(A;), A; e A’. Wihle g = Z?:l (Ile;_
= X=goVY
—> Behauptung
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(ii) Sei X > 0 und (o(Y),B)-messbar. = 3I(X,,) C £,0 < X, T X und wegen
(i) 3(A’, B)-messbare Funktion g, mit X,, = g, oY,n € N.

= X =supX,, =sup(gpoY) = (supgn) oY
neN neN neN

Wihle also g = sup,,en 9n
(iii)X:X-*-fX—gX:gloY—ggoY.Wéihleg:m*gz. | |

Bemerkung Statt E[X|o(Y)] schreiben wir auch E[X|Y] und wegen Satz dg:
Q' — R (A, B)-messbar mit E[X|Y] = goY P-fs.. Die Funktion g ist P¥-fs.
eindeutig.

Definition Ist E[X|Y] = go Y wie oben, so heifst E[X|Y = y] = g(y) (ein) be-
dingter Erwartungswert von X unter der Bedingung Y =y.

Satz 7.5
Fiir alle A" € A’ gilt:

/ E[X|Y = y]PY (dy) :/ XdpP
’ Y*l(A/)

Beweis

/ E[X|Y = y|PY(dy) = / gdPY Sa':'ﬂ/ goYdP = / XdP.
/ A Y—l(A/) Y—I(A/)

Bemerkung Fir A € A heifit P(AlY = y) := E[14]Y = y| (eine) bedingte
Wabhrscheinlichkeit von A unter der Bedingung Y = y. Bedingte Wahrschein-
lichkeiten treten oft bei gekoppelten Zufallsexperimenten auf. Die folgende Sichtweise
ist konstruktiver:

Definition FEs seien (21,.41), (Q2,.A2) messbare Riume. Fine Abbildung Q : Q1 X
Ay — [0,1] mit

(i) w1 — Q(wi, A2) ist Aj-messbar YAz € A.
(ii) Ay — Q(wr1, Ag) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (Q2,.Az) Vw1 €
nennt man Ubergangskern oder Kern von (Q1, A1) nach (2, A2).

Satz 7.6
Es seien (1, A1, P1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (2, As) ein Messraum und Q
ein Ubergangskern von (1, A1) nach (Q2, Az). Dann wird durch

Py | ( [ 1ot m)) Py(dor)

ein Wahrscheinlichkeitsmafi P =: P1®Q auf A1 ® Ao definiert. P heifst Koppelung
und ist das einzige Wahrscheinlichkeitsmaf auf A1 ® As mit der Figenschaft

P(A; x Ag) = ; Q(w1, A2)Py(dwr) (%)
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Beweis

1. Ahnlich wie in §3 zeigt man: fiir f: Q; x Qs — Ry, f (A; ® Az)-messbar ist
wi = f92 f(w1,w2)Q(w1,dws) Aj-messbar.

2. Fir A= A; x Ay ist 14(wr,w2) =14, (w1)la,(w2) = (%).
3. P(1 x Q9) =1 wegen (*). P > 0 ist klar.

(%)

/ / Iy (wi,w2) @ (wi1,dw2) | Pi(dwr)
9] Qg Y— 4/ - ———

:ZZO 1 ]-An (UJlaUJQ)

= Z < < 1An wl,WQ) Q (wl, dLUQ)> P1 (dw1)>
4. Eindeutigkeitssatz fiir Mafle. n

Satz 7.7 Es seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (21,.A1) ein messbarer
Raum, Y : Q — Q; (A, A1)-messbar und X ein d-dimensionaler Zufallsvektor.
Dann existiert ein Kern Q von (1, A1) nach (R%,B%) derart, dass

PXY — pY g Q.
Q ist eine Version der bedingten Verteilung von X unter Y. Schreibweise:
Qly,) =P (Y =y).
Beweis - ohne Beweis - ]

Bemerkung Fiir A € A, B € B9 gilt:

P(XeB,YeA):/AQ(y,B)PYdy:/APX(ByY:y)PY(dy)

Satz 7.8
Es seien u und v o- endliche Maﬁe auf .A1 baw. B PYX) besitze eine Dichte f
beziiglich p@v. Es sei fy(y) :== [ga f( v(dr) die (Rand-)Dichte von PY bzgl. u
Weiterhin sei ) 0
T,y
flzly) = und = :=0.
(wly) fr(y) 0

So wird durch

PX(BlY =y) := /Bf(a:|y)1/(d:c) VB e Bl ye

eine bedingte Verteilung von X unter der Bedingung Y =y definiert.
f(ly) heifit bedingte v-Dichte von X unter der Bedingung Y =y.
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Beweis

y+— [5 f(z|y)v(dz) ist messbar VB € B? (Satz von Tonelli),
B [5 f(z|y)v(dz) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl Vy € Q.
Fiir A € Ay, B € B9 gilt:

PYY(AxB) = fd(p@v)
AxB

_ /A</Bf(x,y)l/(d$)>ﬂ(dy)
-/ ( / f(xry>v<dw>) fy () (dy)

L[ Py =y Py
A S——
=fy (y)u(dy)

Satz 7.9
Es seien (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Y : Q — R? ein Zufallsvektor und
X eine Zufallsvariable mit E|X| < oco. Dann ist

hy) = [ «P¥ (dalY =)
R
ein bedingter Erwartungswert von X unter der Bedingung Y = y.

Beweis Nach [Z.5}
/ E[X|Y =y] PY (dy) —/ XdP.
B Y-1(B)

Fir B € B? und T(Y, X) := X - (1g oY) gilt:

/ XdP
Y-1(B)

/ T (Y, X)dP
= / T (y,2) P (dy, de)

— / 1 (y) PO (dy, dx)

_ /B </RajPX (dz|Y = y)> PY (dy)

@ Beh. -

Beispiel 7.2

U und V seien unabhingig und U(0, 1)-verteilt und entsprechen den zufilligen Sei-
tenldngen eines Rechtecks. Es sei X = Flédcheninhalt des Rechtecks und Y = Umfang
des Rechtecks. Klar: X und Y sind nicht unabhéngig.
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1 0<u<lundO<wv<l1
Weiter ist fu v (u,v) = {0 ? b Y die gemeinsame Dichte von U
sons

und V.
= (Transformationssatz fir Dichten) fxy(z,y) =

4\/§<y<2+2x'fx() logmﬁir0<a:<1

— E[Y[X =2] —fy-f yll‘)dyz ~4en,

fir 0 < z < 1 und

2
v y2—16z

Beispiel 7.3 (Buffonsches Nadelproblem)

Wir werfen eine Nadel der Léange 1 zufillig auf einen unendlich langen Streifen der
Breite 1. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel mindestens eine Wand
des Korridors schneidet?

X = Abstand der Nadelmitte von der linken Wand

Y = Winkel der Nadel zum Lot

Annahme: X ~ U(0,1), Y ~U(—3%,5) und X, Y unabhéngig.

A = Nadel schneidet die Wand = {w | (X,Y)(w) € B} mit

B={(z,y) ||yl <5 z€0,5cosylu [1* 3 cosy, 1]}

- hier fehlt eine Skizze -

Es ergibt sich:

M

P(A) = PXY(B

1
= / ; 15 (z,y) P~ (dz|Y =y) PY (dy)

e MH

I
|

IERE

cosy cosy
PY (10,20 0= L) |y = y) P (dy)

1
= / cosy - —dy
_ T
2
T

Wl

So 148t sich zum Beispiel auch 7 ndherungsweise bestimmen.






8 Martingale und Stoppzeiten

Definition Sei I # () eine beliebige Indexmenge und (2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum.

a) Eine Familie von Zufallsvariablen (Xy)ier auf (Q, A, P) heifit stochastischer
Prozess (I CR)

b) Eine Familie von o-Algebren (§t)ier, mit §+ C A und §s C §¢, fir s <t heifit
Filtration. Ein stochastischer Prozess (Xi)ier heifit (§i)icr-adaptiert, falls
X; §i-messbar Vt € 1.

Bemerkung Oft wird §; := 0({ X, s < t}) gewéhlt. Dann ist (§;):er eine Filtration
und X; ist §;-messbar.

Definition Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P),I C R, eine Filtra-
tion (Ft)ter und ein dazu adaptierter stochastischer Prozess (Xi)ier. Ist E|Xy| <

oo YVt € I, so heifit (Xi)ier ein (Fi)ier-Martingal, falls E[X;|§s] = X Vs, t €
I,s <t.

Ist Xy < E[X}|§s] bzw. Xg > E[X4|Fs], so nennt man (Xi)ier ein (§i)ier-Submartingal
bzw. (§t)ter-Supermartigal.

Bemerkung a) Beim Martingal gilt: EX; = E[E[X;|3s]] = EX; Vt € I, d.h.

der Erwartungswert ist konstant (wachsend beim Submartingal, fallend beim
Supermartingal).

b) Ist I =N, so geniigt z.z.:
E[Xt+1|3t] =Xy VteN

c¢) Ist (F})ier die natiirliche Filtration, so sagt man oft nur (X)c; ist ein Mar-
tingal.

Beispiel 8.1 Sei I = N, (X,,)nen eine Folge von unabhéngigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert p. Sei S, := >, ; X Vn € N und
Sn = 0(S1,...,5,). Dann gilt Vn € N : E[S,11|8s] = E[Sh|Fn] + E[Xn+118n] =
Sn + U

Also: p=0 = (S,) ist Martingal

uw<0 = (S,) ist Supermartingal

w>0 = (S,) ist Submartingal

Beispiel 8.2 Sei (F)er eine Filtration und X eine Zufallsvariable mit £|X| < oo.
Sei X; := E[X|F:]. dann ist (X;)ier (§t)ier-adaptiert und Vs, t € I,s <t :

EX,[3:] = E[E XI5 3] "2 BX[5.] = X,

= (Xi)ser ist ein (§¢)ier-Martingal.

71
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Satz 8.1
Ist (X¢)ier ein (§t)ter-Martingal und @ : R — R eine konvexe Funktion mit E|®(Xy)| <
oo Vt € I, so ist (P(Xy))ter ein (Fi)ier-Submartingal.

Jensen

Beweis Sei s,t € I,s <t: E[®(X})|Fs] > P(E[X|Fs)) n
——

=X5
Im Folgenden: I = {1,2,...,n} und X* := maxj<j<, X;
Satz 8.2 (Submartingal-Ungleichung von Doob)
Ist (Xi)i=1,...n €in (Fi)i=1,..n-Submartingal, so gilt Yc > 0 :

c'P(X*>c)§/ X,dP < EX;F
{X*>c}

Beweis Sei A:={X*>c¢},A; ={X1<¢,...,. Xi-1 <, X;>c}i=1,...,n
= A=A1+... +A,,A €T und X; >cauf A;,i=1,...,n

bed.EW Sub—M. .
= [, X.dP L4, BIXal§dP > [ XidP > cP(A)i=1,....n
Summation iiber i = 1,...,n = 1. Ungleichung
2. Ungleichung: X,, - 14 § X,j [

Satz 8.3 (LP-Ungleichung von Doob)
Es seip > 1 und (X;)i=1,..n ein nicht-negatives (§;)i=1,...n-Submartingal mit der
Eigenschaft sup;—y _,, EX? < co. Dann gilt:

Beweis

Fubini / L P(XT > y)dy
0
Sim T E[X, -1 d
> 0 p [ n [X*>y]:|
Fubini X
=" B Xn/ pyP2dy
0
= T plx,xmr
p—l
Holder 1 ~1\¢ é
< <EXP>p(E (1))
p_
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Teile Ungleichung durch (E (X*)P )1_% (falls E(X*)P = 0 ist Aussage richtig) und
nehme p-te Potenz = Behauptung. ™

Bemerkung a) Ist % + % = 1, so ldsst sich Satz schreiben als || X*||, <
q - || Xnllp

b) Ein stochastischer Prozess (X;);er mit sup;e; || X¢||p < 0o heiit LP-beschrinkt.

c) Ist (X;)i=1,..n ein Martingal, so ist (|X;|)i=1,. » ein nicht negatives Submar-

tingal (Satz

Beispiel 8.3 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,)nen, €in stochas-
tischer Prozess. Interpretation von (X,):
Xo = Anfangskapital des Spielers
X,—X,_1 = Gewinnn pro gesetzter Geldeinheit in der n-ten Runde
Wird immer eine Geldeinheit pro Runde gesetzt, so ist also X,, = Xo+ > p_; (X —
Xj—1) das Kapital des Spielers nach n Runden. Es sei

Sn - U(X(),Xl —Xo,. . .,Xn _Xn—l) == O’(X(),Xl,...,Xn)
Das entspricht der Information nach n Runden.
— E[Xn+1 - Xn|gn] — E[Xn+1|gn] - Xn

Das entspricht dem erwarteten Gewinn pro gesetzter Geldeinheit bei Kenntnis des
bisherigen Spielverlaufs.
Offfenbar gilt: X Martingal <= Spiel fair
X Supermartingal <=  Spiel nachteilig
X Submartingal <= Spiel vorteilhaft

Beispiel 8.4

X, — X1 sei der Gewinn pro gesetzter Geldeinheit (GE) in der n-ten Runde.
Jetzt: In Runde n werden ¢, GE gesetzt mit ¢, §,_1-messbar.

Sn = 0(Xo, X1 — Xo,..., Xpn — Xn—1), d.h. (¢p)nen ist vorhersagbar.

Kapital nach n Spielen:

n
Xo+ Y er(Xp — Xp1)
k=1

Satz 8.4
Es seien (cp)nen €in vorhersagbarer Prozess und X = (Xp)nen ein Prozess mit
Elcn (X, — Xp—1)| < 00 Vn € N. Wir setzen

n
Y, = Xo+ Z k(X — Xi—1), Y = (Ya)nen-
k=1
Dann gilt:

a) Ist X ein Martingal, so auch Y.
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b) Ist X ein Sub- bzw. Supermartingal und ¢, > 0 Vn, so ist auch Y ein Sub-
bzw. Supermartingal.

Beweis

] cn+1géfm.b.

E[Yn—‘rl - Yn’gn] = E[Cn-l—l(Xn—l-l - Xn)‘sn Cn+41* E[Xn-l—l - Xn’gn]

Definition
FEine Abbildung 7 : Q@ — N U {oco} heifit Stoppzeit beziiglich einer Filtration

(3n)n€N7 wenn
{r<n}eF, VneN.

Bemerkung

a) Stoppzeiten kann man analog fiir 7 : & — Ry U {oo} definieren.
b) 7:Q — NoU {oco} ist Stoppzeit = {r =n} € Fn Vn € Ny. (Ubung)
Beispiel 8.5

a) T = ng ist Stoppzeit, da

Q n>ng
T<nf= B € Sn
{ o } 0 n < ngy §

b) Sei (Xp)nen, €in zu (§n)nen, adaptierter rellwertiger Prozess und A € 8. Sei
74 : Q = NU{oo} definiert durch

74 (W) :=inf{n € Ny | X, (w) € A} (inf {0} := o0)

74 hei3t Eintrittszeit in A.
T4 ist Stoppzeit, da

(ra <0} = X € 4} €5

=1 €3

Lemma 8.1

a) Fir eine Stoppzeit ist
Sr={AcA| An{r <n}eF, VneNy}
eine o-Algebra, die o-Algebra der T-Vergangenheit.

b) Sind 11, To Stoppzeiten mit T < T2, so gilt Fr, C Fry.
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c) Ist T eine Stoppzeit, so ist X : Q — R mit

§--messbar

X* () Xr(wy(w)  wenn 7(w) < oo
w) =
T 0 sonst

Beweis

a) Ubung.
b) Sei A € §,, beliebig. Vn € N gilt:
{TQSTL}C{’HSH} - Aﬁ{TQS’n}:Aﬁ{TlSn}ﬂ{ngn}Egn.
—_——— —
ESn EFn
— Beh.

c) zu zeigen: {Xf € A} eF, VAecB
zeige also: {XF e Ayn{r<n}eF, ¥YnelNy

Es gilt:
{(XreAyn{r<n}=|J{XxeA}n{r =k} € Gy,
k=0 % 3
[SET SO
da {r=k}={r <k}n{r <k-1}9€F.
N N ——
€5k S
— Beh. u

Bemerkung

a) §r = Information, die bis zur zufilligen Zeit 7 vorhanden ist.
b) Falls 7 P-f.s. endlich, schreibt man X statt X7*.

c) Ist 7 eine Stoppzeit und (X, )nen, ein stochastischer Prozess, so ist X7 =
(X])nen, mit X7 := X-n, Vn € Ny der gestoppte Prozess.
Da 7 A n eine Stoppzeit ist, ist wegen Lemma ) Xran Sran-messbar und
(XT) ist (Fran)-adaptiert.

Satz 8.5
Ist X ein (Sub-, Super-) Martingal und ist T eine Stoppzeit, so ist auch X7 ein
(Sub-, Super-) Martingal.

Beweis

Sei ¢y i=1gropny = {720} ={r<n- 139 € Fna.

= (cn)nen, ist vorhersagbar. Da Xo + Y 1 cx(Xp — Xp—1) = Xopp, folgt die
Behauptung mit Satz n



76 KAPITEL 8. MARTINGALE UND STOPPZEITEN

Bemerkung

Ist X ein Martingal, so auch X7 und damit gilt £ X, = EXo.

Betrachte Bsp 8.4 mit 7 := inf{k € No | X}, > Xo + ¢} und ¢, := 1{75p):

Solange ¢ nicht erreicht ist, wird eine Geldeinheit gesetzt, danach aufgehort. Spielt
man maximal n-mal, so ist X, A, das Kapital am Ende. Im Mittel kann man das
Kapital bei einem fairen Spiel nicht erhchen.

Beispiel 8.6 (Kartenspiel)
Sei

o Sp die Anzahl der schwarzen Karten und
e Ry die Anzahl der roten Karten und

e N := 5y + Ry die Gesamtzahl an Karten.

(R, Sy) die Anzahl der roten / schwarzen Karten im Stapel, nachdem n Kar-
ten aufgedeckt wurden.

Zy, die Farbe der n-ten aufgedeckten Karte.
o §,=0(Z1,...,%Z,) und
o X, =i

Behauptung: (X,,) ist (§,)-Martingal!

Sn+1 — Rnt1 }
ElXp1 |3, = E|2pH" il g, g
Xon |5 = B[gE sz
Sy [Sa—1-R, Ry, [Sn—Rn+1
- S,+R,|S,—1+R, S, + R, | S, + R, —1

(Ry, + Sp — 1)(Sn — Ry)
(Sp+ Rp)(Sp+ R, — 1)
Sn — Ry,

Sp + Ry,

Sei 7 eine Stoppzeit (< N). Erwarteter Gewinn:

E [1[ZT+1: schwarz] — 1[ZT+1: rot}]

N
=F Z (1[Zk+1: schwarz] — 1[Z;€+1: rot]) 1[T:k]
k=1

E [E [(1[Zk+1: schwarz] — 1[Zk+1: rot]) l[T:k] | S’k“

I
WE

B
Il
—

I
E

E 1[7':]6} E [1[Zk+1: schwarz] — 1[Zk+1= rot] ’ gk]

e
Il

1
_ SR _
T SptRy =Xk
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So — Ry

=F|X,|=FEXy=
[ ] 0 So + Ry

EX,. = EXj gilt nur unter einer Bedingung, wie dieses Beispiel zeigt.

Beispiel 8.7 Sei (Y;,)nen eine Folge von u.i.v. ZVen mit

Y,, = Ergebnis Miinzwurf in Runde n.

Der Spieler setzt 2"~! GE in der n-ten Runde, bei Gewinn erhilt er 2" GE, d.h.
Y,, - 2" ! ist der Geldzu-/abgang in der n-ten Runde.

Kapital nach n Runden:

n

X, = 221'—11@

1=1

Sei §p := 0(Xo,...,X,) und 7 := inf{n € N | Y,, = 1} d.h. gestoppt wird, wenn
erstmals Y,, = 1 (— Martingalstrategie). (X,,)nen ist ein (Fn)nen-Martingal (s. Bsp.

5.

Es gilt:
1 k
P(T>k)_<2> VkEeN= P(t<o0) =1
und

00 00 k—1
X = ZXle:k = Z (— 221'71 + 2k1> 1o =
k=1

k=1 i=1

-~

=1

Also ist hier EX, =1# EXg=0.
Vorsicht bei der Nachahmung!
Das bendotigte Kapital betriagt —X,_1 GE und

T—1
E(-X._,) = E(Zz’H)
k=1
= E<22k11[7>k]>

k=1

= 22’“_1P(7‘> k) = oo
—_———

k=1 P

Satz 8.6 (Optional Stopping Theorem OST)
Es sei X = (Xp)nen ein Supermartingal und 7 eine Stoppzeit. Jede der folgenden
Bedingungen impliziert, dass E|X;| < co und EX, < EX; gilt:

1. 7 ist f.s. beschrinkt, also P(T < ¢) =1 fiir ein ¢ € R.
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2. 1 ist f.s. endlich und X ist f.s. beschrinkt, d.h. P(T < 0c0) = 1 und es gibt ein
ce R mit P(|X,| <c¢)=1VneNy.

3. ET < oo und X hat f.s. beschrinkte Zuwdichse, d.h. 3¢ € R mit P(| X, —
Xp1| <c)=1VneN.

4. P(t < o0)=1,E|X,;| < oo und f{T>n} | X|dP — 0 fiir n — oo.
Ist eine dieser Bedingungen erfillt und X ein Martingal, so gilt: EX, = EXy.

Beweis 1. Ist klar, da hier X; = X, fiir ein n € N grof} (n > ¢). Die Behaup-
tung folgt aus Satz

2. Satz 8.5 und majorisierte Konvergenz.
3. Verwende | X;|+ ¢(7 — 1) als integrierbare Majorante.

4. Wir zeigen die Aussage fiir X ist Martingal:

EX, — EX,pn| = | / X,dP — / X,dP — X, dP|
{r<n} {r>n}
< [ xar|+|]  Xuap|
{r>n} {r>n}
< / |XT|dP+/ XadP =0 (n—0) =
{r>n} {r>n}
—0(n—00) —0(n—00)

Beispiel 8.8 (Ruinspiel, vgl. Stochastik I, Bsp 10.4) Spieler I besitze n GE
(n € N), Spieler I N —n GE (N —n € N). Pro Runde gewinnt Spieler I von Spieler
II 1 GE mit W’keit p und verliert eine GE an Spieler II mit W’keit 1 —p. Spielrunden
sind unabhéngig. Seien (Y;,)pen u.i.v. ZV mit

PY,=1)=p, P(Y,=-1)=1-p.

n

X, = > Yy ist dann der Gewinn (Verlust) von Spieler I nach n Runden.

k=1
Sei

T:=inf{n e N | X,, = N —n oder X,, = —n}

P(X,; = —n) = Ruinwahrscheinlichkeit von Spieler I.
Sei 4 = EY; = 2p — 1. Nach Beispiel uw=0= (X,) Martingal. u < 0 = (X,)
Supermartingal. ¢ > 0 = (X,,) Submartingal.
Behauptung: 3a > 0,0 < v < 1, sodass P(r > j) < ay/ Vj € N.
Beweis: Sei k € N.

P(r > Nk) < P((Y1,...,Yn) #(1,...,1),

(Yny1, - Yan) # (L D)oo, (Y vgts -5 Yaen) # (1,00

k-1
(Y») unabh.
=" HP((K;NH,---J/(UH)N)#(17--',1))
v=0

= (1-pN)F
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Fir j > N gilt:

Pr> ) < P(r> | 2N < 1 —p"M)¥) < (0 —p")%) @ p™)!

Also folgt: P(1 < 00) = 1,ET = Y P(1 > j) <oound 1 = P(1T < 00) = P(X; =

j=1
N —n)+ P(X, = —n).
Sei nun M, := > (Yy — EYy),n € No, My = 0 und §,, := o(Y1,...,Y,).
—

k=1
=

Dann ist (My,)nen, ein (§n)-Martingal. Das OST ist anwendbar, da (iii) erfiillt ist.

=0 = EM,=P(X;=N—-n)(N—n—Eru)+ P(X; =-n)(—n— ETp)

P(X; =N —-n)(N —n)— P(X; =—-n)n— ETpu.

Fall 1: p=0 (d.h. p= %, faires Spiel)
=0=(1-PX;=-n)(N—n)—P(X;=-n)n=PX;,=—-n)=

Fall 2: p # 1
Sei © := log( Py £ 0 und Lo =1, Ly := [[}_, Y% = X,
(Lp)nen ist ein (S Jnen-Martingal, da

E[Lps1 | ) = H ) ®Yn+1] =L,
A,_/

pe®+(1-ple=©=1

Das Optional Stopping Theorem ist anwendbar, da (iv) erfiillt
E|L,| = Ee®Xr < €l®V < o0 und

/ |Ly|dP < e®N P (7 > n)
{r>n} —_———
—0 (n—o0)

— 1= BLy= ELy = P(X, = N = n)e®" ) 4 P(X, = —m)e=®"
— 1= (1 P = ) (5 PO = a2

N n _
= P(XT:—H)_¢¢N¢17 ¢ =13k

Optimales Stoppen

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (X;,),=1, .~ ein stochastischer

Prozess adaptiert an eine Filtration (§p,)n=1,.. n. Essei E|X;| <oo Vk=1,...

Betrachte das Optimierungsproblem

vi= sup {EX;} =FEX,,
T ist Stoppzeit <N

_N.
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v = maximaler Wert,
7o = optimale Stoppzeit (falls existent). Wegen

N N
EIXA| =) E(|Xu| 1i—py) <D E|Xy| < 00
n=1 n=1

nach Voraussetzung ist v < oo. Ist (Xy)p=1,.. ~ €in (§n)n=1, .~ Supermartingal, so
folgt mit Satz[B.6f EX; > EX, V Stoppzeiten 7 < N.
Also: 7o = 1 ist optimal (sofort aufhoren).

Definition
Der Prozess Z = (Zy)n=1,..,.N mit

Zn = XN, Zyp=max{Xy, E[Zp41|8nl}, n=N-1,...,1
heifit Snell- Einhiillende von X.

Satz 8.7 Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

a) Z ist ein (Fn)n=1,.. N-Supermartingal mit Z, > X, firn=1,...,N.

b) Z ist das kleinste (§y)-Supermartingal, welches X dominiert, d.h. ist (Yn)p=1,. N
ein weiteres (§n)-Supermartingal mit Y, > X,, n=1,...,N so gilt: Y, > Z,
firn=1,...,N.

Beweis

a) Aus der Definition: Z,, > X,, Vn, Z, > E[Z,+1|8n], also (Z,) Supermartingal.

b) Riickwartsinduktion:
(n=N):Yy>Xy=2n

Y Supermartingal I.H.
(n — n— 1) Yo 1 > E [Yn ’gn—l] >k [Zn |gn—1] und Y, 1 >
anl
— Yn—l > maX{Xn—laE[Zn lgn—l]} = Zn—l ]
Satz 8.8

Mit den obigen Bezeichnungen und 19 = min{n € {1,...,N}|X,, = Z,} gilt:
a) Ty ist eine Stoppzeit.
b) (Z]0)n=1,.. N ist ein (Fn)n=1,. n-Martingal.

C) EXTO = Sup; Stoppzeit{EXT}

Beweis
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a) Wegen Zy = Xy ist 79 < N. Es gilt:

n

{ro<n}=|J{Z=Xi} €5

=1 €5
b) Es gilt:
Zyr = 2y =1sni1y (Zns — EZns [Sa]) (%)
—— N~~~
:Z(n+1)/\70 :Zn/\TO
da

Fall1: o> n+1
linke Seite = Z, 11 — Z,,
rechte Seite = Z,, 41— E[Zn+1 | §n), da X,, < Z,, auf {79 > n+1}. (stimmt)
—_———

=7

Fall 2: 79 <n
0 =0 (stimmt)

Wende nun E[-|§,] auf (*) an:
Da {rp >n+1} = {1y < n}¢ € §, folgt

E [Z;;(—)&-l — 2y |5n] = l{TOZn—f—l}E [Zn+1 - F [ZnJrl |3n] ‘gn] =0
= (Z]0) ist (§Fn)-Martingal.
c) Wegen b) und Satz
EZy =EZ]®=EZ) = EZ,, = EX,,
Fiir eine beliebige Stoppzeit 7 gilt:

EZ, > FEZ,, da Z Supermartingal. Und weiterhin:
EX,,=FEZ,>FEZ > FEZ, > EX, = Beh. n

Beispiel 8.9 (Das Sekretéirinnenproblem) N Bewerber(innen) um eine Stelle

stellen sich nacheinander vor. Nach jedem Interview muss entschieden werden, ob
die Person die Stelle bekommt.
Annahme: Die Bewerber lassen sie linear anordnen und erscheinen in beliebiger

Reihenfolge. (N! mogliche Reihenfolgen)

Welche Strategie maximiert die Wahrscheinlichkeit, dass die beste Person die Stelle
bekommt?

e A, = absoluter Rang des n-ten Kandianten unter allen V.

e R, = dessen relativer Rang unter den ersten N. R, = {1 <m <n| A, < A,}.
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Es gibt eine Bijektion zwischen den A-Werten und den R-Werten. Somit gilt Vry, ..., ry,
1<r <, 1 <1< N:

1
P(R]_ :T]_,...,RN:TN) :ﬁ
Bestimme Randverteilungen:

1
P(Rn:l):ﬁ firl=1,...,n Vne{l,...,N}

und Ry,..., Ry unabhéngig. Sei nun

_ 1, A, =1
X, = {0 , Sn=0(R1,...,Ry)

sonst

und X,, = E[X,,|Fn]. (X,) ist (§,)-adaptiert. P(X,; = 1) — max.

N N
P(YT = ].) = ZP(YTL = 17 T = Tl) = ZE]'[T:TL, Xpn=1]
n=1

n=1 =
N
= Z/ XndP:Z/ E[X,|Fn] dP
n=1 /{T=n} ne1 TZTL}T
= EX,

Also maximiere F X, mit Satz

PRi=7r1,...,Ry-1=7rp_1,A,=1) = PRi=7r1,...,R1=rp1,Ry=1,R41>1,...,Ry > 1)
1 1
= — 1. 1-n-(n+1)--~-(N—1):£

N n!

P(Rl:Tl,...,Rn,1:Tnfl,anl,Anzl)

> PAn=1]Br=ry. . By = Ba=1) = P(Ri =71, Rn1 = 1m1,Rn = 1)

= X, = E[l{l} (A4n)I8n] =

{N, falls R,, = 1 )

0, sonst
Behauptung: 3 (cy)n=1,.8 C R, ¢, |, ey = % und E|[Z,|§n-1] = ¢, fir n =

1,..., N, wobei Z die Snell-Einhiillende von X ist.
Beweis: Riichwirtsinduktion:

n = N:

E[Zn|En-1] — E[Xn[Fn-1] Y= B[y (Ry)[§n-1]

Ry, §n unabh. 1

P(Ry =1) =+ = cx.



83

n+1~n:
E[Zn‘gn—l] = E[max{Xn E[Zn+113n]}|3n—1]
i E[max{% . 1{1}(Rn)7 Cnt1}|Sn-1]

B[y (Ra) - maxc{ . a1} + (1 = 11y (Bn))ensa [§o]

RT“%n_éunabh. P(Rn — 1) . max{%,cn_;'_l} + (1 — P(Rn = 1)) *Cn+1

1 n 1
= o max{*a Cat1}+ (1 — E)C"H

1 Cn-l—l } Cn+1

= Cp = Cpi1 + max{ = Cp > Cnil

>0

™ =inf{n | Z, = X,,}
Stoppregel nach Satz 7™ =min{n | X,, = Z,}.

e gestoppt wird vor N nur, wenn R, = 1.
e die Werte X,, # 0 sind wachsend.
o die Werte E[Z,+1|8n] = cnt1 fallend.
™ = min{l<n<N-1|R,=1, %zcnﬂ}/\]\f

= min{n >k, | R, =1} AN.

Wir bestimmen jetzt noch ky.
Sei 7, :=inf{n > k | R, = 1} A N. Bestimme EX_, .
kn ist dann der k-Wert, bei dem EX,, maximal ist. Es gilt

EXTk = ZE l{l} Tk)]
=k
N
l
= NP(Rm>1fiirm:k:,...,l—l,Rl:1)
I=Fk —P (=)
_ i ATESEA T
N m l
=k m=k ~—
=P(R;=1)

=P(Rm>1)
N
Telesk(g. Prod. k—1 Z
=k

O(k) = %Zl]\ik 5 wird maximal in ky := inf{k | 7 + l%&—l + o+ 7 < 1)

Beachte: limpy_ o0 k;N%
Bei einem groflen Bewerberkreis wird man etwa 37 Prozent der Bewerber passieren

lassen und dann den ersten nehmen, der besser als alle vorangegangenen ist.






9 Konvergenzsitze fiir Martingale

Im Folgenden sei (€2, .4, P) ein W' Raum, (F,, )nen eine Filtration und §Foo := 0(Upnendn)-

Definition 9.1 Sei X1,...,X, eine Folge von ZV und —o00 < a < b < 0.
Upla,b] sei die Anzahl der aufsteigenden Uberschreitungen des Intervalls |a, b
durch X1, ..., X, also

Unla,b] = max{k < ng | 3 Indizes 1 <y < -+ <idgp <nomit Xy, , <a,b< X, firj=1,...

Bemerkung 9.1 Wegen

k
{Un[avb] > k} = U ﬂ{Xi2j71 < a} N {Xi2j 2 b} € Sn

1<iy < <igp<n j=1

ist Upla, b] eine ZV.
Lemma 9.1 Sei (X,,)nen ein Supermartingal. Dann gilt:

1
EUTL [a, b] S mE(Xn — a)_

Beweis
Seip:=|5]+1, o=1undfirk=1,...,p:

Tok—1 :=min{j > 12 | X; <a}An

To 1= min{j > Top—1 | X; > b} An

Die (7) sind Stoppzeiten mit 1 <7 <1 <--- <79, =n und
falls Top_1 < n, ist Top_1 < Tok.
Sei ko := Uyla,b], dh. X, — X

e > b—afirk=1,... ko
XTQkOJr2 —XT%0+1 #0 = X <a, X
= X - X

T2k +1 2ko+2 Xn
Tokg 42 Tokgs1 = Xn —a = min{X, —a,0} = (X, —a)”
— Zi:l(XTzk N XTQk—l) > (b - a) ’ Un[a’ b} - (Xn - a)_
Wir zeigen jetzt: E(X,,, — Xr,,_,) <O0.
Sei ¢j = 1{7,, ,<j<ry}- (¢j)j>2 ist vorhersehbar.
{ej =1} ={rp1 <j— 13 {me <j -1} €F
Sei Y, = X1 + 2?22 Cj(Xj — Xjfl), neN; Y = Xy.

SatzE4 (Y},) ist ein Supermartingal.
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86 KAPITEL 9. KONVERGENZSATZE FUR MARTINGALE

n
= EY, = EJXi+)» ci(X;—X;1)]
j=1

= EX;+ E[X7'2k - XTQk—l]

<0

< EYi=EXy

=—> Beh. ]

Satz 9.1 (Vorwirtskonvergenzsatz von Doob)

Set (Xn)nen ein (§n)nen-Supermartingal mit der Eigenschaft sup,,cn{E|Xn|} < 00.
Dann existiert eine &Xﬂ -messbare Zufallsvariable X oo mit E|X | < 00 undlimy, oo X, =
X P —fs.

Beweis

Sei N :={w € Q| liminf, ,,{X,(w)} < limsup,,_,{Xn(w)}} und

Usola, b] := lim,, oo {Uy[a, b]} (existiert, da U,[a, b] wachsend)

= N = Ua,bEQ7a<b{w € ‘ Uoo[avb](w) = OO}

LemmaB ], _ )\EUL[a,b] < E(Xy, — a)~ < |a| + E|Xn| VneN

Mit der Voraussetzung und monotoner Konvergenz: EUx [a, b] < cc.

— P(Uxla,b] = 0) =0 = P(N) =0, da N abzéhlbare Vereinigung von
P-Nullmengen. Auflerdem: N € §.

Sei Koo (1) = {limn_)oo{Xn(w)} w € N9 evtl. Xoo(w) = 0)

0 weN

— E‘Xoo‘ - E [liminf {| X[}
n—o0
Lem. von Fatou

limsup {E| X,|}

n—oo
< sup { ] X[}
neN
< o0

Sei N := {ng\Xooe{—oo,oo}} = P(n)=0
folgtX := Xoo - 1 5 erfiillt die Bedingung. n

Bemerkung

(i) (Xn)nen mit der Eigenschaft sup,,cn{E|Xn|} < oo heifit L'-beschrénkt.

(i) Bei Supermartingalen folgt die L!-Beschrinktheit aus sup,.ny{EX,, } < oo,
also z.B. falls X, > 0.

1Soo = U(UnENSn)
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Beispiel 9.1 (Verzweigungsprozesse)
Es sei {Y x| n,k € N} eine Familie von unabhéngigen und identisch verteilten Ny-
wertigen Zufallsvariablen.

Pj:i=P(Yy=j) VjeNg

Sei (Zy,) definiert durch

Zn 00
Zv =1, Zpy1 = ZYnk Vn € Nog und p := kak < 00
k=1 k=1

Sn=0{Ymir | k€N, m<n—1})
Es gilt:

E[Zn—i-l‘gn] = E

Zn
k=1

l
( Ynk) . 1{Zn:l} |gn]
=0 \k=1

o) l
= Y E ZYnHSn] Liz,=1}
1=0

k=1

:E[ZL:1 Ynk]

= Zl‘u‘l{znzl}Z,u‘Zn
1=0

= F

M8

Sei X, := % — (Xg)ken ist ein (Fn)nen-Martingal.
Insbesondere gilt:

EZy=p" - EXy = p"EX1 = " 'EZ = "1 (%)

(Xn)nen ist L'-beschréinkt, da E|X,|= EX, =} VneN,

Sa2BI 3%, mit X, > Xoo P —fs. .

Falls,u<1:(:LP(Zn26)H0(n%oo) = X =0

Falls y = 1: X,, ganzzahlig = Folge irgendwann konstant. Wenn P, #1 —
X =0

Falls p > 1: X ist nicht degeneriert. P(X = 0) ist Losung von g(z) = z, wobei g
erzeugende Funktion von Y ist.
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