Kapitel 12

Charakteristische Funktionen

In §10 haben wir fiir diskrete Zufallsvariablen die erzeugende Funktion betrachtet.
Jetzt betrachten wir eine andere Transformierte, die fiir beliebige Zufallsvariablen
X definiert ist. Im Folgenden sei (€2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 12.1
Es sei X eine Zufallsvariable. Dann heifst px : R — C

ox(t) = EetX

die charakteristische Funktion zu X

Bemerkung 12.1

a) Man kann im Reellen rechnen.
Ee'™ = Fcos(tX) + iEsin(tX)
Insbesondere existieren die Erwartungswerte ohne weitere Bedingung.

b) ¢x(t) hingt nur von der Verteilung von X ab
c) Ist X diskret, so gilt: ox () = gx(e')

d) Ist X absolutstetig, so gilt: px(t) = [*°_ €™ fx(z)dx (Fourier-Transformierte

von fx) -

Beispiel 12.1
Es sei X = p € R Dann ist ¢x (t) = Eeltt = eith

Beispiel 12.2
Es sei X ~ N(0,1) Also:
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ox(t) = Be™ = Ecos(tX) + iEsin(tX)
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Satz 12.1
Es sei px die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X. Dann gilt:
a) ox(0) =1

b) lox(t) <1 VieR

¢) Fira,beR gilt:  paxip(t) = ¢Pox(at)
Beweis

a) px(0) = Ee®X =1

b) [ox ()] < Ele™*| =1

=px (at)

—

C) SOaX—&-b(t) = Eeit(aX+b) — eitb EeztaX
Beispiel 12.3

Es sei X ~ N(u,0?)
Es gilt: u+ 0Z ~ N(u,0?), falls Z ~ N(0,1) (Lemma 6.1)

Satz 12.1 4 o242
Also: ox(t) = putoz(t) e e eitte 2"
Satz 12.2
Sind X1,...,X, unabhingige Zufallsvariablen mit charakteristischen Funktionen

OXys---5PX, SO gilt fir die charakteristische Funktion oy X, von S Xi:

psn x,(t) =[[ex.(t), VteR
=1

Beweis

X,Y unabh.

S0X+Y(t) — Eeit(XJrY) — E(eitXeitY) EeitX . EeitY = ox (t) . (py(t)
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Satz 12.3
Falls E|X|" < 00, n € N, so ist ox n-mal differenzierbar und es gilt:

cpg?) (0) =i"EX" (n-te Moment)

Beweis
Man darf E (= Integral) und Differentiation vertauschen.
(— Majorisierte Konvergenz Stochastik II)

)y _ _d" itX _ d" ax\ _ Sy \LitX Y o yen it X
oy (t) = (dt)”Ee _E<(dt)"e )—E((ZX) ") =i"EX"e

= ¢(0) = i"EX™

Beispiel 12.4
Sei X ~ N(u,0%) E|X|"<oco VneN

02t2

Beispiel 12.3 = ¢x(t) = et o=

Satz:%2.2 1 .
(n=1) EX = =(¢x(0))

1, . 2 ipt— ot
. = —((in— P =

=0

Satz 12.4 (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen)
Sind X und'Y Zufallsvariablen mit derselben charakteristischen Funktion, so haben
X und Y dieselbe Verteilung.

Beweis
Siehe zum Beispiel: Hesse Seite 94

Beispiel 12.5
Es seien Xj ~ N(p1,0%), Xo ~ N(uz,03), X1, X2 unabhingig.

02t2

Beispiel 12.3 = ¢x, () = et "5 (entsprechend fiir X»)

) (02+02)2
Satz 12.2:  ox,+x,(t) = ox,(t) - ox,(t) = eitlmtnz) | p——t=2
Satz12.4

257 X + Xo ~ N(py + pe, 02 + 02) (vgl. Beispiel 9.4 bzw. Ubung)

Satz 12.5 (Stetigkeitssatz bei charakteristischen Funktionen)

Es sei (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen mit zugehorigen Verteilungsfunktionen
Fx, (x) und charakteristischen Funktionen ¢x, (t). Folgende Aussagen sind dquiva-
lent:

a) X, 4 x
b) vx, (t) = @(t) Vt e R und ¢ ist stetig in 0.

In diesem Fall ist ¢ die charakteristische Funktion von X.

ohne Beweis
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