
Kapitel 12

Charakteristische Funktionen

In §10 haben wir für diskrete Zufallsvariablen die erzeugende Funktion betrachtet.
Jetzt betrachten wir eine andere Transformierte, die für beliebige Zufallsvariablen
X definiert ist. Im Folgenden sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 12.1
Es sei X eine Zufallsvariable. Dann heißt ϕX : R→ C

ϕX(t) := EeitX

die charakteristische Funktion zu X

Bemerkung 12.1

a) Man kann im Reellen rechnen.
EeitX = E cos(tX) + iE sin(tX)
Insbesondere existieren die Erwartungswerte ohne weitere Bedingung.

b) ϕX(t) hängt nur von der Verteilung von X ab

c) Ist X diskret, so gilt: ϕX(t) = gX(eit)

d) Ist X absolutstetig, so gilt: ϕX(t) =
∫∞
−∞ e

itxfX(x)dx (Fourier-Transformierte
von fX)

Beispiel 12.1
Es sei X ≡ µ ∈ R Dann ist ϕX(t) = Eeitµ = eitµ

Beispiel 12.2
Es sei X ∼ N(0, 1) Also:
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ϕX(t) = EeitX = Ecos(tX) + iEsin(tX)

=

∫ ∞
−∞

eitx · 1√
2π
e−

x2

2 dx

=

∫ ∞
−∞

cos(tx)
1√
2π
e−

x2

2 dx+ i

∫ ∞
−∞

sin(tx)
1√
2π
e−

x2

2 dx︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫ ∞
−∞
−xsin(tx)

1√
2π
e−

x2

2 dx = · · · =︸ ︷︷ ︸
part. Integration

−
∫ ∞
−∞

tcos(tx)
1√
2π
e−

x2

2 dx = −tϕX(t)

und ϕX(0) = 1 Lösung der Dgl. ϕX(t) = e−
t2

2

Satz 12.1
Es sei ϕX die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X. Dann gilt:

a) ϕX(0) = 1

b) |ϕX(t)| ≤ 1 ∀ t ∈ R

c) Für a, b ∈ R gilt: ϕaX+b(t) = eibtϕX(at)

Beweis

a) ϕX(0) = Eei0X = 1

b) |ϕX(t)| ≤ E|eitX | = 1

c) ϕaX+b(t) = Eeit(aX+b) = eitb

=ϕX(at)︷ ︸︸ ︷
EeitaX

Beispiel 12.3
Es sei X ∼ N(µ, σ2)
Es gilt: µ+ σZ ∼ N(µ, σ2), falls Z ∼ N(0, 1) (Lemma 6.1)

Also: ϕX(t) = ϕµ+σZ(t)
Satz 12.1 c)

= eiµte−
σ2t2

2

Satz 12.2
Sind X1, . . . , Xn unabhängige Zufallsvariablen mit charakteristischen Funktionen
ϕX1 , . . . , ϕXn so gilt für die charakteristische Funktion ϕ∑n

i=1Xi
von

∑n
i=1Xi:

ϕ∑n
i=1Xi

(t) =
n∏
i=1

ϕXi(t), ∀ t ∈ R

Beweis

ϕX+Y (t) = Eeit(X+Y ) = E(eitXeitY )
X,Y unabh.

= EeitX · EeitY = ϕX(t) · ϕY (t)



59

Satz 12.3
Falls E|X|n <∞, n ∈ N, so ist ϕX n-mal differenzierbar und es gilt:

ϕ
(n)
X (0) = inEXn (n-te Moment)

Beweis
Man darf E (= Integral) und Differentiation vertauschen.
(→ Majorisierte Konvergenz Stochastik II)

ϕ
(n)
X (t) =

dn

(dt)n
EeitX = E

(
dn

(dt)n
eitX

)
= E((iX)neitX) = inEXneitX

⇒ ϕ
(n)
X (0) = inEXn

Beispiel 12.4
Sei X ∼ N(µ, σ2) E|X|n <∞ ∀n ∈ N

Beispiel 12.3 ⇒ ϕX(t) = eiµte−
σ2t2

2

Satz 12.2
=⇒

(n=1) EX =
1

i
(ϕiX(0)) =

1

i
((iµ− σ2t)eiµt−

σ2t2

2

∣∣∣
t=0

= µ

Satz 12.4 (Eindeutigkeitssatz für charakteristische Funktionen)
Sind X und Y Zufallsvariablen mit derselben charakteristischen Funktion, so haben
X und Y dieselbe Verteilung.

Beweis
Siehe zum Beispiel: Hesse Seite 94

Beispiel 12.5
Es seien X1 ∼ N(µ1, σ

2
1), X2 ∼ N(µ2, σ

2
2), X1, X2 unabhängig.

Beispiel 12.3 ⇒ ϕX1(t) = eitµ1e−
σ21t

2

2 (entsprechend für X2)

Satz 12.2: ϕX1+X2(t) = ϕX1(t) · ϕX2(t) = eit(µ1+µ2) · e−
(σ21+σ

2
2)t

2

2

Satz12.4
=⇒ X1 +X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2) (vgl. Beispiel 9.4 bzw. Übung)

Satz 12.5 (Stetigkeitssatz bei charakteristischen Funktionen)
Es sei (Xn) eine Folge von Zufallsvariablen mit zugehörigen Verteilungsfunktionen
FXn(x) und charakteristischen Funktionen ϕXn(t). Folgende Aussagen sind äquiva-
lent:

a) Xn
d→ X

b) ϕXn(t)→ ϕ(t) ∀ t ∈ R und ϕ ist stetig in 0.

In diesem Fall ist ϕ die charakteristische Funktion von X.

ohne Beweis
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