
Kapitel 11

Konvergenzbegriffe für
Zufallsvariablen

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X1, X2, . . .Ω → R Zufallsvariablen.
“Konvergenz“ der Folge {Xn} kann man auf verschiedene Weise definieren.

Definition 11.1

a) Xn konvergiert P-fast sicher (P-f.s.) gegen X

Schreibweise: Xn
fs→ X, wenn gilt:

P ({ω ∈ Ω| lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)}) = 1

b) Xn konvergiert in Wahrscheinlichkeit (stochastisch) gegen X

Schreibweise: Xn
P→ X, wenn gilt:

lim
n→∞

P ({ω ∈ Ω
∣∣∣|Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε}) = 0 ∀ ε > 0

c) Xn konvergiert in Verteilung gegen X

Schreibweise: Xn
d→ X, wenn gilt:

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x) ∀x ∈ R an denenFX(x) stetig ist

Beispiel 11.1
Sei X1, X2, . . . eine Folge von unabhängigen, identisch verteilten (u.i.v.) Zufallsva-
riablen mit P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1

2 (⇒ EXn = 0)
Mit der Ungleichung von Tschebyscheff (Satz 7.4) folgt:

P (|1
k

n∑
i=1

Xi − 0| ≥ ε) ≤
E(( 1

k

∑n
i=1Xi)

2)

ε2
=

1

n2
· n
ε2

=
1

nε2

n→∞→ 0

Also:
1

n

n∑
i=1

Xi
P→ 0
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Satz 11.1
Fast sichere Konvergenz impliziert die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Beweis
Sei Xn

fs→ X und N := {ω ∈ Ω|Xn(ω) 6→ X(ω)} also P (N) = 0
Sei ε > 0 und für n ∈ N

An = {ω ∈ Ω
∣∣∣ sup
m≥n
|Xm(ω)−X(ω)| ≥ ε}

Es gilt An ↓ und ω ∈ An ∀n ∈ N⇒ ∀n ∈ N, ∃m ≥ n : |Xm(ω)−X(ω)| ≥ ε
2

Also:

An ↓
∞⋂
m=1

Am =: Nε ⊂ {lim sup
n→∞

|Xn −X| ≥
ε

2
} ⊂ N

Da P stetig von oben folgt:
0 ≤ P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ P (An)

n→∞→ P (Nε) ≤ P (N) = 0

Bemerkung 11.1
Die Umkehrung von Satz 11.1 gilt nicht.
Sei (Ω,A, P ) = ([0, 1),B[0,1),Unif(0, 1))

(Hier fehlen Skizzen, die X1, X2, . . . beschreiben.)

Offenbar P ({ω ∈ Ω| limn→∞Xn(ω) existiert}) = 0

aber P ({ω ∈ Ω
∣∣∣|Xn(ω)− 0| ≥ ε}) = P (Xn = 1)→ 0 für n→∞

Das heißt : Xn
P→ 0 aber Xn

fs

6→ 0

Satz 11.2
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert Konvergenz in Verteilung.

Beweis
Vorüberlegung: P (A) = P (AB) + P (ABc) ≤ P (AB) + P (Bc)
⇒ P (AB) ≥ P (A)− P (Bc) (∗)
Sei Xn

P→ X. Für alle x ∈ R gilt:
{ω|Xn(ω) ≤ x} ⊃ {ω|X(ω) ≤ x− ε, |Xn(ω)−X(ω)| < ε}, ε > 0
da Xn = X +Xn −X ≤ X + |Xn −X| ≤ x− ε+ ε = x

Also:

FXn(x) = P (Xn ≤ x) ≥ P (X ≤ x− ε︸ ︷︷ ︸
A

, |Xn −X| < ε︸ ︷︷ ︸
B

)

⇒ FXn(x)
(∗)
≥ P (X ≤ x− ε)︸ ︷︷ ︸

FX(x−ε)

−P (|Xn −X| ≥ ε)
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Andererseits:

FXn(x) = P (Xn ≤ x)

= P (Xn ≤ x, |Xn −X| < ε) + P (Xn ≤ x, |Xn −X| ≥ ε)
≤ P (X ≤ x+ ε)︸ ︷︷ ︸

=FX(x+ε)

+P (|Xn −X| ≥ ε)

Insgesamt:

FX(x− ε)− P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ FXn(x) ≤ FX(x+ ε) + P (|Xn −X| ≥ ε)

Mit n→∞ folgt:

FX(x− ε)− 0 ≤ lim inf
n→∞

FXn(x) ≤ lim sup
n→∞

FXn(x) ≤ FX(x+ ε) + 0

Mit ε→ 0 (x ist Stetigkeitsstelle von FX) folgt die Behauptung.

Bemerkung 11.2
Die Umkehrung von Satz 11.2 gilt nicht:
Ω = {ω1, ω2}, A = P(Ω), P ({ω1}) = P ({ω2}) = 1

2
X(ω) = 1, X(ω2) = −1. Also:

P (X ≤ x) = FX(x) =


0, x < −1
1
2 , −1 ≤ x < 1
1, x ≥ 1

 = F−X(x)

Sei Xn := (−1)nX ⇒ FXn = FX ⇒ Xn
d→ X

Aber (Xn) konvergiert nicht in Wahrscheinlichkeit.

X2n = X
P→ X, X2n+1 = −X P→ −X und P (X = −X) = 0

Insgesamt:

Xn
fs→ X ⇒ Xn

P→ X ⇒ Xn
d→ X

Lemma 11.3
Konvergenz in Verteilung gegen eine Konstante c ∈ R impliziert Konvergenz in
Wahrscheinlichekeit, das heißt:

Xn
d→ c ⇒ Xn

P→ c

Beweis
Übung
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