Kapitel 9

Unabhingige Zufallsvariablen

Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen wird auf die Unabhéngigkeit von Ereignis-
sen zuriickgefithrt. Im Folgenden sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 9.1

a) Zufallsvariablen X1,..., X, : Q@ — R heiffen unabhdngig, falls:

Fx,,.x, (@1, .., 2n) = [ Fx,(z:), d.h.

P(X1<a1,..., X, <xn) = [ P(X; < V(x1,...,2,) € R"
(X1 <@q,..., < xy) H ( ;) (21 Ty) €
A1N-NA, i=1 A;

b) Sei X1, Xo,... eine (unendliche) Folge von Zufallsvariablen. X1, Xa, ... heiffen
unabhdngig, falls jede endliche Teilfolge X;,, ..., X;, aus unabhingigen Zufalls-
variablen besteht.

Satz 9.1 Die Zufallsvariablen X1,..., X, : Q@ — R sind genau dann unabhingig,
wenn ¥V By, ..., By, € B gilt:

n n
P(X1 € By,..., Xy € By) = [[ P(Xi € Bi) baw. Px(By x -+ x By) = [ [ Px,(Bi)
=1 =1
d.h. die gemeinsame Verteilung ist das Produkt der einzelnen Randverteilungen.
Beweis

‘= getze By = (—o0,x4], i=1,...,n

“=“ Folgt aus Satzund Ubung ({(—o00, ;] X - -+ x (=00, 2], 2; € RU{o0}}) ist
ein N-stabiler Erzeuger von B(R")
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Beispiel 9.1 Wir betrachten die mehrstufigen Zufallsexperimente aus Es sei
2, A wie in und
P(A1 X - X An) :Pl(Al)Pn(An) fir ;€ A 1= 1,....n
das sogenannte Produktmaf.
Durch die Festlegung auf den Rechteckmengen ist es auf ganz A eindeutig be-
stimmt (Satz . Weiter sei X;(w) = X;((w1,...,wn)) = w; die i-te Projektion,
i=1,...,n. Dann sind Xq,..., X, unabhingig, da
n
P(X1 € Ar,.... Xp € Ay) = P(A1 x -+ x Ap) = [ Pi(4)
i=1

P(len-XQi,lXAiXQH,lX--'XQn)
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Satz 9.2 Sei X = (X4,...,X,) ein Zufallsvektor.

a) Ist X diskret mit P(X € C) = 1, C € R"™ abzihlbar, dann sind X1,...,X,
unabhdingig, genau dann wenn:

P(Xy=m1,...,Xn=a,) = [[P(Xi =2:) V(21,...,20) €R"

b) Ist X absolut stetig, so sind X1, ..., X, unabhdngig, genau dann wenn
n
fx(@i,..mn) = [[ fx.(@) Y(z1,...,2,) €R\B
i=1

wobei B “eine kleinere Menge “ ist (vom Lebesque-Mafl 0). D.h. die gemeinsame
Dichte ist das Produkt der Randdichten.
Beispiel 9.2 Sei X = (X1, X2) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit Dichte

1 122 —2 2
[x1.x, (21, 22) = ———=——= exp <_x1 oT1%2 +$2> x1,x2 € R fiir p € [0,1)
2m/1 — 0?

2 1— 02
Dies ist ein Spezialfall von Beispiel mit oy =09 =1, 0120 =0, 1 = p2 =0
Randdichte fx,(x1) von Xj:

fxi(21) =/ Ix1,x5 (21, 22) dxo

=V2r
! e < ! ) (also X1 ~ N(0,1))
= X — =X ~ y
o p oT1 1



45

Analog:  fx,(z2) = \/12? exp <—;x§> (also X9 ~ N(0,1))

das heifit die Randverteilungen sind fiir alle ¢ Standardverteilungen. Xy, X5 sind
unabhingig < o = 0. Fiir o # 0: fx, x,(z1,22) = fx,(z1)fx,(z2)

Bemerkung 9.1 Sind X1, ..., X,, unabhéngige Zufallsvariablen und ny+- - -+mnx =
n n; € Ng; € R" — R messbar, i = 1,...,k, dann sind auch die Zufallsvariablen

e1( X1, X)), e2(Xnists oo Xngtna)s - - o 96 (Xny4odmg_ 415 - - -, Xp) unabhéngig.

Beispiel 9.3 Es gibt 2 Spieler. Spieler 1 denkt sich zwei Zahlen a,b € R aus. Eine
faire Miinze entscheidet, ob a oder b aufgedeckt wird. Spieler 2 muss raten, ob die
verdeckte Zahl grofler oder kleiner als die aufgedeckte Zahl ist.

Intuition: Wahrscheinlichkeit richtig zu raten = %
Es geht besser: Spieler 2 generiert eine Zahl ¢ zufillig C' ~ N(0,1)

Entscheidung: ¢ und die aufgedeckte Zahl werden verglichen.

Mathematisches Modell:

(4, Ay, Py) mit © = {a,b}, 4 = P(Q), Pi({a}) = P1({b}) = %

Sei M : Q1 — {a,b}, M(a) = a, M(b) = b die Zufallsvariablen, die das Ergebnis des
Miinzwurfes beschreibt.

(QQ,AQ,PQ) mit Qs = R, Ay = %,PQ(B) = fB @071(1’) dx

C:Q —R,Cw) =w.

Wichtig: M und C' sind unabhiingig. Sei 0.B.d.A. a < b. Wir betrachten den Pro-
duktraum mit dem Produktmaf

P =P ® P,. Es sei G das Ereignis, dass Spieler 2 richtig rét.

P(GIM = a) = P(G,M = a) _ P(C > a,M = a) ¢,M uwabh. P(C > a)P(M = a)

P(M = a) P(M = a) N P(M = a)

Analog: P(G|M =b) = P(C <b)

P(G) = P(GIM = a); + PCIM = b)3 = (P(c > a) + Ple < b)) =

zéa—y@+¢w»=%u+mw—¢w»>
—
>0

N

Satz 9.3 Sei X = (X1, X3) : Q — R? ein absolutstetiger Zufallsvektor mit gemein-
samer Dichte fx. Dann ist auch die Zufallsvariable X1 + Xo absolutstetig und ihre
Dichte st gegeben durch:

fX1+X2(1’)=/ fx(y,z —y)dy VreR

Falls die Zufallsvariable X1 und Xo unabhdngig sind, gilt insbesondere die sog. Fal-
tungsformel

fxi+x,(x) = /_OO xi () - fxo(z—y)dy VerelR
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Bemerkung 9.2
Sind X und Y unabhéngig, so schreibt man

Pxiy = Px x Py
und nennt Py x Py Faltung

Beweis
Zwischen Verteilungsfunktion und Dichte gibt es eine eindeutige Zuordnung. Also
geniigt es zu zeigen:

P(X1+X2<2)= / / fx(y,z —y) dydx

//ny,a:— )dydaf—/ / fx(y,x —y) dudy
//“’ (y, u) dudz

- / fx(y,u) dudy
{(uw,y)eR?|u+y<z}

= Px({(u,y) ER*)lu+y < 2}) = P(X1 + Xa < 2)
Die Faltungsformel ergibt sich mit Satz 9.1.b).
Beispiel 9.4 Ist X; ~ N(u1,0%), Xo ~ N(ug,03) und X1, X2 unabhiingig so gilt:
X1+ Xo ~ N + p2, 07 +03)
d.h. die Normalverteilung ist faltungsstabil.

Satz 9.4 Secien X,Y : Q — R unabhingige Zufallsvariablen mit existierenden Er-
wartungswerten, so existiert auch der Erwartungswert von X -Y und es gilt:

EX.Y=EX FEY

Beweis
Wir betrachten fiir den Beweis nur den Fall, dass (X,Y) diskret ist. (Zahldichte)

ZZL’%ZMP =1, Y = ;) ZZL’%Z/AP =x)P(Y = y;)

k=1 j=1 k=1 j=1

:(Z|$k|P(X:$k Z|y]|P =y;)) <
k=1

~
<oo nach Vor. <oo nach Vor.

Also existiert EXY. Gleiche Rechnung ohne Betragsstriche ergibt EXY = EX - EY.
Im Allgemeinen folgt die Existenz von EXY nicht aus der Existenz von EX und EY.
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Satz 9.5 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es seien X,Y : Q — R Zufallsvaria-
blen mit existierendem zweiten Moment, so existiert auch EXY und es gilt:

(EXY)? < EX?EY?

Beweis
2

da( )°>0
Es gilt: | X - Y (w)] = | X (w)|]Y (w)] < X2(w)+ Y3 (w) YweN

Aus der Voraussetzung und Satz 7.2.b) folgt die Existenz von EXY. Aulerdem folgt
mit Satz 7.2 die Existenz von E(X +aY)? Va€R
Es gilt: 0 < BE(X +aY)? = EX?2+a?EY? +2aEXY VacR

1.Fall: EY? =0= EXY =0, da die rechte Seite eine Gerade in a ist.
= Ungleichung gilt.

2.Fall: EY? # 0: Rechte Seite wird minimal bei a* = — 2%
Minimal-Stelle einsetzen ergibt: - (EX?EY? — (EXY)?) >0
= Ungleichung gilt.

Definition 9.2 Es seien X,Y Zufallsvariablen mit EX? < oo, EY? < co.

a) Dann heifit Cov(X,Y) := E[(X — EX)(Y — EY)| die Kovarianz von X und
Y. Ist Cov(X,Y) =0, so nennt man X und Y unkorreliert.

b) Ist Var(X) - Var(Y') > 0, so heifst

Cov(X,Y)
Var(X) Var(Y)

o(X,Y) =

der Korrelationskoeffizient von X und Y.
Satz 9.6 Seien XY Zufallsvariablen mit EX? < 0o, EY? < 0o. Dann gilt:
a) Cov(X,Y)=EXY — EX -EY
b) Sind X undY unabhingig, so auch unkorreliert.
c) Ist o(X,Y) erfiillt, so gilt: —1 < p(X,Y) <1
Beweis
a) Esgilt: Cov(X,Y)=E[XY - XEY - YEX + EX -EY|=EXY — EXEY
b) folgt aus a) und Satz 9.4
c) Mit Satz 9.5 folgt:
Var(X) Var(Y)o*(X,Y) = (E[(X—EX)(Y-EY)))? < E(X-EX)?E(Y-EY)?

= Var(X) Var(Y)
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Bemerkung 9.3

a) Der Korrelationskoeffizient ist ein Maf fiir die lineare Abhéngigkeit der zwei
Zufallsvariablen. Betrachte den Extremfall Y = aX + b mit a # 0, b € R gilt

Cov(X,Y)=E[(X —EX)(aX +b—aFX —b)] = aVar(X). und

aVar(X) {1 falls a > 0

o(X,Y) =
a2 VarQ(X) —1 falls a<0

b) Es gibt Zufallsvariablen, die unkorreliert, aber nicht stochastisch unabhingig

sind.
Es sei z.B. Q = {w1, ws, w3}

w P{w}h) Xw) Y(w) X(w) Y(w)

w1 ,13 0 -1 0
w2 7 1 0 0
Es gilt: Cov(X,Y) =0 — 0 = 0 unkorreliert, aber P(X =0,Y =1)

P(X=0PY =1)=21=2+#1=P(X=0,Y = 1) sind nicht unabhéngig.

9
c) Es gilt: Cov(X, X) = Var(X), Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
Satz 9.7

Seien X1, ..., X, Zufallsvariablen mit existierendem zweiten Moment, so gilt:

Var(Xy + -+ Xp) = 3 Var(X1) +2)  Cov(X;, X;)

i=1 1<i,j<n

Sind die Zufallsvariablen unabhingig (oder unkorreliert), so gilt:
Var(Xy + -+ Xp,) = »_ Var(X;)
i=1

Beweis
Mit Satz 7.2 gilt:

n

2
Var(X1 + -+ Xn) =F (Z(Xl — EX1)> = EZ(XZ — EXZ)(XJ — EXJ')

i=1 1<4,j<n

= Zn: Cov(X;, X;) = Zn: Var(X;) 42 Cov(X;, X;)
=1

1<i,j<n 1<i<j<n
Der zweite Teil aus Satz 9.6 b)

Definition 9.3
Sei X = (X1,...,Xy) ein Zufallsvektor mit EX? < oo, Vi=1,...,n

a) EX = (EXy,...,EX,) heifit Erwartungswertvektor von X.

b) Die n x n-Matriz  Cov X = (COV(Xi’Xj))1<ij<n
heifft Kovarianzmatriz von X. -



