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Kapitel 1

Ereignisse und
Wahrscheinlichkeiten

In der Stochastik werden zufallsabhéngige Phéinomene mathematisch modelliert und
analysiert. (z.B. wiirfeln)

Q = Ergebnisraum (z.B. Q ={1,2,3,4,5,6})

A C Q Ereignis (z.B. A={2,4,6} = gerade Zahl fillt)

Ist w € Q, so heifit {w} Elementarereignis

Beispiel 1.1

a) Zuerst wird eine Miinze geworfen. Fillt Kopf, wird mit einem Wiirfel geworfen,
fallt Zahl so wird nochmal mit der Miinze geworfen.
Q={K1,K2, K3, K4, K5,K6,ZZ,ZK}

b) Rotierender Zeiger
© =27z, 0 < x <1 sei der Winkel beim Stillstand
Q=10,1)
A= (0, %) ist das Ereignis: “Zeiger stoppt im I. Quadranten “
Verkniipfungen von Ereignissen werden durch mengentheoretische Operationen be-
schrieben.

Definition 1.1

a) Seien A, B C Q Ereignisse. So heifst
ANB=AB={weQuwe Aundw € B} ={w € Quw € A,w € B} Durch-
schnitt von A und B.

AUB ={w € Qw € A oder w € B} Vereinigung von A und B.
Sind A und B disjunkt, dh. AN B = 0 dann schreiben wir auch A + B
A\B ={weQwe A,w ¢ B}

Gesprochen: A ohne B. Spezialfall A = Q Dann ist Q\B = B¢

B¢ heifit Komplement von B.
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b) Sind Q1,Qs,...,Q, Ergebnisriume, so ist
D x Qo x -+ xQy ={(a1,...,ap)|a; € Qi = 1,...,n} das Kartesische
Produkt.

Beispiel 1.2 2x wiirfeln

Q={(,7)e{1...6}}
A = Erster Wiirfel ist eine 6 = {(6, 1), (6,2), (6, 3), (6,4), (6,5), (6,6)} = {(6,4)|7 €

{1...6}}

B — Augensumme ist max 4 = {(i,)]i + j < 4} = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3.1)}
ANB =1

B¢ = Augensumme ist mindestens 5

Mit P(Q2) bezeichnen wir die Potenzmenge von 2, d.h. die Menge aller Teilmengen
von . (dazu gehoren auch Q und (). Wir wollen nun Ereignissen Wahrscheinlich-
keiten zuordnen.

Es sei A C P(2) die Menge aller Mengen (Ereignisse) denen wir Wahrscheinlichkei-
ten zuordnen wollen. Um eine sinnvolle math. Theorie zu bekommen, kénnen wir
im Allgemeinen nicht A = B\ wihlen. Jedoch sollte das Mengensystem A gewisse
Eigenschaften haben.

Definition 1.2

a) A C P(Q) heifst Algebra diber 2, falls gilt:

(i) Qe A
(i) Ac A= A°e A
(i’ii) A, Ay e A= AjUA e A

b) AC P(Q) heifst c-Algebra iiber ), falls A eine Algebra ist und

(’l"U) Al,AQ,...GAjUﬁlAiGA

Bemerkung 1.1

a) Das Paar (Q,.A) mit A o-Algebra iiber {2 heifit Messraum

b) P(£) ist stets eine o-Algebra. Ist Q2 endlich oder abzihlbar unendlich, so kann
A = P(Q) gewihlt werden. Ist Q nicht abzéhlbar (siehe Beispiel 1.1), so muss
eine kleinere o-Algebra betrachtet werden. (Kapitel 4).

Wir wollen noch die folgenden Mengenverkniipfungen betrachten.

Definition 1.3 Seien Ay, As,... C Q Dann heifst

limsup A,, = limsup 4,, := ﬁ G A,

n—o0 n—o0 k=1 n=k



der Limes Superior der Folge {A,} und

liminf 4,, = liminf A,, .= [j ﬁ A,

n—o0 n—oo
k=1n=k
heifst der Limes Inferior der Folge {A,}

Bemerkung 1.2 Es gilt:

w e limsup A, ©VkeNIn>k:we A, e |{neNweA,}| =0

n—o0

lim sup A,ist das Ereignis “unendlich viele A,,’s treten ein*
n—o0

w € liminf A, & 3k e N;sodassVn>kwe A,
n—oo

liminf A,ist also das Ereignis “alle bis auf endlich viele der A,,’s treffen einj*
n—oo

Lemma 1.1 Seien Ay, As,...,C Q.
a) Falls {Ayn} wachsend ist, d.h. Ay C As C ..., dann gilt:

oo
limsup A, = liminf A4,, = U A,
n—oo

n—oo n=1

b) Falls {A,} fallend ist, d.h. Ay D Ay D ..., dann gilt:

o
limsup A,, = liminf A,, = m A,
n—oo

n—00
- n=1

Bemerkung 1.3

a) Fir A; C Ay C A3 C ... schreiben wir A4,, 1, fiir A1 D Ay D ... schreiben wir

An d
b) Falls
limsup A,, = liminf A,, schreiben wir kurz: lim A,
n—o00 n—o0 n—00
Beweis a) Sei
A= A4,
n=1

Es gilt

JA4n=4 VkeN=limsuwpA,=A4A

n:k n—oo
Andererseits:

() An = A, dh. liminf A, = A
n=k
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b) analog [

Ereignissen ordnen wir jetzt Zahlen zwischen 0 und 1 zu, die wir als Wahrscheinlich-
keiten interpretieren. Damit dies sinnvoll ist, soll die Zuordnung gewissen AXIOMEN
geniigen.

Definition 1.4 (Axiomensystem von Kolmogorov 1933)
Gegeben sei ein Messraum (2, A). Eine Abbildung P : A — [0,1] heifst Wahrschein-
lichkeitsmafl auf A, falls

(i) P(Q2) =1 “Normiertheit“

(ii)
(e} o
P(Z Ap) = Z P(A;) Vpaarweise disjunkten Ay, Ay,... € A
i=1 i=1

(dh. AiNA; =0 Yi#j) “c— Additivitit “
(Q, A, P) heifst Wahrscheinlichkeitsraum.

Beispiel 1.3

Ist © # 0 eine endliche Menge und A = P(2), so wird durch P(A) = %VA cQ
ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, A) definiert.

(2, A, P) nennt man Laplace‘schen Wahrscheinlichkeitsraum. Jedes Elementarereig-
nis hat hier die gleiche Wahrscheinlichkeit \ﬁll
Wir betrachten den gleichzeitigen Wurf zweier Wiirfel. Wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit, dass die Augensumme 11 bzw. 12 ist?

2 Wiirfel
Q= {(i,j)lirj = {1...6}}
|| = 36

A = Augensumme 11
B = Augensumme 12

P(A) = P{(56),(65)}) = 55

P(B) = P({(6,6)}) = 35

Satz 1.2

Sei (0, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, A1, As, ... € A. Dann gilt:

a) P(A°) =1— P(A)
b) Monotonie: AC B = P(A) < P(B)
¢)

Endliche AdditivitfitP(Z Ar) =) (P(Ag)) fur paarweise disjunkte 4; ... A,
k=1 k

—_

=AB
—_—
ANB

d) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)



e) Boole‘sche Ungleichung:

3

P(|J A <> PA)  VneN
k=1 k=

—

Beweis a) Es gilt:

— P(Q) = P(A+A¢) = P(A+A°+0+0...) 2 P(A)+ P(A°)+P(B)+P(0). ..
P(f) = 0 und P(A¢) = 1 — P(A)

b) P(B) = P(A+B\A) = P(A)+ P( B\A ) > P(4)
N——

>0
c) Setze Api1 = Apyo =+ =0 und verwende die o — Additivitait.

d) Esgil: AUB=A+ B\A= P(AUB) =P(A)+ P(B\A)
=AB
B=B\A+ ANB= P(B)=P(B\A)+ P(AN B)
Es folgt: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB)

e) Fiir n=2 folgt die Aussage aus Teil d), da P(AB) >0
Induktion: n — n 4 1:

n+1 n
P({J Ar) = U ApUApyr) <P U (Ant1) < ) P(Ag) + P(Ani1)
= k=1 k=1

3

i
I

Satz 1.3 (Siebformel)
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt fir Ay ... A, € A:

P(U Ak) ZZ(—l)kil . Z P(AllﬂﬂAlk)
k=1 k=1 1<y <ig—<ix<n

Bemerkung 1.4

a) Die Formel ist auch unter dem Namen: Formel von Poincare-Sylvester oder
Formel des Ein- und Ausschlielens bekannt.

b) n=2 P(Al U Ag) = P(Al) + P(Ag) - P(Al N Ag)

Die o-Additivitat ist Aquivalent zu einer gewissen Stetigkeit des Wahrscheinlichkeits-
mafles.

Satz 1.4 Sei (Q,A) ein Messraum und sei P : A — [0,1] eine beliebige additive
Mengenfunktion, d.h. P(A+ B) = P(A) + P(B) gelte fir disjunkte A,B € A.
Aufserdem sei P(Q2) = 1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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a) P ist o-additiv (und damit ein Wahrscheinlichkeitsmays)

b) P ist stetig von unten, d.h. fir A, € A mit A, 1 gilt:

lim P(A,) = P(lim A,)

n—oo n—oo

¢) P ist stetig von oben, d.h. fir A, € A mit A, | gilt:

lim P(A,) = P(lim A,)

n—oo n—oo

d) P ist stetig in 0, d.h. fir A, € A mit A, |0 gilt:

lim P(A,) =0

n—oo

Beweis a) = b) Es sei Aj := (). Dann gilt:

. L.1.1 > = >
P(lim An) "= P( kU Ap) = PO (A\Ae1)) = Y P(A\Ap_y) =
=1 k=1 =

n—oo

= lim Z;P(Ak\Ak_l) = lim P(A,)
b) = ¢c) A, l= AS T und

lim P(A,) = lim 1-P(A%) = 1— lim P(AS) 21-P(| ] 49) ™25 p(() 40)

n—oo n—oo n—oo 1
Mit Lemma 1.1 folgt die Behauptung
¢) = d) klar (d) Spezialfall von c))
d) = a) Seien Ay, As,... € A paarweise disjunkt. Dann gilt
U A L0 fiirn — oo
k=n+1
Also
> P endl Add. -
P> Ap) = ZAH Z Ar) ZPAk ) + P( Z Ap)
k=1 k=n+1 k=n+1
o)
Fiir n — oo gilt: P( Z Ap) — 0 und die Behauptung folgt. =
k=n-+1
———

By



Kapitel 2

Kombinatorik und
Urnenmodelle

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass (€2, A, P) ein Laplace‘scher Wahrscheinlich-
keitsraum ist (vgl. Bsp.1.3), d.h. Q ist endlich, A = P(2) und P(A) = I—g"‘v’A C Q.
Fiir reale Vorgédnge muss zunéchst der “richtige* Wahrscheinlichkeitsraum gefunden

werden.

Beispiel 2.1 Ein Ehepaar hat zwei Kinder. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Kinder unterschiedliches Geschlecht haben.

Q={MM,MJ,JM,JJ}

A={MJ,JM} = P(A) =3

Ist der Wahrscheinlichkeitsraum aufgestellt, so miissen zur Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit P(A) “nur® die Elemente in A (und ) gezéhlt werden.

2.1 Permutationen

Gegeben seien n verschiedene Objekte. Eine Permutation der Objekte ist eine be-
liebige Anordnung darstellen (in Reihe)

Beispiel 2.2 Gegeben seien a,b,c. Mogliche Permutationen
abc, acb, bac, bca, cab, cba

Lemma 2.1
Die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Objekten istn! =n-(n—1)---1

Beweis Fiir den ersten Platz hat man n Moglichkeiten, fiir den zweiten Platz (n—1)
etc. ]

Bemerkung 2.1 Gegeben seien n Objekte, die nicht alle verschieden sind. Es seien
n1 vom Typ 1, no vom Typ 2, ..., ng vom Typ k
Also:ni+---+ng=n

Lemma 2.2 Die Anzahl der Permutationen von n Objekten mit jeweils ny, no, . .., ng
gleichen Objekten ist u

nilngl-ng!
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Beispiel 2.3 Eine Schachtel enthélt 10 Glithbirnen 5 rote, 2 gelbe, 3 blaue. Die
Gliithbirnen werden nacheinander zuféllig in eine Lichterkette geschraubt. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass zuerst die roten, dann die gelben und zuletzt die
blauen Glithbirnen aufgehéngt werden?

. 51.21.3!
Antwort: Tor

Beweis (von Lemma 2.2) Zunéchst nummerieren wir die gleichen Objekte durch,
um sie zu unterscheiden. Dann gibt es nach Lemma 2.1 n! mégliche Permutationen.
Zu einer Klasse K; fassen wir die Permutationen zusammen, bei denen die Elemente
vom Typ ¢ die Plédtze tauschen.

Da |K;| = n;! folgt die Behauptung. n

2.2 Urnenmodelle

Gegeben sei eine Urne mit n Objekten, nummeriert mit 1,2, ..., n. k Objekte werden
zufillig gezogen.

A Ziehen mit Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge.
Formal kénnen die Ergebnisse dieser Ziehung durch folgende Menge beschrie-
ben werden:
MF = {(i1,...,ip)iy € {1,...,n},v=1,... .k} ={1,...,n}*
Die Elemente von M* nennt man k-Permutationen von {1,...,n} mit Wie-
derholung.

Satz 2.3 |MF| =nF

Beispiel 2.4 Wie viele verschiedene 3-stellige Zahlen kann man mit den Zif-
fern 1,2,...,9 bilden?
Anwort: 9% = 729

B Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge.
Ergebnisse werden beschrieben durch:
Mp = {(i1,...,ik) = M/ﬂzu # iy fir v # p}

Die Elemente von Mp nennt man die k-Permutationen von {1,...,n} ohne
Wiederholung.

Beweis Beim ersten Zug gibt es n Moglichkeiten.
Beim zweiten Zug gibt es (n — 1) Moglichkeiten.

Beim k-ten Zug gibt es (n — k 4 1) Moglichkeiten.
Insgesamt also n- (n — 1)« - (n—k+1)= (nﬁ!k)! .

Beispiel 2.5 Wieviele 3-stellige Zahlen mit verschiedenen Ziffern 1 — 9 gibt
es?
Antwort: 9-8-7 =504
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C Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.
Ergebnisse werden beschrieben durch:
Mo = {(i1,...,ix) € MF|iy <iy < -+ < i}}
Die Elemente von M¢ nennt man k-Kombinationen von {1,...,n} ohne Wie-
derholung.

Beweis Beriicksichtigt man die Reihenfolge, so kann jedes Element aus M¢
auf k! verschiedene Arten dargestellt werden. Also gilt der Zusammenhang:

[Mc| - k! = [Mp| = [Mc| = k!~(77:!—k:)! u

Beispiel 2.6 (Lotto: 6 aus 49) Es gibt (469) = 13983816 verschiedene Zie-
hungsergebnisse

D Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.
FErgebnisse werden beschrieben durch:
Mp = {(i1,... i) = MFli; <ip < - <}
Die Elemente von Mp nennt man k-Kombinationen von {1,...,n} mit Wie-
derholung.

Satz 2.6 |[Mp|=(""}"")

Beweis Wir betrachten folgende Abbildung f:

Sei (i1,...,4,) mit i3 < iy < --- < i ein Element aus Mp. Dieses wird abge-
bildet auf f((i1,...,i)) = (i1,92 + L,i3+2,...,ig + k— 1) = (J1, ..., Jk)
offenbar gilt 1 < ji <jo<---<jp<n+k—1

f:Mp = {01, k) < M,’f+k_1|j1 < jo < -+ < jg} =: M* ist bijektiv da
durch 4, = j, — v + 1 die Umkehrabbildung gegeben ist.

Die Anzahl der Elemente in den Mengen Mp und M™* ist also gleich =

|MD|:(n+lljfl) -

Bemerkung 2.2 Fiir |[Mp| gibt es auch eine weitere Interpretation:
(”'H]j_l) ist die Anzahl der Moglichkeiten k& Objekte auf n Ficher aufzuteilen
(wobei Mehrfachbelegungen moglich sind).

Beispiel 2.7 Wie viele Moglichkeiten gibt es eine natiirliche Zahl k als Summe
von n nicht negativen, ganzen Zahlen zu schreiben?
E=5n=2 ={0+5),(5+0),(1+4),44+1),(2+3),(3+2)}

Antwort: ("ﬂljfl): (g) =6
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Zusammenfassung:
Anzahl der Moglichkeiten bei
Ziehung vom Umfang mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
kaus {1...n}
n-(n—1)----- (n—k+1)
mit Reihenfolge n¥ = (n%'k),
ohne Reihenfolge (”H]j_l) (ni”ik'),k, =(3)

2.3 Weitere Beispiele

Beispiel 2.8

1. Das Geburtstagsproblem
Im Horsaal seien n Studenten. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass min-
destens 2 davon am gleichen Tag Geburtstag haben? Wir machen folgende
Annahmen:

e den 29.Februar berticksichtigen wir nicht

e die Wahrscheinlichkeit an einem bestimmten Tag Geburtstag zu haben
ist fiir alle Tage gleich

e keine Zwillinge

Es gilt: Q = {(i1,...,in)|iv € {1,...,365}, v =1,...,n} ={1,...,365}"

Also gilt: |Q] = 365

Sei A das Ereignis, dass mindestens 2 Studenten am gleichen Tag Geburtstag
haben. Es gilt P(A) = % =1- % wobei A¢ das Ereignis ist, dass alle Stu-
denten an verschiedenen Tagen Geburtstag haben:

A® = {(i1,...,in) € iy # i, fir v # p}

Somit (Typ B) gilt: |A°] = @2y und die Wahrscheinlichkeit ist damit
P(A) =1 — geSigger (n < 365)

Fiir n =23: P(A) > 0,5
Fiir n = 50: P(A) =~ 0,97
Offenbar ist die Wahrscheinlichkeit wachsend in n.

2. Das Aufzugsproblem
Ein Aufzug fahrt mit 7 Personen im Erdgeschoss los. Auf der Fahrt zur obers-
ten Etage (5.Stock) steigen alle Fahrgéste aus.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es die Personen abzusetzen, wenn wir sie
nicht unterscheiden wollen?
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b) Wie viele Moglichkeiten gibt es die Personen abzusetzen, wenn sie aus 5
Frauen und 2 Ménnern bestehen und wir Méanner und Frauen unterschei-
den mochten?

Antwort:

a) Es handelt sich um Typ D. = Wir haben n = 5 Stockwerke (=Fé#cher)
auf die wir k£ = 7 Peronen (=Objekte) verteilen.

("R = (311 = (11) =330 Maglichkeiten

b) Hier rechnen wir die Moglichkeiten fiir Ménner und Frauen getrennt aus
und multiplizieren sie dann.
Frauen: (5+gfl)—(5)—126
Maénner: (5+§ 1) ( ) 15
Insgesamt gibt es also 126 - 15 = 1890 Moglichkeiten.

3. Absolute Permutation
Es sei S, die Menge aller Permutationen der Zahlen {1...n}. Eine Permuta-
tion heifit absolut, falls sie keine einzige Zahl fest lasst.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine absolute Permutation auftritt,
wenn alle Permutationen gleich wahrscheinlich sind?
Es sei Abs die Menge aller absoluten Permutationen und Ay die Menge aller
Permutationen, die die Zahl k festhalten, k =1...n
Dann ist (Abs)® = Up_; Ak
Es sei

§k:: Z P(AummAlk)

1<i1 << <n

Mit der Siebformel (Satz 1.3) folgt:

n
P(Abs) =1— P(Abs®) =1-> (-1
k=1
Die Menge A;, N---N A;, ist die Menge aller Permutationen, die die Zahlen
1...1 festhalten. Also ist
P(A;, NN 4;,) = &8
Wichtig: Die letzte Wahrscheinlichkeit hangt nur von k ab, nicht von der kon-
kreten Wahl der i,

In diesem Spezialfall gilt mit Typ C (Lotto):
—  (n—=k)! n—k)! (n n—k)! n! 1
5= B gy = >-()=( iy 1

n! n! k n! El-(n—Fk)! K
Also:
P(Abs) =1+ Z = znj Y (_1)k(ov =1)
— = o .=
k=1 k=0
Insbesondere:
> 1
HILH;OP Abs k:' = -
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Kapitel 3

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
und Unabhingigkeiten

Wie konnen wir Teilinformationen iiber den Ausgang eines Zufallsexperimentes nut-
?
zen’?

Beispiel 3.1 Es werden zwei Wiirfel geworfen. Wir erhalten die Information, dass
die Augensumme mindestens 10 ist. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mind.
einer der Wiirfel 6 zeigt?

Aufgrund der Vorinformation wissen wir, dass das Ergebnis des Experiments in der
Menge

B ={(4,6),(6,4),(5,5), (5,6),(6,5),(6,6)}

liegt. In nur einem Fall (5,5) ist keine 6 dabei.

Wir definieren die folgenden Ereignisse:

A = mindestens einer der Wiirfel zeigt 6

B = die Augensumme ist mindestens 10

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit sollte also wie folgt sein:

ANB| 5 P(ANB)
Bl 6 P(B)

Definition 3.1 Seien A, B € A FEreignisse mit P(B) > 0. Dann heifit

P(ANB)

P(AIB) = =55

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter Bedingung B.

Bemerkung 3.1 Bezeichnen wir Pg(A) := P(A|B), so ist (B, Ap, Pp) wieder ein
Wahrscheinlichkeitsraum.

Oft ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) gegeben und man muss P(A N B)
bestimmen. Also P(AN B) = P(A|B) - P(B)
Durch vollstdndige Induktion nach n erhélt man:

13
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Satz 3.1 (Multiplikationssatz)

Seien Ai,..., A, € A Ereignisse mit P(A1 N---NAy,) > 0. Dann gilt
P(AN---NA,) =11y P(Ag]A1 NN Ag_1) mit Ag = Q

also P(Al‘Ao) = P(Al)

Beispiel 3.2 Von einem Kartenspiel mit 32 Blatt, wovon 4 Asse sind, bekommt
jeder von 3 Spielern 10 Karten. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass jeder der
3 Spieler genau ein As erhélt?
Es sei A; das Ereignis, dass Spieler ¢ genau ein As erhélt. i =1,2,3
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A4; N Ay N Asg). Es gilt:
P(A;-Ay- A3) = P(Ay) - P(A3]Ay) - P(A3]Ay - Ay)

D-(%) (2)-(9) (1):(9)
P(Ay) = (%9 , P(As2|Ay) = (?3)9 , P(A3|Ag - Ay) = 129
Satz 3.1 = P(A;- Ay - Ag) = 0,0556

Satz 3.2 Es seien B1, Bo, ... € A eine Ereignispartition von (), d.h.
(i) BiﬂBj:(bfﬂ’f‘i#j
(ii)

(isi) P(B;) >0 Vi=1,2,...
Dann folgt:

a) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Fiir jedes Ereignis A € A gilt:

ip P(A|B;)
7=1

b) Formel von Bayes
Fiir jedes Ereignis A € A mit P(A) > 0 gilt:

P(By) - P(A|Bk)

PUBA) = S~ BB,y PAlB)
Beweis a)
P(A) = P(ANQ)- AﬁzB (iA”Bj):iP(AmBj)
; j=1
Def. bed. W'keit i P(A|B;) - P(B))

Jj=1
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b)
P(ByNA) _ P(By)- P(A|By)
Einsetzen von a) liefert die Behauptung n

Beispiel 3.3 Bei einer bindren Ubertragung von Nachrichten werden durch Stérung
5% der gesendeten Nullen zu Einsen und 3% der gesendeten Einsen zu Nullen
verfilscht. Das Verhéltnis der gesendeten Nullen zu den gesendeten Einsen betrage
3:5. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine empfangene Null richtig ist?

Es sei Q = {(4,4)]¢,j € {0,1}}

1.Komponente = gesendetes Signal; 2. Komponente = empfangenes Signal

Wir betrachten die folgenden Ereignisse:

So = “eine Null wird gesendet

S1 = “eine Eins wird gesendet“

Ey = “eine Null wird empfangen“

Bekannt sind: P(Ep|So) = 0.95 P(Ep|S1) = 0.03 P(Sp) = 2 P(S1) =2

Auflerdem ist Q = Sg + S7. Damit folgt:

P(So) - P(Eo|So)
(So) - P(Eo|So) + P(S1) - P(Eo|S1)

P(So|En) = =0.95

Falls P(A|B) = P(A), so heifit das, dass “das Eintreten des Ereignisses B keinen
Einfluss auf das Eintreten von A hat* Wegen der Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit ist dies dquivalent zu P(AN B) = P(A) - P(B)

Definition 3.2

a) Zwei Ereignisse A, B € A heiffen unabhdngig, falls P(ANB) = P(A)- P(B)

b) Die Ereignisse Ay, ..., A, € A heiffen unabhdngig, falls fir allek =1,...,n
und fir alle k-Tupel, 1 < i1 < iy < -+ < i < n stets gilt:

k k
P(ﬂ 4;) =[] PA4s)

J=1 Jj=1

Bemerkung 3.2

a) Teilsysteme von unabhéingigen Ereignissen sind unabhénigig

b) Der Begriff der Unabhéngigkeit wird auch fiir unendliche Folgen von Ereignis-
sen bendtigt. Man sagt Aj, Ao, ... € A sind unabhéngige Ereignisse, falls fiir
jede endliche Teilfolge {i1,d2,...,ix} C {1,2,...} die Ereignisse 4;,,...,A4;,
unabhéingig sind im Sinne von Teil b).
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Beispiel 3.4 Eine faire Miinze wird 2x geworfen
N={KK,KZ,ZK,ZZ}

Es sei A} = {KK, KZ} “Kopf im ersten Wurf*

Ay = {KK,ZK} “Kopf im zweiten Wurf*

As ={KZ,ZK} “Resultate verschieden“

Es gilt: P(A1 ﬁAQ) = i = % . % = P(Al) . P(AQ)
P(A1NAs) = P(Ay) - P(A3),P(A2 N A3) = P(Az) - P(As)
Aber: P(A1 NAsN Ag) = P(@) =0# P(Al) . P(AQ) . P(Ag)
Damit sind Aj, As, A3 nicht unabhéngig.



Kapitel 4

Allgemeine
Wahrscheinlichkeitsraume

Ist 2 endlich oder abzéhlbar unendlich, so kann A = P(f2) gew#hlt werden. Was
machen wir z.B. bei Q@ = [0, 1) im Beispiel des rotierenden Zeigers 1.1.b)?

P(]0,1)) ist zwar eine o-Algebra, fiir eine verniinftige Theorie jedoch zu grof}, wie
die folgende Uberlegung zeigt.

Ist der Zeiger fair, so sollte fiir [a,b) C [0,1) gelten:

P([a,b)) =b—a

Bzw. VA C [0,1) und Yz € [0,1):

Pz + A) = P(4) (%)

wobei z + A = {z+y mod 1|y € A} (= P &ndert sich nicht bei Verschiebung des
Intervalls)

P ist also eine Gleichverteilung auf [0,1). Es gilt jedoch:

Satz 4.1 Ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (der Potenzmenge) P([0,1)) mit der Ei-
genschaft (*) existiert nicht.

Beweis Betrachte folgende Aquivalenzrelation auf [0,1): z ~y <z —y € Q

Die Aquivalenzklassen bilden eine Partition des [0, 1)

Auswahlaxiom: Aus jeder Klasse wird ein Element genommen und in eine Menge A
gesteckt.

Es gilt nun:

(i) (x+ANy+A4)=0 Ve,y e QN[0,1),z £y
(i) Uzegnpy(@ +4) =10,1)

e zu (i)
Annahme: Ja,b€ Aund z,y € Q N [0,1),z # y mit (a+2) mod 1 = (b+y)
mod 1. Da0 < |z —y| <1 folgta#b
Wegen a —b =y —x(+1) € Q wiirde a,b in der gleichen Klasse liegen. Wider-
spruch.

17
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e zu (ii)
“C “ist klar
“D%Seizel0,l])=Ja€ Amita~z,dh.z:=2—a€Qund -1<z<1
Falls < 0 ersetze x durch z + 1 (2 = (z + 1) + amodl)

Sei jetzt P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf P([0,1)) mit (*). Dann gilt:

z€QN[0,1) z€QN[0,1) z€Qn[0,1)
= Widerspruch

Definition 4.1
Es sei Q # 0 und € C P(Q). Dann heifst

o(€) = ﬂ A

ADE, A o-Algebra

die von & erzeugte o-Algebra. £ heifit Erzeugendensystem.

Bemerkung 4.1

a) o(€) ist die kleinste o-Algebra, die £ enthilt.

b) Der Durchschnitt von beliebig vielen o-Algebren iiber (2 ist wieder eine o-
Algebra (— Ubung)

c) o(€) #0, da P(Q) > £ und o-Algebra ist.
Wir definieren jetzt eine o-Algebra auf R.

Definition 4.2 FEs sei £ := {(a,b],—00 < a < b < oo} Dann heifit B = B(R) =
o(€) Borelsche o-Algebra oder o-Algebra der Borelschen Mengen von R

Bemerkung 4.2

a) Es gilt auch

B =o({(—00,a],a € R}) = o({F C R|F abgeschlossen})
=o({U C R|U offen})

zur letzten Gleichung: B = o(U C R|U offen})

(i) B D o({U C R|U offen}), da sei U C R offen Vo € U J(a,b] C U mit
x € (a,b],a,b€Q

also U = U{(a,b)e@2\(a,b]CU} (CL, b] €B
(ii) “c* (a,b] =No2i(a,b+ L) € o({U C R|U offen})
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b) Sei A C R, A # () Dann ist
By :={BNAB e B} eine o-Algebra iiber A

Satz 4.2 Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf ([0,1),Bo 1)) mit der Eigen-
schaft P(A) = P(A+ z)VA € By 1y, Vz € [0,1)
Insbesondere gilt:

P(la,b))=b—aV0<a<b<1

Bemerkung 4.3 P heifit Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall.
Sei z € [0,1) Wegen P({z}) = limy, 00 P([z,2 4+ 1)) = lim, 00 = = 0
gilt P([a,b]) = P([a,b)) fiir a,b € [0, 1]

Ist das Wahrscheinlichkeitsmafl aus Satz 4.2 eindeutig?

Definition 4.3 Sei Q # () D C P(Q) heifit Dynkin-System, falls gilt:
(i) Q€D
(i) Ac D= A°€ D

(iii) Ay, Ay,... €D mit AN A; =0 fiiri#j =2, A €D

Bemerkung 4.4 Der Durchschnitt von beliebig vielen Dynkin-Systemen ist wieder
ein Dynkin-System. Es sei

5(E) = N D

DDOE, DDynkin—System

das von & erzeugte Dynkin-System.

Definition 4.4 Fin Mengensystem £ heifit durchschnittsstabil (N-stabil),
falls AABeE=ANBe&

Satz 4.3 (Satz iiber monotone Klassen)
Ist £ ein N-stabiles Mengensystem, so gilt 6(E) = o (&)

Satz 4.4 Sei A eine o-Algebra mit N-stabilem Erzeuger €. Sind P und Q Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf A mit der Eigenschaft P(E) = Q(E)VE € &,
so gilt: P(A) = Q(A) VA € A.

Beweis Sei D := {A € A|P(A) = Q(A)} Nach Voraussetzung ist £ C D. Wegen
den Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaflen ist D ein Dynkin-System.
Satz 4.3 DD HE)=0(&)=A n

Bemerkung 4.5 & := {[a,)|0 < a < b < 1} ist ein Erzeugendensystem von Bjq 1.
Offenbar ist £ durchschnittsstabil.
Also ist P aus Satz 4.3 eindeutig.
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Kapitel 5

Zufallsvariable, Verteilung,
Verteilungstfunktion

5.1 Zufallsvariable

Sei (2, A, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. H&ufig interessiert nicht w
selbst, sondern eine Kennzahl X (w), d.h. wir betrachten eine Abbildung w — X (w)

Beispiel 5.1 2x wiirfeln

Q={0J)li,je{l,2...,6}}
X(w)=X((i,7)) =i+ j “Augensumme*

Sei X : 2 — R Wir mochten jetzt dem Ereignis X € B = {w € Q|X(w) € B},BCR
eine Wahrscheinlichkeit zuordnen.
Also muss {w|X (w) € B} € A sein.

Definition 5.1 Sei (2,.A) ein beliebiger Messraum. Eine Abbildung X : Q@ — R
heifit Zufallsvariable, falls

X 1B ={weQXw) eBcA VBecDH

Diese Bedingung nennt man auch (A,B)-Messbarkeit von X.

Satz 5.1
Eine Abbildung X : Q — R ist genau dann Zufallsvariable, wenn

X Y(=00,a]) = {w|X(w) <a} = {X € B} =: (X € B) € A, VaeR
Beweis “=* Sei X Zufallsvariable. (—o0,a] € B = Behauptung

“e=“ XH(~o00,a]) € A
Definiere Ay = {B C R|X1(B) € A}. Ay ist eine o-Algebra iiber R:
(i) X (R =Q e A=R e A
(i) X7H(B°) = {w|X(w) ¢ B} = {w|X(w) € B} = (X"1(B))°
Also BC Ag= B C Ay

21
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(iii)

X*l([j B,) = G X 4By
n=1 n=1

Nach Voraussetzung ist £ = {(—o0,a],a € R} C Ay = Ay D d(€) =B =
Behauptung [ |

Bemerkung 5.1

a) Satz 5.1 bleibt richtig, wenn wir £ = {(—o0,a],a € R} durch ein anderes
Erzeugendensystem von ‘B ersetzen.

b) Bei Anwendungen ist oft (2,.4) = (R, B)
Wann ist eine Abbildung X : R — R messbar (ZV)?

Satz 5.2 Sei (R,B) gegeben, X : R — R ist z.B. messbar, falls X stetig oder
(schwach) monoton wachsend oder fallend.

Beweis Sei X stetig. Dann ist X ~}(U) offen, falls U offen.
Sei X wachsend = {w € R|X(w) < a} ist von der Gestalt (—oo,b) € B oder
(—OO, b] €‘B ]

Bemerkung 5.2 Es sei X(w) = ¢ Vw € Q, ¢ € R. Dann ist X eine Zufallsvariable.

Satz 5.3 Seien X : Q@ - R undY : R — R Zufallsvariablen, dann istYoX : Q@ — R
wieder eine Zufallsvariable.

Satz 5.4 Sei (2, A) ein Messraum und X,Y Zufallsvariablen darauf.
a) (X <Y}={weQX(w) <Y(Ww}{X <Y} {X=Y}eAd

b) Sind a, B € R, so sind
aX+6,X+Y, X - VXAY =min{X, Y}, X VY =max{X,Y}
Zufallsvariablen

c) Ist (Xp)nen eine Folge von Zufallsvariablen, so sind auch
Sup,en Xn, infpen Xy, limsup,, o, Xy, liminf,, o X,
Zufallsvariablen, falls sie R-wertig sind.

Gilt X, (w) = X(w)Vw € Q, so ist auch X eine Zufallsvariable.

Beweis a) {X <Y} =), ofX <g¢n{Y >q}

{XgY}:{X>Y}CeA,{fAZY}:{E)?gY}m{XzY}eA

b) (i) z+— ax + [ ist stetig
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) {X+Y <a}={X<a-Y}={X<a-Y}eAVa e R, daa—-Y
Zufallsvariable + Teil a)

(i) X Y =3((X+Y)?— (X -Y)?)

(iv) {XVvY <a}={X<a}n{Y <a}eA

c) {SupneN Xp<a} = ﬂzozl{Xn <a}cA
inf,en Xy, = —sup,en(—Xn)
limsup,,_, o Xn = infpensup,,>, Xm
lim inf,, o0 Xy, = sup,,cy infp>n X

Im Falle der Konvergenz ist X = limsup,,_,., Xn ™

Bemerkung 5.3 Teil ¢) ist ohne Einschrinkung giiltig, wenn man R =RU{-o00}U
{400} betrachtet und B zu B(R) = o(B U {{—oc0}, {+00}}) erweitert.

5.2 Verteilungen

Definition 5.2

Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable.
Die Verteilung der Zufallsvariablen ist die Mengenfunktion Px : 98 — [0, 1] mit
Px(B)=P({we QX (w) € B}) VBe*B

Bemerkung 5.4

a) Px ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Messraum (R, 8), denn:

— Px(R) = P(Q2) =1 (Normiertheit)
— Fiir By, Ba, ... € B paarweise disjunkt gilt: (o-Additivitét)

Px(d_ B)=P(X'Q_B))=PO_X'(B))=>_ P(X'(B))=>_ Px(B)
=1 =1 =1 =1 =1

b) Die Abbildung P — Px nennt man Mafltransport vom Messraum (2,.4) in
den Messraum (R, B)

5.3 Verteilungsfunktion

Eine Verteilung Px : B — [0, 1] kann durch eine “einfachere“ Funktion Fx : R —
[0, 1] beschrieben werden.

Definition 5.3 Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine
Zufallsvariable. Die Funktion Fx : R — [0, 1] mit

Fx(z) = P(X <z)=P{w € QX(w) < z}) = Px((—o0,z]|) heifit Vertetlungs-
Sunktion von X.

Bemerkung 5.5 Da die Mengen (—oo,z],z € R einen N-stabilen Erzeuger von B
bilden, wird Py durch Fx eindeutig festgelegt (siehe Satz
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Satz 5.5
Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und Fx : R — [0,1] ihre Verteilungsfunktion.
Dann gilt:

a)

lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1

T—r—00 T—00

b) Fx ist (schwach) monoton wachsend.

¢) Fx ist rechtsseitig stetig.

Beweis b) folgt aus der Monotonie von Px

a) Sei (x,) eine reellwertige Folge mit lim,, o 2, = —00
Setze Yy, := SUp,,>, Tm Dann gilt y, | —oo, also (—oo,y,] | 0
Da Py stetig in () ist (Satz 1.4) folgt:
0 < Fx(zp) = Px((—00,xy)) < Px((—00,yn]) — 0 fiir n — oo
Andere Grenzwertaussage mit Stetigkeit von unten von Pyx

c) Sei x € Ryzy, > 2Vn € Nund lim, 00z, =
Setze yn = sup,,>,, Tm, also y, |  und
Fx(z) = Px((—00,2]) < Px((—00,2n]) = Fx(zn) <
< Pre((—50,ya]) =5 Px((=00,1]) = Fx(2)
weil Px stetig von oben.
Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion F': R — [0, 1] mit den Eigenschaften a),b),c)
aus Satz 5.5 eine Zufallsvariable X, so dass F' = F'x. n

Definition 5.4
Es sei F' : R — [0,1] eine Funktion mit den FEigenschaften a),b),c) aus Satz 5.5.
Die Quantilfunktion F~' zu F ist:

F710,1) = R, Fy) =inf{z € R|F(z) >y}

Bemerkung 5.6

a) Ist F stetig und streng monoton wachsend, so ist F~! die iibliche Umkehr-
funktion.

b) Fiir 0 < a < 1 heifit F;'(z) a-Quantil zu X
Lemma 5.6
y<F(z)e F 'y <z, Vye(0,1),zcR
Beweis “=“ Definition von F~!

“=“ F(z) <y= F(z+ 1) <y fiir ein n € N (F ist rechtsseitig stetig)
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= F~l(y) > 2+ L (F monoton wachsend)

= Fly)>z [ |

Satz 5.7

Es sei F' : R — [0,1] eine Funktion mit den Eigenschaften a),b),c) aus Satz 5.5.
Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und eine Zufallsvariable X :
Q — R mit Verteilungsfunktion F.

Beweis Wihle 2 = [0,1), A = B[y 1), P = Unif[0, 1) (Gleichverteilung).
Definiere X :  — R durch X (w) := F~}(w)

Offenbar ist F~! monoton wachsend, also X eine Zufallsvariable und

Fy(z) = P(X < 2) = P{{w € QF Y(w) < 2}) "2° P(w € Qw < F(2)}) =

P([0, F(2)]) = F(x) =
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Kapitel 6

Einige Verteilungen

Im folgenden sei (£2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum

Definition 6.1 Fine Zufallsvariable X : Q — R bzw. ihre Verteilung heiflen diskret
falls es eine endliche oder abzihlbare Menge C' C R gibt, so dass P(X € C) = 1.
O.B.d.A. sei C = {x1,x9,...} (z verschieden). Die Folge {px(k)}ren mit px(k) =
P(X = xy) heifit Zdhldichte (oder Wahrscheinlichkeitsfunktion) von X

Bemerkung 6.1

a) Fiir eine Zahldichte {px (k)}ren gilt px (k) >0 Vk e Nund > 2, px(k) =1

b) Die Verteilung von X wird durch die Z#hldichte bestimmt, denn VB € B gilt:

Px(B)=Px(BNC)=Px( Y {z})= > px(k)

klzpeB klzpeB

6.1 Wichtige diskrete Verteilungen

6.1.1 Binomialverteilungen

Eine diskrete Zufallsvariable X heifft binomialverteilt, mit Parameter n € N und
p € 10,1] (kurz X ~ B(n,p)) falls
px(k)=P(X =k)=(}) p*Q—p)"Ffir k=0,1,...,n

Beispiel 6.1 Eine Miinze wird n-mal geworfen

Q={(w1,...,wn)|w; € {K,Z},i=1,...,n} ={K,Z}"

Es sei X : Q — {0,1,2,...,n} mit X(w) = ;" 14,-k} die Anzahl der Kopf-
Wiirfe in der Folge. Weiter seien die Ereignisse A; = {w|w; = K}={i-ter Wurf
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Kopf}, i = 1,...,n unabhéngig und P(A;) = p,i =1,...,n Dann gilt:

P(X=k = P( > Ayn-nd, (] 49

1<ip <-<ip<n G015 ik}
= Y PAN-nAy ()49
1< << <n Je{i1,. ik}
= > PPy [T P9
1<iy<-<ig<n BRI U g
=pk =(1—p)n—Fk

= <Z>pk(1 —p)" "

Die Verteilungsfunktion F'y ist hier

Fx(z)=)_ <Z>pk(1 —p)" *xeR

k<z

hier fehlt ein Bild

Esgilt P(X =z) = Fx(z) — Fx(z7),z € R

6.1.2 Hypergeometrische Verteilung

Eine Urne enthélt r rote und s schwarze Kugeln, r + s = n. Es werden m Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. X (w) sei die Anzahl der gezogenen roten Kugeln. Dann

gilt:
(k) Go)
(m)
m
X nimmt die Werte £k = max{0,m — s}, ..., min{r,m} an und X heifit hypergeo-
metrisch verteilt mit Parameter r,n,m € N

P(X =k) =

6.1.3 Geometrische Verteilung

Eine diskrete Zufallsvariable X heiffit geometrisch verteilt mit Parameter p €
(0,1), falls
PX=k)=0—-pklpfirk=123,...

Beispiel 6.2 Wir wiirfeln bis erstmals eine 6 féllt. X (w) sei die Anzahl der benétig-
ten Wiirfe. Dann gilt:

P(X = k) = P(Wurf 1 bis k — 1 keine 6, dann 6) = ———— = (5
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6.1.4 Poisson-Verteilung

Eine diskrete Zufallsvariable X heifit Poisson-verteilt mit Parameter A > 0 wenn:
P(X = k) = e fiir k=0,1,2..

Die Poisson-Verteilung kann man auffassen als Approximation der Binomialvertei-
lung bei grolem n und kleinem p. Es gilt:

Satz 6.1 Sei A > 0 und p, := % < 1. Dann gilt:

k
. ny\ g B n—k __ —)\)\7
J;f%o(k)%“ p) =

Beweis
k n—k
n k n—k n )\ )\
1—op, = — 1——
(i)t () () (-3)
—e A
A
1 _ n
Y nl 1=")
kU (n—k)n® “_iﬁ
— n
-1 N LA
—1
n—00 Lk -\
K€ .

Wichtiges Beispiel:

Eine Versicherung hat ein Portfolio von n Risiken (n grofl). Die Wahrscheinlichkeit,

dass ein Risiko in einem bestimmten Zeitraum einen Schaden liefert sei p, = %

Dann ist X = Anzahl der Risiken, die einen Schaden liefern ~ B(n,p,), also X in
etwa Poisson-verteilt.

6.1.5 Diskrete Gleichverteilung

Eine diskrete Zuvallsvariable X heifit gleichverteilt auf {z1,...,z,;,} C R, falls:
PX=z;)=2firi=1,....,m

6.2 Wichtige stetige Verteilungen

Definition 6.2 Fine Zufallsvariable X : 0 — R bzw. ihre Verteilung heiffen abso-
lutstetig, falls die Verteilungsfunktion Fx von X die folgende Darstellung besitzt:

Fx(l’) = /z fX(y)dy Vr e R

wobei fx : R — [0,00) die Dichte von X ist.

Bemerkung 6.2
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a) Jede integrierbare Funktion fx : R — [0,00) mit der Eigenschaft

/_00 fx(y)dy =1 definiert durch Fx(z) = /_Jj fx(y)dy

ist eine Verteilungsfunktion.

b) Die Dichte ist das stetige Analogon zur Zahldichte. Es gilt:
Py(B)=P(x € B) = [y fx(y)dy VBe®
da Py eine Verteilung ist (nachrechnen!) und auf {(—oc,b],b € R} mit Fx
iibereinstimmt.
fx kann aber Werte grofler als 1 annehmen.

c) Bei einer absolutstetigen Zufallsvariable gilt P(X = ) = 0 Vz € R und
Fx(x) ist stetig. Ist fx(z) stetig, so ist Fx differenzierbar und es gilt:
F(xz) = fx(x). Im Allgemeinen ist Fx aber nicht differenzierbar.

6.2.1 Gleichverteilung

Eine Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf dem Intervall (a,b), a < b (Schreib-
weise: X ~ U(a,b) bzw. Unif(a, b)), falls die Dichte von X gegeben ist durch:

f(x):{b“’ ira<z<b

0, sonst

Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch:

0, falls x < a
Fx(z) = [T dy=%2 fallsz<b
1, falls x > b

6.2.2 Exponentialverteilt

Eine Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0(X ~
exp(A)), falls die Dichte von X gegeben ist durch:

Ae ™M x>0
€Tr) =
/(@) {(), sonst
Fiir die Verteilungsfunktion gilt:
0, <0

Fx(l‘) = {

JoAe™dy =1—e?* >0

Die Exponentialverteilung wird oft zur Beschreibung von Lebens- oder Zeitdauern
verwendet und besitzt die Eigenschaft der ,, Gedédchtnislosigkeit“, d.h. fiir zwei Zeit-
punkte 0 < s < t gilt:
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P(X>t,X>s) PX>1)
PX 21X 2 ) P(X > s) P(X > s)
1-Fx(t) e A(t—s)
- )= P(X >t—
1—Fx(s) e?s ( t=s)

6.2.3 Normalverteilung

Eine Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Parameter y € R und o2 > 0
(Schreibweise X ~ N (u,0?)) falls die Dichte von X gegeben ist durch:

1 1(x—p)?
flz) = T exp(—§ (z JQM) ) ,xeR
SOM,U2($)

Ist # = 0 und ¢ = 1 so nennt man X standard normalverteilt. Die Verteilungs-
funktion wird hier haufig mit ® bezeichnet, also:

z 1
&(z) = exp(—=y%)d
(z) /oo o xp( 2y) Yy

Lemma 6.2 FEs gilt:
a) lim, o ®(x) =1
b) ®(z)=1—-P(—z) ,YzxeR
¢) X ~N(u,0%),a#0,b€ER —aX +b~ N(au+b,a?c?)

Beweis a) (\/% ist Konstante und wird hier weggelassen; Trick: wir quadrieren)

(/ exp(—fy dy)? / / exp(—= (z°+5?) dxdy—/%/ drdy

r2
= / —ez dcp =27
0
b) es gilt po,1(z) = o1 (—2)
c) sei Y =aX +b. Es gilt:
y—>b 1(55_#)2
Py <y)=P(x < V20 = / — ep(—5 ) do
1(2' —b—ap)? 1
= - @7 d
/ 2 a?0? )a
= Y~ N(au—i—b a’c?) -
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Kapitel 7

Erwartungswert und Varianz
von Zufallsvariablen

Im Folgenden sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Der Erwartungswert von
X ist ein Lebesgue-Integral (allerdings allgemeiner als in Analysis IT). Zunéchst wird
der Erwartungswert fiir sogenannte Elementare Zufallsvariablen definiert.

Definition 7.1 Fine Zufallsvariable X : 0 — R heifst elementar, falls sie eine
Darstellung

X(w)=> ai-1a(w)
=1

besitzt, mit A; € A, a; € Roym € N. MF sei die Menge aller elementaren Zufalls-

variablen auf dem Warscheinlichkeitsraum.
Fiir X € M¥ sei das Integral von X beziiglich P definiert durch [ XdP = le a;P(A;)

Bemerkung 7.1  a) [ XdP ist unabhiingig von der gewihlten Darstellung von
X (vgl. Analysis IT)

b) Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Wir fithren das Zufallsexperiment n-mal
druch (n groB). Welchen Wert erhélt man im Mittel fiir X7 Der Wert xj, tritt
bei dem Experiment nj-mal auf (332 n, = n). Mittelwert: 1 30 njay,

Jetzt wird der Integralbegriff erweitert. Sei Mt := {X : Q— > R |X ist Zufallsvariable}.
Fiir X € M™ betrachte die Folge (X,,)nen mit

n—2" . i i1 . n
A <X <HY fallsi=0,1,...,n-2" — 1
Xp= Y o-lap mit A7 = lnsX<s% At "
P 2n {X > 1} , falls i =n - 2"

Offenbar ist X,, € M¥ und z,(w) < 7p41(w) Yw € Q. AuBerdem gilt X, (w) 1 X (w)
punktweise Vw € Q.

/XdP = lim | X,dP.

n—0o0

Bemerkung 7.2  a) Der Grenzwert existiert wegen der Monotonie

33
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b) Der Grenzwert ist unabhéngig von der gewéhlten Folge (X)) en: Sei (Yn)nen
eine weitere Folge elementarer Zufallsvariablen, die monoton wachsend gegen
X konvergiert, so gilt lim, f XpdP = lim,_, Y,dP (vergleiche Analysis
II).

Fiir eine beliebige Zufallsvariable X : Q@ — R gilt: X = X+t — X~ wobei X =

max{X,0} und X~ = —min{X, 0}, also XT, X~ € M™.
Wir definieren durch

/XdP: /X*dP /X—dP =: /QX(w)dP(w) = EX

den Erwartungswert von X. X heit integrierbar, falls [ XTdP < cound [ X~ dP <
00, d.h. wenn [ |X|dP < oo

Bemerkung 7.3  a) Fir A e Asei [ XdP := [, X14dP

b) In Stochastik IT wird das Thema weiter vertieft.

Satz 7.1
Es seien X, Y Zufallsvariablen mit existierendem Erwartungswert und a,b € R

a) Dann existiert auch E(aX + bY') und es gilt:
E(aX +bY) =aEX +DEY sLinearitdt®
b) Gilt X <Y, dh X(w)<Y(w) VweQ, so folgt:

EX <FEY »Monotonie“

Beweis vgl. Analysis 11 n

Satz 7.2 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufalls-
variable mit Verteiltung Px. g : R — R sei messbar (Zufallsvariable). Dann ist (im
Falle der Existenz):

Eg(X) = /Q g(X)dP = /R gdPx

Beweis Sei nuniichst g € M, also g(w) = Y1t  a;1p, (w) fiir m € Nya € Ry, B; €
B somit g(X) = 3" ;- 1a,, A = X 1(B;) und [, g(x)dP = 3" o - P(A;) =
> aiPx(B;) = [, gdPx.

Falls g > 0, withle {g,,} € M* mit g, 1 g. Die Gleichung gilt fiir jedes g,,, Grenziiber-
gang liefert die Gleichheit fiir g. Falls g beliebig, betrachte g = g™ — g~ = Behaup-
tung. ™

Wir unterscheiden jetzt die beiden Félle dass X diskret bzw. absolutstetig ist. Hier
ergeben sich relativ einfache Formeln.
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Satz 7.3 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten xg,x1,xs,... und Zdhl-
dichte {P)((k)}keNO. g : R — R sei messbar. Dann ezistiert Eg(X), falls > "7 o |g(xx)|Px (k) <
oo und es gilt:

Eg(X) = g(ax)Px (k)
k=0

Beweis Sei zunichst g € ME  also g= ZZ’;I o;lp, firm e N,a; € Ry, B; € B. Es
gilt (vgl. Beweis vorher): Eg(X) = Y " o Px(B;) = > (ZxkEBi PX(k)> =

S i Yoptg 1, (wr) P (k) = 3520 > il (z1) Px (k) = 3232 g(ak) Px (k). All-
i=1

:9‘(;%)
gemeines g wie im Beweis von Satz 7.2 n

Beispiel 7.1 Sei X ~ B(n,p) (binomialverteilt). Dann gilt:

Py (k) = (Z)p’fu—p)”—k F=01,....m

Also folgt:
BX — nk, n\ k(] pynk — (n—1 k=1(] _ py(n=1)—(k-1) _
=Dkl Jpra-p =) ()P -p) =
k=0 k=1
n—1
n—1 _1)—
:an< ) )p’“(l PR = np
k=0

=(p+(1-p))n~1=1

Satz 7.4 Sei nun X : Q@ — R eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx.
g : R — R sei messbar. Dann existiert Eg(X), falls [*_|g(x)|fx (z)dz < oo und es
qgilt:

Eg(x) = | " g(@) fx (@)de

—0o0

Beweis #hnlich wie in Satz 7.3 n

Beispiel 7.2 Sei X ~ N(u,0?) (X normalverteilt). Also ist

1 1(z—p)?
() = —— exp(—5 )
Es folgt:
1 (2 — ) 1 /°° 1,
EFX = T exp(————)dr = — ou+ p) exp(—=u*) du
— [ wea-E D= o= [ ous pexn(—5u)

1 [ 1, 1 [ 1,
= \/ﬂ/ ou exp(—iu )du+um/ exp(—iu )du =
—00 —00

=0 wg. Symmetrie =1, da Dichte
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Definition 7.2 Sei X eine Zufallsvariable

a) Ist k € N und existiert E|X|*, dann heifst EX*, k-tes Moment von X und
E(X — EX)*, k-tes zentriertes Moment von X

b) Das zweite zentrierte Moment heifit auch Varianz von X.
Wir schreiben: Var(X) = E(X — EX)?
o(X) = /Var(X) heifst Standardabweichung

Bemerkung 7.4 Die Varianz misst die mittlere quadratische Abweichung der Zu-
fallsvariable X von ihrem Mittelwert. o(X) hat die gleiche Dimension wie X.

Satz 7.5 Sei X eine Zufallsvariable. Falls die entsprechenden Gréfien existieren,
gilt:

a) Var(X) = EX? — (EX)?
b) Var(aX +b) = a® Var(X) fir a,b € R
¢) Var(X) >0 und Var(X) =0« P(X =c¢) =1 fireinceR

Beweis a) Var(X) — E(X2—2XEX—|—(EX)2) Satz:7.2a

EX? - (EX)?

EX2-2(EX)2+(EX)? =

b) Wir verwenden a): Var(aX + b) = E(aX +b)? — (aEX + )2 =
= E(a?X? 4+ 2abX + V?) — a*(EX)? — 2abEX — b* =
= a?EX? +2abEX + b — a?(EX)? — 2abEX — b* =
= a?(EX? - (EX)?) = a® Var(X)

¢) Da0< (X — EX)? 2 Var(X) > 0
Ist X diskret, so gilt: Var(X) = Y22, (zx — EX)?P(X = xy)
Var(X) = 0 < X nimmt nur den Wert 1 = EX (2, = EXVE € N) an.
Analog im stetigen Fall. n

Beispiel 7.3 Sei X ~ N(u,0?)
Bsp. 72 = EX =pu

0o o 2
Also:  Var(X) = 1/ (x — M)Qexp(—u)daj =07

210 J_o 202

(— Ubung)

Die folgende Ungleichung ist wegen ihrer Allgemeinheit niitzlich:

Satz 7.6 (Tschebyscheff-Ungleichung)
Sei X eine Zufallsvariable mit E|X| < co und € > 0. Dann gilt:

1
P(IX - EX| > &) < - Var(X)
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Beweis
Betrachte:

1 , falls |[x—EX|>¢
sRo 00 g ={ g R

1
und h:R—=R  hz)= ?(x—EX)Q

Offenbar gilt g(x) < h(x)Vz € R Also folgt g(X) < h(X) und mit Satz 7.2 b

P(IX — EX| > ) = Eg(X) < Bh(X) = gl?Var(X)
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Kapitel 8

Zufallsvektoren

8.1 Mehrstufige Zufallsexperimente

Oft besteht ein Zufallsexperiment aus einer Reihe von Vorgéngen. Sei (Q;,.A;, F;)
ein Wahrscheinlichkeitsraum fiir die Vorgénge i = 1,...,n.

Fiir das Gesamtexperiment wihlen wir dann:

Q= Ql X oo X Qn

A;:A1®...®An

wobei A die sogenannte Produkt-o-Algebra ist, d.h.

A:U({Al X o+ X An|Az E.Ai,i: 1n})

Bemerkung 8.1

a) A; x --- x A, nennt man Rechteckmengen.

b) Ist Ay =--- = A, =B =B(R), so gilt:
BR") =BR-- @B =0c({(—0c0,z1] X -+ x (=00, zp]|x; eR,i=1,...,n})
n—mal

Sei P nun ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (€2, A). Fiir A; € A; wird durch

QZ(A,L) = P(Ql X oo X Qifl X Az X Qi+1 X oo X Qn)

auf (€, A;) wieder ein Wahrscheinlichkeitsmafl definiert, die sogenannte Randver-
teilung (Marginalverteilung), denn:

(i) Qi(fu) =P(Q) =1
(i)

Qi) A = P x - x Qi1 x Y AP X Qipy x - x Q) =
j=1 =
:P(Z(Ql X oo X g XAEj) X Qit1 XXQ”):ZQZ(AEJ))
Jj=1 s

Damit P sinnvoll ist, sollte gelten Q;(4;) = P;(A;) VA, € Aji=1...n

39



40 KAPITEL 8. ZUFALLSVEKTOREN

8.2 Zufallsvariablen

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Wir betrachten jetzt mehrere
Zufallsvariablen.

Beispiel 8.1 n-mal wiirfeln Q = {1,...,6}" A=P(Q) P(A) = %

X(w) =X((wi,...,wp)) = max w;

i=1,...,n

Y(w)=Y((w1,...,wp)) = min w;

i=1,...,n

Definition 8.1 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X1,...,Xn : Q = R Zufallsvariablen.

a) X = (X1,...,Xpn) : Q@ = R" heifft Zufallsvektor
b) Die (gemeinsame) Verteilung von X ist gegeben durch:

Px i B(R") = [0,1) Px(B) = P({w € QX () € B}), B € B(R)

¢) Die (gemeinsame) Verteilungsfunktion Fx : R™ — [0, 1] ist definiert durch:
Fx(x1,...,2p) = P(X1 < 21,..., X, <)

Bemerkung 8.2 Wie im Fall n = 1 ist Px durch Fx bestimmt.

Definition 8.2 Sei X = (X1,...,X,) : Q@ — R" ein Zufallsvektor.

a) X heifit diskret, falls es eine endliche oder abzihlbare Menge C' = {x1,xo,...} C
R™ gibt, so dass P(X € C) = 1. Die Folge {px (k) }reny mit px (k) = P(X = xy)
heifit (gemeinsame) Zédhldichte.

b) X heifst absolutstetig, falls es eine integrierbare Funktion fx : R™ — [0,00)
(die gemeinsame Dichte) gibt mit:

Ty T
Fx(xl,...,xn):/ / Ix(y, . o yn)dyr ... dyy

Bemerkung 8.3

a) Ist X = (Xq,...,X,) diskret bzw. stetig, so sind auch Xj ... X,, selbst diskret
bzw. stetig und wir kénnen die Rand-(Marginal) Zihldichte (Dichte)
bestimmen:

P(X; =m;) = Pw|X(w) € C, Xi(wi) =2:}) = Y P(X =y)

yeC
Yi=Tq
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[ee] o0
Ix; (i) Z/ / Ix(Wis - Yim 1 iy Yit 1 - Yn)AY1 - - - dyi—1dyigr - . dyp
—00 —00

—_—————
(n—1)mal

@;
denn: Fx,(z;) = P(X; <uz;) = Ijhgloo P(X)<zp,....X, <z, = / fx; (u)du
—0o0

(7*7£J) :Fx(xl,...,$n)

b) Ist X absolutstetig mit Dichte fx, so ist die Verteilung von X gegeben durch:
Pu(B)i= [ fxdy VB BER)
B

Beispiel 8.2 (Multinomialverteilung) Ein Experiment (z.B. Wiirfeln) hat r mégli-
che Ausgénge F1, ..., E, mit jeweiliger Wahrscheinlichkeit pq, ..., p,, wobei p1+- - -+
pr =1

Q={w=(w1,...,wn)|w; €{E1,...,E}}, A=0(Q)

Xi(w) sei die Anzahl der E;-Ausgéinge, P({w1,...,wy}) = pfl(w) ----- pi(T(w)
Sei nun k1,...,k, € Ng mit k&1 +--- + k, = n.

PXi1=ki,...,.Xn=k,) = plfl .- 'pffr - Anzahl der w;, bei denen k; Komponenten
den Wert F; haben, i =1...r
|
— ke T
R ST

Dies ist die Zahldichte der Multinomialverteilung (M (n,r, p1,...,pr).

Bemerkung 8.4  a) Fiir r = 2 erhalten wir die Binomialverteilung, also M (n,2,p, 1—
p) = B(n,p).

b) Die eindimensionalen Randverteilungen einer Multinomialverteilung sind bi-
nomialverteilt.

Beispiel 8.3 Der Zufallsvektor X = (X7, X2) hat eine bivariate Normalvertei-
lung, falls X absolut stetig ist mit Dichte

1, :;ex —lm— Ty Yz -
o) = s oo (e wTS e )

27 (|2 2
. T 2 U% 012 2
wobei: n= (Ml,ug) eR R Y= 9 |, 01> 0, ’0'12’ < 0109

Schreibweise: X ~ N (u,X)
Beispiel 8.4 Gegeben sei X = (X7, X2) mit Dichte

dxixo fir 0 <z, z9 <1

fx,x0) (71, 02) = {

0 sonst
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Test: (f(x,,x,) Dichte)

1,1 1
/ / 4x1x9 dxidzy = / 219 [1:1] dry = x%‘o =1
0 0

Randdichte von X;:

1
fx,(z1) = / 4129 dre = 221 [x%]é =21 fir0<z <1
0

P(Xl < 2X2) = Xl,XQ) S B)

2to
/ / 4t1ty dt1dts + / / 4t1tg dt1dty

/ 2ty [3]2% dts + / 2, [13] dts
0

2
1 7
—2[)d + [} = ¢



Kapitel 9

Unabhingige Zufallsvariablen

Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen wird auf die Unabhéngigkeit von Ereignis-
sen zuriickgefithrt. Im Folgenden sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 9.1

a) Zufallsvariablen X1,..., X, : Q@ — R heiffen unabhdngig, falls:

Fx,,.x, (@1, .., 2n) = [ Fx,(z:), d.h.

P(X1<a1,..., X, <xn) = [ P(X; < V(x1,...,2,) € R"
(X1 <@q,..., < xy) H ( ;) (21 Ty) €
A1N-NA, i=1 A;

b) Sei X1, Xo,... eine (unendliche) Folge von Zufallsvariablen. X1, Xa, ... heiffen
unabhdngig, falls jede endliche Teilfolge X;,, ..., X;, aus unabhingigen Zufalls-
variablen besteht.

Satz 9.1 Die Zufallsvariablen X1,..., X, : Q@ — R sind genau dann unabhingig,
wenn ¥V By, ..., By, € B gilt:

n n
P(X1 € By,..., Xy € By) = [[ P(Xi € Bi) baw. Px(By x -+ x By) = [ [ Px,(Bi)
=1 =1
d.h. die gemeinsame Verteilung ist das Produkt der einzelnen Randverteilungen.
Beweis

‘= getze By = (—o0,x4], i=1,...,n

“=“ Folgt aus Satzund Ubung ({(—o00, ;] X - -+ x (=00, 2], 2; € RU{o0}}) ist
ein N-stabiler Erzeuger von B(R")
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Beispiel 9.1 Wir betrachten die mehrstufigen Zufallsexperimente aus Es sei
2, A wie in und
P(A1 X - X An) :Pl(Al)Pn(An) fir ;€ A 1= 1,....n
das sogenannte Produktmaf.
Durch die Festlegung auf den Rechteckmengen ist es auf ganz A eindeutig be-
stimmt (Satz . Weiter sei X;(w) = X;((w1,...,wn)) = w; die i-te Projektion,
i=1,...,n. Dann sind Xq,..., X, unabhingig, da
n
P(X1 € Ar,.... Xp € Ay) = P(A1 x -+ x Ap) = [ Pi(4)
i=1

P(len-XQi,lXAiXQH,lX--'XQn)

I
&zz

s
Il
i

P(Xz S A)

I
AE:

@
Il
—_

Satz 9.2 Sei X = (X4,...,X,) ein Zufallsvektor.

a) Ist X diskret mit P(X € C) = 1, C € R"™ abzihlbar, dann sind X1,...,X,
unabhdingig, genau dann wenn:

P(Xy=m1,...,Xn=a,) = [[P(Xi =2:) V(21,...,20) €R"

b) Ist X absolut stetig, so sind X1, ..., X, unabhdngig, genau dann wenn
n
fx(@i,..mn) = [[ fx.(@) Y(z1,...,2,) €R\B
i=1

wobei B “eine kleinere Menge “ ist (vom Lebesque-Mafl 0). D.h. die gemeinsame
Dichte ist das Produkt der Randdichten.
Beispiel 9.2 Sei X = (X1, X2) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit Dichte

1 122 —2 2
[x1.x, (21, 22) = ———=——= exp <_x1 oT1%2 +$2> x1,x2 € R fiir p € [0,1)
2m/1 — 0?

2 1— 02
Dies ist ein Spezialfall von Beispiel mit oy =09 =1, 0120 =0, 1 = p2 =0
Randdichte fx,(x1) von Xj:

fxi(21) =/ Ix1,x5 (21, 22) dxo

=V2r
! e < ! ) (also X1 ~ N(0,1))
= X — =X ~ y
o p oT1 1



45

Analog:  fx,(z2) = \/12? exp <—;x§> (also X9 ~ N(0,1))

das heifit die Randverteilungen sind fiir alle ¢ Standardverteilungen. Xy, X5 sind
unabhingig < o = 0. Fiir o # 0: fx, x,(z1,22) = fx,(z1)fx,(z2)

Bemerkung 9.1 Sind X1, ..., X,, unabhéngige Zufallsvariablen und ny+- - -+mnx =
n n; € Ng; € R" — R messbar, i = 1,...,k, dann sind auch die Zufallsvariablen

e1( X1, X)), e2(Xnists oo Xngtna)s - - o 96 (Xny4odmg_ 415 - - -, Xp) unabhéngig.

Beispiel 9.3 Es gibt 2 Spieler. Spieler 1 denkt sich zwei Zahlen a,b € R aus. Eine
faire Miinze entscheidet, ob a oder b aufgedeckt wird. Spieler 2 muss raten, ob die
verdeckte Zahl grofler oder kleiner als die aufgedeckte Zahl ist.

Intuition: Wahrscheinlichkeit richtig zu raten = %
Es geht besser: Spieler 2 generiert eine Zahl ¢ zufillig C' ~ N(0,1)

Entscheidung: ¢ und die aufgedeckte Zahl werden verglichen.

Mathematisches Modell:

(4, Ay, Py) mit © = {a,b}, 4 = P(Q), Pi({a}) = P1({b}) = %

Sei M : Q1 — {a,b}, M(a) = a, M(b) = b die Zufallsvariablen, die das Ergebnis des
Miinzwurfes beschreibt.

(QQ,AQ,PQ) mit Qs = R, Ay = %,PQ(B) = fB @071(1’) dx

C:Q —R,Cw) =w.

Wichtig: M und C' sind unabhiingig. Sei 0.B.d.A. a < b. Wir betrachten den Pro-
duktraum mit dem Produktmaf

P =P ® P,. Es sei G das Ereignis, dass Spieler 2 richtig rét.

P(GIM = a) = P(G,M = a) _ P(C > a,M = a) ¢,M uwabh. P(C > a)P(M = a)

P(M = a) P(M = a) N P(M = a)

Analog: P(G|M =b) = P(C <b)

P(G) = P(GIM = a); + PCIM = b)3 = (P(c > a) + Ple < b)) =

zéa—y@+¢w»=%u+mw—¢w»>
—
>0

N

Satz 9.3 Sei X = (X1, X3) : Q — R? ein absolutstetiger Zufallsvektor mit gemein-
samer Dichte fx. Dann ist auch die Zufallsvariable X1 + Xo absolutstetig und ihre
Dichte st gegeben durch:

fX1+X2(1’)=/ fx(y,z —y)dy VreR

Falls die Zufallsvariable X1 und Xo unabhdngig sind, gilt insbesondere die sog. Fal-
tungsformel

fxi+x,(x) = /_OO xi () - fxo(z—y)dy VerelR
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Bemerkung 9.2
Sind X und Y unabhéngig, so schreibt man

Pxiy = Px x Py
und nennt Py x Py Faltung

Beweis
Zwischen Verteilungsfunktion und Dichte gibt es eine eindeutige Zuordnung. Also
geniigt es zu zeigen:

P(X1+X2<2)= / / fx(y,z —y) dydx

//ny,a:— )dydaf—/ / fx(y,x —y) dudy
//“’ (y, u) dudz

- / fx(y,u) dudy
{(uw,y)eR?|u+y<z}

= Px({(u,y) ER*)lu+y < 2}) = P(X1 + Xa < 2)
Die Faltungsformel ergibt sich mit Satz 9.1.b).
Beispiel 9.4 Ist X; ~ N(u1,0%), Xo ~ N(ug,03) und X1, X2 unabhiingig so gilt:
X1+ Xo ~ N + p2, 07 +03)
d.h. die Normalverteilung ist faltungsstabil.

Satz 9.4 Secien X,Y : Q — R unabhingige Zufallsvariablen mit existierenden Er-
wartungswerten, so existiert auch der Erwartungswert von X -Y und es gilt:

EX.Y=EX FEY

Beweis
Wir betrachten fiir den Beweis nur den Fall, dass (X,Y) diskret ist. (Zahldichte)

ZZL’%ZMP =1, Y = ;) ZZL’%Z/AP =x)P(Y = y;)

k=1 j=1 k=1 j=1

:(Z|$k|P(X:$k Z|y]|P =y;)) <
k=1

~
<oo nach Vor. <oo nach Vor.

Also existiert EXY. Gleiche Rechnung ohne Betragsstriche ergibt EXY = EX - EY.
Im Allgemeinen folgt die Existenz von EXY nicht aus der Existenz von EX und EY.
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Satz 9.5 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es seien X,Y : Q — R Zufallsvaria-
blen mit existierendem zweiten Moment, so existiert auch EXY und es gilt:

(EXY)? < EX?EY?

Beweis
2

da( )°>0
Es gilt: | X - Y (w)] = | X (w)|]Y (w)] < X2(w)+ Y3 (w) YweN

Aus der Voraussetzung und Satz 7.2.b) folgt die Existenz von EXY. Aulerdem folgt
mit Satz 7.2 die Existenz von E(X +aY)? Va€R
Es gilt: 0 < BE(X +aY)? = EX?2+a?EY? +2aEXY VacR

1.Fall: EY? =0= EXY =0, da die rechte Seite eine Gerade in a ist.
= Ungleichung gilt.

2.Fall: EY? # 0: Rechte Seite wird minimal bei a* = — 2%
Minimal-Stelle einsetzen ergibt: - (EX?EY? — (EXY)?) >0
= Ungleichung gilt.

Definition 9.2 Es seien X,Y Zufallsvariablen mit EX? < oo, EY? < co.

a) Dann heifit Cov(X,Y) := E[(X — EX)(Y — EY)| die Kovarianz von X und
Y. Ist Cov(X,Y) =0, so nennt man X und Y unkorreliert.

b) Ist Var(X) - Var(Y') > 0, so heifst

Cov(X,Y)
Var(X) Var(Y)

o(X,Y) =

der Korrelationskoeffizient von X und Y.
Satz 9.6 Seien XY Zufallsvariablen mit EX? < 0o, EY? < 0o. Dann gilt:
a) Cov(X,Y)=EXY — EX -EY
b) Sind X undY unabhingig, so auch unkorreliert.
c) Ist o(X,Y) erfiillt, so gilt: —1 < p(X,Y) <1
Beweis
a) Esgilt: Cov(X,Y)=E[XY - XEY - YEX + EX -EY|=EXY — EXEY
b) folgt aus a) und Satz 9.4
c) Mit Satz 9.5 folgt:
Var(X) Var(Y)o*(X,Y) = (E[(X—EX)(Y-EY)))? < E(X-EX)?E(Y-EY)?

= Var(X) Var(Y)
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Bemerkung 9.3

a) Der Korrelationskoeffizient ist ein Maf fiir die lineare Abhéngigkeit der zwei
Zufallsvariablen. Betrachte den Extremfall Y = aX + b mit a # 0, b € R gilt

Cov(X,Y)=E[(X —EX)(aX +b—aFX —b)] = aVar(X). und

aVar(X) {1 falls a > 0

o(X,Y) =
a2 VarQ(X) —1 falls a<0

b) Es gibt Zufallsvariablen, die unkorreliert, aber nicht stochastisch unabhingig

sind.
Es sei z.B. Q = {w1, ws, w3}

w P{w}h) Xw) Y(w) X(w) Y(w)

w1 ,13 0 -1 0
w2 7 1 0 0
Es gilt: Cov(X,Y) =0 — 0 = 0 unkorreliert, aber P(X =0,Y =1)

P(X=0PY =1)=21=2+#1=P(X=0,Y = 1) sind nicht unabhéngig.

9
c) Es gilt: Cov(X, X) = Var(X), Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
Satz 9.7

Seien X1, ..., X, Zufallsvariablen mit existierendem zweiten Moment, so gilt:

Var(Xy + -+ Xp) = 3 Var(X1) +2)  Cov(X;, X;)

i=1 1<i,j<n

Sind die Zufallsvariablen unabhingig (oder unkorreliert), so gilt:
Var(Xy + -+ Xp,) = »_ Var(X;)
i=1

Beweis
Mit Satz 7.2 gilt:

n

2
Var(X1 + -+ Xn) =F (Z(Xl — EX1)> = EZ(XZ — EXZ)(XJ — EXJ')

i=1 1<4,j<n

= Zn: Cov(X;, X;) = Zn: Var(X;) 42 Cov(X;, X;)
=1

1<i,j<n 1<i<j<n
Der zweite Teil aus Satz 9.6 b)

Definition 9.3
Sei X = (X1,...,Xy) ein Zufallsvektor mit EX? < oo, Vi=1,...,n

a) EX = (EXy,...,EX,) heifit Erwartungswertvektor von X.

b) Die n x n-Matriz  Cov X = (COV(Xi’Xj))1<ij<n
heifft Kovarianzmatriz von X. -



Kapitel 10

Erzeugende Funktionen

In diesem Kapitel sei (€2, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X :  — Ny eine
diskrete Zufallsvariable mit Z&hldichte {px (k) }ren,, also px (k) = P(X = k) .,k € Ny

Definition 10.1
Set X : Q — Ny eine Zufallsvariable mit Zihldichte {px (k)}ren,. Die Funktion
gx : [-1,1] = R mit

o
gx(s) = pr(k)sk = Es*
k=0
heifit erzeugende Funktion von X.

Bemerkung 10.1

a) gx(s) ist wohldefiniert fiir |s| <1, da

> px(B)lsl <> px(k) =1
k=0 k=0

Insbesondere: gx (1) =1
b) gg?)(s) ist wohldefiniert fiir s € (—1,1)

c) Es gilt:

_%(0)

7l fir k € Ny

px (k)

Es sei gx(s7) = lim4s gx(2) ,linksseitiger Grenzwert*

Satz 10.1
Besitzt die No-wertige Zufallsvariable X die erzeugende Funktion gx, so gilt:

a) EX = g5 (17), falls EX existiert

b) Var(X) = g% (17) + g5 (17) — (¢ (17))? falls Var(X) ezistiert.

49
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Beweis

a)

di(s) = px(k)k- 513N py(k)k = EX
=1 k=1

b) &hnlich

Beispiel 10.1
Sei X ~ B(n,p),n €N, pe (0,1)

Es gilt:
9x(8) = Yo (PP —p)"F - 5% = (sp+1—p)"
gx(s)=n(sp+1— p)"p

g% (s) =n(n—1)(sp+1—p)"2p?

Also:

EX =gx(17) =np

Var(X) = n(n — 1)p? + np — (np)? = np* — np? + np — n?*p? = np(1 — p)
Satz 10.2 (Eindeutigkeitssatz fiir erzeugende Funktionen)

Sind X undY zwei diskrete Zufallsvariablen mit Werten in No, Zdhldichten
{px (k) }reny, {py (k) }ken, und erzeugenden Funktionen gx(s), gy (s), so gilt:

px(k) =py(k) VkeNy< gx(s)—gy(s) Vse[-1,1]

Beweis
Identitatssatz fiir Potenzreihen.

Satz 10.3
Sind X und Y zwei unabhdingige, diskrete Zufallsvariablen mit Werten in Ny, dann
gilt:

9x+y(8) = gx(s) - gy (s) Vse[-1,1]

Beweis
Fir s € [-1,1] gilt:

oo oo :SAiSk_Z k
gx+v(s) = Zsk-P(X—i-Y: ):Z 5" Z P(X =4,Y =k —1)
k=0 k=0 1=0

XY umabh pox ). P(Y =k—i)

k=0 i=0
= O _sP(x=1)-O_sPY =)
i=0 §=0
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Beispiel 10.2
Es sei X ~ B(n,p), Y ~ B(m,p), X und Y unabhingig.
Mit Beispiel 10.1 gilt: gx(s) = (sp+1—p)", gy(s) = (sp+1—p)™
Also folgt mit Satz 10.3:
gx+v(s) = (sp+1=p)"™ = X +Y ~ B(n +m,p)

Insbesondere ist X = """ | X;, wobei X1,..., X, unabhingig und identisch verteilt
mit X; ~ B(1,p)

Beispiel 10.3 (Ruinspiel) e Spieler I besitzt n Euro
e Spieler II besitzt (N — n) Euro

e Pro Runde: Spieler I gewinnt von Spieler II einen Euro mit Wahrscheinlichkeit
p, sonst verliert er einen Euro an Spieler 11

e Die Runden sind unabhéngig

e Gespielt wird bis ein Spieler pleite ist
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler I gewinnt? Sei dabei N € N fest.
Wir definieren die Ereignisse A,, = Spieler I gewinnt bei Anfangskapital n und B =
Spieler I gewinnt die erste Runde. Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
ergibt sich:

P(A,) = P(A,|B) - P(B)+ P(A,|B°) - P(B°) fir 0 <n< N
Sei pr, := P(An): pp = Pnt1 P+ pn_1-(1—p), 0<n <N und pp =0 und py = 1.
Die ist eine sogenannte Differenzengleichung. Sei p := % und p # 1 (d.h. p # %)
Pn+1 = (1 + p)pn — PPn—1, N = 1727 cee
" =1+ p)s"p, — ps" 1, n=1,2,...
Sei g(s) = Y.y Pns"™. Dann folgt:
9(s) = p1-s = (14 p)sg(s) — ps°§(s)

. p1-S P1 1 1
= e = —
9(s) 1—(1+p)s+ ps? p—l( 1—s>

Randbedingung: py = 1 ergibt p; = pﬁf_ll. Insgesamt:

n=0,1...

Bei p=1:
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Kapitel 11

Konvergenzbegriffe fiir
Zufallsvariablen

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X7, Xs,...Q — R Zufallsvariablen.
“Konvergenz*“ der Folge {X,,} kann man auf verschiedene Weise definieren.

Definition 11.1

a) X, konvergiert P-fast sicher (P-f.s.) gegen X
Schreibweise: X, Eit X, wenn gilt:

P({w € 0] lim X,(w) = X(w)}) = 1

b) X, konvergiert in Wahrscheinlichkeit (stochastisch) gegen X
Schreibweise: X, i X, wenn gilt:

lim P({w € Q|| X,(w) - X(w)| > e}) =0 Ve >0

¢) X, konvergiert in Verteilung gegen X
Schreibweise: X, KN X, wenn gilt:

li_}rn Fx,(x) = Fx(x) Vz €R an denen Fx(z)stetig ist
n—oo

Beispiel 11.1
Sei X1, Xo,... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten (u.i.v.) Zufallsva-
riablen mit P(X, =1) = P(X, =-1)=1 (= EX, =0)
Mit der Ungleichung von Tschebyscheff (Satz 7.4) folgt:
E((% Z?:l XZ)Z) 1 n 1 o
2

L
€ n?2 &2 ne2

1 n
P(|EZXZ- —0[>¢) <
=1

Also:

1 @ P
=3 X, 50
n 4

=1

53



54 KAPITEL 11. KONVERGENZBEGRIFFE FUR ZUFALLSVARIABLEN

Satz 11.1
Fast sichere Konvergenz impliziert die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Beweis
Sei X, 33 X und N := {w € Q| X,(w) 4 X(w)} also P(N) =0
Sei e >0 und firn € N

A = {w € 0| sup [Xn(w) = X (w)] = e}

m>n

Esgilt A, Jundw € A4,VneN=VneN Im>n:|X,(w) — X(w)| >
Also:

NO|™

Al [ An=: N C {limsup|X,, — X[ > g} CN
n—oo

m=1

Da P stetig von oben folgt:
0< P(|X, —X|>¢) < P(4,) "= P(N.) < P(N) =0

Bemerkung 11.1
Die Umkehrung von Satz 11.1 gilt nicht.
Sei (2, A, P) = ([07 1)7 %[0,1)7 Unlf(07 1))

(Hier fehlen Skizzen, die X1, Xo, ... beschreiben.)
Offenbar P({w € Q|lim, o X, (w) existiert}) = 0
aber P({w e Q‘|Xn(w) —0]>e}) = P(X, =1) — 0 fiir n — oo

fs
Das heifit : X, 5) 0 aber X,, A 0

Satz 11.2
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert Konvergenz in Verteilung.

Beweis

Voriiberlegung: P(A) = P(AB) + P(AB¢) < P(AB) + P(B°)

= P(AB) > P(A) — P(B°) (%)

Sei X, & X. Fiir alle z € R gilt:

{wlXn(w) <z} D {wX(w) <z—¢|Xplw) — X(w)| <e}, >0
da X, =X+ X, - X<X+|X,—-X|<z—c+e=2x

Also:

Fx (x)=P(X,<z2)>P(X<z-—¢|X,—X|<e¢)
A B

(*)
= Fx,(zr) > PX<z—-¢)-P(X,—X|>¢)
—_— —
Fx(z—¢)
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Andererseits:
=P(X, <z, |X,—X|<e)+P(X, <z, |X,—X|>¢)
<PX <z+¢e)+P(|X,—X|>¢)
—_———
=Fx (z+e)
Insgesamt:

Fx(x—¢e)—P(| X, —X|>¢) < Fx,(z) < Fx(x+¢)+ P(| X, — X| >¢)
Mit n — oo folgt:

Fx(zx—¢e)—0< lini)ianXn(x) <limsup Fx,(z) < Fx(z+¢)+0
n—oo

n—oo
Mit e — 0 (x ist Stetigkeitsstelle von Fx) folgt die Behauptung.

Bemerkung 11.2

Die Umkehrung von Satz 11.2 gilt nicht:

Q= {w, w2}, A=P(Q), P{wi})=P({w}) =3
X(w) =1, X(we)=—1. Also:

0, z<-1
P(X<z)=Fx(z)=} %, -1<z<1 p=F_x(2)
1, =>1

)

Sei X, := (—1)"X = Fx, = Fx = X, 5 X
Aber (X,,) konvergiert nicht in Wahrscheinlichkeit.

Xon=X5X, Xopy1=-X5-X wnd P(X=-X)=0

Insgesamt:

X, 5x > x,5x = x,%x

Lemma 11.3
Konvergenz in Verteilung gegen eine Konstante ¢ € R impliziert Konvergenz in

Wahrscheinlichekeit, das heif$t:
Xn 4= Xn LI

Beweis
Ubung
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Kapitel 12

Charakteristische Funktionen

In §10 haben wir fiir diskrete Zufallsvariablen die erzeugende Funktion betrachtet.
Jetzt betrachten wir eine andere Transformierte, die fiir beliebige Zufallsvariablen
X definiert ist. Im Folgenden sei (€2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 12.1
Es sei X eine Zufallsvariable. Dann heifst px : R — C

ox(t) = EetX

die charakteristische Funktion zu X

Bemerkung 12.1

a) Man kann im Reellen rechnen.
Ee'™ = Fcos(tX) + iEsin(tX)
Insbesondere existieren die Erwartungswerte ohne weitere Bedingung.

b) ¢x(t) hingt nur von der Verteilung von X ab
c) Ist X diskret, so gilt: ox () = gx(e')

d) Ist X absolutstetig, so gilt: px(t) = [*°_ €™ fx(z)dx (Fourier-Transformierte

von fx) -

Beispiel 12.1
Es sei X = p € R Dann ist ¢x (t) = Eeltt = eith

Beispiel 12.2
Es sei X ~ N(0,1) Also:
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ox(t) = Be™ = Ecos(tX) + iEsin(tX)

> it 1 22
= e . e 2 dx
[m V 27T

/°° (t2) 1 22 d > (t2) 1 2 d
= cos(tx e 2 dx —I—i/ sin(tx e 2 dz
o V2T —o V2T

=0

> 1 z2 d &0 1 22 J
= —xsin(tx e 2de =---= — tcos(tx e 2 dr=—t t
| —asinta) = | teostta) = ox()

part. Integration

+2

und ¢x(0) =1 Losung der Dgl. px(t) =e™ =

Satz 12.1
Es sei px die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X. Dann gilt:
a) ox(0) =1

b) lox(t) <1 VieR

¢) Fira,beR gilt:  paxip(t) = ¢Pox(at)
Beweis

a) px(0) = Ee®X =1

b) [ox ()] < Ele™*| =1

=px (at)

—

C) SOaX—&-b(t) = Eeit(aX+b) — eitb EeztaX
Beispiel 12.3

Es sei X ~ N(u,0?)
Es gilt: u+ 0Z ~ N(u,0?), falls Z ~ N(0,1) (Lemma 6.1)

Satz 12.1 4 o242
Also: ox(t) = putoz(t) e e eitte 2"
Satz 12.2
Sind X1,...,X, unabhingige Zufallsvariablen mit charakteristischen Funktionen

OXys---5PX, SO gilt fir die charakteristische Funktion oy X, von S Xi:

psn x,(t) =[[ex.(t), VteR
=1

Beweis

X,Y unabh.

S0X+Y(t) — Eeit(XJrY) — E(eitXeitY) EeitX . EeitY = ox (t) . (py(t)
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Satz 12.3
Falls E|X|" < 00, n € N, so ist ox n-mal differenzierbar und es gilt:

cpg?) (0) =i"EX" (n-te Moment)

Beweis
Man darf E (= Integral) und Differentiation vertauschen.
(— Majorisierte Konvergenz Stochastik II)

)y _ _d" itX _ d" ax\ _ Sy \LitX Y o yen it X
oy (t) = (dt)”Ee _E<(dt)"e )—E((ZX) ") =i"EX"e

= ¢(0) = i"EX™

Beispiel 12.4
Sei X ~ N(u,0%) E|X|"<oco VneN

02t2

Beispiel 12.3 = ¢x(t) = et o=

Satz:%2.2 1 .
(n=1) EX = =(¢x(0))

1, . 2 ipt— ot
. = —((in— P =

=0

Satz 12.4 (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen)
Sind X und'Y Zufallsvariablen mit derselben charakteristischen Funktion, so haben
X und Y dieselbe Verteilung.

Beweis
Siehe zum Beispiel: Hesse Seite 94

Beispiel 12.5
Es seien Xj ~ N(p1,0%), Xo ~ N(uz,03), X1, X2 unabhingig.

02t2

Beispiel 12.3 = ¢x, () = et "5 (entsprechend fiir X»)

) (02+02)2
Satz 12.2:  ox,+x,(t) = ox,(t) - ox,(t) = eitlmtnz) | p——t=2
Satz12.4

257 X + Xo ~ N(py + pe, 02 + 02) (vgl. Beispiel 9.4 bzw. Ubung)

Satz 12.5 (Stetigkeitssatz bei charakteristischen Funktionen)

Es sei (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen mit zugehorigen Verteilungsfunktionen
Fx, (x) und charakteristischen Funktionen ¢x, (t). Folgende Aussagen sind dquiva-
lent:

a) X, 4 x
b) vx, (t) = @(t) Vt e R und ¢ ist stetig in 0.

In diesem Fall ist ¢ die charakteristische Funktion von X.

ohne Beweis
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Kapitel 13

Grenzwertsatze

13.1 Schwache Gesetze der grofien Zahlen

Satz 13.1 (Tschebyscheffs schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Es seien X1, Xo, ... unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; = i
und Var(X;) < oco. Dann gilt:

Xi++X, p
n
Beweis

Mit der Ungleichung von Tschebyscheff (Satz 7.4) folgt:

X1+ + X, Var(XttXn ) o o6 5 Var(Xy + -+ X)
p2r A sy < YT ) Saize6 g _
n g2 g2

Var(X
:L;)%O fir n—
n-e

= Behauptung

Die Bedingung Var(X;) < oo soll weg. Zur Vorbereitung brauchen wir einige Er-
gebnisse aus der Analysis.

Lemma 13.2 Fir alle m € N und t € R gilt:

m—1 .\ m
it (it) It|
=2 k! ’5 ml

k=0

Beweis

Es geniigt ¢ > 0 zu betrachten, da |z| = |Z]

Fiir e’ gilt die folgende Taylorentwicklung mit Integraldarstellung des Restgliedes
(Beweis durch Induktion nach m):

m—1 . \k ¢ m—1
it (,Lt) m/ (t B u) U
= — d
e ,;) il +1  mo 1) e du
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(t_u i ‘ / ml _
‘ / (m—1)! & du| < 71)! du =

= 1= \1

|M3

Lemma 13.3
Sei X eine Zufallsvariable mit existierendem Erwartungswert EX = p und ox(t)
die zugehdrige charakteristische Funktion. Dann gilt Vt € R:

t (T 1
x| = =1+ —)+o | —
n n n
. . t .t .
Zu zeigen: Vit € Rgilt: [gpx () — (1—1—1/1)} ‘n—0 fiirn— oo
n n

() (oo o2

-~

Beweis

Lemma 13.2 mit m = 2:

‘%X|2 t2X2 f s.
20 2
Limes und E kann man hier vertauschen (— majorisierte Konvergenz)

= Behauptung

Lemma 13.4
Sei z € C fest {nn}nen 1 € C und n, — 0. Dann gilt:

Yo <n 0 fiirn — oo

lim (1—|— +77n> = eF

n—o0

Beweis

1.Fall: 2 =0
Zu zeigen: (1 + )" — 1 fiir n — oo

T HEQSEQ )2

MY et rnn\ 1"
f@)=Cayr —, UL+ )T < i Sl {1+~ ) < ml-e
—0fiir n—o00

2.Fall: z#0

n n/14+ %2+ In \ ™ n n
(1+E_|_TL") :<1+E) nizn = (14_5) .(1+€£)
non n 1+=2 n n
—e? fiir n—oo —1 fiir n—oo
(Fall 1)

mit g, — 0 fiir n - oo
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Satz 13.5 (Khinchins schwaches Gesetz der groflen Zahlen, 1929)
Es seien X1, Xo, ... unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit E|X;| < oo, EX; = p. Dann gilt:

Xyt + X p

Beweis

Da p € R konstant, geniigt wegen Lemma 11.3 zu zeigen % A 7

Satz 12.5 = zu zeigen ist: @ x;+-+xn (t) = ©u(t) Bsp121 ity

Also:

Satz 12.1c) t\ Satz 12.2 - t t\"
Pxitxn (t) = QX 4t Xy <n> =1 px. () = <¢X1(n)>
k=1

n

Lem. 13.3 < . M ‘o (1 ))” Lem. 13.4 it
n

13.2 Das starke Gesetz der groflen Zahlen

Satz 13.6 (Kolmogorovs starkes Gesetz der grofien Zahlen)
Es seien X1, Xo, ... unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit E|X;| < oo, EX; = p. Dann gilt:

X1+ + Xy s
——>H

ohne Beweis

Beispiel 13.1 (Monte-Carlo-Simulation)
Es sei f : [0,1] — Ry eine stetige Funktion. M := max,cp, ) f(z). Wir wollen

fo x) dr numerisch (ndherungsweise) berechnen.

Dazu Ul, Vi,Us, Vs ... eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen, wobei
die (U;) identisch verteilt sind mit U; ~ U(0,1) und

die (V) identisch verteilt sind mit V; ~ U(0, M). Wir setzen

L1 falls f(U) > Vi
Tl 0, falls f(Up) < Vi

Dann gilt: I, Io, ... sind unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

(@)
EL = P(f(Uy) > Vi) = P (Ui, Vi) € G) // L 1dydw—M/f

1 - f-s. 1 ! ..
Satz 13.6: nkzllk = M/o f(z)dx fiirn — oo
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Beispiel 13.2 (Normale Zahlen)
Es sei 2 = [0,1) und w € Q. Wir betrachten die Dualbruchzerlegung von w: das
heift

- 1
w:Zak-Z—k a, € {0,1}
k=1

w heilt normal, falls die Werte 0 und 1 asymptotisch gleich hiufig auftreten.
Wie viele w € ) sind normal?

Sei A = B|p ;) und definiere die Zufallsvariablen X7, X5. 2 — {0, 1} durch

Xn(w) = a, fir n € N (Beachte X, ist Zufallsvariable)

Weiter sei:

A, (l’l,.. )— {wEQ|X1(w):xl,...,Xn(w):a:n}

—{wGQ\ml + B4+t m<w<B 444 ) fiir @, @, € {0,17 fest.
Wir nehmen an, dass P=unif(0,1), das heifit P([a,b)) =b—a fir 0 <a <b< 1.
Also P(Ap(1,...,20)) = 50

= P(X; = 0) = P(4(0) = L = P(X; = 1)
P(Xo=0)=P(Xo=0,X,=0)+ P(Xs=0,X; =1) =
= P(A5(0,0)) + P(A5(1,0)) = 4 + 1 = 1

und P(Xo =1) =1

P(X1=121,Xy =x3) = 1 = P(X1 = 1) P(Xy = xy) fiir 1,25 € {0,1}

Also sind die Zufallsvariablen X 1, Xo,.. unabhiingig und identisch verteilt
mit P(X, =0) = P(X; =1) =3 und EX; = %

Nach Satz 13.6 gilt:
1
— g Xk I fir n— o0

das heifit fast alle Zahlen des Intervalls [0,1) bis auf eine Menge A C [0,1) mit
P(A) =0 sind “normal*

13.3 Der zentrale Grenzwertsatz

Betrachte die Situation aus Satz 13.1:

Seien X7, X5, ... unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen,
EX; = p, Var(X;) < oo
Dann gilt:
p<‘X1+”'+Xn_M’2€) S%X;)
n n-e

n
= ‘Xl + +Xn _ ’ > é < Var(Xl) o Var(Xl)
n - n%_é —n-82n-1420 0 22520
X o+ X
Also fir 6> 0:n? 5<1++n—,u> o
n



13.3. DER ZENTRALE GRENZWERTSATZ 65

Was ist mit 6 = 07

Satz 13.7 (Zentraler Grenzwertsatz)
Es seien X1, Xo, ... unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; =
und 0 < Var(X;) = 0? < co. Dann gilt:

X4+ X, —
(S n’ngwN(O,l),also
Vno

P<X1+---+Xn—nu

§m> — ®(z) firn —-o00 ,VzeR

Vno

Beweis
Betrachte zunéchst den Fall p = 0,0 =1

X1+ 4+ Xy d

zu zeigen: — X ~ N(0,1)
Vn
Satz 12.1¢c) t | satz 122 t \"
x, (1) T px, (—=) M —)) =
§0X1+ﬁ+X () PX1+ +X"(\/ﬁ) <SOX1(\/777,)>
n
vgl.L.13.3 ity (it)? 9 1 t2 1.\" nach Lem. 134, _2
L3 B px? o) | = (1 = go(n)) Rechlem 134, -5
* Vn * 2n \\f-/—"_O(n) 2n +0(n) ‘
~~~ =1

=0

Allgemeiner Fall:

Setze Y,, = X"U_“

Also Y1,Ys, ... unabhingig und identisch verteilt mit EY; = 0, Var(Y,) =1
Wende jetzt Spezialfall an:

Xy 4ot X, — Vit . 4Y
Vno NLD

Korollar 13.8
Unter den Voraussetzungen des ZGWS gilt fiir feste a, 8 € R, < 3

Xi+-+X,—n

<
- Vno

=1n

B 2
LY %@(ﬁ)—@(a):\/%/ % dt

Beweis Sei e > 0.

Fr,(8) — Fr,(o) < P(a <T, < B) < Fr,,(B) — Fr,(a — ¢)

"R (8) () " e(8) 2 (a—e)

Mit € — 0 folgt daraus die Behauptung. ™
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Satz 13.9 Sind die Zufallsvariablen X1, Xo unabhingig und identisch verteilt mit
EX1 = p sowie |p|3 = E| X1 — p|?, so gilt:

|13
sup |Fr,(z) — ®(x)| <
sup P, (1) — 0(a)| < g
Beispiel 13.3
Es seien X1, X5, ... unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Xn ~ B(1,p). Also EX,, =p,Var(X,,) =p(l—p),0<p<1
Sei S, = X1+ -+ X,,, dann gilt nach dem ZGWS:

n—ro0 np(1 —p)
Umgeformt ergibt das:

lim P(Sy, < np+y/np(1 - p)) = &(z)

n—

Da S,, ~ B(n,p) heifit das:

. N\ ko \n—k _
Tim > (k>p (1-p)" " =o(x)
k<np+z+/np(1-p)

Diese Version nennt man auch Grenzwertsatz von DeMoivre Laplace.

Beispiel 13.4 (Wahlumfrage)
Wir wollen den Anteil p der Anhénger der Partei A unter den Wahlberechtigten
ermitteln. Dazu nehmen wir eine Stichprobe X1, ..., X,,, wobei:

¥, — { 1 , falls Person ¢ Partei A wéhlt i1 "
‘ 0 , falls Person i Partei A nicht wihlt E

Sei S, := X1+ -+ X,,. Wir schétzen p = ‘S;L—"

Wie grofl muss der Stichprobenumfang n mindestens gewéhlt werden, damit der

Schétzfehler |p — p| mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0.95 nicht groer

als 0.02 ist?

Also gesucht ist die kleinste Zahl n € N mit

S 0.02
P(|== —p| §0.02)20.95<:>P<\ \F ) > 0.95
n

Vnp(l— ‘ vp(l—p)
Wegen p(1 —p)=1—(p—3)? <1 Vpel0,1] folgt:
Sp —np 0.02y/n Sh —
P<‘\/np(1—p)‘§\/p(l—p)>>P<‘ T }<o.04f>

Fiir n grof} ist etwa \/% ~ N(0,1)

P (\\/%\ < 0.04\/ﬁ> ~ 3(0.04y/n)—B(—0.04v/n) = 28(0.04v/n)—1 = 0.95

= n = (25071(0.975))% = 2401
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Parameterschitzung

Modell
Es sei {P]0 € ©}, © C R™ eine Familie von Verteilungen auf x (sog. Stichproben-
raum), = (1, ..., Ty) sei eine Realisierung der Zufallsstichprobe X = (X1,...,X,)

zu einer Verteilung P € {F|6 € ©}, wobei der wahre Parameter 6 unbekannt ist.

Problem
Schétze unbekanntes 8 aus der konkreten Realisierung von X.

Definition 14.1

Seien X1, ..., X, unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilung
P.

Dann heifit der Zufallsvektor (X1, ..., X,) Zufallsstichprobe zur Verteilung P.
Fine Realisierung (z1,...,,) von (X1,...,Xy) nennt man Stichprobe.

Beispiel 14.1

Gegeben sei ein Wiirfel, den wir n-mal werfen diirfen. Aus der Beobachtung ist die
Wahrscheinlichkeit zu schitzen eine 6 zu wiirfeln.

Modell: x = {0,1}: 0 = keine 6 gewiirftelt, 1 = 6 gewiirfelt.

Py =B(1,0),© =[0,1]

Definition 14.2 FEine messbare Abbildug T : X" — ©, © D O, heift Schitzer fir
0.

Beispiel 14.2  a) Die Statistik X = 1(X;+- -+ X,,) heiit Stichprobenmittel
b) Die Statistik S = 1+ 3"  (X; — X)? heiit Stichprobenvarianz

Beispiel 14.3 (Schitzung eines Fischbestandes)

Teich enthélt unbekannte Zahl N = 6 von Fischen

r Fische werden gefangen, (rot) markiert und wieder ausgesetzt.

In einem zweiten Zug werden m Fische gefangen = davon seien markiert.
Wie grof3 ist N?

Modell

67
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Urne mit N = 6 Kugeln, r rot, N — r =: s schwarz

m Kugeln werden ohne Zuriicklegen gezogen. Die Zufallsvariable X beschreibe die
Anzalh der roten unter den gezogenen Kugeln.

Also

x = No, Py ~ Hypergeom.(0,r,m), © = N. Beachte: n =1

14.1 Maximum-Likelihood-Methode

Idee:

Wir wéihlen fiir & den Wert, unter dem die Wahrscheinlichkeit, dass die konkrete
Stichprobe vorliegt maximiert wird.

Im folgenden sei Py diskret mit Zahldichte p(x;0) oder stetig mit Dichte f(x;8)

Definition 14.3
Gegeben sei eine Stichprobe x = (x1,...,xy,). Dann heifit die Funktion

Ly(0) = f(z1;0)--- - f(xn;0) bzw.  Lg(0) :=p(x1;0) - p(zn;0)
Py(X1, ', Xn)=(1,...,Zn)

die Likelihood:Funktion der Stichprobe.
Fine Funktion Oy (x) heifft Maximum-Likelihood Schétzer (MLS), falls

Lo(Oup(z)) = sup Lo (6)

Bemerkung 14.1

a) Ist Py diskret, so gilt:
X unabhéngig
Lx(0) =p(x1;0) - - plan;0) = Pp(X1 =21) - Bp(Xn =)~ = B(X
b) Der MLS Oy, (z) ist nicht immer eindeutig.

Beispiel 14.4 (vgl. Beispiel 14.3)
n=1 )
r —r
(x) (kf:v)
()

Likelihood-Funktion: L, (0) =

Fiir welches 6 ist L, () maximal?

Betrachte: ; -
L0) (Do) @=r6-m

L.(0—1) (9)(”)(9*1*”) 00 —r—m+x)

m x m—x

Lw(G)>Lz(9—1)<:>(9—7“)(9—m)>0(0—r—m+x)©mr>9w@9<%

Also ist L,(#) maximal fiir §(z) = |77 |

0(z) ist eindeutig, falls ™ ¢ N

T

Falls ©* € N sind 01(x) = o und Oy () = o —1 MLS
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Beispiel 14.5 (Schitzung einer Erfolgswahrscheinlichkeit)

Aus n Bernoulli-Experimenten liegen x Erfolge vor, gesucht ist die Erfolgswahr-
scheinlichkeit:

Modell: x =N, n=1, Py = B(m,0), ©® = (0,1).

Likelihood-Funktion: L, (6) = (Z:) g*(1—-0)""" ,0€]0,1]

Statt L,(f) ist es oft einfacher, log(L.(f)) zu maximieren, die sogenannte Log-
Likelihoodfunktion

log(L.(0)) = log (ZZ) + zlogf + (m — x)log(1 — 0)

oz (m—m) T
=9 1o 0 ¢ 0=

0 ist tatsichlich Maximum-Stelle, dass heift Oy, () = -

14.2 Momentenmethode

Idee:

Die ersten Momente von Py sollten mit den empirischen Momenten iibereinstimmen.
Aus diesen Gleichungssystemen bestimmen wir den Schétzer.

Es sei X ~ Py. Dann ist das k-te Moment

,uk:;zk(ﬂ):Eng L k=1,2,...

Wir betrachten nun die empirischen Momente zur Stichprobe x = (z1,...,x,).
aetfe
€T = — .
k n 4 Zz;
i=1
Es soll nun gelten: ur(0) =z k= 1,2,...,m. Aufgelost nach 6 ergibt sich
dann der Momentenschétzer v (z) € ©.

Beispiel 14.6
Py = N(IU,O‘Q), 0= (/.L,O‘Q), m =

Aus (1) folgt: fi(x) = %Z;-lzl Ti=2
Aus (2) folgt: 62 ; z
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14.3 Wiinschenswerte Eigenschaften von Punktschétzern

Im folgenden sei X = (Xi,...,X,) eine Zufallsstichprobe zur Verteilung P und
T : x — O ein Schéitzer von 0. Mit Ey bezeichnen wir den Erwartungswert beziiglich
Py.

Definition 14.4

a) Der Schitzer T' heifit erwartungstreu (unbiased), falls

EgT(X1,....,Xn) =0 VOO

b) br(0):= EgT(X1,...,Xp) — 0 heifit Verzerrung (Bias) des Schitzers T. Ein
erwartungstreuer Schitzer ist unverzerrt.

Beispiel 14.7 (vgl. Bsp.14.6)

o T(z) =% = LY | a; ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir § = EpX;, denn
Ey(T(X)) = By (3 Zis Xo) = 5 Xia BoXi = 0

e Ein erwartungstreuer Schitzer fiir = Varg(X;) ist [S%(z) = -5 Y0 | (2;,—7)?

- n-—1

Definition 14.5
Sei T ein Schdatzer fiir @ Dann heif$t

MSE(T) := Eg[(T(X1,...,X,) — 6)?]
(mittlerer) quadratischer Fehler (“mean-squared-error“

Beispiel 14.8

Sei Pp =U(0,0),® =R, x =Ry und X = (Xy,...,X,) eine Zufallsstichprobe zur
Verteilung U (0, 0)
Momentenmethode: 7 = EyX; =
Maximum-Likelihood-Methode:

gééMMIQ-f

L < @1, xn <
= Lo(0) = Lig, .0y (0) = f(2150) - -+ - f<xn;9)={9"’ 0= ap,..., 2 20

0, sonst

Maximiere Ly (0) in 0: Oy, (x) = max(z1, ..., 2,)
Welcher Schitzer ist besser?

Eg[bxni(X)] = 2EX =60, also ist Oy erwartungstreu
Verteilungsfunktion von éML(X ) ist

Fy(z) = Pp(max(X1,...,X,) <z)=FPy(X1 <uz,..., X, <x)
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—Py(Xy <) Pp(Xp <) = <§)" falls 0<z <0
Also Dichte von Oy, (X):
n(x\n—1
) R IC)) , falls 0<z<#6
Ty (%) = { 0 , sonst

und

%
T\ n
GML / ngL / n <§> dr = — 10

also nicht erwartungstreu.

Aber:
02
MSE (O (X ( E X; — 0] > 3

R 262
MSE(Our (X)) = Eg(max(X1,...,X,) — 60]*) = CEDICES)
MSE (O (X)) _2 n

MSE (G (X)) 3 (n+2)(n+1)

Bei grofiem n ist MSE(fyr, (X)) Kleiner als MSE(fyn(X)).

relative Effizienz

Bemerkung 14.2
Falls T' erwartungstreu ist, gilt M.SE(T) = Vary(T)

Fiir Varg(7') kann man die folgende untere Abschétzung angeben.

Satz 14.1 (Ungleichung von Rao-Cramér)
Sei X = (Xy,...,X,) eine Zufallsstichprobe zur Verteilung Py. T sei ein Schdtzer
fiir 8. Dann gilt:

Vary(T(X)) >

Bemerkung 14.3

(i) 1(9) := Eg[(% log Lx (6))?] heifit Fisher-Information
(ii) Ist T erwartungstreu, so ist br(f) = 0 und Varg(T'(X)) > ﬁ

Beweis
Wir nehmen an, dass L,(0) > 0 Vz € x" VO € ©, © sei ein offenes Intervall in R
und Py sei diskret. Es gilt:

0
50 log L,(6) =

Weiter gilt:
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(1) Poexn La(0) =2 pen Po(X =) =1
(2) 6+ bp(0) = BgT(X) =Y. . T(z) - Ly(6)

reX™

Wir differenzieren (1) und (2) nach 6, und nehmen an, dass wir % und ) vertau-
schen konne.

(1)

0= ¥ B0 = 3 S oslLul0) - Lul0) = By | 1o Lx(0)

(2)

S 7(0) 2 tog(Ly(8)) - Lo(6) = Ey [T(X) 9 Jog Ly (8)

rex™

(@) - (1) ET(X)
L 6(6) = Eo[(T(X) ~ BgT(X)) 55 log L (0)]

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt:

2
? = <E9[(T(X) — ByT(X ))Q log Lx(é’)]>

(1+8(0)) -

< By[(T(X) — EgT(X))?] - Ey [680 log LX(e)Q} — VaryT - 1(6)
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Konfidenzintervalle

Definition 15.1

Sei o € (0,1) fest vorgegeben. Ein Intervall der Form [L(x),U(x)] mit messbaren
Funktionen L,U : x™ — O C R heifit (1 — a)-Konfidenzintervall, falls L(zx) <
U@)Veex" und Ppy(L<U)=1mit Bp(L<O0<U)=1—-«

Bemerkung 15.1

(i) Sowohl Lage als auch Linge des Konfidenzintervalls héngen von der konkreten
Stichprobe ab.

(ii) Sei zum Beispiel & = 0.05, dann enthélt das Konfidenzintervall in 95% der
Félle den wahren Parameter.

Beispiel 15.1

Es sei Py = N(,0?), 02 bekannt. Stichprobe X vom Umfang n.

Bestimme (1 — «)-Konfidenzintervall fiir 6.

Sei o

X -0

=

Unter Py gilt: z ~ N(0,1), (wegen Lemma 6.2, Bsp. 9.4). Wichtig: die Verteilung
von z unter Py hidngt nicht mehr von 6 ab.

A

‘I)(C)—‘I)(—C):Pe(—CSZSC)ZPQ(X—%U§9§Y+%J)él—a

—— S——
L(X) U(X)
l—a=®(c) = P(—c) =P(c) — (1 = P(c)) =2P(c) — 1= P(c) =1 — %

Mit z, bezeichnen wir im Folgenden das a-Quantil der Standardnormalverteilung.
Also: ®(z4) = a. Wegen Symmetrie gilt: z, = —21_4
== 21-2. Ein (1 — a)-Konfidenzintervall ist also:

B - 1o
r— ———0,7+
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4 a
-3

Die ist ein Sonderfall. Die Lénge des Konfidenzintervalls: 2 - Nl und héngt nicht

vom Zufall ab.
Beispiel 15.2 Es sei Py = B(m,0), © =1[0,1], x =Ng,n=1

Beispiel 13.4: Py | ———"0 _ <) ~ o)
mb(1 — 0)

Dann gilt:

Py —cgﬂgc %@(c)—@(—c)él—aéc:zl_g
mé(1 — 0) ?

Wir versuchen auf die Darstellung L(z) < § < U(x) zu kommen:

X _
—cgimegc@\)(—m(ﬂgc\/m@(l—ﬁ)

mb(1 — 0)

& (X —mb)? < Pmb(1 - 0)
2
@92(02+m)—9(2x+02)+% <0

Nullstellen der Parabel in 6:

1 c? \/X(m—X) c?
= — 7:|: —_— R
91/2 m—|—62 (l’+ 5 c m + A

Das heif3t:
1 (Z%)Q x(m — ) (Z%)2
L(z) = m+ (22)? Tyt m T
1 (2a)? z(m—z) (22)?
X)= — 2 — Za 2
U(X) m+ (22)° T Zz\/ m 4

In einer Klinik gab es im letzten Jahr 87827 Geburten, davon 45195 Jungen.
Gesucht: 0.99 - Konfidenzintervall fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Neugeborenes
ménnlich ist.

Hier: m = 87827, x =45195, «=0,01

Ze = 20,005 = —20,995 = —Z1-g = —2,576

Einsetzen: [0,51091,0,51961]
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Testtheorie

16.1 Einfiihrung

{PQW S @}7

x = (x1,...,2y) ist Realisierung von der Zufallsstichprobe X = (Xi,...,X,) zur
Verteilung Fp.

© = Oy + ©1, 0 ist nicht bekannt.

Wir miissen entscheiden, ob eher 8 € ©( oder 6 € O;.

D.h. wir wigen die Hypothese Hy : 6 € O
gegen die Alternative Hy : 0 € Oy
ab.

Falls © C R, kénnen folgende typische Fragestellungen auftreten. (sei 6y € ©)

Hy:0<60y vs Hp:0>0
ein sogenannter einseitiges Testproblem.

H0:0:00 VS Hlte#e()

ein sogenanntes zweiseitiges Testproblem.
Beispiel 16.1

a) Einseitiger Test:
ISt der Schadstoffgehalt im Nahrungsmittel der £ der zuléssigen Grenze 6?7

b) Zweiseitiger Test:
Hilt die Abfiillanlage das Sollgewicht 6y ein?

Aufgabe:
Bestimme R C R"™ = x", so dass Hg verworfen wird, falls die Stichprobe =z € R. R
heifit kritischer Bereich.
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Folgende Entscheidungen sin moglich:
0 = Hy wird nicht verworfen.
1 = Hy wird verworfen.

Definition 16.1
Gegeben sei ein Testproblem Hy vs Hi.

a) Sei x € X" eine Stichprobe. Eine Funktion ¢ : x" — {0,1} heifit Test oder
Testverfahren. Es gilt: R = {x € x"|¢(x) =1}

b) Einen Fehler erster Art macht man, wenn man zu Unrecht Hy ablehnt.
Einen Fehler zweiter Art macht man, wenn man zu Unrecht Hy annimmit.

c) Sei p ein Test. Die Funktion B :© — [0, 1] definiert durch:
B(0) = Po(X € R) = Fy(p(z) = 1)
heifst Gitefunktion. Fir 6 € ©, heifst 3(6) Macht des Test.

Bemerkung 16.1

Entscheidung Hy H;
“wahr
Hy ok Fehler 1.Art
H; Fehler 2.Art ok

Definition 16.2
Gegeben sei ein Test.

Wir sagen, dass der Test Niveau (Signifikanzniveau) o hat, falls ¥V 0 € Oq gilt:
B(0) < a, d.h. die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler erster Art ist mazimal o



16.2. TESTS UNTER NORMALVERTEILUNGSANNAHME 7

16.2 Tests unter Normalverteilungsannahme
Test auf den Mittelwert bei bekannter Varianz
X =(X1,....X,),Xi ~ P, = N(u, 02), 00 sei bekannt, u € © = R.

Testproblem:
Hy:p<po vs Hyp:p>po= 1000

mit pp € R gegeben.

Sinnvoller Test:

1, falls z<c
¢($)=¢($1a>$n):{

0 , falls =Tc
c € R ist jetzt noch zu bestimmen und zwar so, dass der Test das Niceau « erhélt.

Bestimmung der Giitefunktion:
betrachte /n *=£

oo

Einstellen des Testniveaus: S.(u) < aV u < ug
Es gilt:

> Be(n) , wachsend fiir festes ce€R
c— Be(p) , fallend fiir festes peR

deswegen geniigt: 5.(up) < «

Definition 16.3

Gegeben sei ein Testproblem zum Niveau und D, eine Menge von Tests zum Niveau
Q.

©* € Dy heifit gleichmdflig bester Test in D, falls

V0 € 0115 (0) = Pyl (@) = 1) = max Polip(a) = 1)
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Zuriick zum Beispiel:
sei D, die Menge aller Tests der Form

0 , falls z<c %
90(35)—{ 1 falls =c und ¢ > ¢

I.A. findet man keinen gleichmiflig besten Test.

() = 0 , falls =< ¢
PEI=N 1 , falls = c*

ist gleichméfBig bester Test in D, denn:

Be(po) = aBeryn(p) = Be(p —h) < Be(p) Vp € R,A =0

Bemerkung 16.2 (Wahl der Nullhypothese)

Wird Hy verworfen, so hat man eine Sicherheitswahrscheinlichkeit von 1 — « fiir die
Alternative. Mochte man sich zum Beispiel fiir 8 < 6 entscheiden, sollte man die
Nullhypothese Hy : 68 > 6y wéahlen.

Definition 16.4
Seien Xo, X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilte ZV mit X; ~ N(0,1),r € N.
Dann heifit die Verteilung von

a)
s
> X
i=1

eine x2- Verteilung mit r Freiheitsgraden (Schreibweise: x2)
b)
Xo

Vi X7

eine t- Verteilung mit r Freiheitsgraden (Schreibweise: t, )

Satz 16.1
Es sei X = (X1,...,Xy) eine Zufallsstichprobe zur N(p,0?)-Verteilung. Dann gilt:

2und X = ZX unabhéngig und
1 —

o? n—1 52
X ~ N(u, ;) und(UQ)

2
~ Xn—l
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Beweis Es sei Y; := % i=1,...,n
Vor. = Y1,...,Y,, unabhingig und identisch verteilt mit Y; ~ N(0,1)
Sei YV = (Yi,...,Yy).

1 1y oy
fy(yla e ayn) - (7)716 2 Z:iZIYi

V2m
Sei jetzt a € R™ ™ eine orthogonale Matrix (d.h. A=! = AT) mit
1 T
anj:T,]: N ]
n

Sei Z:=A-Y und a,b € R"® mit a; < b;

P(Z ¢ (a,b] )=P(Y € A (a,b])

=(a1,b1]x- X (an,bn]
:/ fy(yla---vyn)dyl'“dy"
A~1(ab]

SubstituLionsregel
- fy (Zl ;
(a,b]

= P(Y € (a,b]) (wegen [ly||* = || Ay||*, detA = 1)

ooy zZn)dzy - dzy

= Z2Y und Z1, ..., Zy unabhingig.

n n
=0’ Y (VP -2 4V ) =0 <Z ve - ”Y2>

i=1
= ([Y|° -Z3) = o*(ZF + - + 7 11)
——
=[Z|?
X und S?(X) sind unbhiingig, da X nur von Z, und S%(z) nur von Z1,...,Z,_1

abhiingt. X ~ N(u, %2) klar und (”_gﬁ =n-1)S*Y)=22+ +22_,~ X2,
nach Definition der y2-Verteilun. n

Korollar 16.2 Unter der Voraussetzung von Satz 16.1 gilt:

(X —p)

Beweis Weil X und S?(X) unabhingig sind, sind auch die Zufallsvariablen

X — 1 n—1)52(X .
\/ﬁ<au> und \/< ( )2 (X) unabhéngig.

n—1) o

~tp_1
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Also gilt:

iX -y Ve
S(X) L (- DSPX)

16.3 Test auf den Mittelwert bei unbekannter Varianz

P,y = N(p,0%),0 = (p,0%) € ©® =R x Ry. 02 ist hier nicht bekannt!
Einseitiges Testproblem: Hy : u < pg vs Hy : pu > po fiir ein festes uo eR
Sei X = (Xi,...,Xy) eine Zufallsstichprobe zu P, ,». Dann gilt: f ~ tp_1
Als Test verwenden wir:

(1—a)-Quantil der t,_1-Verteilung

—N—
gp(x) = Sp(xh - ’xn) = 1, falls z < ﬁ tn—l(]- - Oé) S(l‘) + Ko

0, fallsz >

Der Test ¢ hilt das Niveau « ein: Sei pu < g

200 = P (Vi S50 > tiafa - )
< Py <\/ﬁ T}’)” > tn_1(a— 1))

Zweiseitiges Testproblem: Hy: p=pug vs Hi:p# o
Der zugehorige Test ist:

0, falls THol <t 1(1—9
o) = p(z1,...,2n) f‘; =) ‘ 1 2)hat Niveau o
1, falls \f‘ 0‘ >tp1(1-% .

Beispiel 16.2 (Zweiseitiger t-Test) Dieses Beispiel wurde nur in der Hannover-
schen Vorlesung gezeigt.

Einer fritheren Untersuchung zur Folge sind Jungen einer bestimmten Altersgruppe
im Mittel o9 = 150cm grof3. Ein Hersteller fiir Kinderbekleidung mochte feststellen,
ob sich seit der letzten Untersuchung eine Verédnderung ergeben hat. Dazu wird die
Grofle von n = 49 zufillig ausgesuchten J ungen des entsprechenden Alters gemessen:
Es ergibt sich: X = 147 und S? = (491 ) Z (X, — X)? = 36.

Als Niveau wird o« = 0.05 gewaihlt.

Annahme: Koérpergroie normalverteilt N (6, 02)

H0:0:00 VS H1:97560
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X — b 147 — 150
v X o
Aus Tabelle: t45(1 — §) = 148(0.975) ~ 2.01
Ablehnung von Hj ist auf dem Niveau o = 0.05 gesichert.

Bemerkung;:

Die angegebenen t-Tests sind unverfilscht und trennscharf in Menge der unverfilsch-
ten Tests.

|- 7=3,5

16.4 Test auf die Varianz
P, o2 =N(u,0%),0 = (u,0%) € © =R x Ry. wie gehabt.
Testproblem: Hj : 02 < U% vs. Hy : 02 > 03

Nach Satz 16.1 gilt:

n— 2
PP =EE <oy = s @

Als Test verwenden wir:

olz)=p(x1....,2p) =

1, falls % >x2 (1-a)

)

{0, falls % <x: (1-a)

Berechnung des Testniveaus: Sei 02 < 03

© o0

P, <(n_1)S(X)2 > X%_1(1 _ a)> < p/w2 <<”_12‘S(X)2 > X%_1(1 _ a)) =1-(1—-0a) =«
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Kapitel 17

Randomisierte Tests und das
Lemma von Neyman-Pearson

Wir betrachten folgendes Testproblem: Sei X ~ B(5,0) mit § € © = {%, %}
1 3
H02(9:§VS.H1:9:Z

Wir wollen einen Test der Form

(@) 0, z<c
xr) =
4 1, z>c
der das Niveau a = 0,05 einhélt.
1 !
B(§):P%(X>C)§5
1\° 1
Pi(X=5)=|-= -
%( 5) <2) 32<0,05
1\°  /5\ [1\° 6
Pi(Xe{4 == B -
wxetsn=(3) +(5)(5) 00
Das heif3t der Test
(z) 0, fallsx <4
xTr) =
4 1, fallsxz =5

hilt das Niveau o ein. Leider wird das Signifikanzvieau nicht voll ausgeschopft. =
mache bei x = 4 ein zusétzliches Experiment.

Definition 17.1

Fine Funktion ¢ : x™ — [0, 1], die angibt mit welcher Wahrscheinlichkeit p(x) die
Hypothese Hy abgelehnt wird, heifit randomasierter Test. Die Giitefunktion wird
jetzt definiert durch

B(0) = Egp(X).
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Bemerkung 17.1
Die bisher betrachteten nicht randomisierten Tests sind ein Spezialfall:

_J0, z¢R
@(x)—{l’ rER

Die Definition der Giitefunktion stimmt mit der bisherigen {iberein:
B(0) = Egp(X) = Py(X € R)

Im Beispiel: Wir lehnen Hj jetzt auch im Falle x = 4 mit einer Wahrscheinlichekit
p ab:
1, =5
p(r) =97, z=4
0, x¢€{0,1,2,3}
v ist so zu bestimmen, dass der Test Niveau a = 0,05 hat.

L (1 1 5\ 1 3
0,05=5 <2> 1¢() 32 +7<4> 3277723

Im Folgenden betrachten wir den Spezialfall © = {6, 0; }
H0:9=90 VS H129:91

Definition 17.2
Ein randomisierter Test ¢* : x™ — [0, 1] heiffit Neyman-Pearson-Test, wenn eine
Konstante ¢* € [0,00) und eine Funktioon ~ : x™ — [0, 1] gibt mit

1 falls L;(61) > ¢*Lx(6o)
0" (x) = < y(z) falls Ly(01) = ¢*Ly(6o)
0 falls Lx(el) < C*Lx(eo)

Satz 17.1 (Lemma von Neyman-Pearson)

a) Ist ¢* ein Neyman-Pearson-Test mit o = [+ (0y). Dann ist ¢* trennscharf
unter allen Tests zum gleichen Niveau o, dass heif$t er hat den kleinsten Fehler
zweiter Art.

b) Fir jedes o € (0,1) existiert ein Neyman-Pearson-Test ¢* zum Niveau o.
Dabei kann vy(x) = v gewdhlt werden.

Beweis

a) Sei ¢ ein weiterer Test zum Niveau a. Zu zeigen: 1 — B+ (61) < 1 — B,(61)
Sei
A= {r e x"[¢"(2) > ¢(z)} und B := {x € x"[¢"(z) < p(z)}
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Es gilt:

r€A=¢"(x) >0 = L, (01) > " L.(6p)
r€B=¢"(x)<1 = L,(01) < c"L,(6p)

Also (wir betrachten nur den diskreten Fall):

Bt (61) = Bp(61) = Y (¢"(2) — p()) Lo (61)

zex™

= Z 2(01) + Z x)) Ly(6h)
€A TzEB

>Z )) " L(6p) +Z x)) " Ly(6p)
€A TEB

=c" Y (¢"(@) — o) = ¢ | B (B0) — Bp(bo) | 20
—— —=

=« <a

b) Fiir ¢ > 0 sei

a(c) = Py,

N

Lx(61) Lx(61)
Tx(60) > c> sowie ac™) := Py, (LX(QO) > c)

Sei ¢* := inf{c|a(c) < a}. Dann gilt: a(c*) > a > a(c*).

Sei auflerdem

.0, falls a(c*—) = a(c*)
7T ezale) falls a(c*—) > a(c*)

alec*—)a(c*)’

Dann gilt:

Beispiel 17.1
Es sei Py ~ Exp(f) und © = {6y, 61} mit 60 < ;. Es ist

Lx(e) _ 9”6_92?11 Xi ene—ﬁny

Betrachte Lx(6) o \T
* _ X\V1 _ 7]- nf(aofel) L k(=
¢ <q(x)= = e =:q"(Z
o =2 = () @
¢*(x) ist fallen in Z. Also ist der zughorige Neyman-Pearson-Test dquivalent zu:
1, falls X <c¢* (& q(x)>0)
o(z) =< % falls X =c* (& q(z)=¢)
0, falls X >c* (& q(z)<?)
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ae) = Py (X < c) = Py, (31, Xi < nc)
Esist > | X; ~ I'(n,6p) fiir 6 € ©. Offenbar ist a(c) = Py, (T < ¢) stetig in ¢ und
damit v* = 0. ¢ ist so zu wéhlen, dass

Wir betrachten jetzt wieder den Fall:
Hy:0<0yvs. Hi : 0> 0

Im allgemeinen kénnen wir hier nicht wie vorher einen trennscharfen Test konstru-
ieren. Es gibt aber Spezielfille wo das klappt.

Definition 17.3

{f(z,0), 0 € O} bzw. {p(z,0), 0 € O} heifst Familie von (Zdhl-)Dichten mit
monotonen Dichtequotienten, falls es eine messbare Funktion T : x™ — R gibt,
so dass

L,(61)
ofe) = P = 00X, X,)
und q¢* eine monotone Funktion in T(z1,...,x,) =T (x) ist YOy < 61

Beispiel 17.2 (vgl. Beispiel 15.3)
Die Familie der Exponentialverteilungen erfiillt die Bedingung mit 7'(z) = Z.

Satz 17.2

a) Sei x € X" eine Zufallsstichprobe zu einer Verteilung mit monoton nicht fal-
lendem Dichtequotienten in T(x) Jeder Test der Form:

1, T(l‘) > 1o
p(@) =17 T(x)=to
0, T(x)<toy

ist gleichmdfSig bester Test fiir das Testproblem
Hy:0<0gvs. H : 0> 6
zum Niveau
o = Ep, (X)) = sup Ep(p(X))

0<6g

b) Fiir jedes a € (0,1) und 0y € © existiert ein Test wie in a) beschrieben.



Kapitel 18

Likelihood-Quotienten Test

Gegeben sei ein allgemeines Testproblem:
Hy:0€0gvs. H :0 €6y
Definition 18.1 Der Likelihood-Quotient ist definiert durch:

_ SUPyee, Lu(0)

SUPgeco, Lx(e)
FEin Test der Form:

0, q(z)>co
p(x) =97 q)=co
1, q(z) <co

heifit Likelihood-Quotienten Test.

Bemerkung 18.1
Der Neyman-Pearson-Test ist ein spezieller Likelihood-Quotienten-Test.

Beispiel 18.1 P, ,» = N(p, 0?), X = (X1,...,X,) Zufallsstichprobe zu N (u,o?).
0= (0% e0=RxRy.
Testproblem:
Ho:p=po vs. Hy: p# po
B0 = {(1,;0%)|u = po, 0® € Ry}
O1 = {(1,0%) |1 # o, 0® € Ry}
Likelihood-Quotient:

€09 o? (271'0’2)2 20 i—1

1 -~ )
sup Lz(0) = sup ———— exp (i — o)
Der Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir 02 (bei bekanntem = puq) ist:
~92 1 . 2
oML = Z(ﬁi — o)

n <
=1
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= sup L,(0) = — ne ﬂe*%

0€0y (2m)2 (323 (@i — po)?)>
Analog;:

sup L,(0) = - ne ez

0€O, (2m)2 (Z?ﬂ(ﬂfz —7)?%)2

" (x; —T)2 2
= Q(IE) _ szl( )

q(z) ist fallend in T%(x), das heifit der kritische Bereich ist:

{zlg(z) < co} = {2IT"(x) > '} = {z]

CT*(x))” 2 mit T*(z ——@_MO)Q
U(E_IUJU)2 J
ﬁZ?zl(wi—f)Q >

LT ko n(n —1)c

{z] |Vn 5@ |~ (n—1)c'}

Der Likelihood-Quotiententest ist also dquivalent zu folgendem Test:

Beachte:

Einstellen des Testniveaus:

0, falls |\/n- f;é—o < /nln+ 1)d
1, falls |\/n- fgff;)o > \/n(n+ 1)
Y—,u,—o
: ~t,
S !
Y_MO |
P n- > nin — 1 C/ =
Ho \/> S(X) ;;1
— =:¢
= Puy(2 < =€) + Pyy(2 > ¢), 2 ~ th 1

Wichtig: Die Dichte der t,,_1-Verteilung ist symetisch zu 0

=2(1-F,_,(2)=a
= e=te1(1-3)
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