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Diese Zusammefassung ist natiirlich alles andere als vollstdndig und zu knapp, um immer alle Aussagen
mit Voraussetzungen korrekt wiederzugeben. Man verwende sie mit Vorsicht.

1 Vokabeln, Definitionen und dquivalente Charakterisierungen

1.1 Markov-Ketten in diskreter Zeit
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invariant, 0 < v < oo, eindeutig mit v, (k) = 1, wenn (X,,) irreduzibel, rekurrent.

(Xp) irreduzibel, transient: stationédre Verteilung existiert nicht.
E(T) = S5y £ + 00 (1= f5)

1 transient — m; = oo.

m; < o0

(Xp,) irreduzibel: Stationére Verteilung existiert <= ein/alle Zusténde positive

1

rekurrent. Dann: 7 (i) = o



(Ph)(7) > jes Pijh(j), vergleiche Matrix-Vektor-Multiplikation.
Ph>h = h(X,) Sub-Martingal
Ph=h = h(X,) Martingal
Ph <h = h(X,) Super-Martingal

1.2 Markov-Ketten in stetiger Zeit

1.2.1 Poisson-Prozess

(Al) t— N(t,w) € {f:]0,00) = No | f(0) =0, f monoton wachsend, f stetig von rechts}
(A2) Unabhéngige Zuwéchse

(A3) Identisch verteilte Zuwéchse

(A4) Ereignisse einzeln: P(Ny > 2) = o(h) fir h — 0

Dann gilt:
o Vs,t >0: Ngit — Ns ~ Po(At)

e Zeit zwischen Spriingen Exp(\)-verteilt.

Intensitatsmatrix:
-2 A 0
0O =X X 0
0 =X A

1.2.2 Der allgemeine Fall

Markov-Eigenschaft P(X;, 4n = iny1 | Xy, = i, bk =1,...,n) = P(Xy,4n = ing1 | Xy, = in) =
P(Xeph = tns1 | Xi = in)

P(t) = (pi(1)) pii(t) = P(X; = j | Xo = i), Ubergangsmatrizenfunktion
P;; SUMF limy—,0 pij(t) = dij, ,Standardiibergangsmatrizenfunktion®
Q = (4j) Instensitatsmatrix

¢ij = lim¢ 0 w = p;(0)
Anschaulich: Kehrwert der Diagonalelemente sagt, wie lange die Kette in dem
Zustand bleibt, die anderen Elemente geben die Wahrscheinlichkeit des néchsten
Zustands an.

4i —qii

P konservativ Y icsij =0

1.3 Brownsche Bewegung

Gauss-Prozess alle Fidis normalverteilt
Brownsche Bew. P(By = 0) = 1, P-f.a. Pfade stetig, B; — Bs unabhingig von Fs, N(0,t — s)-
verteilt.



<= EB; =0, Cov(Bs, B;) = s A t, Gauss-Prozess mit F-f.s. stetigen Pfaden.
P:Rx%®B —[0,1] Stochasticher Kern
A — P(x, A) Wahrscheinlichkeitsmaf und « — P(x, A) messbar
G Generator lim;_sg %(Pt - Py)
Bei BB: Gf = 1 f”
Markov-Eigenschaft P(X; € A|Fs) = Pi—s(Xs, A)
Fr {Ae F|Vt>0: An{r <t} e F}
Progressiv messbar V¢t > 0: (s,w) — X(w) ist B([0,¢]) ® Fi-messbar.

2 Formeln

Methode des ersten Besuchs:

(n) _ (n), (n—k)
Pij wa Pjj
k=1

Ubergangswahrscheinlichsgrenzwert bei Periode d;:

. -d; k-d;
lim p;l' T _ 2 :fz +r
n—oo” W ms; J
7 k=0

insbesondere ist pz(?) — 0 fiir m; = oo, d.h. 7 transient oder null-rekurrent.
Chapman-Kolmogorov-Gleichungen

e diskret

n+m
Py = oin
keS

e stetig

ng t + 3 szk pk‘j
keS

e allgemein (eigentlich die Definition von stochastischem Kern)

Pryo(, A) = / Pu(y, AP, dy)

Kolmogorovsche Riickwérts-DGL:
P'(t) = QP(t) d.h. pj;(t) = —qipij (t) + Y ainpi; (¢)

ki
Kolmogorovsch Vorwarts-DGL: Wann genau gilt die?
P'(t) = P()Q
Ist S endlich, kann man P(t) = e'@ schreiben.
Erfiillt @ die Bedingungen
qu =0und 0 < sup lgii| =2 A < o0 (%))

JES

so gilt:



e Ist N Poissonprozess und Y,, Markov-Kette mit P = E + %Q, dann ist X; = Yy, Markov-Kette
mit Intensitdtsmatrix Q).
e [ ist invariantes Mafs <— u@Q =0

1
m;q;

o Ist X,, rekurrent, irreduzibel, dann gilt lim;_,~ p;;(t) =
Ist (By) eine Brownsche Bewegung, dann auch:

e (—Bi), (Ba+t — Ba), (CBC%)

e Zeitumkehr: (tB%)

e Spiegelungsprinzip: Der nach 7 gespiegelte Prozess.
Eigenschaften der Brownschen Bewegung:

e sup B; = oo, inf B; = —00, also unendlich oft weit hoch und runter.

e P-fast-sicher nie Lipschitzs-Stetig

e Totalvariation oo, quadratische Variation L

e Stochastischer Kern P(x,-) = N (z,t)

« Gf =3f"

e Ist 7 endliche Stoppzeit, dann ist (B4 — B;) verteilt wie (B;) und unabhingig von F.

e Identisch verteilt sind: M; = supg<s<; Bs, My — By, | By|

o P-fast-sicher Nullstellenmenge perfekt

Invarianzprinzip von Dansker: Ist E¢; = 0, 0 < Var(§;) = 02 < oo, Sp = Z?Zl §i, Ye = Sy + (-
[t1E)E 1)+ (Xt(n)) = ﬁYnt, dann konvergieren die Wahrscheinlichkeitsmafe P, schwach gegen P,
wobei P so ist, dass die Projektionen 7; eine Brownsche Bewegung sind.

3 Wichtige Beweisideen

3.1 Konvergenz gegen stationdre Verteilung

Voraussetzungen: (X,,) irreduzibel, aperiodisch, positiv rekurrent. ,Kopplungs-Argument*: (,,) Kette
mit gleicher Ubergangsmatrix, Y;, ~ m, T := inf{n € N | X,, = ¥;,}.

o Zeige P(T < >0) =1

e Definiere

Ty = {Xn,n <TYn,n>T

e Schatze ab .
‘pij —7m(J) <2 -Pp(T>n) = P(T=00)=0



3.2 u@Q =0 <= pu stationare Verteilung

o P'(t) = P(t)Q =QP()
e — P(t)= I?%—(ij
pt fo nP(s)dsQ = p+t- (pQ) =

ds-E+f0 s)dsQ
o — p=puP(t)=

3.3 Solidaritatsprinzip

i rekurrent, j € K (i), also 3m,n € N: pgjm)pg-?) > 0. Dann

o0
(n+m+k () (k) (m) _ (m) (n)
ijj = > pimipy” =0l Y
k=0 k=0

k=0

4 Verteilungen
o N(0,0%): f(z) = ——exp(—3(%)?)
e Exp(\): f(z) =A™, F(z)=1—e EX =

o Po(\): P(X =k) = 2je™, EX = Var X = A,
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