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Vorwort

Uber dieses Skriptum

Dies ist ein Mitschrieb der Vorlesung ,Stochastische Prozesse* von Prof. Dr. Biuerle im Som-
mersemester 08 an der Universitiat Karlsruhe (TH). Die Mitschriebe der Vorlesung werden mit
ausdriicklicher Genehmigung von Prof Dr. Béuerle hier veroffentlicht, Prof. Dr. Bauerle ist fiir
den Inhalt nicht verantwortlich.

Wer

Gestartet wurde das Projekt von Joachim Breitner. Weiter haben Felix Wellen und Michael
Walter beim Mitschreiben geholfen.

Wo

Alle Kapitel inklusive ITEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de ab-
gerufen werden. Dort ist ein von Joachim Breitner programmiertes Wiki, basierend auf http:
//latexki.nomeata.de installiert. Das heiftt, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der
Entwicklung beteiligen. Auf Wunsch ist auch ein Zugang tiber Subversion moglich.


http://mitschriebwiki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de




. Markov-Ketten mit diskretem
Zeitparameter

1. Elementare Eigenschaften von Markov-Ketten

Gegeben sei eine Folge von Zufallsvariablen (X,,) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
mit X, : Q — .S wobei S nicht leer, und endlich oder abzéhlbar unendlich ist.

Definition
Eine S x S-Matrix P = (p;;) heikt stochastische Matriz, falls p;; > 0 ist und fiir alle ¢ € S die
Zeilensumme Y g pij = 1 ist.

Definition
Sei P eine stochastische Matrix. Eine (endliche oder unendliche) Folge Xg, X1, Xs,... von S-

wertigen Zufallsvariablen heift (homogene') Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P, falls fiir
alle n € N? und fiir alle Zusténde i, € S mit

P(onio,...,Xn:in) >0
gilt

P(Xn+1 = in+1 | Xo = 10, - - - aXn = in) = P(XnJrl = in+1 | Xn = ’Ln) = Pinini1-

Die p;; heifen Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Startverteilung v der Kette ist definiert
durch v (i) == P(Xo =1) fir i € S.

Bemerkung: Jede Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen ist eine Markov-Kette.

Satz 1.1 (Eigenschaften von Markov-Ketten)
(X,,) ist genau dann eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P, falls gilt:
n—1
P(Xk =1, 0< k< n) = P(X() :io) Hpikik-u Vn € Ny Vi, € S
k=0
genau dann wenn gilt:
n—1
P(Xk:’ik, 1§k}§n|X0:’io): Hpikik+1 Vn € Ny Vi € S mit P(ngio) >0
k=0

Ykurz fiir zeit-homogen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten hingen nicht vom aktuellen Zeitpunkt ab.
’Hier ist N=1,2, ...



I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

genau dann wenn gilt:

m+4n—1
P(Xp=ip, m<k<m+n)=PXpm=in) [[ i, YmneNgVies

k=m

Beweis
Zur ersten Aquivalenz. Sei Ay, := [X} =iz, k € Np.

,—" Induktion tiber n: n=0v, n~»n+1:

P(AoAy ... AnAns1) = P(Ag... An) - P(Apiq | Ag... Ay)

= P(Ag... An) * Pinini (Markov-Eigenschaft)
= P(Xo =io) [ [ pivina (I.V.)
k=0
”C“
P(Ay...ApAnt)
P(A, Ag... Ap) =
(Ansa | Ao ) P(Ag... Ap)
= pinin+1 (VOI'.)

Die weiteren Aquivalenzen sind #hnlich zu beweisen. n

Konstruktion einer Markov-Kette. Seien (Y;,) Zufallsvariablen, unabhéngig und identisch ver-
teilt (u.i.v.), in Z. Weiter ist g : S x Z — S eine messbare Abbildung. Definiere die Folge (X,,)
mit

Xo=ce€e S, X, = g(anlaYn)-
Die so konstruierte Folge (X,,) ist eine Markov-Kette mit Werten in S und Ubergangsmatrix
P = (pi;j) mit p;; = P(g(4,Yn) = j).
Beweis
Die Variablen Xy, ..., X, hingen nur von Xg,Y1,...,Y, ab, sind also unabhingig von Y, 1.

P(Xk:ik,OSkSn—i-l)
P(Xk:zk,ogkgn)
P(Xk = ik, 0 S k S n, g(in,Yn_,_l) = in+1)
P(Xk:ik, 0§k§n)

. P(Xk = ik, 0 S k S n) . P(g(in,Yn_H) = in+1)
P(Xj, =iy, 0< k <n)

= P(g(in, Yn+1) = int1)

P(g(in, Ynt1) = ing1) - P(Xp = in)

P(Xps1 = ins1 | Xp = i3, 0 < k < ) =

P(X,, =ip)
_ P(g(in, Ynt1) = int1, Xn = in)
P(X, =iy)
= P(g(in, Yn+1) = in+1 | Xn = in)
= P(Xpi1 = tnt1 | Xpn = in) ]



1. Elementare Eigenschaften von Markov-Ketten

Bemerkung: Umgekehrt kann zu jeder stochastischen Matrix P eine Markov-Kette (X,) kon-
struiert werden mit X,, = g(X,,—1,Y,), wobei (Y;,) wi.v. und 0.B.d.A. Y,, ~ U|0, 1].

Beispiel 1.1 (Lagerhaltung)

Sei Y;, die Nachfrage nach einem gelagerten Produkt im Zeitintervall (n — 1,n]. (Y,) sei u.i.v.
und Y,, € Nj. Die Auffiill-Politik sei eine (z,Z)-Politik mit z < Z, 2z, Z € N, die wie folgt
funktioniert: Falls der Lagerbestand zur Zeit n < z ist, dann fiille auf Z auf, sonst tue nichts.

Sei X, der Lagerbestand zum Zeitpunkt n, S = Ny. Es gilt

X = (Z - Yn)+a anl <z
" (anl - Yn)+a Xp1>2

Also ist (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (p;;) und

- P((Z_Yn)+:j), 1<z
MU\ P -Vt =), 0>

Beispiel 1.2 (Ruinspiel)

Zwei Spieler mit Startkapital B € N Euro spielen in Runden um jeweils einen Euro, etwa mit
einem Miinzwurf. Spieler I gewinnt dabei mit Wahrscheinlichkeit p. Sei Y,, = 1, falls Spieler I
die n-te Runde gewinnt, und Y,, = —1, falls er die n-Runde verliert. Wir nehmen an, dass Yj,
u.i.v. ist.

Wir interessieren uns fiir das Kapital X,, von Spieler I nach der n-ten Runde. Damit ist der
Zustandsraum S = {0,1,...,2B}.

Es gilt Xg = B und

2B, X, 1 = 2B
Xn=94Xp1+Y,, 0<X, 1<2B
0, Xp—1=0.

Es folgt aus der Konstruktion direkt dass (X,,) eine Markov-Kette ist mit Ubergangsmatrix
P = (pij), und poo = p2p2p = 1 sowie

i
pij =7 7= hir0<i<2B.
I-p, j=1-1
1 I-p » 1
0 i—1 i i+1 2B

Beispiel 1.3 (Wartesystem)
Zu jedem Zeitpunkt n = 0,1, ... konnen maximal m Kunden bedient werden. Y,, sei die Anzahl
der zuféllig im Zeitintervall (n — 1, n] eintreffenden Kunden und sei u.i.v.

Sei X,, die Anzahl der zur Zeit n wartenden Kunden, S = Ny. Es gilt Xg = ¢ und X,, =
(Xp—1 — m)T +Y,. Also ist (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (p;;) und
pij = P(Ynp=j—(i—m)"), i,j € No.
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Definition
Sei P eine stochastische S x S-Matrix. Dann heiften die Elemente p(n) von P™ die n-Schritt-

Ubergangswahrscheinlichkeiten zu P. Wir definieren P = E, also p( ) = 0;j

Satz 1.2
Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P. Dann gilt:

8) P(Xnipm =J | Xm = 1) =p. fiiw alle i, j € S, m,n € No mit P(X,, =) > 0.

b) P(Xn=j) =Yg P(Xo=0)p{)), j €S, neN.

Beweis

a)

m+n—1
P(Xn+m = Z'n—i—mv)(m = Zm) = Z H pzkzk_H
im+1,...,in+m71€S
= P(Xpm = im)p",
b)
=Y P(X, =j,Xo=1)
€S
=Y P(Xp=j|Xo=1) P(Xo=1)
€S
= 3 P = ) -
€S
Bemerkung: i) Wegen P"t™ = pPm. P gilt:
pz]m_m szk pk; fiir i,j €S
keS

Dies ist die ,,Chapman-Kolmogorov-Gleichung®.

ii) Ist Xo ~ v, so gilt X;, ~v - P™.

Satz 1.3 (Existenzsatz fiir Markov-Ketten)
Sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaft auf S und P eine stochastische S x S-Matrix. Sei X, die
n-te Projektion auf € := SN0 also X,, : Q — S, n € Ng mit X,,(w) = X,,((ig,i1,...)) = in.

Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmal P auf F = @52 (P (S), sodass (X,,) eine Markov-
Kette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung v ist, d.h:

° P(Xo = io) = I/(io), g €S

o P(Xpi1=j|Xn=1)=pij,i,j €S, P(X, =i)>0.
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2. Klassifikation von Zustédnden, Rekurrenz und Transienz

Beweis
Satz von lonescu-Tulcea iiber die Fortsetzung von Mafen und die Existenz zufilliger Folgen. m

2. Klassifikation von Zustanden, Rekurrenz und Transienz

In diesem Paragraphen widmen wir uns Fragestellungen wie diesen: Welche Zusténde in S wer-
den von der Markov-Kette mit Sicherheit besucht und welche nicht? Wenn sie besucht werden,
wie oft?

Definition

Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (p;;).

(n)

a) i € S fihrt nach j € S (kurz i ~ j), falls es ein n € N gibt mit p;;” > 0.

b) i € S kommuniziert mit j € S (kurz i <> j) falls sowohl i ~ j als auch j ~- i gilt.
Bemerkung: Fiir i,j € S sei i ~ j definiert als (i <> j) V (i = j). Diese Relation ist eine
Aquivalenzrelation auf S, da sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Dies liefert uns eine Partition von S mit den Aquivalenzklassen K (i) == {j € S | i ~ j}. Die
Aquivalenzklasse K (i) enthilt i selbst und die mit ¢ kommunizierenden Zusténde.
Definition
Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (p;;).
a) J C S heifst abgeschlossen, wenn es keine zwei Zustidnde j € J und i € S\ J gibt mit
o~ .
b) Die Markov-Kette (X,) bezichungsweise die Ubergangsmatrix P heifen irreduzibel, falls
S nur aus einer Klasse besteht, also fiir alle ¢,j € S, i # j, gilt i < j.

Beispiel 2.1
Skizze, hier ausgelassen

Beispiel 2.2 (Ruinspiel)

1 I-p p 1
() YN ()
0 i—1 i i+1
K(0) K (i) K(2B)

Lemma 2.1
J C S ist genau dann abgeschlossen, wenn (p;;, i, j € J) stochastisch ist.

Beweis
=" Klar. ,<=": Es gilt: (psj, 1, j € J) stochastisch <= (pg-l), i,7 € J) stochastisch fiir alle
n € N. [

11



I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (p;;). Es sei
T; =inf{n e N| X,, =i}
die (zufallige) Ersteintrittszeit der Markov-Kette in den Zustand i.
Wir setzen dabei inf () := co. Weiter sei fiir i,7 € S, n € N:
f = P(T; = n | Xo=1i) = P(Tj =n)
=PX,=j X, #jfirl<v<n]|Xy=1)

7
Offenbar ist fi(jl) = p;j. Weiter definieren wir

o0 o

£ = Zfl.(j) = P(T;j=n)=P(Tj < o0) = P(3n € N: X,, = j) € [0, 1]
n=0 n=0

Definition

Ein Zustand ¢ € S heifst rekurrent, falls f; = 1 und transient sonst.

Lemma 2.2
Fiir alle n € N, 4,5 € S gilt:

() _ N p(k) (n—k)
Py =D i vl
k=1

Beweis (Methode des ersten Besuches)
Unter Verwendung der Formel P(AB | C')) = P(B | C)-P(A | BC) fiir Ereignisse A, B, C zeigen

WIT':

n
P =P(Xa=7)=Y P(Xy=4j, X, # 4, 1 <p<k, Xp=j]|Xo=1)
k=1
n

=) P(Xu#7, 1< p<k, Xp=j)
k=1
P(Xn=j|Xo=14 Xy #J,1<p<k, Xp=])

=P(Xn=j|Xx=5)

= k) (n—k
e .
k=1

Satz 2.3
1 € S ist rekurrent genau dann, wenn gilt:

ipz(? )= oo
n=0

12



2. Klassifikation von Zustédnden, Rekurrenz und Transienz

Beweis
Fiir s € (0,1) erhalten wir aus Lemma 2.2:

> opis = 1+Zpu") "=
n=0
=1+ Z Z fzz zz
=1+ Z f(k)gk Zp(.n_k)sn_k
k=1 n=k
k=1 n=0

Abkiirzend schreiben wir F(s) :== Y 72, fi(ik)sk und P(s) =>07", pl(?)s”, also gilt
P(s) =14 F(s)- P(s).
Nun sei s — 1 (monotone Konvergenz!), und wir erhalten
P) =1+ f;- P(1).

Es folgt: Ist f = 1, so gilt P(1) = 1+ P(1), also ist P(1) = fo:opgf) = oo. Ist ansonsten
* <1, s0 gilt P( # < 00. n

Bemerkung: Die im Satz 2.3 auftretende Reihe kann wie folgt interpretiert werden:

ZPE?) = Eillpy, =g = B 1ix,=a)
n=0 n=0 n=0

Sie bezeichnet also die erwartete Anzahl der Besuche des Zustandes i € S.

Satz 2.4 (Solidaritatsprinzip)
Ist ein Zustand ¢ € S rekurrent (bzw. transient), so ist jeder Zustand in K (i) rekurrent
(bzw. transient).

Beweis
Sei i rekurrent und j € K (i), j # i, das heifit es gibt n,m € N, sodass pz(j m) pgb) > 0. Mit der
Abschétzung

() - N e S m), (M~ ()
k m+n+k: m) (n k
d.ry = >y o e = e Y p
k=0 k=0 k=0 —
und Satz 2.3 ist Y 7o pg-];) = oo und j rekurrent. n

Bemerkung: Ist i € S rekurrent (bzw. transient), so sagen wir K (i) ist rekurrent (bzw. tran-
sient).

Ist (X,,) irreduzibel und ein i € S ist rekurrent (bzw. transient), so sagen wir (X,,) ist rekurrent
(bzw. transient).

13



I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Beispiel 2.3 (Irrfahrt auf den ganzen Zahlen, ,Random Walk*)
Essei X, =Y 11 Yr = X511 + Y, und Xo = 0, wobei (Y},) w.i.v. mit

P(Yp=1)=p=1-P(Y,=-1)=1-q, pe(0,1)
ist (S =172).

(Xy) ist nach Konstruktion eine irreduzible Markov-Kette. Ist (X,,) rekurrent oder transient?

Wir wenden Satz 2.3 an und untersuchen 0.B.d.A. i = 0. Es gilt fiir alle n € Ny:

p(()%n+1) —0

2n 2n)!
P =p"q" ( ; ) ppacy

(n!)?
Mit der Stirling-Formel (n! ~ (%)™ - v/27n) erhélt man dann

P20 oy CEVVATR_ (4pg)"
00 (2)2n2mn van

Fall 1 Ist p=g¢g = %, S0 ist p(()%n) = \/%, also ist > p(()%n) = oo und die Markov-Kette ist

rekurrent.

Fall 2 Ist dagegen p # ¢, also pg < 1, so ist Y00, pé%") < e Y0 (4pg)™ < oo, also ist die

Markov-Kette transient.

Bemerkung: Betrachtet man die symmetrische Irrfahrt auf Z¢, also p;; = o fiir [|li — j| = 1,
mit || - || der I*-Norm und 4,5 € Z4, so ist die Irrfahrt rekurrent fiir d = 1,2 und transient sonst.

Lemma 2.5

Liegen ¢ und j in der selben rekurrenten Klasse, so gilt ;‘3 = Ji"i =1

Lemma 2.6
Fiir alle ¢,j € S gilt: Wenn j transient ist, dann gilt

00
> <o
n=0

Insbesondere ist
lim p(ﬂ) =0.

n—oo- Y

14



2. Klassifikation von Zustédnden, Rekurrenz und Transienz

Beweis
Summiere die Gleichung in Lemma 2.2 tiber alle n:

Son =0y > S
n=0 n=1k=1

R Wi
k=1 n=~k

o
=8+l Yopy) <o .
n=0

<oo da j transient

Satz 2.7
Ist eine Klasse K C S rekurrent, so ist & abgeschlossen bzw. (p;;, i, j € K) ist stochastisch.

Beweis
Wir zeigen: Ist ¢ € K rekurrent und ¢ ~ j, ¢ # j, dann gilt j ~ ¢ und damit j € K.

Angenommen, j ~» ¢ gelte nicht, also p(-?) = 0 fiir alle n € N, und sei N € N die kleinste Zahl

J
(V)

mit p;;-" > 0. Es gilt nun fiir alle n € N

Pi(Xn =j,Xn=1)=0.

Denn fiir n > N gilt: Bi(Xy = j, X, = i) = p"p ™™ = 0 und fix n < N gilt: P(Xy =
Js Xn = 1) =p§?)p§§V_n) =0,da N -n<N.

Also ist Pi(T; <m, Xy =j) =Y

M P(Ti=nXy=J)<> " P(X,=14Xy=7j)=0und
damit

n=1
= Bi(T; <m, XN # j)
< Pi(Xn #J)
=1-P(Xy=j)=1-p
Fiir m — oo folgt dann
o0
% N
1= fi=2_f0 <10 <1,
n=1
was ein Widerspruch ist. =

Satz 2.8
Ist die Klasse K endlich und abgeschlossen, so ist K rekurrent.

15
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Beweis

Da (pij, 1,7 € K) stochastisch ist, folgt induktiv, dass (pgy), i,7 € K) stochastisch fiir allen € N
ist. Angenommen, K wére transient. Sei dann j € K, dann ist nach Lemma 2.6 pg;l)

Z(;L) — 0 fiir n = co. Widerspruch. g

— 0 fir

n — oo und alle 1 € S. Fiir ¢ € K folgt also: 1 = Zjer

Bemerkung: Insbesondere gilt: Ist S endlich und P irreduzibel, so ist die Markov-Kette re-
kurrent.

Beispiel 2.4 (Irrfahrt mit reflektierenden Grenzen)
Die Irrfahrt ist irreduzibel und rekurrent nach Satz 2.8.

Absorbtionswahrscheinlichkeiten

Sei (X;,)nen eine Markov-Kette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P = (p;;). Aufgrund
der bisherigen Ergebnisse konnen wir S zerlegen in rekurrente Klassen K, Ko,... und eine
Menge von transienten Zustdnden 7', also S=TUK{ UKy U. ...

Es sei 7 :=inf{n > 0| X,, ¢ T} die Austrittszeit aus der Menge der transienten Zustéande. Fiir
i €T, k€T interessiert uns w;, = P;(X; = k), vorausgesetzt P;(7 < o0) = 1.

Wir unterteilen P = (p;;) in

wobei @) die Einschrankung von P auf die transienten Zusténde ist, also @ = (¢ij) = (pij,4,J €
T).

Satz 2.9
FirteT, j € T° gilt:

Uij = Z GikUkj + Dij-
keT

16



Beweis

SeiieT, jeTC.

uij = Pi(X;r =7)
=> P(X, =4, X1 =k)

keS

=Y P(Xr=jXi=k+ > P(X,=jX1=k)
keT keTe B

=A :Ej
A=Y "> P(r=nX,=jX =k

keT n>2

=) D P(XeT. .. Xy €T, X, =j X1 = k)
keT n>2

3. Stationdre Verteilungen

=Y Y P(Xp€T,... . Xp 1 €T, X, =j | X1 =k)- P(X1 =k)

k€T n>2

=> Y pnPu(X1€T,..., Xy 5 €T, X1 = j)
keT n>2

=Y D Pt =n—-1,X, =)

keT n>2

= pirP(Xr =)

keT

= Zpikukj

keT

Da fiir 4,k € T gilt: p;p = qix, folgt die Behauptung.

Bemerkung: Es sei U = (ujj)ier jere. Dann lésst sich Satz 2.9 schrieben als U = QU + R
bzw. U — QU = R, also (I — Q)U = R. Falls I — Q invertierbar ist, ist U = (I — Q)"'R

3. Stationare Verteilungen

Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung v.

Dann ist X, ~ v - P™. Im Allgemeinen héangt diese Verteilung von n ab. Es gibt aber spezielle
Verteilungen v, sodass die mit dieser Verteilung gestartete Kette zu jedem Zeitpunkt n die selbe
Verteilung v besitzt. Man sagt dann, die Kette ist im Gleichgewicht bzw. stationdr.

Definition

Eine Abbildung v : S — R>¢ heilit Maf.

NB: Ein Maf v definiert ein Maf P(S) — R>g, A — > . 4 v(a) im gewShnlichen Sinne. Falls
Y acs V(a) =1, so definiert es sogar eine Verteilung.

Definition

Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (p;;). Ein MaR v heift invariant fiiv P,
falls v - P = v, d.h. falls gilt:

ZV(Z') -pij = v(j).

€S

17



I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Ist v eine Verteilung und invariant, so nennt man v auch stationdre Verteilung oder Gleichge-
wichtsverteilung.

Bemerkung: a) Ist S endlich, so kann jedes (nichtdegenerierte) invariante Maf zu einer sta-
tiondren Verteilung normiert werden.

b) Ist v invariant, so gilt v - P" = v (n € Ny).

Ist v eine stationdre Verteilung, so gilt

P(Xn=4) =3 v(i) p” = v(j),
€S

d.h. die mit v gestartete Kette hat zu jedem Zeitpunkt die Verteilung v.
c) Ist P irreduzibel und v # 0 ein invariantes Ma®, so ist v(j) > 0 fiir jedes j € S.
Denn: v # 0, also existiert ig € S mit v(ip) > 0. Wegen der Irreduzibilitét gibt es ferner fiir

jedes j € S ein n € Ny mit pl(:]) > (. Zusammen:

v(G) =Y w(i) Bl = viio)p) > 0
€S

Gibt es immer ein invariantes Maft bzw. eine stationdre Verteilung? Ist es eindeutig?

Im Folgenden sei P irreduzibel. Wir definieren fiir ein beliebiges k& € S das Mafl 4 wie folgt:

Ty
(i) = B> 1y, =]
n=1

Satz 3.1
Sei (X,,) irreduzibel und rekurrent, k& € S. Dann gilt:

a) 7k ist ein invariantes Maf
b) 0 <y < o0
)

c) vk ist das einzige invariante Maf mit v, (k) = 1 (d.h. v, ist eindeutig bis auf Vielfache).

Beweis
a) Zunéchst gilt:

Ty 0o fe'e)
V(i) = Ek[z lx,=y) = Ek[z lix,=in<ty)) = Z Py(Xy, = i,n < Tj)
n=1 n=1

n=1

o
=Y. D BXn=iXpa=jn<Ty)
n=ljes,j#k
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3. Stationdre Verteilungen

Fiir j # k erhélt man

Py X, =i, Xp-1=74,n<Ty)
=PX,=4,Xn1=4,Xno20#k,....,. X1 #k,Xo=k)/P(Xo=k)
=PX,=i|Xpn1=4,Xno0#k,.... X0 4k, Xo=k) Pe(Xpn-1=J,Xn—2#k,..., X5 #k)
=pji - Pe(Xn—1=7,n < T})

Die so erhaltene Identitét gilt auch fiir j = k£ und es folgt

o0

(@) =YY Pe(Xn =i, Xp 1 =jn<Tp)
n=1jeS
o

:Ziji'Pk(anl =j,n < Ty)

n=1jes

oo
= pji_ Pu(Xp=jin+1<Ty)
jes n=0
T,—1

=2 Pl ) T,

jes n=>0

Ty,
=D B =gl = Y wlipsi
n=1

jeSs jeSs
Nach Bemerkung c) oben gilt v, > 0, denn v (k) = 1. Wegen ~y, =~y - P™ folgt
L= (k) > () -p§’,?

fiir jedes j € S. Es gibt allerdings mindestens ein pg-z) > 0, denn die Markov-Kette ist
irreduzibel; daran erkennt man ~; < oco.

Sei A ein weiteres, invariantes Maf mit A(k) = 1. Es gilt also:

Aj) = Z A7) - pij + 1 pj
ieS\{k}

— Z Z A1) - pii + pri | Pij + Prj

i€S\{k} \1eS\{k}
= Z A1) - pu - pij + Z Dki - Pij + Pkj

i1€S\ [k} ieS\{k}
= Y A -pupij+ Pe(Xo =4, Tp > 2) + Pu(Xy = §, Tj > 1)
i1eS\ [k}

Iterativ erhalten wir fiir n € N:

n n+1
AJ) = > Ain) [ ] PiviePios + D> Pr(Xp = 3, T > 1)
r=1 r=1

i07i1,---,i7LES\{k}

n+1 min(n+1,T)
> ZPk(Xr =35, > 1) = E] Z lix, =] == ()
r=1 r=1
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I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Es ist also A — 7y ebenfalls ein invariantes Maf mit (A — ;) (k) = 0; nach Bemerkung c)
folgt A — v =0, d.h. A = . n

Bemerkung: a) Ist S endlich und P irreduzibel, so folgt aus Satz 3.1, dass eine stationére
Verteilung existiert.

b) Ist (X,,) irreduzibel und transient, so kann keine stationire Verteilung existieren, denn:

Angenommen es existiert eine stationdre Verteilung 7. Dann ist
m(j) = Zﬂ-(z)pij .
€S
Fiir n — oo wird daraus (mit majorisierter Konvergenz und der bekannten Eigenschaft
transienter Ubergangswahrscheinlichkeiten):

(j) = > w(i) lim p{}’

n—oo
i€S
=> #(i)-0
€S
=0
Definition
Fir i € S sei

m; = E;[T;] = anz(Tz =n)+oo-(1-f3)
n=1

= n- £ oo (1= 17)
n=1
die mittlere Rickkehrzeit des Zustands 1.

Bemerkung: Ist j transient, so folgt m; = oo.

Definition
Ein Zustand i € S heilst positiv rekurrent, falls m; < oo und nullrekurrent, falls i rekurrent und
m; = 00 ist.

Bemerkung: Jeder positiv rekurrente Zustand ist auch rekurrent.

Satz 3.2
Sei (X,,) eine irreduzible Markov-Kette. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Es existiert eine stationdre Verteilung.
ii) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand i € S.
iii) Alle Zusténde in S sind positiv rekurrent.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist die stationére Verteilung eindeutig und durch
1
(i) = —

myg

gegeben.
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3. Stationdre Verteilungen

Beweis

(iil)) = (i) v

(i) = (i) Sei k € S mit my, < oo, dann ist (X,,) rekurrent und mit Satz 3.1 ist 4
ein invariantes Maf. Dann gilt:

Ty
> ) =D B> 1x,—j]

jES jes  n=1

Tk
= B> > =)

n=1jes
Tk

= Ey[> 1]

n=1

::l?kﬁfk]::rnk < 00
also ist 7 normierbar.

(i) = (iii) Sei 7 eine stationédre Verteilung und k € S. Insbesondere sind 7 (j) > 0
fir alle j € 5. Dann ist v := 7 ein invariantes Mak mit v(k) = 1.
Nach Satz 3.1 ¢) folgt v = 7. Beachte dass im Beweis von 3.1 ¢) die
Voraussetzung (X,,) rekurrent nicht verwendet wurde. Wie oben ist

1 1
me =Y () = =5 > 7)) = == < o0
= (k) <= (k)
Da k € S beliebig ist, folgt die Behauptung (iii).

Auferdem ist gezeigt, dass 7(k) = L. n

mp

Bemerkung;: i) Es gilt also die folgende Trichotomie fiir irreduzible Markov-Ketten, das
heift eine irreduzible Markov-Kette gehort immer zu genau einem der folgenden Falle:

e Die Markov-Kette ist transient, es gibt keine stationére Verteilung.
e Die Markov-Kette ist nullrekurrent, insbesondere gilt fiir alle ¢, j € 5"
Pi(T; < 00) =1 und E;[T};] = o0

und es gibt ein (bis auf Vielfache) eindeutiges invariantes Maf, aber keine stationére
Verteilung.

e Die Markov-Kette ist positiv rekurrent, fiir alle ¢,j € S ist E;[Tj] < oo und es gibt
eine stationédre Verteilung.

ii) Ist S endlich und die Markov-Kette irreduzibel, so ist sie automatisch positiv rekurrent.

iii) Ist m eine stationére Verteilung, so gilt:
) T
(@) B x,=)
> jes (i) B [Ty]

7(7) ist also der durchschnittliche Bruchteil der Zeit, den die Markov-Kette im Zustand
i verbringt, wahrend sie einen Zyklus durchlauft.

(i) =
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I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Beispiel 3.1
Sei S = {1,2}. Die Ubergangsmatrix P sei gegeben durch

11—« «
P:( 3 1_B>, a, € (0,1].

Also ist die Markov-Kette irreduzibel und positiv rekurrent. Die stationdre Verteilung ist die
Losung des linearen Gleichungssystems

TP =

unter Beriicksichtigung von 7 > 0 und 7(1) + 7(2) = 1, also

Beispiel 3.2 (Irrfahrt)
Siehe Beispiel 2.3: Fiir p # ¢ ist die Markov-Kette transient. Existiert ein invariantes Mak?
Ansatz:

G =D AOpi =G+ 1) q+vG—1)-p
iE€EZ

— A+ 1) — () = gwm (G- 1)

Also: v1(7) =1 und 12(j) = (g)j, J € Z, sind verschiedene invariante Mafe.

Ist p=¢q = %, so ist die Markov-Kette rekurrent. Ist sie nullrekurrent oder positiv rekurrent?
Es gibt keine stationédre Verteilung (siehe oben), die Markov-Kette ist also nullrekurrent.

Beispiel 3.3 (Geburts- und Todesprozess in diskreter Zeit)
Es sei (X,,) eine Markov-Kette mit S = Ny und Ubergangsmatrix

poo por O
po p11 pi2 O
P=1| 0 p21 p2 p23

0 p32 ps3

mit po1 > 0, piit1 > 0, pii—1 > 0 fiir alle ¢ > 1, also ist (X,,) irreduzibel. Wann ist (X,,) positiv
rekurrent?

Der Ansatz 7P = 7 liefert:

i — 1)+ pii - m(i) + pig1i - (i + 1)
=pi—1i 70— 1)+ piy1i-m(i+ 1)

i) —pi—14-m(i—1)

=...=pio 7(1) = po1 - 7(0)
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4. Konvergenz gegen die stationdre Verteilung

Aus der ersten Gleichung folgt po1 - 7(0) = p1o - 7(1) und damit:

Pit+1,i - m(i+1)— Pii+1 (i) =0
Dii+1 .
= —m(

= 7w(i+1)
Di+1,i

== m(0) [ Bkt

0 Pk+1,k

Fir 7(0) > 0 erhdlt man ein invariantes Mak. (X,,) ist positiv rekurrent, falls

oo 1
Z H Pk k+1 < 00

i—1 k0 Pk+1,k

Im Spezialfall pg 1 =p, prr—1 =q¢=1—p, k> 1 und po1 = p, poo = 1 — p gilt

00 i+1
(X,) ist positiv rekurrent <= Z <§) < oo <= p<q.
i=1

4. Konvergenz gegen die stationare Verteilung

Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P. Wir nehmen an, dass (X,,) bzw. P ape-
riodisch ist, das heifst: Fiir alle Zustdnde ¢ € S gilt:

di = geT{n e N|pi) >0} =1

Lemma 4.1
P ist genau dann irreduzibel und aperiodisch, wenn fiir alle 7,5 € S eine Zahl ng € N

M) S 0.

existiert, sodass fiir alle n > ng gilt: Dij

(ohne Beweis)

Satz 4.2 (Konvergenzsatz)
Es sei (X,,) irreduzibel, aperiodisch und positiv rekurrent mit stationdrer Verteilung 7.
Dann gilt fiir alle i,j € S:
1
lim pif) = m(j) = —

n—oo Y m]

Beweis
Wir benutzen ein sogenanntes “Kopplungsargument”.
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I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

(1) Sei (Y;,) eine weitere Markov-Kette, unabhiingig von (X,,) mit gleicher Ubergangsmatrix
und Startverteilung 7, also Y;, ~ « fiir alle n € N. Es sei

T=inf{neN| X, =Y,}

die Treffzeit der Markov-Ketten. Wir zeigen zunéchst: P(T < oo) = 1.

Offenbar ist (X, Yy )nen, eine Markov-Kette auf S? mit Ubergangsmatrix P = (P(ij) k1)), Wobei
D(ij)(kl) = DPik - Pji- Weiter ist ﬁEZ’))(kl) = pgz) . §7) und mit Lemma 4.1: Die Kette (X,,,Y,,) ist
irreduzibel und aperiodisch. Man kann nachrechnen:

(i, g) = (i) - 7(j)

ist eine stationére Verteilung fir (X, Y, ), also ist sie nach Satz 3.2 positiv rekurrent.

Sei Xy = i und die Startverteilung o von (X, Y,,) gegeben durch o(k,1) = 6;(k)-=w(l). Firbe S
sei

Tpp) =1inf{n € N[ (X, Y,) = (b,b)}.

Offenbar ist T' < T(,3) und Py (T(pp) < 00) = 1. Daraus folgt, dass P (T < o0) = 1.

(2) Betrachte (Zy,)nen, definiert durch

X,, firn<T
Dy =
Y,, flirn>T.

Es ist (Z,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P und Zy = 4, denn:

Nach Satz 1.1 geniigt es zu zeigen, dass

n—1
¥n € N,ig €S : Py(Zy = i, 0 < k < n) = 6iio) [ ] pic.
k=0

Tk+1

Es gilt

Py(Zy =ik, 0 < k <n)
n

= P(Zk=ir, 0<k<n, T=r)
r=0
+Pp(Zk:ik,O§k§n,T>n)

n
=Y Po(Xp=in, 0Sk<r, Vi =ig,r+ 1<k <n, Yo #io,...,Yo1 #ip1, Yo = 1iy)
r=0

=
+ Pp(Xi =ik, 0 <k <n, Yo #do,...,Yn #in)

=11
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5. Markov-Ketten und Martingale

mit
[=P(Xp =ix, 0< bk <7) - B(Yi = ip,7 +1 <k <nfYy #io, ..., Vo1 #ip1, Yy = i)
P,;(Yoyéio,... - 1;&1; LY =)

- 57,(7’0) szk Zk+1 H plk,lk+1 : YO # ZO? cevy K"—l 7é iT’—la K" - ZT’)
:61(10) lek,lkJrl : Yb#ZOa"'thf*l #iT*hth' :iT)7

II = Z0 H Piy, Tl Yb 7é ZOv v 7Yn—1 7é Z-7’L—17Yvn 7é ln)

Tatsédchlich gilt also

Py(Zy =i, 0 < k < n) = 6;(i0) - [ [ Pivinsa
k=0

(3) Es gilt nun

2 = Py(Zy = j) = Po(Za = §,T < n) + Py(Zy = 4, T > n)
7(j) = Po(Yo = j) = Po(Yn = j, T < ) +Ps(Ya = 5.7 > n)

=Py (Zn=5,T<n)

(n) : )
= |piy —7mU)I<2-P(T>n)—0 n
HT=o0}

Satz 4.3
Seien i, j € S Zustdnde sowie d; die Periode von j. Dann gilt:

limpndwz ]kadjw r=1,...,d;

n—oo” ©J

Speziell:

a) Ist j transient oder nullrekurrent (d.h. m; = 00), so gilt p@

2] 0

b) Ist j aperiodisch (d.h. d; = 1), so gilt p(n-) — mi]f:]

Z?]

5. Markov-Ketten und Martingale

Erinnerung: (X,,) heift Martingal, falls

a) E|X,| < oo
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I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

b) E[Xpi1|X1,..., Xn] = Xp, bzw.

b’") E[Xp+1|Fn] = Xn, wobel F,, :=o(X1,...,X,) die natirliche Filtration bezeichnet.

Erinnerung: Sei (€2, F,P) W-Raum, X Zufallsvariable mit F|X| < oo, G C F Unter-o-

Algebra. Z = E[X|G] heifit bedingter Erwartungswert von X bzgl. G, falls
a) Z ist G-messbar

b) [,Z-dP=[,X-dP VYAeg

Sei (X,,) eine Markov-Kette auf dem Zustandsraum S mit Ubergangsmatrix P sowie F,
o(Xi,...,Xy) die natiirliche Filtration. Weiter sei h: S — Rund P : (S — R) —

definiert durch

i)=Y pij-h(j) ViES

jes

NB: “Ph” macht Sinn im Sinne einer “Matrix-Vektor’-Multiplikation.

(S - R)

Lemma 5.1
Sei h : S — R eine Funktion mit ||P |||, < co. Dann gilt:

(Ph)(Xn) = E[h(Xn+1)|Fn]

Beweis

Wir priifen nach, dass (Ph)(X,,) ein bedingter Erwartungswert von h(X,+1) bzgl. F, ist.

a) (Ph)(X,) ist Fp-messbar, denn X, ist F,,-messbar.

b) Sei A :={Xo =1io,..., Xy =in} € Fp. Dann:

/A(Ph)(Xn) ~dP = /1A ’ (Ph)(Xn) ~dP = /1{Xoio,...,Xnin}(Ph)(in) -dP

n—1
=(Ph)(in) - szn,] ) - P(Xo =io) - Hpik,ik+1

JES
=S hG) P(Xo =it .+ Xn = i K1 = J) Z/
Jjes jes Y A Xnt1 ]}
LDC
_Z/l{xn+1 J}h n+1) AP 7= /h n+1)

jES

n+1) -dP

Da jedes A € F,, abzdhlbare Vereinigung solcher “Elementarereignisse” ist, folgt die Behaup-

tung.
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5. Markov-Ketten und Martingale

Satz und Definition 5.2

Seien P eine Ubergangsmatrix auf S und h : S — R eine Funktion mit || P |kl < oo. Gilt
dann Ph = h, so nennen wir h harmonisch. Im Fall Ph > h bzw. Ph < h heifst h sub- bzw.
superharmonisch.

Ist (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P und h [sub-/super-|harmonisch, so ist
(h(X,,)) ein (Fy)-[Sub-/Super-|Martingal.

Beweis
Nach Lemma 5.1 gilt

Blh(Xo1)|Fa] = Ph(X,)) = h(X..) + (Ph — h)(X,)
~> Behauptung. [ |

Bemerkung: Ist h: S — R eine beschriankte Funktion, so wird durch

Z0 = h(Xp) = Y (E[(Xy) | Fro1] = h(Xp-1))
=1
=h(Xn) = > (Ph—h)(Xk-1)

k

I
—

ein Martingal definiert, genannt Levi-Martingal zu (X,,).

Die Markoveigenschaft lasst sich tiber Levi-Martingale charakterisieren:

Satz 5.3

Es sei (X, )nen, ein stochastischer Prozess mit Werten in S und natiirlicher Filtration (F,),
d.h. F, = o(Xo,...,Xp), und P sei eine stochastische Matrix auf S. Ist dann fiir alle
beschrénkten h : S — R der Prozess

n

Z = h(Xp) = > (Ph—h)(Xp-1)
k=1

ein (F,)-Martingal, so ist X,, eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P.

Beweis
Aus E[Z!', | | F,] = Z! erhilt man

E[h(XnJrl) | ]:n] = (Ph)(Xn)

bzw.

/ h(Xpp1)dP = / (Ph)(X,,)dP fiir alle A € F,,
A A
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I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Es sei dg,41,...,int1 € S und A == {Xo = do,..., X;, = 4,} und wir setzen h := 1y; . 3. Die
linke Seite der letzten Gleichung ergibt dann

/ h(Xn—i—l)dP = P(XO =10, - )Xn = in’Xn+1 = in+1)
A

und die rechte Seite ergibt

[enir = [ (Ph)(in)dP
A

{Xo=i0,....Xn=tn}

= / pinin+1dP
{Xo=i0,....Xn=tn}

:pininJrl . P(XO = io,. . -;Xn = Zn)
Durch Teilen der rechten Wahrscheinlichkeit erhalt man

P(Xn+1:in+1 |XO:7:07~--7Xn:7:n):pin’in+1~ ]

Bemerkung: Es gilt: Ist (X,)nen, ein nicht-negatives Supermartingal, so gibt es eine Zufalls-
variable X, mit

lim X, = Xo P —1fs.

n—oo
Beispiel 5.1
Jedem Feld eines schachbrettartigen N x N-Gitters wird eine von L moglichen Farben zugewie-
sen. Diese Farbung wird mittels Zufallsexperimenten modifiziert: Eine Zelle wird gleichverteilt
gewahlt, daraufhin wird einer der vier Nachbarn (modulo N) zuféllig gewéhlt und dessen Far-
be dem zuerst gewidhlten Feld zugewiesen. Offensichtlich ist dies eine Markov-Kette und die
monochromen Zusténde sind die absorbierenden.

Formal seien L, N € N, L,N > 2. [ :={1,...,N}>, S = {1,..., L}y ={f: 1 - {1,...,L}}.
Sei (X,,) die Markov-Kette in S, die die Zustandsfolge angibt.

Wie verhalt sich die Folge fiir n — oo? Seil € {1,..., L} fest und Y, sei die Anzahl der Felder mit
Farbe [ (zum Beispiel: blau) im Zustand X,,. Sei (A, B) ein Nachbarpaar im Gitter. Ware dies
die Wahl in einem Zustandsiibergang, so gelte: Ist X,,(A) = X,,(B) oder X,,(A) # [, X,,(B) # [,
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6. Die starke Markov-Eigenschaft

so gilt auch Y11 =Y. Ist dagegen X,,(A) =l und X,,(B) # [, so ist Y;,11 = Y, — 1. Ist letztlich
Xn(A)#lund X, (B)=1,s0ist Y41 =Y, + 1.

Die Wahrscheinlichkeit, erst A, dann B zu wahlen ist gleich der Wahrscheinlichkeit, erst B und
dann A zu wihlen. Damit ist

ElYpi1 | X1,..., X, = Y.

Sei Fp, == o(Xo,...,Xp). Dann ist (Y)nen, ein (F,)-Martingal. Nach der Bemerkung folgt:
Y, — Y fiir ein n — oo P-fast-sicher. Da (Y},) ganzzahlig ist, ist Y, (w) konstant ab einem
n > ng(w). Als Konstanten kommen nur 0 und N? in Frage, denn fiir k € {1,..., N2 — 1} gilt

1
= P(Y,=k,Vm>n)=0
=Ap

Es gilt {w € Q| 3In ¥Ym >n: Yy, (w) = k} = ,—, An. Damit ist

P(nh_{Igan =k)=P(EnVm>n:Y,=k) < Z;JP(A”) =0

und wir folgern, dass P(Yy, € {0, N?}) = 1.
Auflerdem gilt noch, da Y;, beschriankt ist:

EY, = lim EY, = EY).

n—oo
Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Feld irgendwann komplett blau ist, gleich

! 1

_ N2 _
P(Yoo = N?) = 5 EYo0 = <3

EYo = o #{A € T| Xo(4) =1},

Anwendungen dieses Modells findet man in der Physik (Vielteilchensysteme), in der Biologie
(Ausbreitung von Infektionen) oder in der Finanzmathematik (Kreditrisiken).

6. Die starke Markov-Eigenschaft

Gegeben sei eine Markov-Kette (X,)nen, mit Zustandsraum S auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q = S(I)NO,]: = ®22oP(5), P). Beachte, dass die Mengen
Z(ig, i1, in) ={io} X {i1} x - x {in} x S x S x ...

fiir n € Ny, g, ...i, € S ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem fiir F bilden. Weiter sei
(Fn)nen, mit Fp, = o(Xo,...,Xy) die natiirliche Filtration von (X,,).

7 : 0 — Ny sei eine (F,,)-Stoppzeit, das heifst {r <n} € F,, und P(7 < o0) = 1. Die gestoppte
Markov-Kette X™ = (X )pen, ist
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I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

fiir n € Ng und Y = (Y3,)nen, definiert durch

Yo = Xrin

heiflt der Post-7-Prozess.

Satz 6.1 (Starke Markov-Eigenschaft)
Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt:

a) Y ist eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung v, wobei X, « v.

b) X7 und Y sind unter X, bedingt unabhéngig.

P(Yb =100y Yn =ip, Yn41 = in+1)

oo
=Y P(r =k X =0, ..., Xppnt1 = ins1)
o0
=3 P(Xpgns1 = ing1 | Xp =0, .., Xppn = in, 7 = k) - P(Xp =g, .., Xpy = i, 7 = k)

oo
=Dininir O P(Xk =0, Xin = in, 7 = k)
k=0

=Dinins P(Yo =i0,...,Y, =i,) => DBehauptung.

b.) Seien
A:=Z(igy. .. im) ={io} X+ X {im} XS xS x...
B = Z(jo,-- -+ Jn),
dann gilt:
P(X" €AY € B, X, =})

M

P(T:kaXO/\k‘ :’L'O,...,Xm/\k; :Zman: :jUa"'an-‘rn :]nan :])

B
Il
o

M

P(Xk =Jo,- s Xt = Jn | Xoak =10, Xonak = im, X = J, 7 = k)

e
i
o

- P(Xonk =0, s Xonak = i, X = 5,7 = k)
=P(Xo = jo,--» Xn = jn | Xo = j) - P(XT € A, X; = j)
=PYeB|X;=j) - P(XT€eA|X; =) P(X;=j)

Teilen durch P(X, = j) = Behauptung.
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II. Markov-Ketten in stetiger Zeit

7. Ein wichtiger Spezialfall: der Poisson-Prozess

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P). Wir betrachten jetzt einen stochastischen
Prozess N = (N¢)¢>0 mit Zustandsraum Ny, d.h. (N¢)¢>o ist eine Familie von (F,P(Np))-
messbaren ZV, der bestimmte Ereignisse zéhlen soll (z.B. Emission von Partikeln beim radioak-
tiven Zerfall, Ankiinfte von Kunden in einem Bediensystem, Schéden bei einer Versicherung).
Wir nehmen an, dass mindestens ein Ereignis eintritt und die Anzahl der Ereignisse in einem
kompakten Intervall soll endlich sein.

Wir stellen folgende Forderungen an N:

(A1) Alle Pfade t — N(t,w) liegen in

Do :={f:[0,00) — No | f(0) =0, f 1, f stetig von rechts }.

(A2) (N¢)>0 hat unabhéngige Zuwéchse, d.h. fur alle 0 < ¢ty <t; <--- <t,,n € N sind die
Zufallsvariablen
Niy, Nty — Niyy ooy Ny, — Ny,

stochastisch unabhéangig.

(A3) (N¢)i>o0 hat stationédre Zuwéchse, d.h. V¢ > 0 héngt die Verteilung von Ngy; — N nicht
von s ab.

(A4) Ereignisse treten einzeln auf, d.h. P(Np > 2) = o(h) mit h | 0.

Bemerkung: Der stochastische Prozess kann als Zufallsgrofie mit Werten in einem Funktio-
nenraum aufgefasst werden, d.h.

N: Q3w N(,w) € Dy
Als o-Algebra auf Dy wiahlen wir
B(Dy) :=oc({m : t > 0}),

wobei 7, : Dy — Ny, f — f(t) die t-te Projektion ist.

Es gilt: N : Q — Dy ist (F,B(Dy))-messbar <= N; = m, 0o N : Q@ — Ny sind (F,P(Np))-
messbar Vt > 0. (Stochastik IT Ubungsaufgabe 21)

Die Mengen der Form

Aty e tpy i1y ey in) 1= {f € Dy ‘ f(tj)—f(tj_l) =1 fiir j = 1,...,??,}

mit 0 =:tg <t;7 <--- < t, <00,i1,...,%, € Ng bilden ein durchschnittsstabiles Erzeugenden-
system von B(Dy).

31



II. Markov-Ketten in stetiger Zeit

Satz 7.1

Es sei N = (INVi)¢>0 ein stochastischer Prozess, der den Bedingungen (A1l)-(A4) geniigt.
Dann hat N mit Wahrscheinlichkeit 1 nur Spriinge der Hohe 1 und es existiert ein A > 0,
so dass:

a) Vs,t > 0 ist Ngiy — Ns Poisson-verteilt mit Parameter \¢.

b) Die Zeiten zwischen aufeinanderfolgenden Spriingen des Prozesses sind unabhéngig
und exponentialverteilt mit Parameter A.

Beweis
Spriinge der Hohe 1: Es ist also zu zeigen:

P(Ns— Ny_ >2fiireins>0)=0

wobei Ng_ der linksseitige Grenzwert ist.
Fiir festes t > 0 gilt:

P(Ns — Ns_ > 2 fiir ein s € (0,¢])
<P(Ngt — N1y > 2 fiirein k € {1,...,n})

<n-P(N: >?2)
(das letzte < gilt wegen (A3)).
Aus (A4) folgt:
P(N: >2)
lim . t=0.
n—o00 -

Weiter gilt mit Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafes:
P(Ng — Ny > 2 fiir ein s > 0) = tlim P(Ns — Ny > 2 fiir ein s € (0,¢]) = 0.
—00
a) Betrachte dazu

® : [0,00) — [0, 1] mit ®(t) := P(N; = 0).

Fiir alle s,¢ > 0 folgt:

®(s41) = P(Ny = 0, Nyt — Ny = 0)
P(Ns=0)-P(N;=0) (nach (A3) und (A2))
d(s) -

(s) - @(1).

Daraus folgt, dass ®(£) = (®(1))* und ®(1) = ®(£ +---+ 1) = (&(1))" fiir k,n € N gilt. Das
heift, dass CI)(%) = (®(1))

3=

Da & fallend ist, folgt mit einem Einschachtelungsargument:

®(t) = (®(1))" fiir alle t > 0.
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7. Ein wichtiger Spezialfall: der Poisson-Prozess

Weiter ist ®(1) € (0,1), da ®(1) € [0, 1] und falls ®(1) = 1, dann wére
P(N; = 0 fiir alle t > 0) = lim ®(t) = 1

t—o00

im Widerspruch zur Forderung, dass mindestens ein Ereignis eintritt, und ware ®(1) = 0, dann
galte fir alle n € N

P(N1 >n) > P(Nk—Nk1>1fuI'k—1 M)

(1- 1))” ((A2), (A3)

I
—

im Widerspruch zur Forderung, dass in kompakten Intervallen nur endlich viele Ereignisse ein-
treten.

Sei jetzt
A= —log ®(1).

Esist 0 < A < oo und P(N; = 0) = (®(1))! = e~ . Weiter sei t > 0 und fiir n € N definieren
wir

Xnk = 1N(Nﬁ — N(k—l)t)

n )

_ )1, falls mindestens ein Ereignis in [M %) eintritt
B 0, sonst

Wegen (A2) sind X1, . . ., X;,, unabhéngig und wegen (A3) identisch verteilt mit B(1, 1—e_>‘%).
Dann gilt

n
3" Xk ~ B(n, 1 —e ) % Po(A)
k=1
da n(1— e_A%) Lmas V3

Aus (A4) folgt:

ZXnk#Nt U{th—N(k e > 2})
k=1
n—oo

Sn-P(N > 2)

t
n

0

und damit haben wir gezeigt, dass
Nt ~ PO()\t)

b) Sei
Ty ==inf{t > 0 | N; # 0}
der erste Sprungzeitpunkt. Wir erhalten
P(Ty >t) =P(N; =0) =e M mit t >0

und damit

Ty ~ Exp(A).

Die weiteren Aussagen werden spéter gezeigt. ™
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II. Markov-Ketten in stetiger Zeit

Bemerkung: Der Prozess N = (N¢):>0 in Satz 7.1 heifit Poisson-Prozess mit Parameter \.

Die Bedingungen (A2) und (A3) konnen etwas ,abstrakter gefasst werden: Fiir u > 0 definiere

Sy : Do — Dy, fl—>f(/\u)
Zy :» Do — Dy, [ flut) = f(u)

wobei (- A u) die Abbildung v — min(v, u) darstellt.
Beide Abbildungen sind (8 (Dy), B(Dy))-messbar.

Wir koénnen also auch stochastische Prozesse Sy, (V) = (Ngaw)t>0 und Zy,(N) = (Nyst — Ny )e>o
als Zufallsgrofen mit Werten in (Dy,B(Dy)) auffassen.

Weiter gilt mit
A(tr, ... tny i, . oyin) ={f € Do | f(tj) — f(tj—1) =4, fir j =1,...,n},
wobei 0 =ty <t; <--- <t, <00, i1,...,i, € Ny, dass
{Su(N) € A(t1,. .- tn;it,--yin)} = {Ntyauw — Negaw = 915+ -+ Neyaw — Nty ynu = n}
und
{Zu(N) € A(s1,- -+, 815015 -5 91)} = {Nuts) — Nutsg = 15+ s Nutsy — Nuts_, = i}

Wegen (A2) folgt:

P(SU(N) EA(tl,...,tn;il,...,in), ZU(N) EA(Sl,...,Sl;jl,...,jl))
:P(SU(N) EA(tl,...,tn;il,...,in)) P(ZU(N) €A<31,...,Sl;j1,...,jl))

und daraus die Unabhéngigkeit der Prozesse S, (N) und Z,(N).
Analog folgt mit (A3):

P(ZU(N) € A(S1y.v oy S J1, - - ,jl)) = P(N € A(S1y.v oy S13 01, - - ,jl))
Also haben Z,(N) und N dieselbe Verteilung.

Diese Aussagen konnen jetzt auf Stoppzeiten verallgemeinert werden. Es sei dazu F; == o({Ns, s <
t}) fir ¢ > 0 und (F;)¢>0 die natiirliche Filtration.

Definition
Sei 7 eine (F;)¢>0-Stoppzeit, das heift {r <t} € F;. Der Prozess

Sr(N) = (Nzat)e>0
heillt Pra-t-Prozess und der Prozess
ZT(N) = (NT-i-t - NT)tZU

heilt Post-7-Prozess.
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7. Ein wichtiger Spezialfall: der Poisson-Prozess

Lemma 7.2
Ist 7 eine endliche Stoppzeit, so sind die Prozesse (N-at)¢>0 und (Nt — N7 )¢>0 stochastisch
unabhéngig. Auferdem hat (N;1+ — N;)¢>0 dieselbe Verteilung wie (Ny)¢>o.

Beweis
Zunidchst nehmen wir an, dass 7 Werte in Q4 annimmt. Fiir 0 =: sg < 51 < -+ < 5 < 00,
0=:tg <t; <--- <t < oo und beliebige 1,...,1k, j1,-..,J1 € Ng gilt

C = P(ST(N) € A(S1y. vy Sk 01y--,0k), Zr(N) € A(tl,...,tl;jl,...,jl))
=:A =B
= Y P(r=u, Su(N) € A, Z,(N) € B)
u€Qy

Da {7 = u} € F, kann dieses Ereignis durch S, (V) ausgedriickt werden. Da S, (N) und Z,,(N)
unabhéngig sind, folgt:

L= Z P(r=u,S,(N)e A)-P(Z,(N) € B)
ueQ =
—P(N€B)
= P(N € B)- P(S:(N) € A)

Im Fall kK =1,s1 = 0,41 = 0 folgt:

P(Z.(N) € B) = P(N € B)

also gilt Z,;(N) 4 N und damit

P(S;(N)e A, Z,(N) e B)=P(Z.(N) € B)- P(S;(N) € A)
also sind Z-(N) und S;(NN) unabhéngig.
Weiter sei 7 beliebig. Betrachte die Folge

_ [277]

n - 2TL ’

n €N,

fir die 7, € Q4 P-fast-sicher gilt und 7,, — 7 fiir n — oco. Mit (A1) folgt fiir alle ¢ > 0

n—oo n—0o0

Neont —— Nrpt, Nyt ——— Npgy

n n

P-fast-sicher und

P(S:(N) € A, Z.(N) € B) = lim P(S,,(N) € A, Z.,(N) € B)

n—oo

= 7};1%0 P(S;,(n)e A)- P(Z,,(N) € B)
= P(S;(N)e€ A)-P(Z.(N) € B)

Analog kann man die Aussage Z, (V) 4 N auf beliebige 7 erweitern. n
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II. Markov-Ketten in stetiger Zeit

Damit konnen wir den Beweis von Satz 7.1 abschliefien:

Es seien
Ty == inf{t > 0 | N; # 0}
Sl = Tl
Sk = mf{t > Sk—l | Nt 75 Nt_}, k= 2,3, e
Th= Sk — Sk 1, k=2,3,...
Wir wissen bereits, dass T} ~ exp(A). Induktiv nehmen wir an, dass 77, ..., T unabhéngig und

identisch exponential-verteilt seien. 7 := T} + --- + T, = Sj, ist eine Stoppzeit, da {7 < t} =
{N; >k} € Fi. Da P(t >t) = P(N; < k) — 0 fiir t — oo gilt, ist 7 P-fast-sicher endlich.

[ES

T4 ist die Zeit bis zum ersten Sprung im Post-7-Prozess. Nach Lemma 7.2 ist Ty 4 N
N1 — Ny 4 T; ~ exp(A) und T} ist unabhéngig von S; (), also auch von T1,. .., Tk.

Beispiel 7.1 (Bedingte Gleichverteilungseigenschaft)
Es seien K, X1, X», ... unabhéingige Zufallsvariablen mit K ~ Po(AT), T > 0, und X; ~ U(0,T).

Wir definieren
Ny=#{1<i<K|X; <t} t>0.

Essei 0=ty <t; <---<t, =T eine Zerlegung des Intervalls [0, T]. Betrachte fiir i1,...,i, €
Ny das Ereignis
A= {Ntl — Nto = il, PN ,Ntn — Ntn,1 = Zn}

Fiir w € A folgt k = K(w) = i1 + - - - + i, Man erhélt (siche Definition der Multinomialvertei-
lung, Henze, Stochastik I, S. 121)

. L o (m)F k! t —to\ 1 tn — tn_1Yn
P(Ntl_Nto_zlv”thn_Ntn—l_Zn)_e k! Zl'ln'< T > (?)
et A )

1
27!
=1 !

=P(M;=1)

wobei M; ~ Po(A(t; — t;_1)). Das zeigt: Die Zuwiichse des Prozesses N = (Nj)o<i<r sind
unabhiingig und stationir und Poisson-verteilt mit Parameter A-Intervalllinge, und (A1), (A4)
ist erfiillt, also ist IV ein bei T gestoppter Poisson-Prozess.

Beispiel 7.2 (Das Inspektions-Paradoxon)
Es seien X7, Xo, ... unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Xy, ~ exp(\), welche
die Lebensdauer von Gliihbirnen modellieren.

Es sei S, =Y _; X der Zeitpunkt, an dem die n-te Birne kaputt geht und eine neue Birne
eingesetzt wird, und V; die Anzahl der Erneuerungen bis zum Zeitpunkt ¢ und damit ein Poisson-
Prozess mit Parameter .

In der Erneuerungstheorie interessiert man sich fiir

Vi == SN,,, —t = Restlebensdauer
Wi =1t — Sy, = Alter
Ly .= Wi + V; = Gesamtlebensdauer
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8. Der allgemeine Fall im Schnelldurchgang

der zum Zeitpunkt ¢ in Gebrauch befindlichen Gliihbirne.

Es ist V4 ~ exp(A), da die Exponentialverteilung gedédchtnislos ist. Die Variable W} kann hochs-
tens ¢ sein, das heifst P(W; > s) =0 fiir s > ¢. Fiir 0 < s <t gilt P(W; > s) = P(Ny — Ny_s =
0) = e, Damit ist

l—e ™™, 0<s<t
FWt(S)_{ s>t

Aufserdem sind nach der starken Markoveigenschaft die Zufallsvariablen W; und V; unabhéngig.
L; ergibt sich als Faltung dieser Variablen. Die Dichte fr, fiir s > ¢:

fra(s) = /0 (s — u) Fiv, (du)

t

= / Ae AW Ne™ MGy 4 Ne AT LA
0

= A1+ A)e ™

und fir s < ¢

fr.(s) = / Ae AW e Mgy
0
= Mse™
Also ist L; nicht exp(\)-verteilt! Fiir grofes ¢ gilt

2
BL ~2BX; = .

Dieses Ergebnis lasst sich erklédren: Inspiziert man zu einer zufélligen Zeit die aktuell leuchtende
Gliithbirne, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine ldnger lebende zu erwischen, grofier, als eine
kurzlebige Birne anzutreffen.

8. Der allgemeine Fall im Schnelldurchgang

Definition

Ein stochastischer Prozess (X¢):>0 mit abzdhlbarem Zustandsraum S heifst (homogene) Markov-
Kette, falls gilt: Fiir alle n € Nund 0 < ty) < t1 < -+ < tn, t,h > 0 und i € S mit
P(Xy, =1, 0<k <n)>0:

P(X,+h =tng1 | Xy, =ik, 0 <k <n) = P(Xy,qn = ing1 | Xp,, = in)
= P(Xt+h = lnt1 ‘ X = Zn)

Bemerkung: Definieren wir fiir alle ¢,j € S
pij(t) = P(Xy = j | Xo =1)

und die Matrix
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II. Markov-Ketten in stetiger Zeit

so gelten analog zum diskreten Fall die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen fiir alle 4,5 € S,
s,t > 0:
pij(t+s) = Zpik(t)pkj(s)
keS
Mit P(0) = E wird {P(t) : t > 0} zu einer Halbgruppe von stochastischen Matrizen. Diese
nennen wir Ubergangsmatrizenfunktion.

Falls zusétzlich fir i,5 € S

tlfélp]()

gilt, also P(t) rechtsseitig stetig in 0 ist, dann heifst sie Standardibergangsmatrizenfunktion.

Satz und Definition 8.1
Sei {P(t) : t > 0} eine Standardiibergangsmatrizenfunktion. Dann ist jedes p;;(t) in 0
rechtseitig differenzierbar, das heifst es existiert fir alle 7,7 € .S

1
Qij = ltlfg g(Pz‘j (t) — dij)-

Die Matrix @ := (g;;) heift Intensititsmatriz oder infinitesimaler Erzeuger (Generator) zu

{P(t): t > 0}.

Beispiel 8.1

Es sei N = (Nt)tzo ein Poisson-Prozess mit Intensitat A\. Dann gilt fiir 4,41 > ip:
P(Ntn+1 = ’in+1 | Nto = io, . ’Ntn = Zn) — P(Ntn+1 _ Ntn _ in+1 _ Zn)

Alnsr—tn) Altng1 = t))nt17n

(inJrl - Zn)'

=€

Also ist N eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix
—At (A7 ? S
pis(t) = R (IR falls j >4
0, sonst
weiter gilt
) A, fallsj=1+1
lim f(pij(t) - (51]) = —)\, falls j =1

0, sonst.

Lemma 8.2
Sei {P(t) : t > 0} eine Standardiibergangsmatrizenfunktion. Dann gilt fiir g;; := p};(0):

a) 0 <gij <o00,i# j, —00 < g <0.

b) Zj# ¢ij < —qi; = ¢;. Falls S endlich ist, gilt fiir alle i € S: ¢; = Zj# g¢ij- In diesem
Fall heifst die Standardiibergangsmatrizenfunktion konservativ.
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8. Der allgemeine Fall im Schnelldurchgang

Beweis
a) 0 <g; fiir i # j und ¢;; < 0 klar, da 0 < p;; < 1. Schwieriger ist zu zeigen, dass ¢;; < 0o,
hier wird auf die Literatur verwiesen.

b) Es gilt fiir t > 0:

pij(t) 1 —pi(t)
Z jt N t

JES,j#i
und damit mit Fatou
—qi = lim ——= 1= p” > Z lim sup Z 4ij
t}0 10
JES,jF#i JES,jF#L
und Gleichheit fiir endliche S. =

Satz 8.3
Sei {P(t) : t > 0} eine Standardiibergangsmatritzenfunktion und S sei endlich. Dann gilt
das sogenannte Kolmogorovsche Riickwdirtsdifferentialgleichungssystem: Fir ¢ > 0 ist

P'(t) = QP(1)

das heifst fiir alle ¢, € S ist

pii(t) = —aqipi () + > qirpi;(t)
keS ki

Beweis
Wegen Chapman-Kolmogorov gilt fiir 4,5 € S, t,h > 0:

pij(t +h) = Zpik(h)pkj(t)

keS
pij(t +h) —pij(t) _ pii(h) —1 pik(h
keS, ki
Fiir h | 0 geht die rechte Seite gegen
—qipij(t) + Z ikPrj(t)
keS, ki
woraus die Behauptung folgt. n

Bemerkung: a) Unter milden Bedingungen ({P(¢) : t > 0} eine konservative Standardiiber-
gangsmatrizenfunktion und ¢; fiir alle ¢ € S endlich) gilt Satz 8.3 auch fiir abzahlbares S.
Weitere Bedingungen sind nétig fiir das Kolmogorovsche Vorwiartsdifferentialgleichungs-
system
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II. Markov-Ketten in stetiger Zeit
b) Falls S endlich ist, ist die Losung von P'(t) = QP(t), P(0) = E gegeben durch

Pit)=@=%" (tgl)n.
n=0

Beispiel 8.2

52{071}70<QOaQ1 < 0

_( —49 4o
@= ( g1 —q1 >
Riickwértsdifferentialgleichung P'(t) = QP(t)
P(t) = < poo(t)  por(t) )

pio(t) p1a(t)

(1) poo(t) = —qopoo(t) + qopio(t)
(2)  po1(t) = —qopor (t) + qopi1(t)
(3) Pro(t) = —qp10(t) + qupoo(t)
(4) p(t) = —qp11(t) + qpor(t)

Es gilt: po1(t) =1 — poo(t), p11(t) =1 — p1o(t)
Eingesetzt in (2): —pio(t) = —qo + qopoo(t) + 90 — qop10(t) = (1)
also ist (2) iiberfliissig. Analog: (4) ist iiberfliissig. Sei

_ ( Poo(t)
v(H) = ( p1o(?) )
Zu l6sen: y'(t) = Qu(t),y(0) = (1,0)T. Die Eigenwerte von Q sind: A\; = 0, a2 = —(q0 + ¢1)

_ [ —4
1 ,UQ - ql

= (1) 45 () oo

(1) .. g B 1
y(0) = <O> liefert v = -, f = — =
Insgesamt also:

Eigenvektoren: v; =

_ @ 40 —(qo+q1)t
Ppoo(t) = + e
®) go+4q1 QG+ aq1
Plo(t) — @ _ e e—(%-l—tﬂ)t

gt @ta

Hier fehlt ein kleines Bild, das zeigt, wie pgp und pig so aussehen.
Wir wollen weiter annehmen, dass die Pfade der Markov-Kette (X¢)¢>0 in
D(S):={f:[0,00) — S| f(t+) = f(t) ¥t > 0, f(t—) existiert V¢ > 0}

liegen (diskrete Topologie auf S). Die Eigenschaft der f in D(S) wird auch mit RCLL oder
cadlag bezeichnet.
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8. Der allgemeine Fall im Schnelldurchgang

Gegeben sei jetzt eine Intensitédtsmatrix @ = (gi;), ¢;; € R mit
(QQ) ZjESqU =0VvVieS

(Q3) 0 < sup;eg lgiil =: A < o0

Satz 8.4
Fiir eine Matrix @ gelte (Q1)-(Q3). Es sei N = (INy)>0 ein Poisson-Prozess mit Intensitét
Aund Y = (Yp)nen, eine von N unabhingige Markov-Kette mit Start in ip € S und

Ubergansmatrix P = (Pij)ijes, P = E+ %Q, also
- Qij .
pz‘j=52‘j+7 VZ,]ES.

Dann ist X = (X¢)i>0 mit Xy := Yy, Vt > 0 eine Markov-Kette mit Start in i, Pfaden in
D(S) und Intensitatsmatrix Q.

Beweis
Offenbar ist P eine stochastische Matrix, Xy = i und die Pfade in D(S). Fir 0 <ty <t; <

cor < tpat, 0, -,0ne1 €5 gilt:
P(Xy, =im,0<m<n+1)

= > PN, =km Y, =im,0<m<n+1)
ko,...,kn+1€Np

= Y PN, =kn,0<m<n+1) P(Yi, =im,0<m<n+1)
ko,...,knJrlENo

Betrachte die Faktoren:

P(Ntm :km,Ongn—i—l):P(Nth,tn :kn+1—kn)~P(Ntm:km,()gmgn)

P(Yi, = im,0 <m < n+1) = P(Yy, =iy, 0 <m < n) - gt o)

Sei jetzt | .= kpy1 — kyn, dann

P(Xy, =im,0<m<mn+1)
o0

=P(Xy, = im0 <m<n)- Y P P(Nyyyy—t, = 1)

7f'nln+1
=0

— X ist eine Markov-Kette in stetiger Zeit (und homogen) mit Ubergangsmatrizenfunktion:

> (D) (A !
pij(t) = sz('j)e At l')
1=0 )

Bestimme Ableitungen p;j(O) = () ist wie gewiinscht. n
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II. Markov-Ketten in stetiger Zeit

Eine “Umkehrung“ des Satzes gilt:
Dazu sei X = (X¢)¢>0 eine Markov-Kette mit Zustandsraum S und Sprungzeiten:

So =0
Sy =inf{t > 0| X; # Xo}
Sy =1inf{t > Sp_1 | Xy # Xs, _,},n > 2.
Verweildauern: n > 1:
T, =S, — Sn—1
Weiter sei die eingebettete Markov-Kette Y = (Y},) gegeben durch: Y,, := Xg ,n € Ny.

Satz 8.5
Es sei X = (X¢)¢>0 eine Markov-Kette mit Zustandsraum S und Intensitdtsmatrix @), wobei
(Q1) bis (Q3) erfiillt seien.

Dann gilt:

a) Y = (Y,) ist eine (zeitdiskrete) Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (p;;), wobei

%ij falls i # j
o= 4 , falls ¢; > 0
Pig {() , fallsi =3 &

Dij = (5,7‘, falls q; = 0

b) T1,Ts,... sind bedingt unter (Y;,) stochastisch unabhéngig mit

Tn ~ EXp(an71 )

Hier fehlt ein Bild.

Beispiel 8.3
Sei S =Npund Q = (Qij)i,jes mit
—(i+1)?, fallsj=i
gGj =< (i+1)? fallsj=1i+1
0, sonst.

Es gilt: ¥, = n fiir n € N bei Start in 0 und sup;cy, ¢; = Sup;ey, (i + 1)* = 0o, das heiRt dass
die Bedingung (Q3) nicht erfiillt ist.

Weiter ist T;, ~ exp(n?). Fiir die Gesamtlebensdauer T =Y > | T, gilt:

ET=SNET, =% - =" <o
T

Also liegen die Pfade nicht in D(S), da sie keinen linksseitigen Grenzwert in 7" haben.
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8. Der allgemeine Fall im Schnelldurchgang

Definition
Sei (X¢)t>0 eine Markov-Kette mit Standardiibergangsmatrizenfunktion { P(¢), t > 0}. Ein Maf
S — Ry heiflt invariantes Mafs, falls fir alle t > 0 gilt:

p=pP(t)
also fiir jedes j € S gilt:

(i) =Y w(@pi(t)

€S

Gilt > cq p(j) =1, so heilt pu stationdre Verteilung.

Satz 8.6
Sei X = (X¢)i>0 eine Markov-Kette mit Intensitdtsmatrix @, wobei (Q1) bis (Q3) erfiillt
seien. Dann ist © genau dann ein invariantes Mafy, wenn

pQ =0

gilt.

Beweis
Unter den Voraussetzungen gelten die Vorwiérts- und Riickwértsdifferentialgleichungssysteme:

P'(t) = P()Q P'(t) = QP(t)

Damit folgt

P(t)y=FE + /t P'(s)ds
0

:E+/O P(s)ds@ (%)
:E+Q/O P(s)ds (A)

Sei p ein invariantes Maf fir X, also V&t > 0: u = pP(t). Aus (x) folgt fiir ¢ > 0:

t
u—uP@—#whAuH@%Q—u+ﬁuQ

Damit gilt 0 = tu@Q und, wegen ¢t > 0, auch pu@Q = 0.
Falls u@ = 0 gilt, so folgt aus (A): Vt > 0: uP(t) = p. n

Definition
Sei X = (X¢)¢>0 eine Markov-Kette mit Zustandsraum S und i € S mit ¢; < oo.

a) i heifst rekurrent, falls i rekurrent fiir die eingebettete Kette (Y},) ist.
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II. Markov-Ketten in stetiger Zeit

b) i heifst positiv rekurrent, falls i rekurrent ist und
m; = F; [TZ] < 00
wobei Tj der erste Riickkehrzeitpunkt in den Zustand i ist.

c) X heifst irreduzibel, falls die eingebettete Kette (Y},) irreduzibel ist.

Satz 8.7
Sei X eine Markov-Kette mit Intensitdtsmatrix ), wobei (Q1) bis (Q3) erfiillt seien. Sind
alle Zustande rekurrent und ist die Markov-Kette irreduzibel, so gilt:

a) limy_,o0 pij(t) = ﬁ fiir alle 4, j € S, unabhéngig von i € S.

b) X besitzt genau dann eine stationédre Verteilung m = (;);cs, wenn es einen positiv
rekurrenten Zustand j gibt. In diesem Fall ist 7; = ﬁ > 0 fiir jedes j € S und alle
Zusténde sind positiv rekurrent.

Beweis
Nicht hier. Wird teilweise in der Ubung untersucht. n

Beispiel 8.4 (Geburts- und Todesprozesse in stetiger Zeit)
Sei X eine Markov-Kette mit S = Ny und Intensititsmatrix

—Xo Ao 0 .
| m —(p1 + A1) A 0o -
Q= 0 2 *(Mz + )\2) A 0

mit Ao, Aj, i > 0. Weiter sei sup;en(Ai + i) < 0.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der eingebetteten Kette (Y;,) sind

i iy = i
i + A’ BT N

Dii+l = ; po1 = 1.

Also ist X irreduzibel.
Wie sieht eine stationére Verteilung aus, falls sie existiert” Der Ansatz ist die Gleichung 7@ = 0:

0= —Xomo + p17m1
0 = Xomo — (p1 + A1)m1 + pamo

0= N — (Bit1Nit1)Tit1 + HipoTig2, ©2>1

Ao
- T = —7T0
M1
1 (p 4 A1) Aop1 Aot
Ty = —( o — ) = 0
K2 241 M1 12
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8. Der allgemeine Fall im Schnelldurchgang

Dies legt die Vermutung nahe, dass fiir i > 0

Do N
Tipl = ———17
M1 i

gilt, welche sich leicht durch Einsetzen bestétigen lasst.

m = (m;) kann zu einer stationédren Verteilung normiert werden, falls

ZM<OO_ (%)

P /~L1Nz+1

Nach Beispiel 3.3 ist (Y},) positiv rekurrent, falls

Kkt 1 EPY
ZH’iJr<oo — 2071<oo.
1 k—0 Pk+1,k im1 1 i1

Also ist nach Satz 8.7 X positiv rekurrent, falls (%) gilt, und 7 ist die Grenzverteilung.

Fals \; = A und p; = p ist, dann ist X eine M/M/1-Warteschlange mit stationédrer Verteilung
(falls p == % <1):m = (1—p)p fiir i € Ny.
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I[Il. Die Brownsche Bewegung

9. Definition und erste Eigenschaften

Es sei (9, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 77 C R, T' # () eine Zeitindexmenge. Wir
betrachten jetzt einen stochastischen Prozess X = (X¢)ter mit Zustandsraum R, das heift dass
(Xt)ter eine Familie von (F,B)-messbaren Zufallsvariablen ist.

X konnen wir betrachten als Abbildung

X: Q=R ={f: T >R}

Wir schreiben dabei statt (X (w))(¢) auch X;(w) oder X (¢,w).

Weiter sei m; : RT — R, f + f(t) die t-te Projektion. Eine o-Algebra BT auf R” ist gegeben
durch

B =o({m|teT}) =S

teT
U({f:T%R‘f(tl)EBl,...,f(tn)GBn, t; €T, BiE%,i:1,...,n})
=o{f:T—=R|(f(t1),...,f(tn)) € B, t; €T, i=1,...,n, B BR")})

X ist genau dann (F,B7)-messbar, wenn m; o X fiir alle t € T (F,B)-messbar ist (Siehe
Stochastik II, Ubungsaufgabe 21), also ist X (F,B7)-messbar.

Jede Menge A € BT besitzt folgende Struktur: Es gibt abzéhlbar viele Zeitpunkte tq,to,... € T
und ein B € B(R>), so dass

A={f:T—=R|(f(t), f(t2),...) € B}.

X induziert ein Wahrscheinlichkeitsmaf PX auf (RT,87).

Im Folgenden sei Ty := {t1,...,tn} mit t; <tg <--- < tn, t; € T, n € N. Die Abbildung
T Ty
T RT = RO, f (f(t),-- -, f(tn))

sei die Projektion auf die Tp-Koordinaten.

Die Verteilung von (X;,, ..., X;, ) ist dann ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R70, B870) und ergibt
sich als Bild von P¥ unter 7.

Die Gesamtheit dieser Verteilungen nennt man Familie der endlich-dimensionalen Verteilungen
des Prozesses (engl.: finite dimensional distribution, Fidis).
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III. Die Brownsche Bewegung

Definition
Ein Prozess, bei dem alle endlich-dimensionale Verteilungen Normalverteilungen sind, heifst
Gauss-Prozess.

Ist (X¢)ier ein Gauss-Prozess, so nennen wir die Abbildung
t— BEX;

die Erwartungswertfunktion und
(s,t) — Cov(Xs, Xy)

die Kovarianzfunktion zu X.

Bemerkung: Beim Gauss-Prozess definiert die Erwartungswertfunktion und die Kovarianz-
funktion bereits alle endlich-dimensionalen Verteilungen. Da fir Ty = {¢1,...,t,} und By, ..., B, €
B die Mengen

771_"01(-81 X X Bn) = {feBT ’ f(tl) € Blvaf(tn) € Bn}
ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von BT bilden, ist PX auf (RT,B7) durch die
endlich-dimensionalen Verteilungen bzw. durch die Erwartungswertfunktion und Kovarianzfunk-
tion festgelegt.
Im Folgenden wollen wir weiter voraussetzen, dass die Pfade von X stetig sind, also
X: Q=0T ={f:T —R| f stetig}
wobei T'= [0, 1] oder T' = [0, 00) ist.

Jetzt ist mp : C(T) — R und B(C(T)) == o({m | t € T}). Auch hier ist die Verteilung eines
Prozesses durch seine endlich-dimensionalen Verteilungen festgelegt.

Definition
Es sei (€, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 7' = R, oder T' = [0, R] mit R > 0, (F¢)ter eine
Filtration und (By)ier ein (Fi)ier -adaptiver Prozess, d.h. By ist (Fy, B)-messbar. Gilt

a) P(Bo = O) =1
b) P-fast-alle Pfade von (By)ier sind stetig.

c) Fiir alle s,t € T mit s < t ist By — By unabhéngig von F (d.h. B; — Bs unabhéngig von
14, A € Fs) und N(0,t — s)-verteilt,

so heifst (By, F¢)ier eine (eindimensionale) Brownsche Bewegung oder auch Wiener-Prozess.
Bemerkung: a) Falls F; = 0({Bs, s < t}), so spricht man von der Brownschen Bewegung.

b) Wir kénnen B auf einer Nullmenge abéndern zu B und B ist wieder eine Brownsche
Bewegung. Dies hat aber Auswirkungen auf die Filtration.

c¢) Eine Brownsche Bewegung hat unabhéngige Zuwéchse (folgt aus Teil ¢) der Definition).

d) 1827 beobachtet Brown die Bewegung von Pollen in einer Fliissigkeit. 1900 verwendet
Bachelier die Brownsche Bewegung zur Modellierung von Aktienkursen. 1905 beschrieb
Einstein die Molekiilbewegung mit der Brownschen Bewegung. 1927 baute Wieder das
mathematische Fundament der Brownschen Bewegung.
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9. Definition und erste Eigenschaften

Lemma 9.1
Die Brownsche Bewegung (By, Fi)ier ist ein (F;)-Martingal.

Beweis
Offenbar ist E|By| < co. Fiir s < ¢ gilt:

E[B; | Fs] = E[Bs + (Bt — Bs) | F4)
= Bs + E[B; — Bs | Fs]
:Bs+0 | |

Satz 9.2
Die Brownsche Bewegung (B )ier ist ein Gauss-Prozess mit Erwartungswertfunktion FB; =
0 und Kovarianzfunktion Cov(Bg, B;) = s At = min{s, t}.

Ist umgekehrt (X;)ier ein Gauss-Prozess mit FX; = 0 und Cov(Xs, X;) = s At und fast-
sicher stetigen Pfaden, so ist (X¢)ier eine Brownsche Bewegung.

Beweis
Ist (Bt)ter die Brownsche Bewegung, so gilt By = 0 und B; — By = B; ~ N(0,t), also ist
EB; =0 fiir alle t € T'. Da Zuwéchse unabhéangig sind folgt fiir s < ¢:
Cov(Bs, By) = EB;By — EB;EB;

— EBy(B, + (Bi — B)) 0

= EB? + EB,(B; — Bs)

=FEB240

= Var(B;)

=s

=sAt

AuRerdem ist fiir 0 < ¢y < --- < t,, der Vektor (By,, By, — By, ..., By, — By, ) ~ N (0,%) multi-
variat normalverteilt. Aus diesem Vektor erhalten wir durch Multiplikation mit einer geeigneten
Matrix den Vektor (By, ..., By, ), der demnach auch normalverteilt ist.

Sei jetzt (X¢)ier ein Gauss-Prozess mit stetigen Pfaden. Da Xy ~ N(0,0) ist Xy = 0. Also
bleibt ¢) zu zeigen mit der natiirlichen Filtration. Sei 0 < s3 < s9 <--- <5, <5<t Da X ein
Gauss-Prozess ist, gilt

(XS17X827 B 7X8n7 XS7Xt) ~ N(Oa )
Es gibt eine Matrix, die diesen Vektor in den Vektor

(X817X82 - —XS17 LI JXSn - X5n717—Xt - —XS) ~ N(07 2) (*)

transformiert. Man kann nachrechnen, dass ¥ Diagonalform hat, das heifst, dass X; — X von
(Xsp, Xy — Xs1,..., X5, — X5, ,) und damit auch von (Xj,,...,X,) unabhéngig ist. Da

49



III. Die Brownsche Bewegung

{Xs, € By,..., X5, € BybfirneN 0< s <+ <3, <sund By,...,B, € B ein
durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von Fg bilden (siehe Henze, Stochastik II, Seite 103),
ist Xy — X unabhéngig von Fs. In (x) kann man ablesen, dass X; — X; ~ N (0, — s). =

Satz 9.3
Ist (Bt)t>0 eine Brownsche Bewegung, so auch

a) (=Bt)i>0
b) ( at+t — )tZO mit festem a > 0.
)

¢ (cB 3 )t>0 mit festem ¢ # 0. In diesem Sinne ist die Brownsche Bewegung selbstihnlich.

d) (Bt)t>0 mit B, ==t - Bi fiir t > 0 und By == 0.
- t

Beweis
Wir beweisen nur Teil d):

Wir verwenden den Satz 9.2. Es seien t1,...,t, > 0. Dann ist
(B Loee , B i )
normalverteilt, und damit ist auch
(tl-Bﬁ,...,th%)
normalverteilt, da dies eine lineare Transformation ist. Also ist B ein Gauss-Prozess.
Weiter gilt fiir t > 0:
EB;=tEB1 =t-0=0

und EBy = E0 = 0. Sei s,¢ > 0. Es ist

Cov(Bs, B;) = Cov(s B, tB%)

und dies gilt auch fiir s = 0 und fiir t = 0.

Es bleibt zu zeigen, dass B P-fast-sicher stetige Pfade hat. Nach Voraussetzung gibt es eine
Menge A € F mit P(A) =1 und ¢t — By(w) fiir alle w € A stetig auf [0, 00). Fiir diese w € A
ist dann auch ¢ — B;(w) stetig auf (0, 00). Insbesondere gilt fiir w € A und m € N:

sup |By(w)| = sup | By(w)|
o<t<l q€Qn(0, L

Damit ist ¢ — By(w) in t = 0 stetig fiir alle w € F mit

F=U N OBl<

n=Lm=1geqn(o, 1]
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10. Existenz

Weiter gilt

o 0 S
P =tmp(U N (81<h)
m=1¢eQn(0, %]

. . ~ 1
= tm p( N OBl )
qEQﬂ(O ]
. . 1
= lim lim hm P( ﬂ{\Bq]| < E})

n—00 m—o00 K
j=1

=

= lim lim lim P(({|By] < %})
J

n—o00 m—oo K—o00 1

= P(F)

mit

F=OU N 1Bl<

n=1m=14¢eQn(0,]

Wegen A C F gilt P(F) = 1, damit P(F N A) = 1. Also sind P-fast-sicher alle Pfade von B
auch stetig in t = 0. [

10. Existenz

Die Existenz der Brownschen Bewegung wurde erst 1923 von Norbert Wiener bewiesen. Heute
gibt es drei Standardverfahren, diese zu beweisen. Wir wéahlen hier einen funktional-analytischen
Zugang.

Satz 10.1
Es gibt einen Wahrscheinlichkeitsraum (9, F, P), auf dem ein stochastischer Prozess
(Bt)o<t<1 definiert werden kann, mit den Eigenschaften

)

a) Bp(w) =0 fiir alle w € Q

b) t — Bi(w) ist stetig fiir alle w € Q
)

Fiir alle 0 < s <t <1 ist By — By unabhéngig von o({By, u < s}) und N(0,t — s)-
verteilt.

C
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III. Die Brownsche Bewegung

Xo(t

N[
)

~
N2

Beweis
Es sei L? = L*([0,1], B}, Ajo,1]) == {f : [0,1] = R | f messbar, fol f?(z)dz < 0o} beziehungs-

weise deren Aquivalenzklassen. Versehen mit

1
)= [ 1@ gla)da
ist L? ein Hilbertraum. Weiter sei fiir alle n € Ny
Sp={(n,k) |1 <k <2" k ungerade}

und S := ;2 S Definiere fiir (n, k) € S

go1 (t) =1
(n-1) )
gnk(t) =272 (1[(k_1)2—n7k2—n)(t) — 1[k2—n7(k+1)2—n) (t)) fiir n 75 0, 0 <t< 1.
Diese Funktionen bilden eine Orthonormalbasis (die Haar-Basis) von L%, das heifit ||gnx| = 1,

(Gnks gmi) = 0 fiir (n, k) # (m,l) und es gilt die sogenannte Parsevalsche Gleichung:

n=0 (n,k)€Sn
Es sei nun {Z, | (n, k) € S} eine Familie von unabhéngigen N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).
Wir definieren (X,,(t))o<t<1, n € No, durch
n
m=0 (m,k)ESm

wobei fiir alle t € [0, 1], (m, k) € S

S (t) = /0 Grote ()

die sogenannte Schauder-Funktionen sind. Diese (X, (t))o<¢<1 sind stetige stochastische Prozesse

auf (Q, F, P).

(n+1)

Es gilt 0 < for < 2772 . Wir behaupten, dass fiir P-fast-alle w € Q die (X, (¢, w))o<t<1 fiir
n — oo gleichméfig konvergiert. Dann wére die Grenzfunktion X automatisch stetig.
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10. Existenz

Fir Z ~ N(0,1) verwenden wir ohne Beweis die Abschitzung
21 a2
P(|Z]| > a) < \/76 7 fiir alle a > 0.
Ta

Sei || flloo = supg<i<1 |f(t)] fiir f € C[0,1]. Dann gilt fiir alle n € N:

P(HX — X 1”00 > CLn = Z fnk nk”oo > an)
(n k)eSy
+1)
= P( sup |Znuk ap)
(n,k)ESn
< > Pz an)
(n,k)eSn
(n+1)
=|Sul- P(|Zo1| > 22 an)
< on . ( + ) )
e [E Ly o
T an
mit a,, ‘= Vn2=—" wird daraus
\f O P
= 2 n-ze "

das heift dass mit A, = {|| Xy, — Xn-1lloo > (n2*")%} gilt

i P(A,) < >
n=1

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt dann

P(limsup A4,) =0
n—oo
T

Das heifst, fiir jedes w ¢ N gibt es einen Index ng = no(w) € N, sodass fiir alle m,n > ng gilt:

mvn
1Xn(@) = Xa@)lloo < D 1Xk(w) = Xp-1(@) oo
k=(mAn)+1
< Z Vk2=k — 0 fiir m,n — oo
k=(mAn)+1

Also ist (X, (w))nen eine Cauchy-Folge in (C10, 1], ||||oo) fiir w ¢ N. Dieser Raum ist vollstandig,
also existiert eine Grenzfunktion X (w), wobei wir X (w) = 0 fiir w € N setzen.

Der Prozess (Xt)o<t<1 hat P-fast-sicher stetige Pfade. Wir zeigen nun, dass dieser Prozess ein
Gauss-Prozess wie in Satz 9.2 ist:
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III. Die Brownsche Bewegung

Es gilt jetzt flir allen € N, 0 < s,t <1

und, wobei die gemischten Terme verschwinden, da die Z,,; unabhéngig sind,

EXn(t>Xn(3) - Z Z fnk(t)fnk(S)Eka2

m=0 (1m,k)ESm

m=0 (m,k)ESm
Offenbar ist f,x(s) = (1[0,s), gnk) und mit der Parsevalschen Gleichung folgt:

o0

(*) lim EXn(t)XTL(S) = Z Z <1[O,s]7gnk’><1[0,t}>gnk>

n—00
m=0 (m,k)ESm

- <1[0,s]7 1[0,t]>
SNt

Sei t1,...,t, € [0,1]. Es gilt
(Xn(t1), ..., Xn(tr)) = (X(t1),..., X (ty)) P-fs.

woraus die Konvergenz in Verteilung folgt und, dazu dquivalent, die Konvergenz der charakte-
ristischen Funktionen ¢, : R¥ — C, ¢,,(0) = E exp(i 21521 0, X, (t,)), also

k

Pn(0) T 0(0) = exp(i Y 0,X(t)).
v=1

Es gilt ¢, (0) = exp(—360"5,0) mit (5,);; = EX,(t;) X, (t;). Mit (x) folgt dann
nll_}H;O(En)ZJ =t ANt; = (E)i,j

also
L,
on(0) = @) = exp(—§9 Y0)

Daraus folgt, dass (Xy,, ..., Xy, ) normalverteilt ist mit EX; = 0 fiir alle ¢ € [0, 1] und Cov(X,, X;) =
s At fur alle s,t € [0, 1]. Mit Satz 9.2 folgt die Behauptung. m

Bemerkung: Auf (C[0,1],8(C[0,1])) definiert die Verteilung P® von (B;)o<;<1 ein Wahr-

scheinlichkeitsmaf, das sogenannte Wiener-Maf. Mit (2, F, P) = (C[0, 1], B(C[0, 1]), P?) und
B; = m; hat man ein explizites Modell fiir (By)o<¢<1, die sogenannte Kanonische Konstruktion.
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11. Pfadeigenschaften

Satz 11.1
Ist (Bt)t>0 eine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P), so gilt
flir P-fast-alle w € €2, dass

B = inf B = —00.
igg t(w) = oo, inf (W) 00

Beweis
Sei Z = sup;>( Bi. Nach Satz 9.3 c) gilt fiir alle ¢ > 0: Z 4 ¢c.ZDaZ>0 folgt P(Z €
{0,00}) = 1.

Nach Satz 9.3 b) ist (B4t — B1)i>0 wieder eine Brownsche Bewegung, das Supremum davon ist
also wieder P-f.s. 0 oder oo.

P(Z=0)<P(B; <0und B; <0 fiir alle t > 1)

P

P(B; <0 und sup(Bi4+¢+ — B1) < |Bi))
>0

P

(B1 <0 und sup(Bi4¢ — B1) =0)
>0

(B14¢ — Bi) ist unabhéngig von By, also gilt weiter

= P(B1 £0) - P(sup(B14t — B1) = 0)
£>0

Das heift, dass P(Z = 0) < £P(Z = 0), also muss P(Z = 0) = 0 und P(sup,>o B; = 00) = 1
gelten.

Die Aussage fiir das Infimum folgt dann aus Satz 9.3 a). n

Bemerkung: Fiir alle a € R ist {¢t > 0 | By = a} P-fast-sicher unbeschrankt, da stetige
Funktionen auf kompakten Intervallen beschrénkt sind. Insbesondere kehrt (By)i>o mit Wahr-
scheinlichkeit 1 unendlich oft nach 0 zuriick, und es gibt fiir P-fast-alle w € €0 eine Folge
(tn)nen = (tn(w))neny mit t, — oo und By, (w) = 0 fiir alle n € N. Mit der Zeitumkehr

B, =tB1, By = 0 folgt, dass fiir P-fast alle w € Q die Nullstellen des Pfades t — Bi(w) einen
t
Héufungspunkt in 0 haben.

Definition
Eine Funktion f : Ry — R heifft Lipschitz-stetig in € Ry wenn es ein 6 > 0 und ein K < oo
gibt mit

[f(z) = f(y)| < K|z —y|

fir alle y € [z — d,xz + 0] N R
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III. Die Brownsche Bewegung

Satz 11.2
P-fast-alle Pfade einer Brownschen Bewegung sind in keinem Punkt Lipschitz-stetig.

Beweis
Esseien0<a<b<oofestundK>0.FﬁrnENmita—%>Osei

2 2
A, ={weQ|3Ise(ab) Vte [S_E’S—i_ﬁ] :|Bi(w) — Bs(w)| < K|t — s|}

Fir jedes I = [s — %,34— %] gibt es ein £k € N mit %,%,%,% e I. Auf A, gilt fiir
j=k—1,kk+1

J j—1 j—1
B(=-)-B <|B B(s) — B(——
) -5 <1B() - B+ 1B - B

=!Ap;

<K.2+K.g

n n
4K
o
Also ist

(nb—&-l] AK
U {weQ| A, (w )<—furj—k 1k k+1}
kLnaJ

Die Zuwichse der Brownschen Bewegung sind unabhéngig, also folgt:

PSS (s ) (s = ) o )
k=|na

3
< b+ 11 P(An1 <=

Da /n(B(2) — B(2)) ~ N(0,1) folgt

ey <
4k
_ [ L2 8k
_\47/% V2 T V/2mn

und insgesamt P(A;,) — 0 fiir n — oo.

Sei ng(a) :=inf{n € N|a— 2 > 0}. Wegen A,, C A1 folgt fiir A := ;2
0.

A = A(k) héngt von k ab. N := |,y A(k) ist wieder eine Nullmenge, so dass Vw ¢ N gilt: zu
keinem s € (a,b) und keinem § > 0, 3k < co mit

Ay, dass P(A) =

n=ng

|Bt(w) — Bs(w)| < k|t — s| mit ¢t € [s — §, s+ J]
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11. Pfadeigenschaften

= Die Pfade, die in einem s € (a,b) lipschitzstetig sind, sind in einer P-Nullmenge.

N =N(a,b) = N = U N(a,b) ist wieder Nullmenge

a=1,b=k

— P-fa. Pfade sind in keinem s > 0 lipschitzstetig. Bleibt s = 0 (Ubung)

Bemerkung: Ist eine Funktion f: Ry — R in s € R differenzierbar, so existiert

1o F0) — 1(6)

t—s t—s

und f wére in s lipschitzstetig. Satz 11.2 impliziert also, dass P-f.a. Pfade der Brownschen
Bewegung in keinem Punkt differenzierbar sind.

Definition
Sei f: R, — R. Die Totalvariation V,”f von f auf [a,b] C R, ist

Vif= s;pz |F(t5) — ftj—1)],
j=1

wobei Z = {a =1ty <t; <--- <t, = b} eine Zerlegung von [a, b] ist.

Bemerkung: Funktionen mit endlicher Totalvariation sind fast iiberall differenzierbar. Also
haben die Pfade der Brownschen Bewegung P-f.s. unbeschriankte Totalvariation, d.h. auch kleine
Stiicke sind “unendlich lang”.

Definition
Sind die ZV X, X1, Xa,--- € L*(Q, F, P), so heifit die Folge (X, )nen im quadratischen Mittel
konvergent gegen X (X, L—2> X), falls gilt:

lim E(X, - X)>=0

n—oo

2
Bemerkung: X, Yoy — Xn ox.

Satz 11.3
Es sei (2,),2n = {0 = tpy < tny < --- <y, =t} eine Folge von Zerlegungen von [0, ]
mit Feinheitsgraden

0(2n) = max |tp, —tn, |

J=1L..,kn

so dass lim,, . (Z,) = 0. Dann gilt mit n — oo:
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III. Die Brownsche Bewegung

Beweis
Zu zeigen ist: E(Vz, —t)? — 0 fiir n — co. Es gilt:

(1) EVz, = Zﬁil(t”j —tn; ) =t

(2) E(B(tnj) - B(tnj—l)) = 3( n] 1)2
Insgesamt:
EVZ _ZE (tn;) = Bltn;_))* + 2 E(B(tn,) = B(tn;_,))* - E(B(tn,) — B(tn,_,))’
i<l
kn
=3 Z(tnj - tnj71)2 +2 Z(tnj - tnjq)(tm —tn,_,)
j=1 j<l
En 2
=D (tn, —tn,_) +22 ny —tn;_1)
j=1

_t2+22 n] n]1

— E(Vgz, —t)* = EV§ — 2t + 12

- 22 ny = tn; 1)

§25( Z,) -t — 0 fiirn — oo n
Bemerkung: Beachte, dass die Zerlegungsfolge Z,, nicht von w abhéngt. Gilt zusétzlich Z,, C
Zn11, so gilt sogar Vz, LS—> t. Dieser Grenzwert heiffit quadratische Variation des Prozesses.

Bemerkung: Eine stetige Funktion f auf einem kompakten Intervall [a, b mit VP f < oo, hat
stets quadratische Variation 0, da

> (f( f(tr-1))? < max |f(ty) = f(tr-1) Z|f tg) — f(te—1)|

1<k<n
k=1

Also VPB(,w) =00 Y0<a<b< oo

12. Die Brownsche Bewegung als Markov-Prozess

Definition
Ein stochastischer Kern (Ubergangswahrscheinlichkeit) P(z, A) von (R, ) nach (R,B) ist eine
Funktion, so dass

a) fir alle x € R ist A — P(x, A) ein Wahrscheinlichkeitsmaf und

b) fiir alle A € B ist  — P(x, A) messbar.
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12. Die Brownsche Bewegung als Markov-Prozess

Definition
Eine Familie (P;);>0 von stochastischen Kernen von (R, 8B) nach (R, B) heift Markov-Halbgruppe
oder Ubergangs-Halbgruppe, wenn fiir alle s,¢ > 0 und fiir alle A € B gilt:

s, A) = / Pi(y, A)Py(x, dy)

Bemerkung: Wir schreiben kurz: Psyy = Ps ® P,

Beispiel 12.1
Fiir t > 0 sei Py(x,-) = N(z,t) die Normalverteilung mit Erwartungswert x und Varianz ¢,
wobei N (z,0) := d,.

1
Pz, A) = / efi(y*x)Qdy
A V21t

ist messbar (Fubini) und es gilt

1 1 2 1 1 2
Py, A)Ps(z,dy) = 5G9~ =502 7)) d
/ Hy, A)Po(@,dy) /A </ Vi 27Tte 27r56 y) &

=fa(z—y) =f1(y)

- /A (/fQ(Z —y)- fl(y)dy>dz

= S+t(x7 A)

Definition

Es seien (92, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (F;)i>0, (X¢)i>0 ein dazu adap-
tierter reellwertiger Prozess, v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B) und (P;);>o eine Markov-
Halbgruppe. Gilt dann Xy ~ v und fiir alle 0 < s <t, A €8

P(X; € A| F,) = Pr_y(X,, A) (%)

so heiRt (X;, F;)i>0 ein (homogener) Markov-Prozess mit Ubergangshalbgruppe (P;)¢>0 und
Startverteilung v.

Bemerkung: a) In der Regel ist (F;)i>0 die natiirliche Filtration zu (X¢)¢>o.

b) Zum Nachweis von (x) geniigt zu zeigen, dass fir alle F' € F5, A € B

[ tendp = [ (Pex. i
F F

P(FN{X,€A})
da P,_s(Xs, A) als messbare Funktion von X Fs-messbar ist.

Besitzt Fs einen durchschnittsstabilen Erzeuger £, so geniigt es, die Gleichung fiir alle
F € & nachzupriifen.

Satz 12.1
Es sei (Bi)i>o die Brownsche Bewegung mit zugehériger natiirlicher Filtration (F:)¢>o.
Dann ist (By, Ft)t>0 ein Markov-Prozess mit Startverteilung dp und stochastischen Kernen

Pyx,) = N(x,t).
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III. Die Brownsche Bewegung

Beweis

Wir zeigen zunéchst eine Hilfsaussage: Seien 0 = tp < t; < --- < ¢, und g : R” — R eine
beschrankte (B, B)-messbare Funktion. Setze Y; = By, — By, , furi=1,...,n.Y7,...,Y, sind
unabhéngig und Y; ~ N(0,¢; — t;—1). Also gilt:

Eg(Bu,... Bi,) = EgV1, Y1+ Ya, ..., Vi + - + V) ()

/ / 9Ly +y2, .y Yn)

N0, tn, — tn-1)(dyn)N (0, tn—1 — tn—2)(dyn—1) - - - N(0, 1) (dy1)
/ / g(x1, . )N (Tp—1, tn — tn—1)(dzy) - -~ N(0,t1)(dz1)

Essel A€ B, 0<s <t Zuzeigen ist, dass P(B; € A | Fs) = N(Bs,t — s)(A), das heift
/F g dP = /F N (Byt — 5)(A)dP )

fiir alle F' € F;, beziehungsweise auf einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem von Fj.
Ein solcher ist

({Bu € A&} 0<ti <o <ty=s,A1..., A, €B.
k=1
x) =

La(@) - Tlizr (Lay (k) in (A):
E.g(BtlaaBt EgYiaY1+Yéa }/1+Y)

/Al / /N Tp,t — 8)(dx)N (2p_1,tn — tn_1)(dzy) -~ N(0,t1)(dx1)

= linke Seite von (J) mit obigen F

Setze g(x1,...,xn,

Setze jetzt g(x1,...,xn) = N(zn, t — 5)(A) [[1—q 14, (zr) in (A):

= /A /A N(:Un,t — S)(A)N(;En,l,tn —tp—1)(dzy) - - N(0,t1)(dz1)
= reclhte Sei:e von () mit obigen F
Da [, N(n,t — s)(dx) = N(zn,t — s)(A) ist (0) gezeigt. -
Bemerkung: Die Markov-Eigenschaft lasst sich schreiben als
P(Xopr € A| Fs) = Pi(Xs, A) (*)
fiir alle A € B, s,t > 0.

Definiere fiir f : R — R (oder — C), falls existent, fiir alle x € R:

(P @ = [ 1P, dy)
Also kann man schreiben:

P(X., A) = / La(y) (X, dy) = (PrLa)(X)
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12. Die Brownsche Bewegung als Markov-Prozess

fir f =14 kann man (*) schreiben als

Elf(Xowt) | Fo] = (Pof)(Xs) (&)

Mittels Algebraischer Induktion und der monotonen Konvergenz in bedingter Version kann man
daraus folgern, dass die Gleichung (A) fiir alle messbaren, beschriankten f: R — R gilt.

Umgekehrt stellt sich die Frage: Fiir welche Funktionenklasse muss die Gleichung (A) gelten,
um (*) zu folgern?

Fiir s = 0 und F, = {0, Q} folgt (*), wenn (A) fiir alle f : R — C der Form f(z) = €% § € R
gilt. (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen)

Dies gilt auch fiir bedingte charakteristische Funktionen, das heifst (*) ist erfiillt, wenn fiir alle
0 € R gilt:

E[eioXsJ,-t | F] = /eiHyPt(Xs,dy).

Damit kann man Satz 12.1 direkt zeigen:

E[eieBert |Fs] — E[eie(Bs+Bs+t—Bs) ’f]
— eiGBs . E[€i9B5+t_Bs]

; 2t
ez@Bs . 6_9 5

:/ezeypt(Bs,dy)

In Kapitel IT haben wir gesehen, dass die Ubergangsmatrizenfunktion (P(t));>o durch die In-
tensitdtsmatrix ¢ in bestimmten Fallen charakterisiert werden kann.

Insbesondere ist: ()5
. DPij(t) — 045
o= lim ———4—
dij tlw t

Unter bestimmten Voraussetzungen kann auch (P;);>0 bei allgemeinen Markov-Prozessen aus
dem sogenannten Generator

1
:=lim —(P; — P,
G :=lim (P — )
bestimmt werden. Wir betrachten hier die Brownsche Bewegung.

CZ(R) := {f : R — R | f ist zweimal stetig differenzierbar, f beschrinkt}

Satz 12.2
Es sei (P;);>0 die Ubergangshalbgruppe zur Brownschen Bewegung. Dann gilt:

1 1
Gf = 13$¥(Ptf —f) = §f” fiir alle f € CZ(R)
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III. Die Brownsche Bewegung

Beweis

Sei f € C2(R).

1 3 (y—=)2
- = [P - 1@y = )
Substitution mit z = ¥ \/c liefert
1 1.2
()= = [ JUa+ VD) = flaetas

Taylor-Entwicklung:
flo+2vt) = f(z) + 2Vif () + thf”(f) mit € € (z, 2 + 2Vt)

Daraus folgt:

1 - Lf,(x) —%22 1 L 1" _%22

Es gilt: f”(&) — f"(z) fiir t — 0. Da f” beschrankt ist, folgt mit majorisierter Konvergenz:

lim - (Ptf Hz) = ;f”(a:)/ L 2324,

13. Die starke Markov-Eigenschaft mit Anwendungen

Wir benétigen zunéchst folgende Hilfsiiberlegungen:
Ist 7 : Q — [0, 00| eine Stoppzeit, so ist

Fr={AecF|An{r <t} e F firallet > 0}

die o-Algebra der 7-Vergangenheit (vgl. Stochastik IT).

Lemma 13.1
a) Ist 7 eine Stoppzeit, so wird durch

oo
(0. ¢]

(@) = DTLT("JH Jfalls 7(w) <
e oo  falls 7(w) =

eine Folge (7,)nen von Stoppzeiten definiert, die fiir n — oo fast sicher gegen 7 kon-
vergiert.
Ist 7 beschréankt, so nimmt jedes 7, nur endlich viele Werte an.
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13. Die starke Markov-Eigenschaft mit Anwendungen

b) Ist X = (Xi)i>0 ein (F¢)r>0 adaptierter Prozess mit rechtsseitig stetigen Pfaden, so
ist fiir alle t > 0 die Abbildung

[0,] x 23 (s,w) — Xs(w) €R
B0, t] ® Fr-messbar.

c) Ist 7 eine endliche Stoppzeit und (X;);>0 ein adaptierter Prozess mit rechtsseitig ste-
tigen Pfaden, so ist
X — Rwr Xo)(w)

F-messbar.

Bemerkung: Einen stochastischen Prozess X mit der Messbarkeitseigenschaft aus Teil b.)
nennt man progressiv messbar.

Beweis
a) Es ist zu zeigen, dass 7, eine Stoppzeit ist:

{m <t} =<K71< € F; fur alle t > 0.

Die anderen Aussagen sind “klar”.

b) Wir zeigen zunéchst:
(S’w) = 1[u,’u)(8) ’ Xv(w)

ist B0, t] ® F-messbar fiir 0 < u < v < t. Denn: Sei A € B mit 0 ¢ A, dann ist

(L) Xo) H(A) = [u,v) x X;1(A)

——
eB[04]  FuCF

Analog: (s,w) +— 1;(s)X¢(w) ist messbar. Sei jetzt:

(k+ 1)t

n—1
XM (s,w) =Y 1, e () - X ( Jw) + 14(s) - X(w)
k=0 "

n

X () st eine Linearkombination von Abbildungen vom obigen Typ, also B[0,t] ® Fi-
messbar.

c) Es ist zu zeigen: Fiir alle A € B und ¢ > 0 ist
XM An{r<tie R

Wir betrachten die Abbildungen:

g:Q—10,t] x Q,g(w) = (1(w) ANt,w)
h:]0,t] x Q@ — R, h(s,w) = Xs(w)
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III. Die Brownsche Bewegung

mit der o-Algebra B[0,t] @ F; auf [0,t] x Q. g ist (F, B0, t] @ F;)-messbar, da fiir alle
A e Fy,s <t gilt:

{weQ|(t(w)At,w) e [0,s] x Ay =An{r < s} eF

———
€Fs

Die Messbarkeit von h folgt aus b.). Es gilt also:

h(g(w)) = h(1(w) A t,w) = Xr@ae(w) ist (F, B)-messbar

— X L(A) € F, fiir alle A € B

— XM A)n{r <ty =X L(An{r<t} e F -
——— N—_——
cFt eFt

Satz 13.2

Es sei (B, Fi)i>0 eine Brownsche Bewegung, 7 eine endliche Stoppzeit. Dann sind die
o-Algebra F; und der Prozess (B4t — B )>0 stochastisch unabhéngig und (B;4t — Br)t>0
hat dieselbe Verteilung wie (Bi)¢>0.

Beweis
Wir zeigen zunéchst: Fiir alle ¢t > 0 ist B4 — B, unabhéngig von F, und hat Verteilung A/ (0, t).
Angenommen, 7 nimmt nur abzédhlbar viele Werte an. Dann gilt fiir alle A € F., C' € B, dass

P(AN{B;i1— B, €C}) =Y P(AN{r =s}{Bryt— B- € C})
2 TR
=> P(An{r=s}) P(Byy; — B; € C)

s>0

= P(A) - N(0,8)(C).

N(0,t)(C)

Mit A = Q ergibt das:
P(B;4+ — B € C) = N(0,t)(C)
und fiir alle A € F; und C € B gilt

P(Aﬂ{B7—+t—BT S C}) :P(A)‘P(BT_H—BT S C)

Sei jetzt 7 eine beliebige (endliche) Stoppzeit und

2]
0=
Wegen F. C F,, folgt fiir alle A € F:

P(AN Byt — By, € C}) = P(A) - N(0,)(C)

Fiir die Unabhéngigkeit geniigt es, C = (—00,¢), ¢ € R, zu betrachten, da diese ein durch-
schnittsstabiles Erzeugendensystem von B bilden.
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13. Die starke Markov-Eigenschaft mit Anwendungen

Es bleibt zu zeigen:

lim [ 1o ) (Br,+t — Br,)dP = /A L(—coe)(Br4t — Br)dP (%)

n—oo A

Stetigkeit der Pfade impliziert B,, — B;, B, 4+t = Br4t mit n — oo und mit majorisierter
Konvergenz (1(_ ) < 1) folgt

lim L(—oo,e)(Bry+t — Bz, )dP = lim 1o ) (Br,+t — Br,)dP

Das Problem ist nun, dass die Indikatorfunktion nicht stetig ist. Jedoch ist B;, 1+—B;,, ~ N(0,t),
also ist Bryy — By ~ N(0,¢) und P(Br4+ — By = ¢) = 0, und damit gilt (). Damit ist die
Anfangsbehauptung gezeigt.

Seijetzt Ae Fr, 0=ty <t; < - <ty C1,...,Cp € B. Wende die bisher bewiesene Aussage
auf die Stoppzeiten 7 + t,,_1,7 + tn—2,...,7 + to an, so folgt:

PAN({B(r+t) = B(r + tr_1) € Ck}) = P(A) - [[ P(B(r +t) — B(r +ti_1) € Ci)
k=1 k=1

Da die Mengen
n
ﬂ 7' + tk B(T + tk—l) S Ck}

ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der von (Bry:— B;)>0 erzeugten o-Algebra bilden,
folgt die Unabhéngigkeit. Analog folgt die Verteilungsaussage. n

Bemerkung: (Brat)i>0 heiltt Pra-r-Prozess, (Bry+ — B;)t>0 heifst Post-T-Prozess.

Satz 13.3 (Das Spiegelungsprinzip)
Es sei (Bt)i>0 die Brownsche Bewegung, 7 eine endliche Stoppzeit. Dann ist auch der ab 7

gespiegelte Prozess (Bt)tzoi

Buw) =  2Brw@) = Buw), t27(w)
t : B (w), t < 7(w)

eine Brownsche Bewegung.
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III. Die Brownsche Bewegung

Ta 1 t

N~ +

Beweis
Es sei Xy := Brag, Y1 = Bryy — By, t > 0. Sei jetzt

¥ :[0,00) x C[0,00) x C[0, 00) — C[0, 00)

(a7f,g)F+ h
wobei
nit) = 1O falls ¢ < a
f(a) +g(t—a), sonst

Nun ist B = ¢(7, X,Y). Nach Satz 13.2 ist (7, X)) unabhéngig von Y und Y ist eine Brownsche
Bewegung, also ist (7, X') unabhéngig von —Y und —Y ist eine Brownsche Bewegung, das heift

(r,X,Y) £ (r,X,-Y)

i ~

also ist B =1(7, X,Y) (1, X,-Y) = B. u

Eine klassische Anwendung des Spiegelungsprinzips ist die Bestimmung der Verteilung von

M; = sup B;.
0<s<t

Dazu betrachten wir die Stoppzeit
Te = inf{t > 0| B, = a}

fiir ein @ € R (wobei wir inf ) = co setzen).

Satz 13.4
Es sei t > 0. Dann haben M;, M; — B; und | B;| dieselbe Verteilung.
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13. Die starke Markov-Eigenschaft mit Anwendungen

Beweis
Esseixz >0und y < z. Sei f : [0,f] = R so, dass f(0) =0, f(t) <y, maxo<s<t f(s) > x. Es sei

f(s)a §< Ty
g(s) =
2 — f(s), $>Tx
also ist g(0) = 0 und g(¢) > 2z — y. Dann ist

P(My > z,By <y)=P(B;, > 2z —y)

133 P(B; > 2x —y)

By _ 2x—y

:P<¢i2 NG )
e (7Y

fiir alle x > 0, y < x. Die gemeinsame Dichte von (M, By) ist

2

B0y
-5 (- (57" %)

2 — 2
:_¢,<x y) , fir x > 0,y < x, sonst 0

P(My > z,By <y)

Vi )1

22
wobei ¢(x) = e~ 2 . Dichtetransformation liefert:

5
3

fMt,Mt*Bt (x, y)

2, x+y>
=— - , x,y>0
t¢<\/7§ Y

= fm,(2) :/fMt,MtBt(xay)dy
)
2 (@l

Analog: far,— B, (y) = %qﬁ (%) , y > 0 und daraus folgt M, 4 M, — B,. Die Dichte von | By
kann man direkt bestimmen und man erhélt wieder denselben Ausdruck. n

Bemerkung: Satz 13.3 kann verwendet werden, um die Verteilung von bestimmten Eintritt-
szeiten der Brownschen Bewegung zu bestimmen:

{a<t}={My>a}, a>0
= P(r, <t) = P(M; > a) = P(|Bi| > a) = P(|B1| >

a

VG)’

fiir alle ¢ > 0.
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III. Die Brownsche Bewegung

Also gilt fiir die Dichte f;, von 74:

o) =2 ( [ 2¢<y)dy>

Es gilt: ET, = o0.
Wir betrachten jetzt Z(w) := {t > 0 | Bi(w) = 0} die Nullstellen der Pfade ¢ — B;(w) einer
Brownschen Bewegung.

Definition
Eine Menge A C R heifst perfekt, wenn sie mit der Menge ihrer Haufungspunkte iibereinstimmt.

Satz 13.5
Fiir P-fast alle w € Q ist Z(w) perfekt.

Beweis

Nach Voraussetzung existiert ein C' € F mit P(C) = 1 und t — By(w) ist stetig fiir alle w € C.
Da Z(w) = B~ 1(w)({0}) ist Z(w) abgeschlossen fiir alle w € C, da {0} abgeschlossen und
t — Bi(w) stetig ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir P-fast alle w € Q jedes ¢t € Z(w) Haufungspunkt von Z(w)
ist. Wir wissen bereits (Vergleich: Bemerkung nach Satz 11.1), dass ein Ay € F existiert, mit
P(Ap) =1 und fiir alle w € Ag ist tg = 0 Haufungspunkt von Z(w). Fiir ¢ > 0, € Q seien

Ty(w) :=1inf{t > ¢ | By(w) = 0}
Ay :={w € Q| 74(w) ist Haufungspunkt von Z(w) N (74(w), c0)}

Da 7, eine Stoppzeit ist, ist Bt = Br, 41— Br, = Br 4¢nachSatz 13.2 wieder eine Brownsche
~—
—0,P—f.s.
Bewegung. Daraus folgt: P(A4,) = 1.
Sei
A=Cn (] A
q€Q,
q=>0

Da P(A) = 1 geniigt es zu zeigen, dass Z(w) fiir alle w € A perfekt ist.

Annahme: Es existiert ein typ € Z(w), das fiir ein w € A kein Héufungspunkt von Z(w) ist.
Dann ist ¢p > 0 und es existiert € > 0 mit (tg — &,tp) N Z(w) = 0. Sei g € (to — €,t9) N Q. Da
to € Z(w) ist 74(w) = to. Daraus folgt, dass 74(w) = to kein Haufungspunkt von Z(w) N (¢, c0)
ist. Widerspruch!

Also gilt die Behauptung. n

Bemerkung: Man kann zeigen, dass Z(w) fiir P-fast alle w € Q eine Lebesgue-Nullmenge

ist (also insbesondere kein Intervall [a, b] enthélt). Weiter gilt, dass nichtleere perfekte Mengen
iiberabzahlbar sind.
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14. Das Invarianzprinzip von Donsker

14. Das Invarianzprinzip von Donsker

Eine Brownsche Bewegung kann durch eine geeignet skalierte Irrfahrt approximiert werden:
Sei &1, &2, . . . eine Folge von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen, mit E¢; = 0, Var(§;) =
0%,0<0? <00 (z.B. P(§=1) = P(§ = —1) = 3). Weiter sei

k
Sei=) & keN, S=0
j=1

und

Y, = SM + (t— Ltj)thJJrl fiir ¢t > 0.
Hier fehlt ein Bild, auf dem zu sehen ist, dass Y; das lineare Interpolationspolynom der Punkte
Sy, ist.

Wir skalieren jetzt (Y;) in der Zeit und im Zustandsraum

1

(n)
X = —
t J\/ﬁ

Ve, t>0

Bemerkung: Offenbar ist
1
mfkﬂ

unabhéngig von o (&1, ...,&) und es gilt ED,(cn) =0 und Var(D,(Cn)) = %, also ist (X(n))tzo der
Brownschen Bewegung nicht unahnlich.

D[(g") _ X(") o X(ﬁn) —

SR

Lemma 14.1
Seien (X,,), X und (Y},) Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum

mit Werten in einem metrischen Raum (S, p). Falls X, 4 X und p(Xn, Yn) L 0, dann
oilt v, & X.

Satz 14.2
Mit (Xt(n))tzo definiert wie oben und Zeitpunkten 0 < t; < --- < t; < oo gilt:

d

XM xS By, By), n— oo,

TEERE

wobei (B¢)e>0 die Brownsche Bewegung ist.

Beweis
Wir betrachten hier den Fall | = 2 (Rest analog) und zeigen (Xgn),an)) 4 (Bs, By) fur
0<s<t.
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III. Die Brownsche Bewegung

Es gilt:
(n) 1 1
P(lX; - m‘g[tn” >¢) < P(|m 1 &)1l > )
< QL — 0 firn —
e2n
Also folgt
n 1
P(I(XM, X™) = ——(S|sn)> Sien)) I > )

o/

< PX" = —=Sju) 2 > 2) + P(x{" -

Uxf

und damit geniigt es nach 14.1 zu zeigen, dass

1 d
Ui\/ﬁ(SLan ) SLth) — (BSa Bt)

Nach dem ,Continuous Mapping Theorem* geniigt es zu zeigen:

lsn] [tn]

U\f O > ) S (BB - By)

j=1 [sn]+1

Wir betrachten die charakteristische Funktion:

0 Lsn] . [tn]
vy
lim E(exp( E &+ E &)
neree f \/ﬁ [sn]+1

[sn]

lim E( exp ij

n—o0

& unabh.

Nach dem Zentralem Grenzwertsatz konnen wir verwenden, dass

i b
FZ@%ZI Z ~N(0,1).

Lsn]
Vs Z@ —>Ofurn—>oo

1
Ry )

folgt mit 14.1, dass

0 lsn]
hm E(exp( \f Z &)

_2§
073

1 9 €
U\/ﬁSLsn” >7)

2

Ltn]

oV 2 &)

Lan +1

und analog fiir den zweiten Grenzwert. Mit dem Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen

folgt die Behauptung.
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14. Das Invarianzprinzip von Donsker

Also konvergieren alle endlich-dimensionalen Verteilungen gegen die entsprechenden endlich-
dimensionalen Verteilungen der Brownschen Bewegung.

Schwache Konvergenz kann man aber noch allgemeiner auffassen:

Definition
(vergleiche Stochastik 2) Sei (S, p) ein metrischer Raum mit Borel-o-Algebra B(S). Seien

{P,}, P Wahrscheinlichkeitsmake auf (S, B(S)). {P,} konvergiert schwach gegen P (P, ~ P)
genau dann, wenn

lim f /f )dP(s

n—o0

fiir alle beschrankten, stetigen Funktionen f auf S gilt.

Auf dem gegeben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) fassen wir die Brownsche Bewegung B =
(Bt)t>0 als Abbildung B : @ — C[0,00) = {f : [0,00) — R | f stetig} auf. Auf C]0,00)
betrachten wir die Metrik

pF9) = Y g amiwe (1£(0) — ()| A 1)

n=1

Offenbar gilt: X % X impliziert (X( ") X(n)) 4, (Xty,..., Xy,), da fiir f: R — R,

f stetig und beschrinkt, auch f o mp, : C[O oo) — R, Ty = {t1,...,t;}, wieder stetig und
beschrankt ist und also gilt

lim [ f(X, . X)dP, = lim [ (f onp,)(X™)dP,

n—oo n—o0

:/(fo?TTo)(X)dP
:/f(th,...,th)dP.

Reicht jetzt die Konvergenz der Fidis aus, damit X % X = B?

Definition

(vergleiche Stochastik 2) Sei (.5, p) ein metrischer Raum mit Borel-o-Algebra B(S), { P,,n € N}
eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (S,%(5)). Diese Familie heifst straff, falls fiir
alle ¢ > 0 eine kompakte Menge K C S existiert, so dass fiir alle P € {P,,n € N} gilt dass
P(K)>1-e¢.

Beispiel 14.1
Sei (Xt(n))tzg definiert durch

nt, 0<t<
x"M={1-nt, L<t<l
0, t>1
Hier fehlt ein Bild von Xt(n)
eine Folge von (deterministischen) Prozessen in C[0,00) und X = 0. Offenbar gilt fiir alle
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III. Die Brownsche Bewegung

n—o0

0<t <<ty dass (X, x™) (X1, X) = (0,...,0).
Allerdings ist fir H : C[0,00) — R gegeben durch

H(f) = <max f(t )> A1 (stetig und beschénkt)

0<t<1

/H f)dpP, = = konverglert fiir n — oo nicht gegen /H(f)dP(f) =0

Also gilt P, < P nicht.

Satz 14.3
Sei {X(n),n € N} eine straffe Familie von stetigen Prozessen, so dass fiir alle 0 <#; <--- <

t; < oo die Folge ((Xt(ln), . ,Xt(ln)))n in Verteilung konvergiert. Sei P, das von X (") induzier-
te Wahrscheinlichkeitsmafs auf (C0, 00),B(C[0,00))). Dann existiert ein Wahrscheinlich-

keitsmaR P mit P, — P unter dem fiir die Projektionen X; : C[0,00) — R, X;(w) = w;

. n n d
gilt: (X, XP) S (X, X))

Beweis

Offenbar ist jede Teilfolge {X (™} von {X (™} straff. Nach dem Satz von Prohorov (Stochastik IT,
Satz 5.8 oder Karatzas/ Shrewe S. 67) hat jede straffe Folge eine schwach konvergente Teilfolge.
Seien {X (™} und {X (™} verschiedene Teilfolgen, die Make auf C’ [0,00) induzieren, die gegen
ein MaR P beziehungsweise @ konvergieren (d.h. P* % P, P" 2 Q).

Nach Voraussetzung gilt:

P(f € C[0,00)[(f(t1), .., f(t)) € A
=Q(f € C[0,00)|(f(t1), ..., f(tr)) € A)

fir alle A = (—oo0,z1] X - X (=00, 2], 0 > 1,2, € R,0 < t; < -+ < t; < co0. Wegen dem
Mafeindeutigkeitssatz folgt P = Q.

Annahme: Es existiert eine Folge {P"} von {X(} induzierten Mafen, die nicht schwach ge-
gen P konvergieren Dann existiert eine beschriankte stetige Funktion h : C[0,00) — R mit
Jh(f)P, - [h(f)P(df),n — .

Sei jetzt {P"} eine Tellfolge so dass lim,, o [ A(f P”(df) existiert, aber unglelch [ h(f)P(df)
ist. Fiir jede Teilfolge {P"} von {P"} gilt lim, e [ h(f) FYP(df) # J h(f)P(df) und der Limes
existiert. Das ist ein Widerspruch zu obiger Uberlegung. n

Wie kann man jetzt Straffheit fir S = C[0,00) charakterisieren? Dazu sei fiir f € C]0,00)
T > 0,0 > 0 das “Stetigkeitsmodul” definiert als

m'(f,0):=  max  [f(s) = f(t)
|s —t| <o

0<s,t<T

Fiir m”(f, ) gilt jetzt:
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14. Das Invarianzprinzip von Donsker

Lemma 14.4
Das Stetigkeitsmodul m” (f, ) besitzt folgende Eigenschaften:

a) f i mT(f,0) ist stetig beziiglich der Metrik p
b) & = mT(f,6) 1
¢) lims_,omT(f,8) = 0 fiir alle f € C[0, 00).

ohne Beweis.
Wir benétigen folgenden Satz:

Satz 14.5
Sei A C C[0,00). Der Abschluss A ist kompakt, genau dann wenn

sup [f(0)] < oo
feA

und

lim sup m” (f,8) =0
410 feg (£:9)

fir alle T > 0.

ohne Beweis (Karatzas/Shrewe S. 62)
Die Charakterisierung der Straffheit auf C[0, 00) ist jetzt wie folgt:

Satz 14.6
Eine Folge { P, }neny von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (C[0, c0), B(C[0, 00))) ist straff, ge-
nau dann wenn

) Tt 0 Supers Pal{f : [£(0)] > a}) =0
b) limgyo sup,en Po({f : mT(f,8) > €}) =0 fiir alle T > 0, > 0.

Beweis
Sei zunéchst {P,}nen straff. Nach Definition existiert zu jedem 1 > 0 ein kompaktes K mit
P,(K)>1—n fiir alle n € N.

— M3y f e K ist |£(0)] < a fir grofes a € R
—> a.) ist erfiillt .

73



III. Die Brownsche Bewegung

Weiter gilt nach Satz 14.5 fiir T und ¢ > 0:
Es existiert §p > 0 mit
Ve K,0<6 <6 :ml(f,d)<e

= b.) ist erfiillt.
Umgekehrt gilt jetzt a.) und b.). Fiir 7' € N und 7 > 0 wihlen wir a > 0 so, dass

n
ilégpn({f: IF0)[ > a}) = 57y
Wahle 6, > 0,k =1,2,... so, dass
sup Po({f : m” (F.65) > 1) < ooy
neg n\L Ok) = 20) = 9Tk

Definiere Ay :={f : |f(0)] < a,mT(f,8) < . k=1,2,...},

A= ﬁ AT
T=1

Die Mengen A, A sind abgeschlossen (vergleiche Lemma 14.4 a.) ). Es gilt

o0

Ui Ui

Po(Ar) = 1= Py(A§) 2 1= s =1— o
k=0

fiir alle n € N. Daraus folgt P,,(A7) < gF fiir alle n € N.

é (13
7

A= ﬁ AT
T=1

ist abgeschlossen und fiir alle n € N gilt

¢ n
P, (A%) < oT"
Daraus folgt, dass fiir alle n € N gilt:
Pp(A) = P m Ar)
T=1
=1- P 49)
T=1
>1- ) P(A7)
T=1
o~
>1-) oF
T=1

Nach Satz 14.5 ist A kompakt, womit die Behauptung gezeigt ist.
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14. Das Invarianzprinzip von Donsker

Satz 14.7 (Invarianzprinzip von Donsker (1951))
Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {{x}ren eine Folge von unabhingig und
identisch verteilten Zufallsvariablen mit E¢;, = 0 und 0 < Var(¢;) = 02 < oo.

Definiere X = (Xt(n))tzo wie zu Beginn des Abschnitts, also

wobei
Y= S + (= [t)E)1)+1

fir ¢ > 0 und S = Z§:1 & und P, sei das auf (C[0,00),B(C0,00)) induzierte Wahr-
scheinlichkeitsmaf.

Dann gilt P, — P, wobei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, so dass W := m; : C[0, 00) —
R, f — fi, die Brownsche Bewegung ist.

Beweis
Nach Satz 14.2, Satz 14.3 reicht es zu zeigen, dass { P, },en straff ist. Dazu verwenden wir Satz
14.6.

Da Xén) = 0 fast sicher fiir alle n € N gilt, ist (1) klar. Es bleibt zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0
und T > 0 gilt:

lim sup P(max{| X (™ — Xt(n)| s =t <6,0<s5,t<T}>e)=0
§_>O’I"L€N

beziehungsweise

lim lim sup P (max{|X{" — Xt(n)\ s —t]|<6,0<s5,t<T}>e)=0

6—0 n—oo

da fiir festes n € N gilt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir 6 — oo gegen null geht.
Es gilt jetzt:
P(max{| X — X"|||s—t| <35,0< s,t <T} > ¢)
= P(max{|Ys —Yi| | |s —t| <nd, 0 < s,t <nT} >eo\/n)
und

max{|Y; —Yi| | |[s —t| <nd, 0 < s,t <nT}
<max{|Ys; — Y| |[s—t| < [nd] +1,0<s,t < [nT]+1}
<max{|Sj1r — Sk [1<j < [nd] +1,0< k< [nT'] +1}

Wir zeigen jetzt

%im lim sup P(max{|Sj1r — Skl |1 <j < [nd|+ 1,0 <k < [nT]+1} > eoy/n) =0.
H

0 n—oo
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III. Die Brownsche Bewegung

Etwa eine Seite an in der Vorlesung ausgelassener Rechnungen zeigt, dass:

Plmax{|Sjpx — Sil | 1<j < [n8] +1,0 <k < [nT] + 1} > cov/n) <

T
2—P Si| > =
) (1<]<Ln5J+1 1551 > ggf)

::A

Es bleibt zu zeigen:

1
lim lim sup —P(A) = 0.

0—0 n—ooo 1)

Nach einer weiteren halben Seite Rechnung weiff man, dass

P(lgj?ﬁ’ém |Sj| > eav/n) < 2P(|S|u5141] = ov/nle — vV26))

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

1

d
UMSJ +1S\_n5J+l - ZNN(Oal)

also mit Lemma 14.1:

Sei A > 0 und {pg}ren, ¢k : R — R stetig und beschréankt mit ¢, — ¢ und punktweise fallend
und

So(x) = 1(700,7)\}U[/\,oo) (1‘)

Fiir alle k£ € N gilt nun

li P(|S > \oVnd) < lim B S
im sup (1S|nsj 41| = Aovnd) < lim By (—= \/—5 néJ+1) =

Mit k& — oo gilt dann

Epr(2).

lim sup P(|S|ns)41] > Aovnd) < Ep(Z) = P(|Z] > \)

n—oo
E|ZP
<

e—V/28
Vs

Setzen wir A == , so folgt:

Ve

lim su PSn >0 e—V20) < ————E|Z]?
n—)oop (| § 6J+1| f( )) (E _ \/%)3 ’ ‘
Mit 0 — 0 folgt dann die Behauptung. n
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