Grundlagen

o-Algebren
2 ist o-Algebra, gdw.:
QeA A e A, UZ A e

Fx(z)=1—e

EX = g, Var(X) = {5
Gedichtnislosigkeit: P(X > t|X >
) =P(X>t—s)(0<s<t)

Mengengrenzwerte
unendlich viele:

limsup A,, = m U A,

k=1n=k
alle bis auf endlich v1c1c

liminf A,, = U m An

k=1n=k

‘Wahrscheinlichkeitsmafl
0<Pw)<1

ZwEQ P(w)=1

P30 Ai) =37 P(Ai)
P(A°)=1—-P(A)

AC B= P(A) < P(B)

Siebformel

Pl A =S (-n* !
k=1 k=1

'ZP(Ail N---NAig)
1<iq <ig-<ip<n
Also:
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
._ P(ANB)

P(A|B) := =55y

B; seien eine Partition:

P(A) =301, P(Bi)P(A|B:)
Satz v. Bayes:

P(A|By) P(By)
P(BrlA) = s Pratey P57

Diskrete Verteilungen

Gleichverteilung

P(X =) =px(x;) = 3 (i =
1. ) EX =130
Var X

i (Z (E 1931) )
Blnomlalverteﬂung

X ~ B(n,p)

px(k) = ()p*A —p)"*

Fx(z)= ) (:)pk(l -p)" "
k<x
EX = np, Var(X) = np(1 — p)

gx(s) =0 —-p+sp)"

neg. Binomialverteilung
X ~ NegB(n,p)

px (k)= (7-Dp"A—p)" "

Fx(@) =3 ()" a-n""
k<z

EX =2, Var(X) = n< ~p)

Hypergeometrische Vertellung
‘W’keit, bei m Versuchen ohne
Zuriicklegen von n s/w-Kugeln k
der r weiflen zu ziehen.

X ~ Hypergeom(n, r, m)

= D)

G
EX = rm

n

Var(X) = = (1 - £)(2=n

Geometrische Verteilung
W’keit beim k-ten Versuch den 1.
Treffer zu bekommen, p
Trefferw’keit. px (k) = (1 — p)*~1p
EX =1, Var(X) = 110%?

Poisson-Verteilung

X ~ Po()\) Approximation der
Binomialvert. mit A = np
px(k)=e 237 (k=0,..)

EX = Var(X) =

gx(s) = e X ~ Po(Mg),Y ~
PO()\l) = X+Y ~ PO(}\O + )\1)

Stetige Verteilungen

Gleichverteilung
X ~U(a,b)
a<xz<b

1
fX (I) — { b—a’
0, sonst

Fx(z) = z:g auf (a,b)
EX = 2 Var(X) = (b —a)’

Exponentialverteilung
X ~ Exp(A), A > 0

Ae” M x>0
fx(x)—{$ z <0

Normalverteilung
X ~ N(p,0?)

1 (z — p)?
fx(z) = ﬁcxp (—T/;L)
EX = p, Var(X) = o2

x 1 y2
@(m)f/ioomexp( 2>dy
P(z) =1—P(—x)

P l(z)=—-d 11 —1)

EX = u, Var(X) = o2

Sei X ~ N(u,o?).

= Z:= X ~ N(0,1)

Standardnormalverteilung:
=0, o2 =1

Faltungsstabil:

X1+ Xz ~ N(p1 + p2,07 +03)

X ~ N(0,1):

2

x

ox(t) = [ cos(tz)—A=e™ 2 dx
; V2r
P () = —tox (8)
Gammaverteilung
X ~ G(a, A)

PN —1_—Ax
x(e) = I@ e 120

0, z <0

wobei I'(a) := [° t“"le~tdt
EX = &, Var(X) = :‘—2

X ~ G(a, A1),Y ~ G(a, A2) =
X-‘rYNG(O[,)\l +>\2)

fiir o« = 1 erhélt man die
Exponentialverteilung.

Formeln

Erwartungswert
(Existenz falls mit | - | noch < oo)
diskret: EX = 372 | xx Px (k)
Eg(X) = 3252, 9(@k) Px (k)
stetig: EX = [0 xfx (x)dx
Eg(X) = [%2, g9(z)fx (z)dx
E(aX +bY)=aEX +bEY
Falls X unkorreliert:
BT, Xo) =TT,
Erwartungsvektor:
X =(Xq,...
EX := (EX4,...,EX,)
Cauchy-Schwarze Ungleichung:
Var(X), Var(Y)ex.

(EXY)2 < EX?EY?

E(X;)

,Xn) ZV, EX2 < o0 :

gdw. bis auf eine Nullmenge:

Fxq,oxn (@1, xn) =TT fx, (%)
Sdtze:

X,Y unabh. = EXY = EXEY
X1,...,X, unabh

= Var(X1 + -+ X,) =

iy Var(X,)

Kovarianz
Cov(X,Y)=E(X-EX)(Y—-EY) =
EXY — EXEY

Cov(X, X) = Var(X)

Cov(aX + bY, Z)
=aCov(X,Z)+bCov(Y, Z)
= Cov(Z,aX +bY)

X,Y wunkorreliert: gdw.

Cov(X,Y)=0

X,Y unabh. = X,Y unkorr.

Kovarianzmatriz:

X =(X1,...,Xn) = Cov(X

(Cov(Xs, X;))ij=1,...,n

Korrelationskoeffizient: Ist

Var(X) - Var(Y') > 0 so gilt:

PX,Y) = —f B | <1
Var(X) Var(Y)
Erzeugende Fkt (diskret)
x :[-1,1] = R
9x(5) = TR opx(R)st = B
) o

gx(1) = 1,px (k) = 20

EX =g%(17), Var(X) =

g% (17) + g5 (17) — (g5 (17))?

X,Y unabh, diskret

= gx+v(s) = gx(s)gv (s)

)=

Konvergenzbegriff fiir ZV

P-fast sicher

X, f—é> X wenn:
P({w € Q| li_I>an(w) =X(w)}) =1

in Wahrs’keit, stochastisch
Xn £> X wenn, Ve > 0

in Verteilung

Xn 4 X wenn Vz mit Fx stetig:
lim Fx,, (z) = Fx (x)
n— oo

Implikationen

f.s. = in Wahrs’keit

in Wahrs’keit = in Verteilung

in Verteilung gegen eine Konstante
c € R = in Wahrs’keit

Grenzwertsitze

Varianz
Va,rgX) = Eg(X EX) )=

(EX)
Daher auch:
EX? = Var(X) + (EX)?

Var(aX + b) = a? Var(X)

Falls X; nicht unkorreliert:

Var(327_, Xi) = 327, Var(X;)+
2 Zl§i<j§n Cov(Xi, X;)

Falls X; unkorreliert:

Var(37L, Xi) = 320,

Standardabweichung:

o(X) := 4/ Var(X)

Var(X;)

Kolmogorov
(Starkes Gesetz der grofien Zahlen)
X; unabh. und identisch vert

E|Xi| <oo: 237 | X; s EX;

n
Zentraler Grenzwertsatz
X, wiwv., B|X1] < oo,
0< Var(Xl) < oo fur n — oo gilt:
i X BNy g
v/n - Var(X1)
also
» < T X; —nEX,

<z P(x
v/n-Var(Xy) >_> (@)

Urnenmodell

Mit Zuriickl., mit Reihenflg. (k
unterscheidbare Objekte mit
Mehrfachbel. auf n Ficher): n*
Mit Zuriickl.,
untersch. O., mit Mehrfachbel.) :
(’n{»l}z—l

Ohne Zuriickl.,
(untersch o,
(=0 k)'

Ohne Zuriickl., ohne Reihenflg.
(nicht untersch. O., ohne
Mehrfachbel.): (})

mit Reihenflg.
ohne Mehfachbel.):

ohne Reihenflg. (nicht

Tschebyscheff Unglelchung
P(|X — EX| >¢) < 4 Var(X)

Faltungsformel

(X,Y) abs stetige ZV, mit gem
Dichte fxy = Z := X + Y ist abs
stetige ZV mit Dichte:

fz(@) = [° fxy(t,z—t)dt
X,Y unabh = Faltungsformel:
fz(x) = [°2 fx(t)fy(x — t)dt

Unabhéngingkeit von ZV

Def.:
Fx,,.. xp(@1,...,2zn) = [ Fx, (z

i)

Zweiseitiger Grenzwertsatz
Gleiche Voraussetzungen wie oben:

< X;i—n-EX; >
P a<—
P(a)

n - Var(X1)
— ®(b) —

Charkteristische Funktion

X ZV,pox :R—C

ox(t) = B = Ecos(tX)JrzE sm(t)@

X diskret = px(t) = gx(e*
X abs stetig )
= ox(t) = [0, " fx (z)da

X0 =1lpx (I <1 VteR
a,b € R: )
Pax+b(t) = e®ox (at) px(t) ist
glm stetig auf R
X,Y unabh ZV
= px1y(t) = ox (t)ey (1)
E|X|™ < o0, n € N = pxn-mal db
und: apg?)(O) =i"EX"
X,Y ZV mit gleicher char Fkt, so
auch gleiche Verteilung.
(Xn) Folge von ZV mit Fx,, () und
©x, (t) so ist dquivalent:

X, % x
Px, (1) = (1)
stetig in 0

VteRund ¢

Parameterschitzung

Defnitionen
Stichprobenmittel: £ = £ S0 | x;
Stichprobenvarianz:

$*(@) = w3 Xina (@i — z>2
Maximum-Likelihood-Methode
Likelihood- Funktion:

Lo (0) = fo(x1) fo(zn)bzw.
L. (0) =po(z1) -+~ Po(wn)
Mazimum-Likelihood-Schdtzer
MLS: bei welchen 0 ist L, maximal.
Oft einfacher: In L, (0) maximieren.
(Ina-b=Ina+1Inb, InJ]=>1n)
Momentenmethode

Pro zu schitzenden Parameter ein
empirisches Moment mit dem der
Verteilung gleichsetzen. Also:
pe(8) = BgX* L3, := Lo ok
Eigenschaften

Erwartungstreu: EgT(X) =60

ET hat i.A. nix mit EX zu tun!
Bias: br(0) := EgT(X) — 0
Mittlerer Quadratischer Fehler:
MSE(T) := Eg(T(x) — 0)?
unbiasd: MSE(T) = Varg(T)
Fisher-Info.

I(0) := Eg ((& log Lx (0))?)
Ungleichung von Cramér-Rao

(14 25 b (6))2
Varg (T(X)) > —22- 11—

Konfidenzintervalle

Gesucht sind ZV L und U mit
L(z) < U(x) und
Po(L{x) <0< U@) =1—-a

Testtheorie

ImeP({w € Q|| Xn(w)—X(w)| > €}) = 00berpriifen, ob ein Parameter 0

n

einer Verteilung in ©g oder ©1
(@0 + 0 = @) ist.
FEinseitiger Test:

0:0 <0y vs. H : 0 > 0
Zwesseitiger Test:
H019:00 VS. H1 :0730[)

Test, Fehler und Giite
Sei z € x™ eine Stichprobe.
@ :x" — {1,0} heifit Test:
Mit ¢(x) = 1 lehnen wir Hy fiir z ab
Giitefkt: B gibt W’keit an, mit der
Hp wir ablehnen
B(0) = Pg(p(x) =1)
F. 1. Art: Test: ,H1“ aber Hy wahr.
F. 2. Art: Test: ,Hp“ aber Hy wahr.
Niveau: o= W’keit fiir Fehler 1. Art
< a. Also: B(0) < «
Man legt o fest. Also muss der
Fehler 1. Art der schlimmere sein
(z.B. unwirksames Medikament als
wirksam bedacht oder Ham als
Spam eingeordnet). Danach erst
minimiert man den Fehler 2. Art.
Eselsbriicke: Hypothese Hy = Ham.
Likelihood-Quotienten Test
Likelihood-Quotient:
supgco, Lz (0)

qa(z) == supee(—)? Lz (0)
Test der Form:

0 q(x)>co
o) =97 al@)=co

1 g(x) <co
Spezialfall: Neyman-Pearson-T.
1 Lz(01) > c*Lz(00)
vy L (91) ==cC L (90)
0 Lg(01) < c"Ly(60)

(z) =



Hilfreiche Rechenregeln
Diskrete
Si (a"0" Tt = (a4 )"
Integrale
Jfg=f-Gl-[f G

22
® Lezdr=1
— o0 27

(1 — a)-Konfidenzintervalle

Regenwurmaufgabe

Annahme: Linge d. Regenwurm auf
(0, 0) gleichverteilt. Maximallidnge
von n Wiirmern liegt vor. Gebe ein
(1 — a)-KonfInt fiir d 6 an. Ldsung:
Py(max{X1,...,X,} >z) =

1— Pyp(X1 <$)""~P9(Xn <$)=
1-(3)"=1-a=z=0"%Va.
Somit: max{Xy,...,X,} >
0%<:>9 S max{X%L/,é,,X”}
Konfidenzintervall:

[max{Xl, LX) M]

Scriptbeispiel 15.2

Schitzung der
Erfolgswahrscheinlichkeit,

X ~ B(m,0),© = [0, 1] Dann gilt:

_ 1 ]
L(z) = m+(z%)2

(za)? (za)? —1_ c—p ot
c+ -2 tza I(n;n—z) v 2 Be(p) =1—-9 (\/ﬁ o ) Es geniigt:
2 ﬂc(NO) <a
U(z) = *12 _
mry) Be(po) < o & 1-@ (ﬁi’LO) <a
(20)? (202 70
5 @(m—a) g
r+ —5 —zg o + —% =Z1—q
o> AaT0 | o

wobei x Treffer der Stichprobe,
zZa = ‘13‘_1(%).
2

7n

Test auf Mittelw, Var
unbekannt (sog.t-Test)
P,o2= N(Hv 02)7

w,o

Hypothesentest
Test auf Mittelw, Var bekannt
X =(X1,..,Xn), X4 ~ P, =

N(p, 0'(2)), op bekannt, p € © = R.
FEinseitiger Test

Ho:p<po vs Hy:p>po
mit po € R geg.
Sinnvoller Test:
0, z<c¢
plr) =19 1 T>c
E:% » 1 X;. ¢ € Rnun zu

bestimmen, sodass Testnivea «
eingehalten.
Betrachte y/n %

Py (\/EX —

g0

" §x> = ®(x)

GIRAFFeN -
4 KLASSENARBEITEN,

0=(u,0%)€O®=RxR;. 0% ist
hier nicht bekannt!
FEinseitiges Testproblem:

Ho :p < po vs Hi : pp > po fiir ein

festes puo € R
X =(Xq,...
zu Pu »2- Dann gilt:

X-— .
vn B~ t,_1, wir mussten also

S(X)

im Gegensatz zu oben o durch S(X)

ersetzen.
Folgender Test hilt a:

oy = {0 VIR Staa(l-a)
L v Zgf® > tho1(l - @)

Zweiseitiger Test:

UND BEVeR Die FelLGeleiTeTen
ERWARTNESHALTONGEN  OReRHAND
NeHMeN : DAS epcle ScHul AR
WERZEN WIR vNS MT 3eM “Rellen
WoN SeHNEEKWGELN BescHAFTiGEN
ERST 1M ZWETeN schul R
WIOMEN WIR VNS DER'
KARGTIEN - NASE.

_a
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, Xn) Zufallsstichprobe

Ho:p=po vs Hi:p#po
Der zugehorige Test ist:

0, ToMO | < g (1 — @
m):{ ValsE | St - 9)

L Vo |5 | >t (- §)
Test auf die Varianz
P, 2= N(u,o?),

0= (u,0%) €© =R x Ry. wie
gehabt.

FEinseitiger Test:
Ho:azgogvs.Hl:a‘2>O‘g

Es gilt:

P, 2 (

(n—1)5(X)?
2

< =F
7 S9=Fe @

Folgender Test tut es:
—1)S(x)?

0, % <x2_ ,(1-a)

1 (n—1)S(x)2

oo

)= >33, (1—a)

Zweiseitiger Test
Hop:0 =09 vs. Hy
Hier gewinnt:

2
0, =Sl 502 (%)
= —1)82(=
ple) = o, B=D5@ <42 (1-3)

1, sonst

10 # og
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