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12 UMPU Tests (,UMP unbiased*)

Nach Bemerkung 11.8(b) exisitiert im Allgemeinen kein zweiseitiger UMP-
Test zu einem Niveau a. Deshalb Einschrinkung auf unverfilschte Tests:

¢ € ®, heifit unverfilscht (unbiased) zum Niveau « fiir Hy : ¢ € ©¢ gegen
Hy: 9 € 0y, falls

(1) Eyp < a Vi € Ogy, Egp>a Ve O,
Im Folgenden liegen einparametrige Exponentialfamilien mit Dichte
() f(x,9) = c(¥) - exp(IT'(z)) - h(x), z € X
und natiirlichem Parameterbereich © vor.
Zu testen sei Hy : 9 = ¥y gegen Hip : 9 # 9.

Nach Lemma 6.12 ist die Giitefunktion 5(9) = Eyp(X) beliebig oft diffe-
renzierbar. Aus Forderung (1) folgt:

d
(2) Ey,0(X) = a, @EW(XM:% =0

Mit

#a) = ([ @)™ nutdn)y
= ¢0) [ o@e ™ h)utdn) + c0) [ ola)T (@) h(z)u(da)

= e [ T@e T hwutds) [ o) ha)uldo)
Byl (@)T (@)
= Bylp(e)T(2)] - BT (2) Egp()

Damit ist (2) dquivalent zu

(3) Egyp(x) = o, Egy[p(2)T ()] = aBy,T(x)
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12.1 Satz (UMPU-Tests in einparametrigen Exponentialfa-
milien)

Exponentialfamilie wie in (x). Weiter sei

1, T(z) <cfoder T(z) > c;
pi(x)=9q 7 T)=¢ (=12
0, f<T(x)<ch

wobei ¢}, 5,0 < 7,75 <1 so, dass ¢* (3) erfiillt. Dann:

a) Unter allen Niveau o Tests fiir Hp : ¢ = ¥y gegen H; : 9 # g die (3)
erfiillen ist ¢* gleichméfig bester Test.

b) ¢* ist UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy gegen H;.

Anmerkung;:

UMP-Tests sind eventuell auf einer Seite besser, versagen dafiir aber auf der
anderen Seite. Sie sind hier aber sowieso unzuléssig, da sie nicht unverfilscht
sind!

12.2 Bemerkungen

a) Aus (3) folgt
Eoy[p(X) - (aT(X) +b)] = a Egy [p(X)T(X)] +--b = aEy, [aT(X) +b]

~~

:aElgoT

d.h. Bedingung (3) und auch die Form des Tests ¢* dndern sich nicht
unter linear affinen Transformationen 7'(z) = a-T'(z)+b (a # 0). Also
ist - -
1, T(x)<é&f oder T(z) > ¢
¢ (x) =4 35 T(x)=¢c (i=1,2)
0, &<T(x)<dc;

mit By, 3* = a, By, [5*T] = a-Ey, T ebenfalls UMPU-Test zum Niveau
o fiir Hy gegen H;.

b) Sei Pgo symmetrisch beziiglich g, d.h.
PgO(T —tp < —t) = PﬂO(T —tg>t)VteR

Sei
1, |T(x)—to|>c*
() =9 7 |T(x)—to| =
0, |T(x)—to|<c*
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mit Py, (T(X) —to > ) +7" Py, (T(X) —to = ) = 5.

>0
= Py, (|IT(X) —to| > ¢*) + 7" Py, (|T(X) — to| = ¢*) = a, d.h.
Eyyo* = a ().
Weiter gilt: Ey,T'(X) = to, ¢* symmetrisch beziiglich ¢

= Ego [(p* . T] = Ego[(T — t()) . (p*] —l—toEﬁO(p* (*:) tora=a- EgOT

=0 S.u.

[Betrachte g(t) = (t — to) - ¢*(¢)
= Eyo[(T —to) - o*(T)] = [ g()P] (dt) = 0]

D.h. auch die zweite Bedingung in (3) ist erfiillt.

*

p* ist also UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy gegen H;.
Bestimmung von c*,~* also wie beim einseitigen UMP-Test zum Ni-
veau 5.

Bemerkung:
Form des Tests bleibt unveréindert unter streng monotonen Transfor-

mationen T(x) = h(|T(x) — to|).

12.3 Beispiel (Zweiseitiger Gauss-Test)

X1,...,X, w N (p,02), 0% > 0 bekannt.

Ho: p=po gegen Hi: p# po

Verteilung von X = (X7,...,X,,) ist einparametrige Exponentialfamilie mit
v = Uig, T(x) =0z, >y Xi ~ N(npo,nod) unter Ho.
Linear affine Transformation

\/nag 0o

liefert PEO = N(0,1), also symmetrisch beziiglich 0.
Verteilungsfunktion ist stetig

e[ VAR
07 \/ﬁ‘anT)M)’SZI_E

2

ist UMPU-Test fiir Hy gegen Hj.
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12.4 Beispiel

X =(X1,...,X), X; Y Bin(1,p), 0 < p < 1

Ho: p=po gegen Hi: p# po
Einparametrige Exponentialfamilie mit 1 = log 1%97 T(z) =1y,
>on X; ~ Bin(n,po) unter Hy.
Im Allgemeinen nicht symmetrisch! UMPU-Test:
I, Y xi<cioder Y a;>ch
=@ (x) =9 7 Lwi=d
0, <> xi<dch

mit (komplizierten) Bedingungen fiir ¢7, ¢3,77,75.
In der Praxis oft:

Konstruktion des Tests aus zwei einseitigen UMP-Tests zum Niveau g,
ist aber nicht UMPU.

Im Folgenden Exponentialfamilie mit
k
(4) (2,96 =c(9,€) - exp(-Ulx) + Y_&Ti(x)) - h(x)
i=1

(9,6) € © C R x R, © konvex, © # ().

Zu testen:
Hy: 9 <9y gegen Hy:9 >y

bzw. } )

Hy: 9 =199 gegen Hi: 9 # vy
€= (&,...,&) ist Storparameter, T'(x) = (T1(x),...,Tx(z))
Fiir festes t ist Dichte in (4) einparametrige Exponentialfamilie.

[Genauer: Man kann zeigen, dass die bedingte Verteilung Pg éT:t eine ein-

parametrige Exponentialfamilie mit Dichte
ci(9) - e”Vh(x)
(unabhéngig von &) ist.]

= (bedingte) UMP- bzw. UMPU-Tests fiir Hy bzw. Hy existieren.
Es ldsst sich zeigen, dass diese bedingten Tests auch fiir zufilliges T = T'(X)
optimal sind:
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12.5 Satz
12.5 Satz
a) Der Test 1, definiert durch
1, U>c¢t)
p1(z) = (1), U=c(t)
0, U<c(t)

wobei Ey,[¢1(U,T)|T = t] = a, ist UMPU—Tes zum Niveau o fiir
Hy gegen Hj.

b) Der Test g, definiert durc}@
1, U <ci(t) oder U > ca(t)

pa(2) =9 v U=calt)
0, ca(t)<U < eat)

wobel Ey,[p2(U,T)|T = t] = a,

!
Egolpa(U.T) - UIT = ] £ a- By, [UIT = 1]

ist UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy gegen H,.

Die Tests aus 12.5 konnen manchmal so transformiert werden, dass
c(t),y(t) beziehungsweise c1(t), c2(t),v;(t) nicht von t abhéngen.

12.6 Satz

Unter der Verteilungsannahme (4) sei V' = h(U,T') eine unter ¢ = 9 von T
unabhéngige reellwertige Statistik. Dann gilt:

a) Ist h(u,t) streng monoton wachsend in u bei festem t, so ist

wobei Eyg,¢1(V) = a, UMPU-Test zum Niveau « fir Hy gegen Hj.

29Kein Schreibfehler! Test ist kein UMP-Test sondern nur UMPU!

30hesser: v;(t)
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b) Gilt h(u,t) = a(t)u + b(t), a(t) > 0 so ist

1, v < ¢ oder v > ¢
{)52(1}) — 71" v :El
0, 51 <v < 52

wobei Ey,0a(V) = a, Ey,[p2(V)V] = aly,(V) UMPU-Test zum Ni-
veau « fiir Hy gegen H;.

Beweis:

a) Nach Korollar 11.11 bleibt die Form des Tests unter streng monotoner
Transformation unverdndert, man erhélt also einen Test der Form ¢
mit ¢ = ¢(t), ¥ = 7(¢). Nach Vorraussetzung ist V aber unabhéngig
von T unter ¥ = 9y, deshalb hingen ¢,7 nicht von t ab.

b) folgt analog mit Bemerkung 12.2(a)

Nachweis der Unabhéngigkeit von V und T?
Ubliche Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie, oder

12.7 Satz (Basu’s Theorem)

Sei p = {Py : ¥ € O}. Statistik T sei suffizient und vollsténdig fiir . Ist
V eine Statistik deren Verteilung nicht von 9 abhéngt, so sind V und T
stochastisch unabhéingig[ir]

Beispiel:

X1y, X, %}N(,u,ag), 02 > 0 bekannt, © = {p: p e R}, T =31, X;
suffizient und vollstindig fiir u.

(%) = 220 ((Xi = 1) (X — 1)) = 3271 (Y; — Yn)? wobei Y; ~ N (0, 05)
Verteilung von V unabhingig von u (V ~ 03x2_,).

27V und T sind unabhéngig.

31y | ancillary®
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Beweis:
Sei g beliebige beschrinkte Funktion, m = Eyg(V') (unabhénig von ¥ nach
Vorraussetzung).

B(T(2)) = Eglg(V) — m|T = T()
unabhéngig von ¥, da T suffizient. Wegen
Eyh(T) = Ey[Ey[g(V) — m|T]] = 0V € ©
und der Vollsténdigkeit von T folgt A(T) =0 Py — f.s., also
Eylg(V)|T] =m = Eyg(V) Py — f.s.

und somit die Unabhéngigkeit von V und T.

12.8 Korollar

Sei p Exponentialfamilie wie in (4), wobei (= d) fest gewéhlt ist. Hingt
die Verteilung einer Statistik V nicht von £ ab, so sind V und T unabhéngig.

Beweis:
Nach Beispiel 7.7 und 7.12 ist T vollstéandig und suffizient fiir .
12.7 = Behauptung.

12.9 Beispiel (1-Stichproben-t-Test)
X1, Xn CN(u,02), 9= (1,02) €0 =R x Reg, X = (X1,...,X,)

a) Ho:p < po gegen Hiy : > pig
2-parametrige Exponentialfamilie nach Beispiel 6.3, hat die Form in
@mit ¥ =24, {=—55, Ulw) =21 @, T(x) =31, 22
Ohne Einschrankung sei pg = 0, andernfalls betrachte man x; — g
anstelle der x;.
Hy, H; sind dann dquivalent zu Hp : 9 <0, Hy : 9 > 0.

Betrachte:
T 1
v = VnZn -4 h(u,t)
D S CTE S CR Ay
n—1
Oh(u

au’t) > 0 = h(u,t) streng monoton wachsend in u bei festem t.
(Beachte: ¢t > % >0.)
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Weiter gilt: Unter 9 = ¢ gilt V' ~ t,_1, also unabhéngig von &.
2% V und T sind stochastisch unabhéingig (unter ¥ = ).
12£>(a) Der UMPU-Test fiir Hy : p < pg gegen p > po zum Niveau o
ist
~ _ 1 ,\/ﬁa_cns;lto > tnfl;lfa
SOI(,U) B {0 7\/%3%;#0 < tn—l;l—a
b) Ho:p=po gegen Hy : pu# g

Ohne Einschrinkung pio = 0, dann Hy : 9 = 09 = 0, Hy : 0 # 9

u
h<u,t) - n [t—u?/n
n—1

-

nicht linear in u.

Betrachte

A YL D L.
0 = h(u,t) 7 \/27%2

Unter 9 = 0 gilt V ~ \/%, wobei Y; ~ N (0, 1)

= Verteilung von V ist unabhéngig von & und symmetrisch um 0.
Nach 12.6(b) existiert ein UMPU-Test p2(0), der wegen der Symmetrie
der Verteilung von V nach 12.2(b) einen Ablehnbereich der Form |3| >
¢ hat.

Nun gilt

n—1 v

n J1-n

bzw. |v| = g(|9]).

g(|9]) ist streng monoton wachsend auf [0, \/ﬁ)lﬂ so dass nach Bemer-
kung in 12.2(b) der UMPU-Test auch auf einem Ablehnbereich der
Form |v| > ¢ basieren kann. Somit ist

Pa(x

) _ { L, \/ﬁ‘ins;lml > tn—l;l—%

|Zn—p0]
? S - b _g
0 \/ﬁ < tn 1:1 -

UMPU-Test fiir Hy gegen H,.

32Erweitere ¢ mit % um dies zu erkennen!
33Beachte: ¥ € (—/n, v/n) (nachrechenbar)
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12.10 Bemerkung

Ahnliche Uberlegungen zeigen, dass auch der ein- bzw. zweiseitige
2-Stichproben-t-Test UMPU-Test ist.
(z.B. Lehmann/Romano, S. 157-161, 3. ed.)

12.11 Beispiel (Unabhéngigkeitstest unter NV-Annahme)

(X1,Y1),..., (Xn, Yy) uy Na(p, v, 02,72, 0), also Dicht
f(($1>y1)7 SRR (xnayn)a:uaya 0277—27 Q) = (27TUT V 1- Q2)7n'

expl— 55 (07 D@2 Yl )+ = L)) ()

Zu testen: I:IQ: X1,Y1 unabhéngig; Hy: X1,Y; nicht unabhéngig
Aquivalent: Hy: 0=0; H1: 0#0
Bzw. die einseitige Hypothese Hy : ¢ < 0 gegen Hy : o > 0.

(%) ist Exponentialfamilie wie in (4) mit

U= awnTi=) 2t Ta=) . Ts=) wi,Ta=) y

0
Y= ——"
or(1— 0%
1 1
51 __20_2(1_02>7 52__27_2<1_02)7
1 " vo 1 Vo u
g3}_1—@2(02 07’54_1—92(7'2 oT

a) Hyp:9 <0gegen Hy : 9 >0

Sei
i Xi - X)(Y; -Y)

IS

empirischer Korrelationskoeffizient nach Pearson.
Transformation X; — X"U_” Y — Yj:’ andert R nicht, deshalb hingt
die Verteilung von R nicht von pu, v, 02,72 ab, sondern nur von g.

Fiir ¥ = 0 ist die Verteilung von R also unabhéngig von &1, &2, &3, &4.

R

345 ist Korrelationskoeffizient (s. Stochastik 1)
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Korolar 12.8 = R ist unabhéngig von (771, ...,7y) unter 9 = 0.
12,6

=" UMPU-Test hat Ablehnbereich der Form R > ¢ oder dquivalent
R
w = >c
1—R?
n—2
R = U_T5Ts/n ist streng monoton wachsend in U

V(11 =13 /n)(T>—T3 /n)
= w ist streng monoton Wachsendﬁ in U]
Nach Aufgabe 36 gilt: w ~ t,,_o falls o = 0 (bzw. ¥ = 0).

Deshalb:
I, w=> th—21-a

Pr(w) = { 0, w<tp-21-a

UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy gegen Hj.

b) Test von Hy: 9 =0, H : 9 #0
R ist linear in U mit um 0 symmetrischer Verteilung fiir ¥ = 0
= UMPU-Test hat Ablehnbereich der Form |R| > é.
Die Funktion x — \/1%7 ist streng monoton wachsend fiir 0 < z < 1,
woraus wie in 12.9(b) folgt:

(w) = L fw|=ty21-2
72 - 07 |w‘ < tn—2,1—%

ist UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy : o = 0 gegen H, : o # 0.

35w ist streng monoton wachsend in R (Beachte: R € [~1,1] und w'(R) > 0 VR €

(=1,1))



