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1 Grundbegriffe, Motivation

Sei (€2, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum, (X, B) messbarer Raunﬂ (sogenann-
ter Stichprobenraum).
X : Q — X Zufallsvariable

P(B):=PX(B):=P(X'(B)), BeB
Verteilung von X (— Wahrscheinlichkeitsraum (X, B, P))
Statistischer Entscheidung liegt Datenmaterial (Beobachtung) =z € X zu-

grunde.
Grundannahme:

1) = X(w) fiir ein w € Q, d.h. x ist Realisierung von X

2) P ist (teilweise) unbekannt

Ziel: Aufgrund von x Aussagen iiber P machen!

Sei MY(X,B) := {P: P ist Wahrscheinlichkeitsmaf auf B}.

1.1 Definition

Eine Verteilungsannahme ist eine Teilmenge p ¢ M (X, B).
Das Tripel (X, B, p) heifit statistischer Raum (statistisches Modell).

1.2 Beispiel

(X,B) = (R",B")

@ = {P: 3 Wahrscheinlichkeitsma8l @ auf B! mit P=Q ®...® Q}
—_———
n Faktoren
Mit anderen Worten X = (X1,..., X,), X1, ..., X, stochastisch unabhéngig

mit gleicher Verteilung Q, X1,..., X, v Q.

!B steht hier fiir eine beliebige o-Algebra, die Borelsche o-Algebra wird mit B% be-
zeichnet, wobei d die Dimension angibt
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1.3 Beispiel
(%7 B) = (Rn78n)
o :={P: I(p,0%) €ER X Rsgmit P =N(p,0?)®@... 0 N(, 0%}

Also X1,..., X, NN (i, 02).
Ein-Stichproben-Normalverteilungs-Annahme

1.4 Beispiel

(:{’ B) — (]Rm—l-n7 Bm+n)

p:={P: 3Wmalle Q1,Q2: P=Q1®...0Q10Q2® ... Q2}

m Faktoren n Faktoren

Also X = (Xq,..., X, Y1,...,Y0), Xq,..., X\, Y1, ..., Y, unabhiingig,
le"'aXm ui’v QlyYh"'vYn ui’v QQ-

1.5 Beispiel

(X,B) wiein 1.4
p:=1{P: I(1,v,0%) € RXRxR=g: P =N(u,0%)®...0N (1,0*)@N (v,0%)®...0N (v,0%)}

Xi1,..., Xy, Y1,..., Y, unabhingig
Xi quV N(Ma 02)7 ij u'\l"v N(Va 02)
2 unabhéngige normalverteilte Stichproben mit gleicher Varianz

1.6 Definition
Eine Parametrisierung von o C M'(X,B) ist eine bijektive Abbildung
O39— Py e p.

Ist X eine Zufallsvariable mit Verteilung Py, so schreibt man auch

Ey(X)
Vary(X) falls X reellwertig
(%) Fy(t) := Py(X <t) = Py((—00,1])
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(xx) Py(B) = Py(X € B), B€ B
Schreibweisen (), (%) unterstellen
(Q,AP)=(%,B,P), X =idqg

leigentlich: Py(B) := P(X~1(B)) = P(X € B)]

1.7 Definition

Eine Verteilungsklasse p = {Py : ¢ € O} heifit ¥-parametrisch, wenn sie
sich ,,zwanglos® durch einen Parameterraum © C R* parametrisieren lisst.
Ist ¥ = (¥1,92) und interessiert nur 91, so heifit ©; Hauptparameter und 2
Nebenparameter oder Stérparameter.

1.8 Beispiele

a) In Beispiel 1.3:
2-parametrige Verteilungsannahme, wobei ¥ = (i, 0%), © = R x Rsg.

b) In Beispiel 1.5:
3-parametrig, ¥ = (u,v,02), © = R x R x Rs
Hier meistens: (u,v) Hauptparameter

Héufig interssiert von p der Wert eines reellwertigen Funktionals v: o — R
anstelle von P, z.B. (falls P Wahrscheinlichkeitsmaf auf B')

v(P) ::/R:EdP(:r:)

(Erwartungswert von X)

Falls p = {Py : 0¥ € O}, so schreibt man auch v(J) := v(Py), fasst also ~
als Abbildung v: © — R auf.

Problem:
,Enge“ Verteilungsannahme téduscht oft nicht vorhandene Genauigkeit vor.
o sollte das wahre P enthalten. (realistisch?)

Bei diskreten Zufallsvariablen ergibt sich o manchmal zwangsldufig; bei ste-
tigen Zufallsvariablen ist p hdufig nicht vorgezeichnet.
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1.9 Typische Fragestellungen der Statistik

a) Punktschitzung
Schiitze aufgrund von = € X den Wert v(9) € R moglichst ,,gut*.

b) Konfidenzbereiche
Konstruiere ,,méglichst kleinen“, von x abhingigen Bereich, der ~(¢)
mit ,, grofer Wahrscheinlichkeit* enthélt.

c) Testprobleme
Es sei © = Oy 4+ O eine Zerlegung von ©. Teste die Hypothese
Hy: ¢ € O gegen die Alternative Hy : 9 € O;.

1.10 Asymptotische Betrachtungen

Héufig liegt Folge (Xj)jen unabhéngiger Zufallsvariablen zugrunde (alle
auf nicht interessierenden Wahrscheinlichkeitsrdume (€2, A, P) definiert) mit
Werten in einem Messraum (X, Bp).

Hiufig: PXi = P Vj (identische Verteilung)

Unter der Verteilungsannahme P € oy C Ml(%o, By) nimmt dann die Folge
(X;)jen Werte im statistischen Raum

(X,B,9p) == (x32,%0, Q) B0, {Q P: P < po})
j=1 j=1

an. Also: X1, Xo,... unabhingig, Xo-wertig mit gleicher Verteilung P € g

1.11 Statistiken

Es seien (X, B) Stichprobenraum und (7, D) Messraum. Eine messbare Ab-
bildung T : X — T heifit Statistik (Stichprobenfunktion).
Hiufig: (T,D) = (R, BY).

Wichtigstes Beispiel:
X=R",T=R

1 n
T(x1,...,xy) = EZ%
i=1

Stichproben-Funktionen bewirken eine Datenkompression.

Statistische Entscheidungen wie Ablehnung von Hypothesen hidngen von
x € X im Allgemeinen durch den Wert T'(x) einer geeigneten Statistik ab.
Bei Tests: Statistik = Testgrofle = Priifgrofie
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Sind X1,...,X, 7 P, so nennt man X1, ..., X, eine Stichprobe vom Um-
fang n aus der Verteilung P.

Ist T(X1,...,X,) eine mit Xy,..., X,, operierende Statistik, so schreib man
auch T), := T, (X1,..., X)) =T (X1,..., Xpn).

Insbesondere bei bei asymptotischen Betrachtungen ist (7},),>1 dann eine
Folge von Statistiken.
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2 Klassische statistische Verfahren unter
Normalverteilungs-Annahme

2.1 X% t,, F, ~~Verteilung

a) Ni,...,N, < N(0,1)
Verteilung von Y := NZ + ...+ N2 heiBt Chi-Quadrat-Verteilung mit
s Freiheitsgraden (x2-Verteilung).
Y besitzt die Dichte

Dabei:

I'(t) :/ e "t ldx, t >0
0

(Gamma-Funktion)
[[(z+1) =2l(z) (z >0),[(n+1)=n! (n€N), [(3) =7
Es gilt:

EY =s, Var(Y) = 2s

b) Seien Ny, Ny, ..., Ny “C N(0,1).
Die Verteilung von
No

' \/Zj‘=1Nj2/5

heifit (studentsche) t-Verteilung mit s Freiheitsgraden (ts-Verteilung).

Dichte: " ,
R A G W T
E(Y) =0 (s > 2), Var(Y) = — (s > 3)
s=1 1 1 1 1
f(y) , yER

T Vavaltyr ()

c) Es seien R,S unabhiingig, R ~ x2, S ~ x2. Die Verteilung von

S =
-

Y =

w =
nn

2Cauchy-Verteilung
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heifit F(isher)-Verteilung mit r Z&hler- und s Nenner-Freiheitsgraden
(kurz: Y ~ F. ).

Dichte: -
L2)(5)2y2”
f(y): ”r 25 r r+q7y>0

L(HT(5)A+5y) 2

Es gilt:
25%(r + s — 2)
(Y) —5 5>2 Var(Y) r(s—2)2(s—4)’s>
2.2 Satz

¢) X, und &2 sind unabhiingig.
Beweis

a) klar

b),e) Sei Z; = X; —p, Z = (Z1,...,Zn)7T.
Es gilt: Z ~ N, (0,02 - I,,).
Sei H = (h;;) orthogonale n x n-Matrix mit hy; = ﬁ, 1<j<n.

Y =W,....Y,) =HZ

Y ~ Np(0,02HHT) = N(0,021,), dh. Yi,...,Y, & N(0,02).
Es gilt:

n n
Sy = Y=z =Y 2
j=1 j=1

1 « _
Ynﬁj;zj\/mxn—u)
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Mit Z, := + 77, Z; folgt:

n n n

MNX =X =D (2Z;—Zn)® = Y Z—nZ}
i=1 j=1 j=1
n
2 2
- Y v-v
j=1
n—1
2
- ¥y
j=1
n—1 2
Y.
2 Iy
- X (Y)
J=1
~N(0,1)
N —’
NX%—l

= b)

Wegen 7 (X — X,,)? = Funktion von Y7, ..., Y, 1 und X,, = Funk-
tion von Y,, sind 62 und X,, unabhiingig (Blockungslemma). B

2.3 Korollar

In der Situation von 2.2 sei]

n—1 P n—1
Dann gilt: -
Vn(Xn — p)
S ~tp—1
n
Beweis:
\ ﬁ(Xn—#)
Xo —p e
n =
Vi Sn 1 2
§~Z(Xi—Xn) /n—1

i

~Xpo1
Ziahler und Nenner sind unabhéingig und der Zéhler ist N'(0, 1)-verteilt.
.1b
2:1>) Behauptung

3Stichprobenvarianz
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2.4 Korollar

Sei 0 < a < 1 und sei tn—1,1-2 das (1 — §)-Quantil der tn,l—Verteilungﬁ
Dann gilt:

(X, —

Oder aquivalent:

P;U«»U'Q <Xn - itn—l,l—% <p< X, + ntn—171—‘;‘> =1—«

vn vn
Sprechweise:
(X — %%—1,1—% , X+ %tn_m_%] ist ein Konfidenzintervall (Vertrauens-

intervall) zur Konfidenzwahrscheinlichkeit (Vertrauenswahrscheinlichkeit)
1 — « fiir p. (Storparameter o2 tritt hier nicht auf!)

2.5 Ein-Stichproben-t-Test (1-SP-t-Test)

Seien X1,..., X, w N, %), 9 = (u,02), © := R x Ryy.
Zu testen sei Hy: pu = po gegen Hy : p # po (1o gegebener Wert).

Ho/H1 < @0/@1
B¢ := {0 = (1,0%) €O : = po}

O1:= {0 = (1,0%) €O : p# po}

Sei (z1,...,zy) =: = Realisierung von X,..., X,,.

n
_ 1
Ty = — E Xy
n -
=1

4 Abbildung 2.1
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(Zweiseitiger) 1-SP-t-Test zum Niveau o
Hj ablehnen, falls

T (z1,...,%n)| = th-11-2
Kein Widerspruch zu Hy, falls

|T(:E17 s 7xn)| < tn—l,l—%

Sei ¥ € O, also p = pp.
= T(Xl, .. ;Xn) ~tn—1

= P(’T(Xl, . ,Xn)‘ > tnfl,lf%) =a VIe€0

[Das bedeutet, wenn Hj gilt, ist die Wahrscheinlichkeit Hy trotzdem abzu-
lehnen a. (— Niveau)]

Bemerkungen:

1) Entsprechend einseitige Tes.tf]7 z.B. Hy: p > po gegen Hy @ p < po-
Hy ablehnen, falls |T(z1,...,24)| > th_1,d]

2) Sei

(2

o) = T] 6oy 0) = (5= ) ool gg Doy =
j=1 T j=1

Die Prifgrofie T'(z1,...,xy) des t-Tests ergibt sich aus einem allge-
meinen ,,Rezept®:
Bilde den (verallgemeinerten) Likelihood-Quotienten

supyee, (%, V)

Me) = supyeo f(z,9)

und lehne Hy : 9 € O fiir zu , kleine* Werte von A(z) ab.
Es gilt:
(n—1D)A@) ™" —1) = T?(x1,...,2)

(Blatt 2, Aufgabe 6)

Svgl. Stochstik T (— Wahl der Nullhypothese)
Setc.; Niveau o
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2.6 Satz

Seien X1,..., X, Y1,...,Y, unabhéingig.

X NN(M702) Vi, ij NN(Vaaz) Vj

_ 1 & _ 1
X = m;X Y, ::5219

Dann gilt:

= 0% o?

X ~ N(p,—), Yo ~N(v,—)

m n
> > 2 2 m+n o
Xm_Yn_(:UJ_V)NN<O77+7):N<O7 o)

m n mn
1 o . 5

X, Yy, und die letzten beiden Groflen sind stochastisch unabhingig!

Sei
82, (3 (X = %)+ S Va)?)
j=1

Dann gilt weiter:

(m +n— 2) ' 57271,n/02 ~ X?n—&—n—?

2.7 Korollar

In der Situation von 2.6 gilt:

e (X — Y, - (n—v))

m+n
Sm,n

~ ZL/m—i—n—2

Beweis:
Wie Korollar 2.3.
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2.8 Korollar

mn | Xm—Y, — (n—v
TR ( X n ) Stm+n—2,1—g> =1l-a«a

m+n Sm,n
D.h.
e Y, Sm,n
Ko = Yok =t 51 g
mn
m-+n

ist Konfidenzintervall fiir 4 — v zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — a.

2.9 (Zweiseitiger) 2-SP-t-Test

Situation von 2.6.
Hy: p=v(p—v=0),H: p#v(p—v#0)
Mit
0:={¥=(uv,0%): —c0 < p,v<oo,d’>0}
Qo :={(n,v,0*) €O : p=r}
O1:={(1,v,0°) €O : p#v}
gilt: Hy=v € Oy, H1=19 € 0.

Priifgrofe:

mn_ T — G

Tm,n(‘rlv- ey Tmy Y1, - - 7yn) =
m+n Smn

Testentscheidung:
Hj ablehnen, falls |1}, | > bmtn—2,1-2-
Kein Widerspruch zu Hy, falls |15, | < bntn—2,1-2-

Es gilt:
P(|Tm7n(X1, vy X, Y1, L ,Yn)’ > tm—i—n—?,l—%) =a Vi € O

D.h. Test hat Niveau «.
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2.10 F-Test fiir den Varianz-Quotienten

Situation wie in 2.6, aber Y; ~ N (v, 72) (72 # 0 méglich).

2 2
Zu testen: Hy: 0% =72 (% = 1) gegen Hy : o? # 72 (& # 1).
Priifgrole des F-Tests fiir Varianzquotienten ist

Unter H() gﬂt van ~ 'm—_1n—1-
Ablehnung von Hj erfolgt fiir grofie und kleine Werte von Q. »
[Meistﬂ Ablehnung fiir Q. > Frin-11-2, Qmn < Fm,lyn,L%]

7— Abbildung 2.2
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3 Schitzer und ihre Eigenschaften

Es seien (X,B,{Py : ¥ € O}) ein statistischer Raum, v : 0 — I' ein
Funktional, wobei I" D 7(©), Ar eine o-Algebra auf I.

3.1 Definition

Ein Schétzer fiir y(¢) ist eine messbare Abbildung S : (X,B8) — (I, Ar).
S(z) heift Schitzwert fiir y(¢) zur Beobachtung = € X.

3.2 Beispiel

(%78) = ({O> 1}n’g)({0’ 1}n))’ 0= (07 1)7 Py = ®;’L:1 Bin(lvﬁ)
V() =79

(relative Trefferhdufigkeit)
I'=[0,11=0, Ar =B'nJ0,1]
[Beachte: v(©) = © C I
Die Giite eines Schétzers wird iiber die Verteilung Pg ) Yon § (X) unter ¥
beurteilt. Fiir jedes 9 € © sollte Pg (@) »stark um () konzentriert* sein.

3.3 Definition (Sei I' C R*.)

a) S erwartungstreu (unbiased) fiir v(9) & EyS(X)=~(0) VY € O

b) bg(¥) = EyS(X) — v(9) heilit Verzerrung (bias) von S an der Stelle
0.

c) Ist S, = Sp(X1,...,Xn), n > 1 eine Schitzfolge, so heifit (S,,) asym-
ptotisch erwartungstreu fiir v(v) &

lim EySy = 1(9) ¥ € ©

Erwartungstreue: Vi € ©: Schwerpunkt von P{? X it ()
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3.4 Definition (Sei I' C R.)

S mediantreu fiir y(¢) < medy S(X) = () VI € ©.

Dabei:
Sei Y Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F.

Fl¢):=inf{z eR: F(z)>q}, 0<qg<1

—s Medianf]

Mediantreue: Vi € ©:

Py(S(X) <~(9)) = Py(S(X) =2 ~(9)) =

DO

(In jeweils 50% der Fille Unter- bzw. Uberschiitzung.)

Beispiele:

utv

a) Xi,...,X, reellwertig, Xi,..., X, ~ Py, u(¥) := Ey X1
(E19|X1| < OO)

X,, ist erwartungstreu fiir (1)
X ist erwartungstreu fiir u(19)

b) Wie a), EyX? < c0. 02(d9) := Vary(X1).

S2 ist erwartungstreu fiir o2(¥9).

8 Abbildung 3.1
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Beweis:
BpSE = By | S (0 = p9) — (X — p(9)))
=1
LS Bl = u0) -0 o (K — 0)?
=1 =Vary (X;) :Varlg()?n)=@
= ()~ ()
— o2W)

Ko~ N, °-) = medy X = p

= X,, ist mediantreu fiir v(?9).
3.5 Definition (Sei I' C R*.)
Schitzfolge S, = Sp(X1,...,X,), n > 1, heiit (schwach) konsistent fiir
v &
Py(||[Sn(X1,..., Xpn) —y(@)]| =) =0 Ve>0VIeO
V9 e0: S, 2 ~)

3.6 Bemerkung (Sei I' C R.)

(Sn) asymptotisch erwartungstreu fiir () und Vary S,, = 0(n — o0) =
(Sy) konsistent fiir v(1%).

[Beweis:]
Py(|Sn =7l >¢) < Py(|Sn— ESn| +|ES, — 7| > ¢)
< Py(|Sn— ESy| > 3 oder [ES, =] > 2)
< Py(ISn— ESul = 5) + Py(|ESy 7| 2 5)
) Var(S,) £
< P, n— 7y > =
< (%)2 + Py(|ESp, — 7| > 2)

= 0(n— o)
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(*): Tschebyscheff

Kurz:
P
|Sn — 7] < |Sn — EySn| + |EySn — 7| =0

%0 (1) %0 (2)
(1): Tschebyscheff, (2): asymptotisch erwartungstreu

Obiges Beispiel a):
X, konsistent fiir p(¢9), falls EyX? < oo nach 3.6.
Starkes Gesetz der groBen Zahlen (SGGZ):

X, Pﬁj's' EyX; (ohne weitere Voraussetzung) = X, Py Ey Xy

3.7 Bemerkung und Definition (Sei I' C R.)

MQAg(9) := Ep(S(X) —7(0))

heifit mittlere quadratische Abweichung von S an der Stelle 9.
Es gilt:

MQAg(9) = By(S(X) —EpS(X))*+(EgS(X) —7(9))* = Varg S(X) +b3(0)

3.8 Beispiel

Xi,..., X, w N(u,0?), i, 0% unbekannt

Schiitzer von o2:

J=1

Ziel: ¢ so withlen, dass MQA von &2 (c) minimal wird.
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Damit:

MQA;2 (¢ (9)

Dies fiihrt offensichtlich auf ¢ =

2(n — 1)c?o? + (co®(n — 1) — 02)?

1 2

ot(n?—1) |(c

)? +

T n+17 T (n—1)(n+1)2

min

_1
n+1"
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4 Schitzmethoden

a) Maximum-Likelihood-Schétzer (ML-Schétzer)

ML-Methode (R. A. Fisher) setzt dominierte Verteilungsklasse
o= {Py: 19 € ©} voraus. (0 C RF)
Im Folgenden: (X, B) = (R", B")

4.1 Grundannahmen

1) Jo-endliches Mafl p auf B mit:
VNeB: p(N)=0= Py(N)=0vJ €O

d.h. Py stetig bzgl. u V.
(= Py besitzt Dichte bzgl. u)

2) Im Folgenden stets

(i) w = A" (Borel-Lebesgue-Maf)
(— stetige Verteilung)

oder

(ii) p =ZahlmafB auf einer abzidhlbaren Menge A C R™.
(— diskrete Verteilung)

Im Falle (i) bezeichne f(x,d) = Cdl)\iﬁ(x) die Lebesgue—Dichtﬂ von X, also
Py(X € B) :/ f(z,0)d\"(x), BeB
B

Im Falle (ii) bezeichne f(x,9) = dif( ) die Zéhldichte von X, also

fl@,9)=Py(X =x), r€ A

(X €B)= > f(x,0)

r€BNA

9Beachte Schreibweise aus Stochastik II!
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4.2 Definition und Bemerkung

Fiir jedes x € R™ heifit die Abbildung

) © — [0,00)
L : { 9 o Lo(9) = f(z,9)

die Likelihood-Funktion zur Stichprobe x.

Jeder Wert () € ©, der Losung t von

Le(t) = sup Le(9)  (x)

ist, heifit (ein) ML-Schéatzwert fiir ¥ € ©

(i) Im Allgemeinen Existenz gesichert, falls © abgeschlossen ist.

(ii) Falls © nicht abgeschlossen, so hiufig J — f (x,9) auf © fortsetzbar.
Dann sieht man J(z) auch als Losung an, wenn sup in (x) im Punkt
J(x) € ©\O angenommen wird.

Eine messbare Funktion 9 : (R",B") — (0,0 N BF) heift ML-Schiitzer
fiir ¥, wenn fiir jedes x € X gilt: ¥(z) ist Losung von (%) im obigen Sin

4.3 Bemerkungen

(i) Oft ist Ly(-) = f(x,-) differenzierbar.
Dann liefert 6% f(z,9) = 0 € R* die lokalen Maximalstellen von L, im
Inneren ©° von O.

(i) Oft: X = (X1,...,Xn), X1,..., X0 & £1(£,9) [Dichte von X1 .]

Dann:

Fa,0) =[] Ale;,9), @ = (z1,...,20)
j=1

Log-Likelihood-Funktion

log L, (¥) = Z log fi(xz;,v)
=1

8%1 log L;(9) £ 0 — Maximalstellen von L, in @°

Osiche Punkt (ii)
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4.4 Satz (Invarianzprinzip fiir ML-Schétzer)

Sei g : R¥ — R! messbar und

My(v) := sup Ly(9)
U: g(9)=y

(sogenannte von g induzierte Likelihood-Funktion)

Ist § ML-Schitzer fir ¥ € ©, so ist 4 := g(9) der ML-Schitzer fiir v =

g(¥) € I':= g(0O), es gilt also M(§) > M(y) Vy e T.
(Plug-In-Methode)

BeweisE

Aus

und

folgt

4.5 Beispiel

D, CPIIND. ¢ %}N(ﬂ702)a U= (MaO—Q)
I(z) = (Xn,67)
= X, ist ML-Schiitzer fiir p

62 ist ML-Schitzer fiir o2
Gn = +1/02 ist ML-Schétzer fiir o

b) Minimum-Quadrat-Schétzer (MQ-Schétzer)

4.6 Situation

Seien X, ..., X, stochastisch unabhéingig.

Annahme:

EX; = p;(9), wobei ¥ € RP unbekannt, p; : RP — R (j = 1,...

bekannte Regressionsfunktionen.

Y In der 1. Zeile gilt eigentlich bereits Gleichheit.

0
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Fiir ¢ := X; — EX; gilt dann:
€1,...,En unabhingig, E(e;) =0Vj, X; = p;(0)+¢5 (j =1,...,n) bzw.

X =pu() +e¢
wobei
X1 pa(9) €1
X = : ) :U’(ﬁ) = y €= :
)(n /Ln(ﬂ) En

Schitzmethode von ¥ durch Methode der kleinsten Quadrate, d.h. durch
Minimierung der Fehlerquadratsumme

n

Q) =Y (X — 1j(9))* = |IX — n()|?

j=1

Sind p1, ..., iy stetig differenzierbar, so gilt mit

%/ﬂ(ﬁ) s %Ml(ﬁ)
M(9) := : :
6%91”"(19) e %Nn(ﬂ)
0
5@ =2 ML @) - (X — u(9))

Beweis:
Sei allgemein f,g: RP — RY.
Jacobi-Matrix

of ... Oh
ox1 oxp
Jp=1 : Do eRTP
Ofq .. Ofq
o1 oxp

= Ji,= Jf g+dg-f (%)
—— ~— ~—
cRp cRPXq eRP
——
ERP

[Beachte: f,g vektorwertig!]
Hier speziell: f(9) = g(¥) = X — u(9)
= Q) = f1(9)- f(¥)

= Jp=—M®) = J,
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D D) 0] = M) - M)
= —2MTW)(X — u®))

Die Losungen Y von
9) = min Q(¥
Q(V) = min Q(v)
(sogenannte MQ-Schiitzer) befinden sich also unter den Losungen 9 der so-
genannten Normalengleichung

MT(9) - p(9) = MT(9) - X
4.7 Beispiel (Einfach lineare Regression)
Y = (190, 191) eR

wi(¥) =do+t; (i =1,...,n)

t; bekannt, nicht alle gleich.

1 0,91
Tion (1 1
M*(9) = <t1 '
Normalengleichung:
Vo + V1t 1
1 ... 1 ) (1 1 )
tio... 1y : T\t oty :
Yo + ity Tn

n n
& nidg +191Zti = Z{L‘Z
=1 i=1
n n n
ﬁozti +1912t? = Ztixi
=1 =1 =1

Mit £ = 13" t;, =237 a; folgt

’150 =T — 19}17
N Z?:l tixz; — ntx

S S N
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Weger@
Zalbl — nab = Z(al — (_]J)(bl — l_)) = Z(CLZ — (_I)bz

folgt

und somit

E() = Zz(tzl—ﬂz Z(ti — 1) (o + V1t;) = 01

Falls Var(X;) = o2 Vi, so gilt:

1 o2

Varln) = (=g 20~ " = s G

[Var(ﬁl) = MQA, da erwartungstreu; t; so wihlen, dass Var(@l) klein wird,
also moglichst weit auseinander.]
Weiter gilt
. . 1 — _ _ _
E(ﬂo) =FX — tE(ﬁl) = E 2(190 + ﬂlti) — % = Vg + ht — Nt =9
i=1

Bemerkungen:

(i) Falls Var(X;) = o2 Vi (Cov(X;,X;) = 0 Vi # j wegen Unabhéingig-
kei, so gilt mit ¢2 =1 37 | ¢

- o212
Var(dy) = —=———
) =@ =
(i) Falls X; ~ N (u,0?) Vi, so ist der MQ-Schétzer auch ML-Schétzer

fir 9

122(@»; — C_I,)l_) = I_JZ(G,Z — d) =0

3Voraussetzung!
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¢) Momentenmethode

4.8 Definition

Es seien X4,..., X, w X, X reellwertig, PX € {Py: 9 € ©}, © C R*
v =(91,...,0%)

Annahme

(i) E|X* <o
(ii) Es gibt Funktionen gi,...,gx : R¥ — R mit

91 = q(EX,...,EX")

Sei X}, =13" XL(1=1,...,k)
Dann ist der Momentenschétzer fiir 9
gu(XL, ... Xk
Y=
gk(X}l, e ,Xﬁ)

Beispiel:
X; "W N(u,0%), p=EX, 0> = EX? — (EX)?
= fin = X}, 00 = X2 — (X})? = 2 2L (Xi — X)?

Probleme:

g1, .-, gk nicht explizit gegeben.
Ausreifleranfilligkeit.
Momentenschéter sind nicht ,,robust*.

Beachte
Momentenschétzer sind konsistent, falls gy, ..., gr stetig sind an der Stelle
(EX,...,EXF).
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4.9 Beispiel (Gamma-Verteilung)

utv

X1,..., X, ~ I'(a, ), Dichte

Bama—le—ﬂx

U= (a,8) € ©=Rso xR
X~ f(z,0,8) = EX =4, EX2 =22 =
(EX)?
= pxe(gxye = NEXEX
EX

b= Exe_ (EX)? 92(BX, EX0)

= Momentenschétzer
X1)2 *n2
PN . ) . ¢

d) Ein nichtparametrisches Schétzprinzip
Seien X1,..., X, W F, F(t)= P(X <t), t € R, F unbekannt

4.10 Definition

Die durch
. 1 &
Fa(t) ==Y 1{Xi <t} teR

i=1
definierte Funktion heifit empirische Verteilungsfunktion (EVF) von
X1,...,Xn.
Die Realisierungen von F}, sind Treppenfunktionen.

Boto) 13 E[1{X1 < to}] = P(X1 < to) = F(to)
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4.11 Satz von Glivenko-Cantelli

Sei F(t) = 13" 1{X;(w) < t}, we Q.

Falls Xi,...,X,, ~ F auf Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P), so gilt

P({w € Q: lim sup |Fw(t) — F(t)| = 0}) =1

n—o0 teR

= Fy=Fl|

Kurz: HF;‘;’ — FH -0 P—fs.
o0
(Stochastik II, Henze)

412 F, als nichtparametrischer ML-Schéitzer

utv

Sei § die Menge aller Verteilungsfunktionen auf R, Xy,..., X, ~ F € §.
Sei Pr das zu F gehérende Wahrscheinlichkeitsmaf auf B!, also

Pr([a,b]) = F(b) — F(a), a<b
Pe({e}) = F(z) - P(z —0), z € R
Sei (z1,...,2,) Realisierung von (X1,...,X,). Die durch

§ — [0,00)
G = Li(G) =1L Pe({zi})
definierte Funktion heifit nichtparametrische Likelihood-Funktion zu

x=(T1,...,Tp).
Beachte: L,(G) = 0, falls Pg({z;}) = 0 fiir ein i[]

Ly

Behauptung:
L,(-) wird maximal fiir G(t) = 2 3" | 1{z; < t}.

Beweis:
Seien z1, ...,z die unterschiedlichen Werte unter x1,...,x,, ni,...,n; die
entsprechenden Vielfachheiten.

n

k k
L.(G) =[] Pa({z:}) = jHlPG({Zj})n] = ]Hlpj]

1=1 .
=:p;

Setze p; 1= %,j =1,...,k, Verteilungsfunktion ist E,.

12 B. fiir G stetig
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F sei beliebige Verteilungsfunktion mit p; := F(z;) — F(z; —0) > 0,j =
1,...,k mit p; # p; fiir mindestens ein j.
Es gilt fiir x > 0:

loge <z —1 (%)

logz =x — 1 nur fiir x = 1.

L(P)\ N~ oo P
l(m) = e

j=1
k
= ny p;-log(*?)
j=1
k
()
< Y-
=1 P
k k
= n(zpj_ bj)
j=1 j=1
S~ =
<1 =1

IN
o

= L,(F) < Ly(F,) ®

4.13 Nichtparametrisches Schéitzprinzip

utY

Seien X1,..., X, ~ F, F € §, § Menge von Verteilungsfunktionen (Vertei-
lungsannahme).
Sei v: § — R Funktional.

Interessierender Parameter sei v(F).
~Rezept“: | Schiitze v(F) durch v(F},)

4.14 Beispiele

2) §im {F: /]xF(dm) < o)
—B|X,|

W) i= [ abldo)(= EX2)

. ; 1 — _
F,) = F,(dx) = — X=X,
CORY ERUEREY
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b) §:={F: [2*F(dz) < oo}

A(F) = / (- / ydF (y))*dF (z) = Var(Xy)

i=1
c) §:={F: F hat Lebesgue-Dichte f}
V(F) = F'(to) = f(to)

/7(Fn) =7
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5 Optimale erwartungstreue Schitzer

5.1 Definition

Seien X1, ..., X, reelle Zufallsvariablen, T = T(X3,...,X,) reellwertige
Statistik.

n
T heiit linear :< Jcq,...,cp, e Rmit T'= ) ¢; X;
j=1

5.2 Satz

utv

Seien X1,...,X, ~ X, EX? < o0, u := EX, 0% := Var(X), (u,0?) un-
bekannt. Es sei T ein beliebiger linearer erwartungstreuer Schétzer fiir pu.

Dann gilt:

0.2

Var(T) > Var(X,,) = .

Beweis:
n

Sei T = Z Cij.
j=1
T erwartungstreu

3
3

(Cauchy-Schwarz)
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5.3 Situation

utv

Sei (X,B,{Py : 9 € ©}), © C R”, ein statistischer Raum. X1,..., X, '~ Py.
g: © — R Funktional
g(V) interessierender Parameter.
Sei
U, ={T| T: X" — R messbar, EyT = g(v) V9 € ©, EgT? < 0o Vi € ©}
die Menge aller erwartungstreuen Schétzer fiir g(¥) mit endlicher Varianz.

Annahme: Uy # ()
Sei
m(9) := inf{Vary(T) : T € Uy}

5.4 Definition

Ein T) € U, mit Varg(Tp) = m(9) ¥ € © heift UMVUE.
(Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator)

5.5 Satz

Falls 77 und T, UMVUE, so gilt
Pﬁ(Tl = Tz) =1VvVdeO
Beweis:
Uy, ist konvex, d.h.
S TeU; = NS+ (1-NT €Uy ¥YAe[0,1]

Seien Ty, T>» UMVUE.
=T +Th) €Uy,

S VagG@AD) > Varg(Th)(= m) = Vary(T3))

:% (Varﬁ (Tl ) +Vary (T2)+2 Covy (Tl Ty ))

CSU
= Vary(Ty) < Covy(T1,Ts) < \/Varg(Tl) Vary(Ty) = Vary(T1)
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= Varg(Tl) = COVﬁ(Tl, TQ)
= Varlg(Tl — Tg) = Varly(Tl) -+ Varﬁ(TQ) -2 COVﬁ(Tl, TQ) =0
Ey(Ty —T») =0
= P,g(Tl = TQ) =11

5.6 Definition und Satz

Sei

) : 7 Permutation von {1,...,n}}

Spi={m = (x(1),...,7(n)
Fiir Statistik 7' : X" — R sei T7(X1,..., Xpn) = T(Xr@1), -+ Xrn))-

In der Situation von 5.3 heifit T (im wesenthchen) symmetrisch :&
T) =

Py(T™=T)=1V9e€OVresS,

Tp € Uy UMVUE = T symmetrisch.

Beweis:
Sei m € S, ¥ € O beliebig.

utv

Wegen Xi,...,X,, ~ Py folgt Tij ~ T unter Py

= Varﬁ(Tér) = Varﬁ(TQ) — m(ﬁ) = TO S Ug7 UMVUE

Satz 5.5 = Py(TT =Tp) = 1. B

5.7 Regulire Verteilungsklassen

Situation:

Sei (%,B,{Py : ¥ € O) statistischer Raum mit (X,8) = (R, B"), © C R*,
O offen.

X = (Xi,...,X,) Zufallsvektor mit Verteilung Py (J € ©), Py besitze
Dichte f(x, 1) beziiglich i, dabei sei u entweder das Lebesgue-Maf3 oder das
Zahlmafl auf einer abzihlbaren Teilmenge des R™.

T: R™ — R* sei Statistik mit Ey7||> < oo, Kovarianzmatriq™| von T{|
Vary(T) := Eg[(T — EsT)(T — EgT)"]

58chreibweise fiir Kovarianzmatrix hier nicht Covy, sondern Vary. Beachte dazu die
Fille s =1 und s > 1!
16Bei Vektoren manchmal Schreibweise z’ fiir z7.
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Folgende Regularitdtsbedingungen sollen gelten:

a) Vo € X existiert %f(l‘,??) und ist stetig. (j=1,...,k)

b)
d d
o5 [ #outan) = [ 25 rwouldo)
wobei hier % = (8%1, e %)T.

Der k-dimensionale Zufallsvektor

_d S F(X9)
Un(9) = —5 log f(X,0) = TFX0)
heifit Score-Vektor.
Die k x k-Matrix

1(9) 1= Byt (9) U (9)T] = <E,9 [ 0

B9, log f(X, ﬁ)ilogf(X, 19)})

8793' i,j=1,....k

heifit Fisher-Informationsmatrix (von f an der Stelle 9):
c) I,(¥) existiert und ist positiv definit.

Eine Verteilungsklasse {Py : ¥ € ©}, die die Bedingungen (a)-(c) erfiillt,
heiflt regulér.

5.8 Lemma

In der Situation von 5.7 gilt:
EgU,(¥) = 0 V¥ € © und somit I,,(¢) = Vary(U,(?)), ¥ € O, d.h. die
Fisher-Informationsmatrix ist Kovarianzmatrix des Score-Vektors.

Beweis:

4 (g
Eatto0) 2 [ B s 0yt @ 2 [ 50 0)dn(a) =0
=1

(*): Integration beziiglich Py; Py hat aber Dichte f(x,1) beziiglich p
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5.9 Bemerkung

Gelegentlich werden die weiteren Voraussetzungen

d) Vx € X existiert %{;%ﬂx,ﬁ) und ist stetig. (i,7 =1,...,k)

0
o o .
g5, | 1000 = [ G e ) ¥ig =1,

benotigt.

Wir fithren noch die folgenden Notationen ein:

2 2

8
5.10 Lemma
Unter (d) und (e) gilt:

I,(¥) = —EyWy(9)
Beweis:
Wegen
82 Io f_ 319 819 f (B%Zf)(%f)
99:00; 8 I; 72

folgt

d2
E(Wal0) = [ i log f(,9) - £ (o, 0)dula)

- ( &f@W(dz))

=0 nach (e) [vgl. 5.7]
; o 0 9)d
N < 09, ( ! ) 819 0g f(l‘ ) f(ﬂj, ) /‘($))

= —EyUp(9)Unn(9)7]
= —I,(9)

i?j

,J
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5.11 Regulire Statistiken (Schétzer)
In der Situation von 5.7 heifit eine Statistik 7' : R"™ — R® regulér, falls gilt:

f) Die Funktion © > J — EyT € R® ist stetig differenzierbar.

g) Differenziation und Integration konnen vertauscht werden:

0 |
619/ j(dz) = /T( ) g S ) =1,k
Mit 5
87191E'9T1 8191E19T p
Cn (V) = : : = @EﬁTT
BB Ty o BB |,

wird Bedingung (g) zu

Wegen Ey[U,(¥)] = 0 folgt
Ca(9) = Byt (9)(T = EyT)"]

5.12 Strukturlemma

Vorbemerkung;:

Seien A,B n x n-Matrizen.

A>B & A— B positiv semideﬁniﬂ (& 2T Az > 2T Bz Vo € R")
(,>* definiert Loewner-Halbordnung)

Es seien T' : R™ — R® eine Statistik, Py Verteilung auf B", V(¥) ein
k-dimensionaler Zufallsvektor mit EyV (¢) = 0 und positiv definiter Kovari-
anzmatrix

J(0) = Bg[V(9) - V(9)"]

Definiert man
D(¥) := Eg[V(9) - (T — EyT)"]

(k x s-Matrix), so gil@
Vary(T) > DT(9) - J7'(9) - D(9)

17
A—B>0
BVary (T) ist Kovarianzmatrix, da T vektorwertig; im Folgenden wird diese Schreibweise
bei (Zufalls-)Vektoren meistens angewandt (...)
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,=" gilt genau dann, wenn T' = EyT + DT(9) - J=1(0) - V(9) Py-ts.

Beweis:
Fiir jeden Zufallsvektor Yy« gilt:

(i) E[YY?] >0
(i) EYYT]=0 & Y =0 P-fs.

[zu (i):
Va e R*: «TE[YYT]a = E[d"YY"a) = E[(a”Y)*)] >0
zu (ii): ,=*
EYY'=0 = Vj: EY? =0 = Y =0P-fs. |

Setze Y := T — EyT — DT (9) - J~1(9) - V().

Dann gilt:

0% EslYY™] Y BT — ByT)T — EyT)7]

— Ey[(T — EyT)VT(9)] J ' (9)D(V)
DT (9)
—D"(9)J (V) Eg[V ()T — EyT)"]
—D()
+DT(9)J 7 (9) Eg[V(9) - VI (9)] T (9)D(V)
e

= Vary(T) — DT (9)J 1 (9)D ()

(*): Beachte: J symmetrisch, J = Ey[-], D = Ey[-].
Y = (T — EyT) - (DT(9) - T~ (¥) - V(9))]

=Wy _0Pfs. W
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5.13 Satz (Cramér-Rao-Ungleichung)

Es seien {Py : ¥ € O} reguldre Verteilungsklasse und 7' : R™ — R regulire
Statistik. Dann gilt:

(1) Varg(T)Z(iEgTT)T~In () - (dﬁE,gTT) (¥ € ©)

y=in (1) gilt & T = BT+ (LE,TTT - I7H(0) - Uy (9)
Beweis:

5.12 mit V(9) := Uy,(9), Eglhy(¥) = 0 (Lemma 5.8), J(9) = L, (0),
D(9) = EgUn(0)(T — EyT)T) = Cp(¥) = 45ByTT (5.11).

5.14 Bemerkungen

a) Ist T erwartungstreu fiir g(¢#), so gilt
EyT = g(9) ¥ € ©
= rechte Seite von 5.13(1) ist nicht von T abhiingig.

b) Falls £ = s und T erwartungstreu fiir ¥, so gilt EyT = ¢ Vi € © und
somit %EgTT =1 =

Vary T > I,1(9)

L=« @T:0+I;1(19)%10gf(X 9) Py~ fs.

¢) Falls X = (X1,..., X,) und X1,..., X, “ f1(€,9), so gilt:
n
H 15,9

d «— " d
Un(9) = =5 > log [1(X;,0) = 3 —5log f1(X;,9)
uiv mit Ey(-)=0
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= (V) = Eﬁ[u (19)?/13(19)]

- YN B oe Xz,mdcfglogfl(Xw?)]

=1 j=1

—0 fir i)
= 0 Byl tog f1(X1,9) - L tog £y (31, 9)T]
dy ’ dy ’
=11 (9)

= Schranke in 5.13(1) geht mit % gegen 0.
d) Ist ® C R T:R! = R, y(09) := Ey(T),9 € O,
X1, X, W f1(€,9) wie in (c), so folgt:

(' (9))?
Varg(T) > n-11(19)’ VESNC]

e) T heit CR-effizient, falls in 5.13(1) Gleichheitszeichen gilt.
Achtung: CR-effizienzierter Schitzer muss nicht existieren.

5.15 Beispiel

Xi,..., X, “~“’ Bin(1 19) ¥ € O =(0,1), u = ZiahlmaB auf {0, 1}".
1-

fl(gvﬁ)_ ( 19) 7§€{071}
H 1(xj,0 — 92 i1 - 19)"727' YioxeA
log f(x Z:@logﬁ%— n—Zx] log(1 — 9
d ijj n—ijﬁj_Zjl‘j—n
ap 08/ @ ) == - = = Ay
d
= I.(9) = Ey [(@logf(X 9))%]
——
~Bin(n,9)
=nd(1-9)
1

9(1 — 9)
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[Erwartungswert von Bin(n,¥) = nd, also ist in der vorletzten Zeile die
Varianz von Bin(n, ) gesucht.]

(1) ,Raten*
Sei T'(x) := %Z?:l xj.
EyT =9
=T erwatungstreu
5.14(d) =
H(1 -

Vary T >I71(0) = v -9
——— n

=1 Vary (X1)=19(1-9)

= T ist UMVUE

(2) Konstruktion nach 5.13 durchfiihren

5.14(b) V1 —9) g Xj—nd
X)) = 0+ — 91 =) =Xy
N——
In(9)~1

L log f(X,9)
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6 Exponentialfamilien

Es sei (X, B) Messraum, M (X, B) Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf
B.

6.1 Definition

Eine Verteilungsklasse p = {Py : ¥ € 0} ¢ MY(X,B) heifit Exponen-
tialfamilie :< es existiert ein o—endliches dominierendes Mafl y auf B,
fir ein kK € N existieren ¢q,...,qt, ¢ : © — R und messbare Funktionen
Ty, ..., T : X - R, h:%—)Rzo mit

Fa,0) = L2 @) = e(®) - eZim BOT@ ) i

6.2 Bemerkungen
a) Mit q(9) := (qu(9),...,q(9)" und T(z):= (T1(z),..., Tp(z))T ist

fla,9) = c(0) 1 TE@) p(z)

b) ¢ ist Normierungskonstante:

-1

c(9) = [/ eq(ﬁ)TT(m)h(x)u(dx) >0

c) Der Tréger {x : f(z,9) > 0} hingt nicht von ¥ ab, insbesondere gilt
VNeB: Py (N)=0% Py,(N)=0 (91,92 € ©)
(d.h. es gilt Py, < Py,, Py, < Py,).
d) Im Folgenden gelte immer:

(i) Die Funktionen 1,4, ..., gk sind linear unabhéngig

(ii) Die Funktionen 1,77, ..., T} sind linear unabhéngig auf dem
Komplement jeder pu-Nullmenge

(sogenannte (strikt) k-parametrige Exponentialfamilie).

Dann ist k& kleinstmoglich gewéhlt, und ¢ sowie T' sind bis auf nicht
ausgeartete affine Transformationen ¢ — Aq+a, T — BT + b (p-f.ii.)
eindeutig bestimmt.
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6 EXPONENTIALFAMILIEN

6.3

2)

Beispiele
Py = N(p,0?), 9 := (1,0%) €R x Ryg =: O.
Die Lebesguedichte ist
1 (x —p)?
¥) = —_
f(z,9) W €xp < 252
— 1 L2 i 1 e 1
Vargr P\ a2 P\ T 0t )
=:c(9)

Mit q(¢) := (L& L), T(z) := (x,2?%) folgt, dass hier eine (strikt)

027 202
zweiparametrige Exponentialfamilie vorliegt.

Py = N(Q?,792), ¥ € Ryp =: 0.
Die Lebesguedichte ist
B 1 (z — )2
wo) = en (<)
_ L ap 11 5
= We exp <191: 219256 ; )
S——r =:n(z
=:c(9)

Mit q(0) := (4, —ﬁ), T(z) := (z,2?) folgt wieder, dass eine (strikt)
zweiparametrige Exponentialfamilie vorliegt (obwohl der Parameter-
raum © eindimensional ist!)

Py := Bin(n,v), ¥ € (0,1) =: 6.
Die Zahldichte ist

)mu —9)"T = (1— ) exp (xlog 1’_9?9> <Z>

Mit ¢(¢) := (1-9)", q(9) := log %, T(z) := z und h(z) := (7) folgt,
dass p := {Bin(n,?) : ¥ € O} eine einparametrige Exponentialfamilie
ist.

n

fa) = (

x

Die Menge aller Gleichverteilungen {U(0,v), ¥ € R} ist nach 6.2(c)
keine Exponentialfamilie.
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6.4 Satz

Es seien Xq,..., X, ~ w Py, wobei Py Element einer k—parametrigen Ex-

ponentialfamilie {Py : ¢ € O} ist. Dann gehohrt auch die Verteilung von
X :=(X1,...,X,) zu einer k—parametrigen Exponentialfamilie mit

q(¥) und T, ZT xj).

Beweis:
Sei p" = pu® --- @ u das n—fache Produktmafl auf B” := B® --- ® B und

]%gZZZf%<®--~@Df®

die Verteilung von X unter Py. Wir erhalten mit = := (x1,...,2,) :
dpy S dPy .
dn (z) = ]1;[ d—(xj) pi-£. i
= [ @ exp (¢"(NT () k()] pef.ii.
j=1
= ¢(®)"exp | ¢T (¥ Z H xj) pti
j=1 J=1
Bemerkung:

In der Situation von Satz 6.4 ist der ML-Schéatzer 1§n fiir 9 eine Funktion
von > 1 T'(Xj).

In der Darstellung
f(a,9) = e(9) exp(q” ()T (x))h(x)

hiingt ¢(-) von ¥ nur iiber ¢ := ¢(¥) € Q := q(©) C R¥ ab, das heift es gilt

fiir ein geeignetes C': ) — R.
q heifit natiirlicher Parameter. Somit lésst sich f ausdriicken als

= @) = Clger T On(a)
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Die Menge
Q. ={qeRF: 0< /eqTT(:”)h(x)u(da:) < oo}

heifit natiirlicher Parameterraum der Exponentialfamilie. Es gilt

Q = Q(@) - Q*

6.5 Satz

Q4 ist konvex und enthélt ein nicht-ausgeartetes k-dimensionales Intervall.

Beweis:
Fiir ¢,7 € Q. und A € [0, 1] gilt

0 < / (AT HI=NT

-
/max (eqTT, erTT) hdu
= / (eqTT + erTT> hdp < o0

Die zweite Aussage folgt dann aus der linearen Unabhéngigkeit
von 1,q1,...,qk-

IN

Bemerkung:
Im Folgenden setzen wir 9 := ¢, betrachten also Exponentialfamilien
dP,
fa,0) = 2 () = CW)e” T@h(z) (1)
1L

mit ¥ € © := {19 eRF: 0< feﬁTT(I)h(x)u(de‘) < oo} .
Weiter sei
b(9¥) := —log C(9).

6.6 Lemma

Es sei ¢ : X — R eine messbare Abbildung mit

Eylg| = / (@), D) () < oo
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Sei
A,0) = [0 T h(a)u(da), 0 € 6 @)

Dann ist A, : ©° — R beliebig oft differenzierbar und die Differentiation in
(2) kann unter dem Integralzeichen vorgenommen werden beziehungsweise
Integration und Differentiation kénnen vertauscht werden.

Beweis:
Witting, 1985, S. 151f.

6.7 Satz

a) Die Funktion b(1J), ¥ € OV, ist beliebig oft differenzierbar.

b) Besitzt X die Dichte f(z,?) aus (1), so gilt:

d
d2

Beweis:

a) p=1in6.6 = A,(0) = CW)~! =)
6.6 = Behauptung

b)

EyT(X) = e @ / T(z)e” T@h(z)u(dz)

_ d x
= e b(ﬂ)/dﬁeﬂTT( )h(x)p(dz)

66 b)) 4 [ 0TT(@)
e dﬁ/e h(z)p(dz)

=eb(?)

= b(0)



48 6 EXPONENTIALFAMILIEN

BlT(X) T = e [ 1@ T h@p(a)
2
_ e—b(ﬁ)/dq;;ﬁTeﬁTT(x)h(x)'u(dx)

2
b4 )

d? d d
= oab(9) + (b)) (b))

[\

=EyT(X)-(EyT(X))"

= Vary T(X) = 2L b(0)

6.8 CR-Effizienz in Exponentialfamilien

Seien X1,..., X, & fi(€,09) = e_b(ﬁ)e”TT(ﬁ)h(g) wie in (1).
= X = (X1,...,X,) besitzt die Dichte

n

fla,9) = e exp(@” Y " T(ay) [ Mlay)

i=1 j=1

Sei S(X) = 230 T(X).

d
= EyS(X) = EyT(X,) < 5b(9), 9 €O
= S erwartungstreu fiir Z5b(J).
Behauptung: S(X) ist CR-effizient.
Beweis:
67 1 d?

1

CR-Ungleichung:
Varg S(X) > Co(9)" 1,(0) 7' Cu(9)

wobei

d. d d?

d
= Zola™ "= d9doT

Cr(9) = — Ey[S(X)T]

= b(¥)

() = - 11(9) = - ol 35 log f1(X1,9) 55108 f1(%1, 0)7]
log f1(X1,9) = =b(¥) + 0" T(X1) + log h(X1)
d

% log f1(X1,9) = —@b(ﬁ) +T(X1) =T(X1) — EyT(X1)



6.9 Beispiel 49

d2
= O W)L W) Cu0) = L b
n n T dodoT
6.9 Beispiel
AED) = exp(— 2 yexp( g~ L)
1 €a - 27‘(‘0‘2 exp 20_2 exp 0_2 5 20_2£
—c()
_ Y e
U= (191’192) = (0_2’ 202)
2 2
_ _pn 1 oy_ Loy 1. —m
b(¥) = —logC(V) = 552 +3 log(2mo”) = 179, t3 log( S )
2
Lp) = (22 10 L yr o2 2yt

' =5y, 1w~ 2
Fazit:

1< 1
SO0 = (53X, 30X
7j=1 j=1
ist erwartungstreu und CR-effizient fiir (Ey X1, By X?).

Frage:
Ist §2 = L5 | (X; — Xn)? CReeffizient fiir 027
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6 EXPONENTIALFAMILIEN




o1

7 Suffizienz und Vollstindigkeit

7.1 Wiederholung

Bedingte Verteilungen
Sei (2, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — R*, Y : Q — R® Zufalls-
vektoren.

Stochastik:

Es existiert Ubergangswahrscheinlichkeit PY X

mit
P(X’Y) — PX ®PY|X (1)

PYlX . Rk X BS—>R
: (z,B) -PYX(z, B) =: PYIX=2(B)

mit Vo € RF:  PYIX=2(.) WahrscheinlichkeitsmaB auf B°
VB e B*: PYIX=(B) B¥ — messbar

PYIX heiit (eine) bedingte Verteilung von Y bei gegebenem X.
PYIX=2 heift (eine) bedingte Verteilung von Y bei gegebenem X = .

Schreibweise:
P(Y € B|X = z) := PYX=2(B)

Dann (1) dquivalent zu
PXY)(AxB)=P(X €AY e€B)= /AP(Y € B|X = z)PX(dx)
VA e B* B e B
Insbesondere:
P(Y €B) = /P(Y € B|X = z)PX(dx)

Falls (X,Y’) Dichte f(z,y) bezliglich A x v besitzt, so definiert man bedingte
Dichte von Y gegeben X = x durch

fY\X(?J’@ = ?ﬁf{g))

fx (@) := [ f(z,y)v(dy) >0
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Damit:

P(Y € BIX = 1) = /B Frix lz)v(dy)

P(X €AY eB) = [,lfyfyix@lz)v(dy)fx(@)A(dx)
Lo Ty £, 9)dON x v)(z, y)

7.2 Definition

Sei (2, A,P) Wahrscheinlichkeitsraum, (R™, B™, ) statistischer Raum.
X : Q — R” Zufallsvektor, T : R™ — R® Statistik.

T heifit suffizient fiir p < PXIT(X) hingt nicht von P € g ab.

»Die bedingte Verteilung von X gegeben T ist bekannt.

Falls p = {Py : ¥ € O}, so T suffizient fiir ¥ :& PXIT(X) hingt nicht von
¥ ab.

7.3 Bemerkungen

(i) Wegen

P(XeA XeB) =

— [ P(XEB|X=2)PX (dz)

1anp(z)PX (dx)

—

15(x)PX (dx)

I
T~

gilt PXIX=2(B) = 15(x)
= X suffizient fir p

(ii) T suffizient fir p < VA € B" : P(X € A|T(X) = t) ist unabhéngig
von g fiir alle t (im Wertebereich von T)

1

(iii) Sei g bijektiv, g,¢g~" messbar. Dann:

T suffizient < ¢(7T') suffizient
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7.4 Beispiel

X =(X1,..., X)), X1,..., X, ¥ Bin(1,9), 0 € (0,1), T(x) = X7, ).
Seit € {0,1,...,n}, z €{0,1}".

Py(X =x,T=t)

Py(X = 2|T =)

Py(T'(x) = t)
O 1 ) Z?:l x] # t
= Py(X=x) 1 9T (1-9)" "% 1 n o
Py(T(x)=t) — ](?)gt(l,ﬁ)nft - @7 Zj:l T; =t

Also:

PO — U({(s1,.ys0) 1 55 € {0,115, 55 = 1))
j=1

Insbesondere ist T suffizient fiir 919

7.3(i1) =
Py(X € A) = / P(X € AT =t) Pl (dt)
unabhéngig von o
Hier:
Py(X =xz) = P(X =zx|T =t)Py(T =1t)
t=0

Il
|M:

3 {Zx]—t}()< ot

Zﬂfj(l — )"

I
>

»In Verteilung von T ist alle Information beziiglich 1 enthalten.
— Datenreduktion ohne Informationsverlust

7.5 Faktorisierungssatz

In der Situation von 7.2 existiere o-endliches Mafl y auf B” mit P < pu
VP € p. Dann sind dquivalent:

(i) T(X) ist suffizient fiir p.

19 pXITO)=t Gleichverteilung (auf Menge)
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(ii) 3h : R™ — R>o messbar, VP € p existiert gp : RF — R>o messbar
mit

dP

dﬂ( z) = gp(T'(2)) - h(z), € R

Ist speziell p = {Py : 9 € O}, f(x,9) := G2(x), g(T(z),9) = gp,(T(x)), so
gilt also:

T suffizient < f(z,9) = g(T'(z),9) - h(z) Yz € R"

Beweis:
z.B. Shao, Mathematische Statistik, S.104-106 oder Pruscha, S. 77-80

7.6 Besispiel (Ordnungsstatistik)

Sei X = (X1,...,Xy), X1,...,X,, unabhéingig identisch verteilt mit Vertei-
lung P € p, p die Familie aller Verteilungen auf R mit Lebesgue-Dichte.

T(Xl,. . .,Xn) = (X(l), . ,X(n))

geordnete Stichprobe (Ordnungsstatistik).

dPn n n
o @ = 1176 =11 1em) - L
Jj=1 J=1 =h(z)
N——

=gp(T(2))
7.5 . ..
= T suffizient fir p.

Bemerkung:
Es gilt

PXIT@=@yr2) = U({(2rys- . Tr,) s (T15 -, T0) € Sp})
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7.7 Beispiel (Exponentialfamilien)

In der Situation von Satz 6.4 ist 7(,,)(X) suffizient fiir o).
[Aufgabe 21(b)]

7.8 Satz von Rao-Blackwell

Sei (X, B,{Py : ¥ € © C R*}) statistischer Raum, g: © - R, X : Q — X,
Uy, ={S| S: X — R messbar, EyS = g(9) Vi € O, EyS? < 00 VI € O}.
Annahme: U, # ()

SeiT: X — RF suffizient fiir o, S € Uy.
Sei S(X) := E[S(X)|T(X)]

Dann gilt:
S € U, und Vary S(X) < Vary S(X) Vi € ©

(Verbesserung erwartungstreuer Schétzer durch suffiziente Statistiken)

Beweis:

EyS(X) = ByEIS(X)|T(X)] = EgS(X) = g(9) ¥9 € ©

Varg S(X) = Ep[(S(X)—S(X)+ S(X) — EyS(X))?]
=g(v)
= Ey(S(X)— S(X))? 4 Varyg S(X)
>0

+2E3[Es[(S(X) — S(X)(S(X) — 9(9))|T(X)]

=(3(X)—g(9))-Eg[S(X) — S(X)|T(X)]

=3(X)-38(X)=0

> Varyg S(X)

[Beachte: EyS(X) = EyS(X) = g(¥9); Regeln bedingter Erwartungswer

2ONicht von ¥ abhiingig, da T suffizient. (Sonst wiire S kein Schiitzer!)
Zlinsbesondere einmal ohne Auswirkung Erwartungswert in Erwartungswert eines be-
dingten Erwartungswertes umgeschrieben
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7.9 Beispiel

utv

X1, Xy~ U(O,ﬁ),ﬁe@:(o,oo),X:(Xl,,Xn)

= EﬂS(X) = 2E19X1) =1

d.h. S erwartungstreu fiir ¥.

4 4 92 2
VawS(X) = ﬁVarngl = E . E = 3771
T(X):= 11%1]agxn X;
Wegen
1 1
f(z,9) = | 5109)(%5) = 5 - Lo (maxzy) - 1
Jj=1 =h(z)
=g(T(x),9)
ist T(X) suffizient fir 9.
Wegen
1 —1
pYalmaxXs — Z5 o + T U(0, max X))
n
folgt

S(X) = E[S(X)|mjaij]

2 n
= =) E[X|max X;]
n < J
=1
= 2F[X;| max X}]
J

1 n — 1max; X,
= 2(ﬁ~m§iXXj+ - #)
_ n+1maij
n J
- 92
- 92
Varg S(X)=...= ——— = Vary S(X) fuirn=1

n(n +2)
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7.10 Definition

In der Situation von 7.2 heit 7' : R" — R vollstindig fiir P € p (bzw.
v €0, falls p={Py : J € ©}), falls gilt:

Fiir jede messbare Funktion ¥ : R¥ — R mit Ep[¥(T)] = 0 VP € p (bzw.
Ey[¥(T)] =0 V9 € ©) folgt ¥(T') =0 P-f.s. VP € p (bzw. Py-f.5. VI € ©).

7.11 Beispiel (Fortsetzung von 7.9)

Behauptung:
T(X) := max; X; vollstandig

Beweis:
Sei ¥ : R — R messbar.

EpU(T) = /Oﬁlll(t) 3 <;)nldt: 2y

EgU(T) =0V9 >0 = G(d) =0V >0
= \11(19) 9l =0 )\1’[0 Oo)—fS
= U(J) !

7.12 Beispiel

In einer strikt k-parametrigen Exponentialfamilie
F(,9) = CW) - " T@h(x)

(mit natiirlichem Parameterraum) ist die Statistik T vollsténdig.
(Beweis z.B. Shao, S.110 oder Pruscha, S.82)

Beispiel:

Sei X1, X, "N (9,1),9 € R.
T(X1,X2) = X1 + X5 ist vollstdndig nach 7.12.
S(X1, X2) = X1 — Xy dagegen nicht!

T ~ N(29,2) = PF

EyW(T) :/‘I’(t)' P29,2(t) dt
R N——
Dichte NV
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S ~N(0,2) = Py, ¥(S) = S:
EyU(S) =9 —-9=0V0cO
7é> \IJ(S) = X1 —XQ =0 Pﬂ—f.S.

{PT .9 e R} = {N(20,2) : ¥ € R} ist viel ,reichhaltiger als
{Py 9 € R} = {N(0,2)}!

7.13 Satz von Lehmann-Scheffé

In der Situation von 7.8 (U, # 0) sei die suffiziente Statistik T auch
vollsténdig fiir ¢. Dann existiert ein eindeutig bestimmter erwartungstreuer
Schétzer fiir g(v) der Gestalt

S*(X) = M(T(X))

mit einer messbaren Funktion h: RF — R.
Dieser Schétzer ist UMVUE fiir g(¢9).

Beweis: }
Sei S € Uy und S(X) := E[S(X)|T(X)].
Faktorisierungssatz des bedingten Erwartungswerts = es existiert h messbar
mit
$(X) = h(T(X))
Annahme: 35, € Uy mit S,(X) = h(T(X)) fir ein h,
= Ey[(h = h)(T)] = g() —g(¥) =0 VI € ©

@) b= b, Pyfs. ¥ € ©

(4): Vollsténdigkeit von T (¥ = h — h, = 0)

S(X) ist UMVUE fiir g(«9)!

[Annahme: So ,,besser* als S

= 52(X) = E[S2(X)|T(X)]

,mindestens so gut* wie Sy (Rao-Blackwell); Sy = S wegen Eindeutigkeit]

7.14 Beispiel (Fortsetzung von 7.11)

UZU

2t max; X; ist UMVUE fiir 9, falls Xy,..., X, ~
kannt.

U(0,9), ¥ > 0 unbe-
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7.15 Beispiel (Anwendungen von Lehmann-Scheffé)

Sei T vollstdndig und suffizient fiir 9, 9 € ©.
Finde h, so dass Ey[h(T)] = g(¥) V0 € ©. (Losen!, Raten!)
Falls Vary[h(T)] < oo = h(T) UMVUE.

Sei X1,...,X, w N, %), 9 = (u,0?).

(i) Aufgabe 20:

<0
varﬁ((Xn’SfL)T) = [ 8 204 ]

20 20%
g 1 > CR-Schranke 7
n

= (X, S2) nicht CR-effizient fiir o

Aber:
T(X)= ()XY X7)
suffizient und vollsténdig fiir 7 = (4, —51z) (nach 7.12).

= T(X) = (3; X, >, X?) suffizient und vollstindig fiir ¥ = (p, 02).
Sei h(T(X)) = (%, 52).

Ey[n(T(X))] = 0 ¥

S 9\ . . . 2
Varg[h(T(X))] existiert V9 } = (X, 5y) ist UMVUE fiir 9 = (1, %)

Bemerkung:
Auch (X,,, S2) suffizient und vollstéindig fiir ¥ nach Bemerkung 7.3(ii)
und analoge Aussage fiir Vollstdndigkeit.

(ii) Analog:
Der Schitzer aus Aufgabe 9 der Form /¢, S2 ist UMVUE fiir o.

(iii) Gesucht: UMVUE fiir £

(TL(X), To(X)) == O Xy, Z(Xz‘ — X,)?)

T1(X),T>(X) unabhéngig, Tl(g() ~ X%—l = F(%‘l, %)
11 I(3-1
= BTy =~ (3 1) (n>3)
o V(%3

_1
Vary T, > < oo fiir n > 4
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T _1
= Elg e = EﬁT]_ 'EﬁT 2
(\/,ZTQ) 2
_p nl(3-1)
o \@F("T_l)
= HFg,
g
(n>3)
IR A1
=K1
n /7T2

ist UMVUE fiir £ fiir n > 4.
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8 Asymptotik von Schitzfehlern

8.1 Problemstellung

utv

Seien X1, Xa,..., X, = Py, mit ¥ € © C R*.
Die Schétzfolge ¢, = ¥, (X1, ..., X,) sei konsistent, es gilt also

D. B 9tirn—oco VWeO

Sei (a,,) eine reelle Folge mit a, >0 Vn und a, — oo fiir n — oc.

Die Folge (¥y,)n>1 heiit a,— konsistent, wenn
an (U, —0) = Op,(1) VI € 0.

Hierbei bedeutet Y;, = Op(1) fiir eine Folge (Y},), dass fiir jedes € > 0 eine
kompakte Menge K C R? existiert, so dass P(Y,, € K) > 1 — ¢ fiir alle

n € N
Typischerweise liegt \/n—Konsistenz vor, d.h. es gilt
Vn(, —9) = Op,(1) V9 € O.

Zusétzlich kann man oftmals Aussagen iiber Konvergenz in Verteilung ma-
chen, insbesondere

A~

Vi, —9) B NL0,5(9)), 9eo.

8.2 Multivariater Zentraler-Grenzwert-Satz (ZGWS)

Seien Y7,Ys ... e Y mit einer Rd—wertigen Zufallsvariablen Y mit
E||Y|? < 0o. Mit a:= EY und ¥ := E(Y —a)(Y —a)7, gilt

1 n
NG S v -na| B Ni0,3).
j=1

22yergleiche Stochastik II: Straffheit
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8.3 -Methode

Seien 77, Zs, ... d-dimensionale Zufallsvariablen mit
Vi (Zn—a) B Ny(0,%),
mit a := (ay,...,aq) € R? und ¥ € R4,

Sei g := (g1,...,95)" : RY — R® differenzierbar und

dg ._ (99;
da day, ) 1<;<s,
1<k<d

dann gilt

Beweis:
Nach der Definition der Differenzierbarkeit gilt

Vn(9(Zn) —g(a)) = %\/ﬁ(zn —a)+ |V(Zn — a)ll - 7(Zy — a),

~— .
=:U, =:Vn

mit r(Z, — a) — 0 fir Z,, — a.
Beachte, dass |[\/n(Z, — a)|| € Op(1).

Aus Z, 5 a folgt, dass r(Z, — a) KR 0, und somit
P

V. — 0.

Aus der Voraussetzung folgt mit dem Abbildungssatz weiter

v, 299
da

mit 7" ~ Ng(0,%) und somit

D dg dg\"
n s )72 5 .
U, = N. (O o (da> )

Die Behauptung folgt schliellich aus dem Lemma von Slutzky.
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8.4 Asymptotik des Momentenschitzers (vgl. 4.8)

U/L’U

X1,..., X, ¥ X, X R -wertig, PX € {Py:9 € 0}, © C R,
V= (%1,...,9,) ~

Sei my := EX', riy = 2371 | X! (=X aus 4.8)
Voraussetzung:

¥ =g(mi,...,my) mit g : R* — RF
Momentschitzer: 0 = g(d1,...,0)

Sei
Xj X mq

E|Y|? <00 e EX? < oo
2= EB(Y —a)(Y —a)T] = (BUX" = m)(X? —mj) Dij=qt....k)
= (EX"™ —mymy)i;

= (miyj —mimj)i;

8.2 =
1 & L[ (= m
(Q_Yj—na) = — A
\/ﬁ J=1 \/ﬁ Zj Xjk mg
rhl—ml
= Va-| 2 N(0,5(0))
mk—mk

Aus 8.3 folgt: Falls EX?* < 0o und g differenzierbar, so gilt:

Vi, —9) 2% (0, %S )

Achtung: ¥ hingt von my, ..., mo, und somit von unbekanntem ¢ ab.

(Schreibweise ,,asymptotisch normalverteilt“:)

Vi(Dn = 8) % Nu(0,T) & By~ Ni(9, L), 0, ~ AN(9, L), T = T(d,)
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8.5 Asymptotik des ML-Schéitzers

utv

X1,...,Xn ~ f1(& 9) (Dichte beziiglich dominierendem Maf p)

¥ € © C RF, © offen

Regularitétsvoraussetzungen: (a)-(e) aus 5.7- 5.9 seien erfiillt.

Zusétzlich gelte:

{¢: f1(§,9) > 0}ist unabhéngig von 9!

Vi,j.l € {1,...,k} existiert é;gg;;gggu = Liji(&,0)

Vi € © V6 >0Vi,j,l € {1,...,k} existiert eine Funktion M; ;;(£) > 0 mit

‘Li,j,l(fvn)‘ < Mi,j,l(£)7 ”77 - Q9H <
und EﬁMi,j,l(Xl) < 00

Sei
" d
Un(D) =S Llog f1(X;,0), Eglh(9) =0
p 49 g J1 V)
1,(9) = By (9)Up (9)7] = nIy (9)
W) = S, EglWa(9)] = ~1o(9)
8.5.1 Satz

Es gelte Uy (0,) = 0 (d.h. J,, ist Losung der Likelihood-Gleichung
Uyn(9) = 0) und 9, B 9, ¥ € © (d.h. (J,), ist konsistent). Dann folgt:

Vi — 9) 28 N (0, 1 (9) )

Beweisskizze:
0 = iaw)
- \/ﬁ n n
Tt Ly L G R (0.,
T Un0) 4 T Wa(0) (O = 9) + o Rn(0, 9 )
z.z.t =opy (1)
1 A 1
= W) VA= d)= () or (1) (4
S—— ————
Pyg—f.s
S nw)seaz) 29 N(0,11(9)) (ZGWS 8.2)

~~

29 N (0,11 (9))
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= V(D — 0) 28 Ni(0, L (0) " L (9) (— L (0) 1)
(z.B. Knight, 249 oder Lehmann/Casella, 443—468)@

Bemerkung: (asymptotische Linearisierbarkeit des Schétzfehlers)

R 1
(*) = Vn(¥, —9) = 11(19)—1% 2 (9) + op, (1)
—— i[ @)L iog £1(X;, 9) +om, (1)
= \/ﬁj:1 1 d’l? gJ1 VB Py
::’ZV(XJ'VI?)

mit Eyl(X1,9) =0
8.5.2 Satz
Unter den obigen Voraussetzungen existiert eine Folge 9,, = 19n(X Lyeeoy Xn)
mit:

Ist Y9 der wahre Parameter, so gilt:

lim Py, (U (9,,) = 0,

@n—00‘§5)21V8>0

Korollar
Besitzt die Likelihood-Gleichung U,,(¢) = 0 fiir jedes n eine eindeutige
Losung 9, so gilt:

0, B9, 9o

Anmerkung:

(1) {Py: v € O} mit Dichte f(z,9) bzgl. dem Mafl x. Dann V¢ # Jy:

f(X, 19) :| Jensensche Ungl. [ f()(7 19) :|

E log ———~ log E _—
%o [Og F(X.90) = %8 200 | (X, 90)
J f(z,9)dz=1

= 0

& Ey,llog f(X,00)] > Ey,llog f(X,09)] VI # Jy

d.h. | Yo maximiert Ey,[log f(X,)] beziiglich 9! ‘

#0p, (1) bedeutet stochastische Konvergenz gegen 0
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(2) Funktional in (%) ist nicht auswertbar, da ¥y unbekannt!
Aber:

L STleef(Xnw) P By llog £(X,9)v0 € ©

n ;
=1

1(X,9), ,,Log-Likelihood Funktion“
Maximierung von [(X, ) als ,,Ersatz“ fur (x).

(3) f,g pu-Dichten:

R

“:“ <:> f — g
,Entropie“ zwischen f und g, Kullbach-Leibler-Information von g
beziiglich f, Kullbach-Leibler-Abstand zwischen f und g
(4) Was tun, falls Lésung von U, (9) = 0 nicht eindeutig?
(i) Oft ist die Folge von globalen Maxima konsistent.
(Theorie von Wald 1949, Le Cam 1953)

(ii) Sei (d,,) konsistent. Wihle Folge ¢}, die am néchsten zu 6,
liegt = () konsistent, 8.5.1 anwendbar.
(iii) 1-Schritt-MLE verwenden:

(19%0)) sei y/n-konsistent. Mache einen Newton-Schritt zur
Loésung von Uy (9) = 0:

0
o) _ g0 _ Un(O)
n n Z/l/ /(79”0))

Dann hat (ﬁ;l))nzl dasselbe asymptotische Verhalten wie in 8.5.1.
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9 Robuste Schatzer

uiv

Seien Xi,...,Xn, Xpp1 ~ F, F € §: Verteilungsannahme, z1,
Realisierungen von Xy, ..., Xy, Xpt1, X; reellwertig.

Seid): § — R, U, = 0(F),) Plug-In-Schitzer fiir J(F).

(Fu() = L Y0 1{X, < 1)

9.1 Definition (Sensitivitéitskurve)

S(a, ) = D1 =V

n+1

ey T, T

Dabei: 1§n+1 = 19(Fn+1) basierend auf Xi,...,X,, und einer zusétzlichen

Beobachtung x.

S(z, 19) ist die Anderung von ¥ bei einer zusitzlichen Beobachtung x relativ

gesehen zur Masse —— von x.
n+1

Beispiele:

a) 9(F) = [zdF(z), 9(F,) = &

n n
- T —Z 1

— n
n+1 i=1 i=1

linear in x = unbeschrankt in x

GroBie Anderung von S, falls |x| groB!

b) Sei § = {F : F streng monoton wachsend auf {z : 0 < F(z) < 1}},

I(F)=F1(3).

Sei n = 2r — 1 ungerade.
= ﬁ(Fn) = Z(r) = Trin

(,das r kleinste unter n*)

n+1=2r:

Fn_—:l(i) = Trin+1

D1 = 9(Fpi1) € [2_1), 2(r)]

= S beschrankt in x!
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Nachteil der Sensitivitatskurve:
Héngt von Stichprobe ab.
Wiinschenswert wire Abhéngigkeit nur von x und F.

9.2 Definition

a) Sei A, die zum Dirac-Maf$ in x gehérende Verteilungsfunktion, also

0, <z
Ax(y):{ 1 ?gj>x

Die Einflusskurve (influence curve) von ¥(F') ist

9((1 = t)F + tA,) — O(F)

p(e, F) = lim "
d
= —9(1-tF +tAy)|=
I (( JE + )t=o0

wobei die Existenz der Ableitung vorausgesetzt wird.

b) 9 = 9(E},) heiBt robust, falls ¢(z, F') beschrinkt ist in x.

Bemerkung:

Gegeben:

Stichprobe z1, ..., x,: Schitze ¥(F') durch Oy = 19(Fn)
Weiterer Wert x: Schéitze 9(F) durch ¥, 11 = 9(Fy41), wobei

N n 1
F, = F, A,
+1(y) T (.y)JrnJrl (y)
Sei nun t = n%rl, also 1 —t = 7. Damit gilt:
Oni1 = 0(Fny1) = 0((1—t)EF, +tA,)
I((1 = ) E, 4+ tA,) — 9(F, .
_ (A=) Fy +tAs) —9( )t+z9(Fn)
t -
9 + b (z F )
n n_i_lgp ) n

(Diese Approximation setzt voraus, dass ¢(x, F},) existiert.)

In diesem Fall gilt:
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9.3 Beispiel
Sei ¥(F) = [ydF(y).

= oz, F) = lim1[(1—t)/de(y)+t-/ydAz(y)—/de(y)]

t—0

= —/de(y)—f—x
= z—9Y(F)

~

Hier gilt sogalﬁ o(z, Fy) =z — &, = S(z,9).

9.4 Satz (Eigenschaften von ¢(z, F'))

Sei ¢(x, F') Einflusskurve von J(F).

a) Sei ¥(F) = [ hdF = Eh(X), wobei X ~ F und E|h(X)| < cc.
Dann gilt: p(z, F') = h(x) — 9(F)

b) Sei ¥(F) = V1 (F) + 92(F) mut Einflusskurven o1 (z, F), pa(z, F).
Dann: go(x,F) = (Pl(xaF) +(P2(x7F)

c) Sei I CR, I(F) = [;9(s)ps(x, F)ds.
Ist ps(z, F') die Einflusskurve von 94(F) (s € I), so gilt (unter Regu-
larita@:

oz, F) = /] 9(5)pa(z, F)ds

d) (Kettenregel)
Ist g differenzierbar, so ist die Einflusskurve von g(¢(F')) gegeben
durch

g (O(F)) - p(x, F)

e) (implizit definierter Parameter)
J(F) sei Losung der Gleichung h(F,9(F')) = 0, wobei fiir festes u
Az, F,u) die Einflusskurve von h(F,u) sei und die Ableitung h'(F, )
nach u existiere. Dann gilt:

Mz, F,9(F))

Pz, F) = - W (F,9(F))

#yergleiche 9.1, Beispiel (a)
*siehe Beweis
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Beweis:
Sei Fy, = (1 —t)F +tA,.

a) Aus
I(Fra) = (1—1) / h(y)dF(y) +t - h(z)

(vergleiche 9.3) folgt:

b) Klar.
c)
(@ F) = Lo(F)|
P\, = @ t,x)|t=0
d
= dt IQ(S)ﬁs(Ft,x)dSh:o

—
*
~

d
[ 9(6) 0P o

[ 9o Pyis

1

(%): Vertauschbarkeit vorausgesetzt! (Regularitét)

L) - g0y = L)

t—0

R0g (9(F)), da 9(F, )" 3"9(F)
ﬁ(Ft,x) - ﬁ(F)
t

—_——

S(z,F)

g ((F))p(x, F)

t—0
ﬁ
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e)
0 — %[h(Fm,ﬁ(Fm)) — h(F,9(F))]

=0 =0

_ %[h(Fm,ﬁ(Ft,m)) — h(Fya, 9(F)))
+ %[h(pt,m, I(F)) — h(F, 9(F))]

20N (@, F9(F))
WP 9(Fye)) = h(Foe, 9(F)  h(EF,9(Fe)) — h(F,9(F))
h(F,9(F,,)) — h(F,0(F)) V(Fie) — O(F)
29 (Forderung) tj;)h/(F’ﬂ(F))
) 2O Y, () — h(F0())]
N———
Fo(a,F)
=W () - pla, F) + Mz, F9(F))
Also:

W (F,9(F)) - @(x, F) 4+ XNz, F,9(F)) =0

h'#0 (Ford
7 (g erung) Behauptung.

9.5 Bemerkung (Einflusskurven-Heuristik)

Sei p(z, F') Einflusskurve von 9(F), X ~ F
Oft gilt:

() Elp(X.F)] = [ ¢(z, F)dF(z) = 0

n~>oo

(i) 9(E,) —I(F) = [ oz, F)d(F,(z) — F(z)) + Ry, wobei /iRy, 0

[wird oft als erfillt angenommen]

(iii) 0 < 73(F) = E[¢*(X,F)] < 00

Dann gilt:

Vi, —0) = Vn(9(F,) — 0(F)) B N(0,73(F))
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Beweis:
Mit (i) und (ii) gilt:

I(Ey) — Zs@ Xi, F) +

= V(D —9) = jﬁ S e(Xi F) + ViR,
=1

Lo

AN(0,72(F)
Lemma von Slutzky = Behauptung

9.6 Beispiel (Median)

Sei F stetig mit Dichte f = F'. f(z) >0 fir {z:0< F(z) <1}, X ~ F
Median

MFu) = Flu) -

~ [aw<u -5
—’v,_/
=:hy(z)

- / Fou () dF (1)

SV Na, Fou) = hy(2) — h(F,u) = 1{z < u} — F(u)

9.4(c) x, F,9(F
et = Sina
_ _Hz<d(F)} - FOOF))
FO(F))
_ 3 e <9}
N ( ()

x < Y(F)

— 2f(19(F))’ =




9.6 Beispiel (Median)

Bemerkungen:

(i) 4 ist robust

(ii) F), ist Treppenfunktion = ¢(x, F},) existiert nicht
= Bemerkung nach 9.2 ist hier nicht zutreffend

(iii)

o=

B = 0@
1

~PXZU(F)

(F) = B X P = im0y

1

9.5 a D
= Vn(d, —9) aN(O,W

Konkret:
X17"'7Xnm'\}}-/\/(:u702)a IEF) =p

flp) = o= -1
2
yixez
ﬁnNAN(Ma%)
~—~—~
7.2
1
2
X ~N(0, )
\n/
7_2
2
(X UMVUE)
2
7'1 ™
A"~
2 57

)

P30 ) = )

Ganz analog: Einflusskurve von F~1(p) ist

_p-He<F'(p)}
U ((0)

,0<p<1
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9.7 Beispiel (a-getrimmtes Mittel)

Sei F stetig, F' = f, f(z) >0 fiir {z:0 < F(z) < 1}.
f symmetrisch mit Zentrum pu = EX.
FirO0<a< % heif3t

1 F(1-a) 1 1-a .
o(F) = dF = F~ d
nalB) = g [ e drw) = o [

a-getrimmtes Mittel.
Fiir symmetrische Verteilungen gilt:

pa(F) = p

(Denn:)

1 F_l(lfa)
udF(x) =
1 -2« /F_l(a) ( )

1 F_l(lfa)
(P = g [ @ mar@) =0

Der Plug-In Schétzer fir p,(F) ist

. 1 l1—o
o(E)) = Fl
nolF) = =5 [ )y

wobei F-1(t) = Xy, falls =l < ¢ < L (Aufgabe 16)

i
n

In der Praxis wird der (asymptotisch gelichwertige) Schétzer

n—[an]
- 1
Xpno=——"+— X
"~ n—2[an] Z (k)
k=[an]+1
verwendet.
Einflusskurve von g (F):
9.4(c) =
1 -«
() P@F) = =5 [ ele P

() 1 oy —1{z < F~l(p)}
i 2a/a FEp) P
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Nun sei F(z) < . Dann:

1 I—a 1
kk = — N d
0 = w6 gy @
~—_——
Dichte von F—1

-«
T
G
Y- - F e - (o) F )
=G(b) =G(a)
-«
—/ F~!(p)dp]
e
=(1-20)p
= 1 fga [(—a)(F~'(1 = o) + F~(a)) + F(a) — (1 - 2a)]
:Qlu
_ F )
1 -2«

(4): partielle Integration (Stochastik II), F weiterhin symmetrisch

Ahnliche Uberlegungen fiir F(z) > 1 — a bzw. a < F(z) < 1 — a ergeben:

% , r < F~1(a)
P F)={ E£ Fla)<z<Fl(1-a)
e 5> Fl(1-a)

Insbesondere ist ¢*(z, F') beschréankt in x.

—lan]
= 1
= Xno = n — 2[an] Z X
k=[an]+1

ist robust.

Einflusskurven-Heuristik ergibt:

1 F~1(1—-a)

Vi Xna—tia) 3N (07 m[2a(F_l(a) — )’ +/

F(e)

(x— u)QdF]>
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10 Grundbegriffe der Testtheorie

Sei (€, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum, (X,B,{Py : ¢ € ©}) statistischer
Raum, X : Q — X Zufallsvariable, © = O + ©1 mit O, ©1 # (.
(©oN O =10)

10.1 Definition

Die Aussage Hy : ¥ € Og heifit (Null-)Hypothese, H; : 9 € ©; heifit Alter-
nativhypothese oder Alternative.
|©;] =1 = ©; heiit einfach, sonst zusammengesetzt

10.2 Definition

Ein randomisierter Test zur Priifung von Hy gegen H; ist eine messbare
Abbildung ¢ : X — [0, 1] mit der Interpretation

¢(x) = P(Hy ablehnen| X = x)

Gilt p(X) = {0,1}, so heifit ¢ nicht randomisiert. Mit £ := {z € X :
o(x) =1} gilt dann ¢ = 1x und die Testvorschrift lautet:

r €K = Hj ablehnen
x € X\K = Hj nicht ablehnen

K heiBt kritischer Bereich (Ablehnbereich), X\K heifit Annahmebereich.

10.3 Bemerkung

Falls 0 < ¢(z) < 1, so muss ,externes“ Bernoulli-Experiment durchgefiihrt
werden; man erhélt also Realisierung y einer Zufallsvariablen Y mit

Y ~ Bin(1, ¢(x)).

In praktischen Anwendungen ist ,,Randomisierung® unerwiinscht.



78 10 GRUNDBEGRIFFE DER TESTTHEORIE

10.4 Definition

Es sei T': X — R eine messbare Abbildung. Haufig besitzt ein nicht rando-
misierter Test die Gestalt

(%) T(x) >c = Hy ablehnen
T(z) <c¢ = kein Widerspruch zu Hy
(dh. K={zeX: T(z)>c}=T"1(c,)))

Dann heifit T Testgrofe (Priifgrofe) und ¢ € R heifit kritischer Wert.
(*) liefert Test mit oberem Ablehnbereich.

In (*) > durch < und < durch > ersetzen — Test mit unterem Ablehnbereich

10.5 Beispiel

(X,B) = (R™" Bm) X = (Xy,..., Xm, Y1,...,Y,), X1,..., Y,

ui/'uF ui/vG
unabhéngig, ¥ = (F,G), © = {(F,G) : F,G stetig}, ©¢9 = {(F,G) € O :

F =G}

Hy: F=G
H12 F#G

(nichtparametrisches 2-Stichproben-Problem mit allgemeiner Alternative)

Sei
Fufe) = - S X <a}, Gulw) = - 1Y <)
=1 j=1

Mbogliche Priifgrofie (mit oberem Anlehnbereich):

T(X1,. .., X, Y1,...,Yy) = sup|Ep(z) — Gu(a)|
T€R

(Kolmogorov-Smirnov-Testgrofe)
10.6 Definition und Bemerkung

Ein Fehler 1. Art ist das Verwerfen von Hy, obwohl Hj richtig ist.
Ein Fehler 2. Art ist das Nichtverwerfen von Hy, obwohl Hy falsch ist.
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Entscheidung | Hy richtig Hj falsch

Hy nicht richtige Fehler 2. Art

verwerfen Entscheidung

Hy verwerfen Fehler 1. Art richtige
Entscheidung

Die Funktion

© — [0,1]

0= Go(0) = Eylg] = [ p(x)Py(dx)

heifit Giitefunktion des Tests .

(p =1k = Go(V) = Py(K), o = H{T () = ¢} = Gp(V) = Py(T = ¢))

Gy

Ideale Giitefunktion wére

1,9 € ©
(V) :{ 0,9 € O

Sei o € (0,1). ¢ heifit Test zum Niveau a & G, (¥) < a VI € @0[2;6]

In Praxis iibliche Werte: a = 0,05; 0,01; 0,001
Kleines « dient ,,Sicherung von Hj “E]

Die Zahl supycg, G, (V) heiBt Umfang (size) von ¢.

10.7 Definition

Sei

O, ={p: X —10,1]] sup G,(V) < a}
Y€

die Menge aller Niveau a-Tests.
O, #0,dap=aed,.

Sei @, C D, N
p1 € D, heifdit gleichméBig besser als o € ¢, &
Gy, (0) > Gy, (V) VU € O
©* € ®,, heifit (gleichméBig) bester Test in Dy i
G (9) > G(9) Y € ©1 Vi € By,
Bezeichnung: UMP-Test (,,uniformly most powerfully*)

26Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art ist < «
2Tygl. ,Wahl der Nullhypothese; das Verwerfen von Hy ist ,fast nie“ falsch, also in
diesem Fall umgekehrt H; auch ,fast immer* richtig (...)
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11 Neyman-Pearson-Tests (NP-Tests)

Es sei ©g = {0} ©1 = {1}, f; sei die Dichte von Py,
beziiglich dem Maf p auf X.

11.1 Definition

© heiit NP-Test fiir Hy : ¥ = Yo gegen Hy : ¥ =
< Je >0 3y € [0,1] mit

1, falls fi(z) > cfo(x)
(1) w(z) =<, falls fi(x) = cfo(zx)
0, falls fi(x) < cfo(x)

Beachtd®™} Ey, (@) = Py, (f1 > cfo) + 7Po,(f1 = cfo)

L@ gl fo(z) >

o o(x 0
@) Q)= {fo(o) , falls fo(x) =0

1, falls Q(x) > ¢

o(z) = {'y , falls Q(x) = ¢

0 ,falls Q(x) <c
[falls fo(x) >0 =  ¢(x) =¢(z)
falls fo(x) =0, fi(z) >0 = ox)=p(x)
falls fo(z) =0, fi(z) =0 = o(z)# o(z)]

Es gilt: {fo >0} U{f1 >0} C{p=9)
:>P191((P:¢*):P191(90:¢):1

Beachte: Ey,(p) = Pyo(Q > c) + 7Py, (Q = c)

11.2 Satz

Der Test aus 11.1(1) ist bester Test zum Niveau o := Ey,(¢).

Beweis:
Sei ¥ beliebiger Test mit Ey,(¥) < a.

Zu zeigen:
Eﬁl (QO) > E791 (\Il)

28Niveau
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Sei M) = {z: p(z) > U(z)}, M) :={z: o(x) < ¥(z)},
M) = {z: p(z) = U(z)}

veMP) = o) >0= fi(z) > cfo)

re MO = o) <12 fix) < cfola)

= By (p-0) = /x (p(x) — (@) f1 () d)
— / (o) — (@) fi(z) du(z)
M () N ——a—r’

——
>0 >cfo
+/ (p—W) fi1 du+/ (o — V) f1du
M (=) N~ —r N~ M (5) N et
<0 <cfo =0
-0
> / (o — \I')cfodw/ (o = W)cfodu
M) M=)
+/ (¢ — W)cfodu
M=)
= C/x(so‘l’)fodu
= _C_[EBy,(p) — Eyy (V)]
>0 >0
> 0

11.3 Bemerkung

Beweis deckt auch den Fall p(x) = v(z), falls f1(z) = cfo(x) ab

11.4 Lemma von Neyman-Pearson

a) Zu jedem « € (0,1) existiert ein NP-Test ¢ der Form 11.1(1).

b) Ist U ebenfalls bester Test zum Niveau a,
so gilt mit ¢ aus (a) und D = {z : fi(x) # cfo(x)}

o(x) = U(x)fir u- fast alle z € D



82 11 NEYMAN-PEARSON-TESTS (NP-TESTS)

Beweis:

a) Sei Q wie in 11.1(2). Zu zeigen:
de >0 3y € [0, 1] mit Py, (Q > ¢) + 7Py, (Q =¢) = v (%)

Sei Fy(t) := Py,(Q < t) die Verteilungsfunktion von Q unter vy.
Dann wird (%) zu 1 — Fy(c) + v(Fo(c — 0)) Lo
Setze ¢ := F; '(1 — ) und

Fo(c)—(1—a)

0, falls Fy(c) = Fo(c —0)
v =
To(c)—Fo(c—0)° sonst

b) siehe Pruscha, Vorlesungen iiber Mathematische Statistik, S. 225

Beispiel: (Poissonverteilung)

XNPO()\), ()\>0), 0< A<\

HQZ)\:)\(), Hli)\:)\l

)\m
flx, N :e_’\g x=1,2,...

= Dichtequotient ist

_f@EA) AT o)
T(z) = =(3) e
f(l'a)\O) Ao
>1

streng monoton wachsend in x.
= Bereich {T'(z) > ¢} bzw {T'(z) = ¢} kann umgeschrieben werden in
{z >k} bzw. {z = k}.
NP-Test
1 ,z>k
pla) =97 ,z=k
0 ,xz<k

fir « € (0,1) wihle k € Ng, v € [0,1] so, dass

Pr(X > k) + 7Py (X =k) =a
zum Beispiel « = 0,05, \g=1:
Py, (X =3) =0,0613, Py, (X > 3)=0,0190
= P\, (X >3)>0,05

Py, (X > 3) + 7Py, (X =3) = 0,05
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(e} —P/\O(X > 3)

:> —
TP (X =3)

= 0,5057

Bemerkung:
Wird bei der konkreten Testdurchfiihrung z.B. der Wert = = 3 beobachtet,
so wird in der Praxis der sogenannte p-Wert

p(z) = p(3)
= P),(,,mindestens so extremes Ergebnis wie das beobachtete®)
= P\, (X >3)
= 10,0803

[p*(2) > 0,1, p*(4) = 0,019, usw] angegeben.

Bei diesem Vorgehen wird das Problem der Randomisierung umgangen:

Ist zum Beispiel @ = 0,05 gewihlt, so entscheidet man bei p*(z) < 0,05
gegen die Hypothese.

Bei p*(z) > 0,05 wird die Hypothese nicht verworfen.

Im Folgenden: ,Loslosen” vom Fall [©g| = 1 = O]

Sei {Py : ¥ € ©} dominiert durch o-endliches Mafl y1 auf 5.

f(,9) = Cﬁi%)

© c R, O offen

11.5 Definition

Essei T : X — R messbar mit V1,79’ € © mit 9 < ¢’ existiert eine monoton
wachsende Funktion g(-,9,9") : R — [0, oo] mit

g(T(x),9,9"), x € X

Dann heifit {Py : ¥ € ©} Klasse mit monotonem Dichtequotienten
(DQ) in T.
Falls f(z,9") > f(z,9) =0, so % = 00.
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11.6 Beispiel

Sei
f(x,9) = c(®) - 7@ p(z), z e X

(einparametrige Exponentialfamilie)
Ist ¢ : © — R streng monoton wachsend und gilt Vary(T) > 0Vd € © (x),
so ist {Py : ¥ € O} Klasse mit monotonem DQ in T.

Beweis:
(i) Aus (x) folgt Injektivitdt von © 5 ¢ — Py:
Annahme: ¥ # 9" und Py = Py

= logc(¥) + q(¥) - T(x) = logc(V') + q(¥') - T(x) p-f.ii.
_log c(¥) — log c(¥)

= T(x) = 70— a0 p-f .
= Var(T) =0
Widerspruch zu (x)!
(ii) ¥ <
f (@, 0') _ () / . /
:> RO C)) eXp(M'ﬂ@) =:g(T(z),9,9)

>0
Spezialfall: Bin(n, ), 0 < ¥ < 1

ey = (M) - o = - oy ()

wobei ¢(9) = log % streng monoton wachsend in ¥ ist.
= monotoner DQ in T'(z) =z, x € {0,...,n}

In der Situation von 11.5 sei Hy : ¥ < ¥y gegen Hi : ¥ > ¥y zu testen.
(99 € © vorgegeben)
Fiir ¢* € R und v* € [0, 1] sei
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11.7 Satz

Die Klasse {Py : ¥ € ©}, © C R!, besitze monotonen DQ in T. Dann gilt:
a) Ist ¢* von der Form (%) mit o := Ey,(¢*) > 0, so ist ¢* UMP-Test
flir Hy gegen H.

b) Zu vorgegebenem ¥y € © und « € (0, 1) existieren ¢* € R,~v* € [0, 1],
so dass ¢* aus (%) ein Test zum Umfang « ist.

c¢) Die Giitefunktion Eye* ist monoton wachsend und auf
{¥: 0 < Eyp* < 1} streng monoton.

Beweis:

a) Sei ¥ € © mit ¥; > Jy beliebig.
Hj:9 =199 gegen Hj:9 =1

Sei fj(x) := f(x,7;). Wegen

P = T @), 0o, 0)

existiert zu ¢* ein ¢ := g(c*, 99, Y1) mit

{z: h(@) >chC{x: T(x)> "}

Jo(z)
{z: (@) <ctC{zx: T(x) <"}
[Echte Teilmengen, denn aus T'(z) > ¢* folgt g(T'(x), Vo, V1) > c.]
Aus
O0<a = Eﬁo(p*

= Py (T >c")+~v"Py,(T = c")

< P190 (T > C*)

_ fi(z)

a 190(]‘10(95) 2¢)

folgt ¢ < co. [Denn: Pﬁo(j%gg =00) = 0]
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Fiir ¢* aus (x) gilt
f1(z)
e
x
() @@= ). =
fi(z
0, Tolm) <€
mit y(z) € {0,1,7"}.
Nach 11.2 und 11.3 ist ¢* bester Test fiir Hj gegen H{ zum Niveau
a = Ey, (90*)
Da ¢* in (%) nicht von ¥; abhéngt, ist (a) fiir H{ gegen H; : ¥ > vy
bewiesen.
Teil (¢) = Eyp* < a Vi < ¥y, d.h. Test ¢* ist UMP-Test fiir Hy gegen
Hi zu o := Ey,p".
b) Analog zu 11.4(a).

Nach (c) gilt supycg, Eop* = Eg " = a, d.h. der Test hat Umfang
a.

Sei ¥ < U7 beliebig, oy := Ey, ¢*.
Analog zu 11.7 (xx) ist ¢* NP-Test fir Hj : ¥ = 91 gegen Hi : ¥ = vs.
Da ¢* besser als 1 := «y folgt

a1 = E192 (901) < Eﬁz (90*)

d.h. Ey(p*) monoton wachsend.

(Fiir strenge Monotonie siehe Pruscha, S. 230)

Anmerkung;:

Die Tests in (%) und (%) sind dquivalent. ¢* in (x) hédngt nicht von ¥
ab, also héngt auch der Test in (*) nicht von ¥; ab. Dies ist jedoch nicht
beweisbar, da ¥; sowohl in fi(z) als auch in ¢ = ¢(J9, 1) eingeht.

Beide Tests haben gleichen Ablehnbereich!

11.8 Bemerkung

2)

Testproblem Hy : 9 > 9g gegen H; : ¥ < ¢ analog.
[¢ durch —¢ und T durch -T ersetzen = in (*) werden < und >
vertauscht]

b) Fiir zweiseitiges Testproblem Hy : ¢ = ¥y gegen Hy : ¢ # ¥y

existiert 1.A. kein UMP-Test zum Niveau a.
Ein solcher Test ¢* wire
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(i) UMP-Test fiir Hy : 9 = 09 gegen H{ : 9 > vy
= Eyp" < a Vi <y

(=Ho)
(i) UMP-Test fiir Hp : ¥ = 9 gegen H; : 9 < Uy

= Eyp" > a VI <y
(=H)

Widerspruch!

11.9 Beispiel (Der einseitige Gauss-Test)

Sei X = (X1,...,X,), X1,..., X, w N(p,02), o bekannt. Da

1 n 2
f(z, 1, 05) _ eXp(_ﬂijl(xj—Ml))
F@ap0,08) — exp(— gz oy (ay — o))
F1— o n(pf — pug)
= e po—HL T o)
xp( p ZJ: j 2072 )
N~
=T (x)

streng monoton wachsend in T'(z) = >, x; ist fiir g > po, besitzt
{&N(u,08) : p € R} monotonen DQ in T'(z) = Y7 | z;

j=1
Als UMP-Test zum Neveau « fiir Hy : u < po gegen Hy : pu > g ergibt sich
1,§:jxj:>c*
() =7 > T =c"
0,z <c"

Da P, (>2; X; = ¢*) = 0 kann v* € [0,1] beliebig gewéhlt werden, z.B.
~v* = 0. Auflerdem:

n — *
X, — c _
Eup" = PMO(ZXj >c') = Puo(\/ﬁM > \/ﬁniuo) =a
=1 0o g0
~A(0,1)

<
= /n2 Ho L 210 =011 - a)
o0

Ergebnis:
T — Wi
o (z) = {1 VTS > 21

_ Lo
0, Vit <z,

ist UMP-Test zum Niveau « fiir Hg : p < pg gegen Hy : u > pyp.
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11.10 Beispiel
(UMP-Tests in einparametrigen Exponentialfamilien)

uiv

Sei fi(z1,9) = c(9)e’ P h(z), Xi,..., X0 ¥ fi.

= f(z,9) = c(9)" exp(V) Z T(z;)) H h(z;)

und f hat momotonen DQ in T'(z) = > =1 T(x5) (vel. 11.6).
= UMP-Test zum Niveau « fiir Hy : ¥ < ¥ gegen Hy : ¥ > ¥ ist
1, T(z) >
e (x) = 97" T(z) =
0, T(z) <

wobei Py, (T > ¢*) + v* Py, (T = ¢*) = a

11.11 Korollar

Sei h = h(t) streng monoton wachsend, T'(z) = h(T(x)).
In der Situation von 11.7 ist dann auch

T(z) > ¢

¢(z) =7 T(z)=¢"
0,7(x) < c*

mit ¢*, 4° geméaB Ey,¢* £ o UMP-Test zum Niveau o fiir Hy gegen H;.

—~—

€[0,1]
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12 UMPU Tests (,UMP unbiased*)

Nach Bemerkung 11.8(b) exisitiert im Allgemeinen kein zweiseitiger UMP-
Test zu einem Niveau a. Deshalb Einschrinkung auf unverfilschte Tests:

¢ € ®, heifit unverfilscht (unbiased) zum Niveau « fiir Hy : ¢ € ©¢ gegen
Hy: 9 € 0y, falls

(1) Eyp < a Vi € Ogy, Egp>a Ve O,
Im Folgenden liegen einparametrige Exponentialfamilien mit Dichte
() f(x,9) = c(¥) - exp(IT'(z)) - h(x), z € X
und natiirlichem Parameterbereich © vor.
Zu testen sei Hy : 9 = ¥y gegen Hip : 9 # 9.

Nach Lemma 6.12 ist die Giitefunktion 5(9) = Eyp(X) beliebig oft diffe-
renzierbar. Aus Forderung (1) folgt:

d
(2) Ey,0(X) = a, @EW(XM:% =0

Mit

#a) = ([ @)™ nutdn)y
= ¢0) [ o@e ™ h)utdn) + c0) [ ola)T (@) h(z)u(da)

= e [ T@e T hwutds) [ o) ha)uldo)
Byl (@)T (@)
= Bylp(e)T(2)] - BT (2) Egp()

Damit ist (2) dquivalent zu

(3) Egyp(x) = o, Egy[p(2)T ()] = aBy,T(x)
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12.1 Satz (UMPU-Tests in einparametrigen Exponentialfa-
milien)

Exponentialfamilie wie in (x). Weiter sei

1, T(z) <cfoder T(z) > c;
pi(x)=9q 7 T)=¢ (=12
0, f<T(x)<ch

wobei ¢}, 5,0 < 7,75 <1 so, dass ¢* (3) erfiillt. Dann:

a) Unter allen Niveau o Tests fiir Hp : ¢ = ¥y gegen H; : 9 # g die (3)
erfiillen ist ¢* gleichméfig bester Test.

b) ¢* ist UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy gegen H;.

Anmerkung;:

UMP-Tests sind eventuell auf einer Seite besser, versagen dafiir aber auf der
anderen Seite. Sie sind hier aber sowieso unzuléssig, da sie nicht unverfilscht
sind!

12.2 Bemerkungen

a) Aus (3) folgt
Eoy[p(X) - (aT(X) +b)] = a Egy [p(X)T(X)] +--b = aEy, [aT(X) +b]

~~

:aElgoT

d.h. Bedingung (3) und auch die Form des Tests ¢* dndern sich nicht
unter linear affinen Transformationen 7'(z) = a-T'(z)+b (a # 0). Also
ist - -
1, T(x)<é&f oder T(z) > ¢
¢ (x) =4 35 T(x)=¢c (i=1,2)
0, &<T(x)<dc;

mit By, 3* = a, By, [5*T] = a-Ey, T ebenfalls UMPU-Test zum Niveau
o fiir Hy gegen H;.

b) Sei Pgo symmetrisch beziiglich g, d.h.
PgO(T —tp < —t) = PﬂO(T —tg>t)VteR

Sei
1, |T(x)—to|>c*
() =9 7 |T(x)—to| =
0, |T(x)—to|<c*
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mit Py, (T(X) —to > ) +7" Py, (T(X) —to = ) = 5.

>0
= Py, (|IT(X) —to| > ¢*) + 7" Py, (|T(X) — to| = ¢*) = a, d.h.
Eyyo* = a ().
Weiter gilt: Ey,T'(X) = to, ¢* symmetrisch beziiglich ¢

= Ego [(p* . T] = Ego[(T — t()) . (p*] —l—toEﬁO(p* (*:) tora=a- EgOT

=0 S.u.

[Betrachte g(t) = (t — to) - ¢*(¢)
= Eyo[(T —to) - o*(T)] = [ g()P] (dt) = 0]

D.h. auch die zweite Bedingung in (3) ist erfiillt.

*

p* ist also UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy gegen H;.
Bestimmung von c*,~* also wie beim einseitigen UMP-Test zum Ni-
veau 5.

Bemerkung:
Form des Tests bleibt unveréindert unter streng monotonen Transfor-

mationen T(x) = h(|T(x) — to|).

12.3 Beispiel (Zweiseitiger Gauss-Test)

X1,...,X, w N (p,02), 0% > 0 bekannt.

Ho: p=po gegen Hi: p# po

Verteilung von X = (X7,...,X,,) ist einparametrige Exponentialfamilie mit
v = Uig, T(x) =0z, >y Xi ~ N(npo,nod) unter Ho.
Linear affine Transformation

\/nag 0o

liefert PEO = N(0,1), also symmetrisch beziiglich 0.
Verteilungsfunktion ist stetig

e[ VAR
07 \/ﬁ‘anT)M)’SZI_E

2

ist UMPU-Test fiir Hy gegen Hj.
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12.4 Beispiel

X =(X1,...,X), X; Y Bin(1,p), 0 < p < 1

Ho: p=po gegen Hi: p# po
Einparametrige Exponentialfamilie mit 1 = log 1%97 T(z) =1y,
>on X; ~ Bin(n,po) unter Hy.
Im Allgemeinen nicht symmetrisch! UMPU-Test:
I, Y xi<cioder Y a;>ch
=@ (x) =9 7 Lwi=d
0, <> xi<dch

mit (komplizierten) Bedingungen fiir ¢7, ¢3,77,75.
In der Praxis oft:

Konstruktion des Tests aus zwei einseitigen UMP-Tests zum Niveau g,
ist aber nicht UMPU.

Im Folgenden Exponentialfamilie mit
k
(4) (2,96 =c(9,€) - exp(-Ulx) + Y_&Ti(x)) - h(x)
i=1

(9,6) € © C R x R, © konvex, © # ().

Zu testen:
Hy: 9 <9y gegen Hy:9 >y

bzw. } )

Hy: 9 =199 gegen Hi: 9 # vy
€= (&,...,&) ist Storparameter, T'(x) = (T1(x),...,Tx(z))
Fiir festes t ist Dichte in (4) einparametrige Exponentialfamilie.

[Genauer: Man kann zeigen, dass die bedingte Verteilung Pg éT:t eine ein-

parametrige Exponentialfamilie mit Dichte
ci(9) - e”Vh(x)
(unabhéngig von &) ist.]

= (bedingte) UMP- bzw. UMPU-Tests fiir Hy bzw. Hy existieren.
Es ldsst sich zeigen, dass diese bedingten Tests auch fiir zufilliges T = T'(X)
optimal sind:
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12.5 Satz
12.5 Satz
a) Der Test 1, definiert durch
1, U>c¢t)
p1(z) = (1), U=c(t)
0, U<c(t)

wobei Ey,[¢1(U,T)|T = t] = a, ist UMPU—Tes zum Niveau o fiir
Hy gegen Hj.

b) Der Test g, definiert durc}@
1, U <ci(t) oder U > ca(t)

pa(2) =9 v U=calt)
0, ca(t)<U < eat)

wobel Ey,[p2(U,T)|T = t] = a,

!
Egolpa(U.T) - UIT = ] £ a- By, [UIT = 1]

ist UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy gegen H,.

Die Tests aus 12.5 konnen manchmal so transformiert werden, dass
c(t),y(t) beziehungsweise c1(t), c2(t),v;(t) nicht von t abhéngen.

12.6 Satz

Unter der Verteilungsannahme (4) sei V' = h(U,T') eine unter ¢ = 9 von T
unabhéngige reellwertige Statistik. Dann gilt:

a) Ist h(u,t) streng monoton wachsend in u bei festem t, so ist

wobei Eyg,¢1(V) = a, UMPU-Test zum Niveau « fir Hy gegen Hj.

29Kein Schreibfehler! Test ist kein UMP-Test sondern nur UMPU!

30hesser: v;(t)
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b) Gilt h(u,t) = a(t)u + b(t), a(t) > 0 so ist

1, v < ¢ oder v > ¢
{)52(1}) — 71" v :El
0, 51 <v < 52

wobei Ey,0a(V) = a, Ey,[p2(V)V] = aly,(V) UMPU-Test zum Ni-
veau « fiir Hy gegen H;.

Beweis:

a) Nach Korollar 11.11 bleibt die Form des Tests unter streng monotoner
Transformation unverdndert, man erhélt also einen Test der Form ¢
mit ¢ = ¢(t), ¥ = 7(¢). Nach Vorraussetzung ist V aber unabhéngig
von T unter ¥ = 9y, deshalb hingen ¢,7 nicht von t ab.

b) folgt analog mit Bemerkung 12.2(a)

Nachweis der Unabhéngigkeit von V und T?
Ubliche Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie, oder

12.7 Satz (Basu’s Theorem)

Sei p = {Py : ¥ € O}. Statistik T sei suffizient und vollsténdig fiir . Ist
V eine Statistik deren Verteilung nicht von 9 abhéngt, so sind V und T
stochastisch unabhéingig[ir]

Beispiel:

X1y, X, %}N(,u,ag), 02 > 0 bekannt, © = {p: p e R}, T =31, X;
suffizient und vollstindig fiir u.

(%) = 220 ((Xi = 1) (X — 1)) = 3271 (Y; — Yn)? wobei Y; ~ N (0, 05)
Verteilung von V unabhingig von u (V ~ 03x2_,).

27V und T sind unabhéngig.

31y | ancillary®
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Beweis:
Sei g beliebige beschrinkte Funktion, m = Eyg(V') (unabhénig von ¥ nach
Vorraussetzung).

B(T(2)) = Eglg(V) — m|T = T()
unabhéngig von ¥, da T suffizient. Wegen
Eyh(T) = Ey[Ey[g(V) — m|T]] = 0V € ©
und der Vollsténdigkeit von T folgt A(T) =0 Py — f.s., also
Eylg(V)|T] =m = Eyg(V) Py — f.s.

und somit die Unabhéngigkeit von V und T.

12.8 Korollar

Sei p Exponentialfamilie wie in (4), wobei (= d) fest gewéhlt ist. Hingt
die Verteilung einer Statistik V nicht von £ ab, so sind V und T unabhéngig.

Beweis:
Nach Beispiel 7.7 und 7.12 ist T vollstéandig und suffizient fiir .
12.7 = Behauptung.

12.9 Beispiel (1-Stichproben-t-Test)
X1, Xn CN(u,02), 9= (1,02) €0 =R x Reg, X = (X1,...,X,)

a) Ho:p < po gegen Hiy : > pig
2-parametrige Exponentialfamilie nach Beispiel 6.3, hat die Form in
@mit ¥ =24, {=—55, Ulw) =21 @, T(x) =31, 22
Ohne Einschrankung sei pg = 0, andernfalls betrachte man x; — g
anstelle der x;.
Hy, H; sind dann dquivalent zu Hp : 9 <0, Hy : 9 > 0.

Betrachte:
T 1
v = VnZn -4 h(u,t)
D S CTE S CR Ay
n—1
Oh(u

au’t) > 0 = h(u,t) streng monoton wachsend in u bei festem t.
(Beachte: ¢t > % >0.)
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Weiter gilt: Unter 9 = ¢ gilt V' ~ t,_1, also unabhéngig von &.
2% V und T sind stochastisch unabhéingig (unter ¥ = ).
12£>(a) Der UMPU-Test fiir Hy : p < pg gegen p > po zum Niveau o
ist
~ _ 1 ,\/ﬁa_cns;lto > tnfl;lfa
SOI(,U) B {0 7\/%3%;#0 < tn—l;l—a
b) Ho:p=po gegen Hy : pu# g

Ohne Einschrinkung pio = 0, dann Hy : 9 = 09 = 0, Hy : 0 # 9

u
h<u,t) - n [t—u?/n
n—1

-

nicht linear in u.

Betrachte

A YL D L.
0 = h(u,t) 7 \/27%2

Unter 9 = 0 gilt V ~ \/%, wobei Y; ~ N (0, 1)

= Verteilung von V ist unabhéngig von & und symmetrisch um 0.
Nach 12.6(b) existiert ein UMPU-Test p2(0), der wegen der Symmetrie
der Verteilung von V nach 12.2(b) einen Ablehnbereich der Form |3| >
¢ hat.

Nun gilt

n—1 v

n J1-n

bzw. |v| = g(|9]).

g(|9]) ist streng monoton wachsend auf [0, \/ﬁ)lﬂ so dass nach Bemer-
kung in 12.2(b) der UMPU-Test auch auf einem Ablehnbereich der
Form |v| > ¢ basieren kann. Somit ist

Pa(x

) _ { L, \/ﬁ‘ins;lml > tn—l;l—%

|Zn—p0]
? S - b _g
0 \/ﬁ < tn 1:1 -

UMPU-Test fiir Hy gegen H,.

32Erweitere ¢ mit % um dies zu erkennen!
33Beachte: ¥ € (—/n, v/n) (nachrechenbar)
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12.10 Bemerkung

Ahnliche Uberlegungen zeigen, dass auch der ein- bzw. zweiseitige
2-Stichproben-t-Test UMPU-Test ist.
(z.B. Lehmann/Romano, S. 157-161, 3. ed.)

12.11 Beispiel (Unabhéngigkeitstest unter NV-Annahme)

(X1,Y1),..., (Xn, Yy) uy Na(p, v, 02,72, 0), also Dicht
f(($1>y1)7 SRR (xnayn)a:uaya 0277—27 Q) = (27TUT V 1- Q2)7n'

expl— 55 (07 D@2 Yl )+ = L)) ()

Zu testen: I:IQ: X1,Y1 unabhéngig; Hy: X1,Y; nicht unabhéngig
Aquivalent: Hy: 0=0; H1: 0#0
Bzw. die einseitige Hypothese Hy : ¢ < 0 gegen Hy : o > 0.

(%) ist Exponentialfamilie wie in (4) mit

U= awnTi=) 2t Ta=) . Ts=) wi,Ta=) y

0
Y= ——"
or(1— 0%
1 1
51 __20_2(1_02>7 52__27_2<1_02)7
1 " vo 1 Vo u
g3}_1—@2(02 07’54_1—92(7'2 oT

a) Hyp:9 <0gegen Hy : 9 >0

Sei
i Xi - X)(Y; -Y)

IS

empirischer Korrelationskoeffizient nach Pearson.
Transformation X; — X"U_” Y — Yj:’ andert R nicht, deshalb hingt
die Verteilung von R nicht von pu, v, 02,72 ab, sondern nur von g.

Fiir ¥ = 0 ist die Verteilung von R also unabhéngig von &1, &2, &3, &4.

R

345 ist Korrelationskoeffizient (s. Stochastik 1)
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Korolar 12.8 = R ist unabhéngig von (771, ...,7y) unter 9 = 0.
12,6

=" UMPU-Test hat Ablehnbereich der Form R > ¢ oder dquivalent
R
w = >c
1—R?
n—2
R = U_T5Ts/n ist streng monoton wachsend in U

V(11 =13 /n)(T>—T3 /n)
= w ist streng monoton Wachsendﬁ in U]
Nach Aufgabe 36 gilt: w ~ t,,_o falls o = 0 (bzw. ¥ = 0).

Deshalb:
I, w=> th—21-a

Pr(w) = { 0, w<tp-21-a

UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy gegen Hj.

b) Test von Hy: 9 =0, H : 9 #0
R ist linear in U mit um 0 symmetrischer Verteilung fiir ¥ = 0
= UMPU-Test hat Ablehnbereich der Form |R| > é.
Die Funktion x — \/1%7 ist streng monoton wachsend fiir 0 < z < 1,
woraus wie in 12.9(b) folgt:

(w) = L fw|=ty21-2
72 - 07 |w‘ < tn—2,1—%

ist UMPU-Test zum Niveau « fiir Hy : o = 0 gegen H, : o # 0.

35w ist streng monoton wachsend in R (Beachte: R € [~1,1] und w'(R) > 0 VR €

(=1,1))
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13 Konfidenzbereiche

Sei (X, B,{Py : ¥ € O}) statistisches Modell, g : © — R*.

13.1 Definition

Sei @ € (0,1). Eine Abbildung C' : X — P(R®) heifit Konfidenzbereich fiir
g(¥) zum Niveau 1 — o genau dann, wenn

(1) {xeX: Clx)29W)}eB VIecO
(2) Phy({reXx: Cz)29W)})>1—a VIecO.
Falls X : Q — X eine Zufallsvariable mit Verteilung Py ist, so die zweite
Bedingung gleichbedeutend mit
Py(C(X)39(W)>1—a ViveO.

Falls s = 1 und C(x) fiir alle z € X ein Intervall ist, so heifit C(-) ein
Konfidenzintervall P9

Beispiel:
X:(Xla"'vXn)v Xla"'vXn%}N(/L7o-2)719:(1“70-2% g(’ﬂ):#
_ S, - Sh
OX)=[Xp— 22t g o, Xp+ 2t g a
(X) = Jn 1;1-2 +\/ﬁ 11-2]

ist Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « nach 2.4.

13.2 Bemerkung (Pivot-Methode)

Praktische Berechnung von Konfidenzintervallen:
Finde Funktion k so, dass die Verteilung von k(X, ) unabhingig von 9 ist,
d.h., dass H(x) := Py(k(X,9) < z) unabhéngig von 9 ist.

Dann existieren Konstanten a,b:

Pyla <EkE(X,9)<b)>1—aVIeO

36 Anmerkung: Ermitteln wir z.B. das 95%-Konfidenzintervall fiir den wahren Erwar-
tungswert einer Population, dann bedeutet dies, dass wir bei durchschnittlich 5 von 100
gleichgrofien Zufallsstichproben ein Konfidenzintervall ermitteln, das den Erwartungswert
nicht enthélt.
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Falls man das Ereignis {a < k(X,9) < b} umschreiben kann als {U(X) <
g(0) < O(X)}, soist [U(X),O(X)] Konfidenzintervall fiir g(¥) zum Niveau
1—o.

Im Beispiel oben:
Verteilung von

unabhéngig von ¥ = (u, a?).
W ist Pivot fiir g(9) = p.
{—tn-11-2 < k(X,9) <tp-11-2} = C(X) im Beispiel oben]

Weiteres Beispiel:

X1,.... X, L U0,9),9 >0, g(9) =0
MLEE von J: X(n) = INaxj<i<n Xi

Verteilungsfunktion von X, ist (§)",0

. . X . . X . .
= Verteilungsfunktion von % ist ™,0 1, also ist % Pivot fiir o.

Wihle a,b so, dass

Xm)
9

Pyla < <b)=b"—a"=1—a (V€ O)

Dann ist [Xém, Xé”)] (1 — a)-Konfidenzintervall fur 9.

Wie a und b wihlen?

e Intervall [a, b] ,kleinstmoglich” wéhlen

e andere Optimalitédtsbegriffe

13.3 Zusammenhang zwischen Konfidenzintervallen und
(nichtrandomisierten) Tests

1. C(z) sei Konfidenzinterwall zum Niveau 1 — « fiir ¥ (d.h.
Py(C(X)29)>1—aVie0).
Zu testen ist Hy : ¢ = g gegen Hy : ¥ # .

Definiere Test ¢:
— 1 ’ 190 ¢ C(l‘)
wlz) = {o 9o € Cla)

3TML-Schitzer (Estimator)
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Umfang von ¢:

Eﬂotp(ﬂj) =1- Pﬂo(ﬁo S C(SU)) <«
—_—

>l—«
d.h. ¢ ist Niveau a-Test.

2. Umgekehrt sei fiir jedes ¥ € © ein Niveau a-Test py,(x) fiir obige
Situation gegeben (d.h. Py,(¢y,(X) =0)>1—«, Yy € O).
Definiere C*(z) = {0 : py,(xz) =0}

= Py(C*(X) 3 9) = Py(po(z) =0)>1—a YIeO

d.h. C*(X) ist (1 — «)-Konfidenzbereich fiir 9.

Beispiel (1 Stichproben-t-Test):

1. (1 — «)-Konfidenzintervall fiir p: [z, — %tn—m—%,fn + %tn_l,l_g].

2

Lehne Hy : u = pop ab, falls ug ¢ Konfidenzintervall.

R _ S
=|po — Tn| > 7% tp—1,1-2

V[T — po
= - | >lp_11-2
Sn
2. Umgekehrt:
Vn|Z, — po
y > tn—l,l—%
Sn
Ablehnbereich fiir Test ¢, von Hy : p = po gegen Hy : p # po fiir
jedes po € R.

C(z) = {p:eulr) =0}

_ S _ S
= {xn - 7%7%—1,1—% Spu<ZTp+ 7%@1—1,1—%}

< 7':n—l,l—%}

(1 — a)-Konfidenzintervall fiir p.
Bemerkungen:

(i) Es besteht also eine Dualitét zwischen Signifikanztests und Konfidenz-
bereichen, allerdings nur, wenn eine ganze Schar von Hypothesen
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Hy, : 9 =Yg getestet wird.

Bei Beschrankung auf einen Test (was bei praktischer Testdurchfithrung
immer der Fall ist) ist der Test ,, weniger* informativ.

[Allerdings: Bei Tests wird in der Praxis p-Wert (siehe Beispiel nach
11.4) angegeben = andere Information als Konfidenzintervall].

(i) UMP(U)-Tests fithren auf Konfidenzbereiche, die gewisse (komplizier-
te) Optimalitéitseigenschaften haben.
(Im Allgemeinen aber nicht kiirzeste Konfidenzintervalle.)

13.4 Definition
Ist fiir jedes n die Abbildung C), : X,, — R® ein Konfidenzbereich fiir g(¢),
basierend auf (Xi,...,X,), und gilt

li_>m Py({(z1,...,2n) € Xy Ch(x1,...,20)29()}) = 1—«

fiir alle ¥ € ©, so heifit die Folge (C,,) ein asymptotischer Konfidenzbe-
reich fiir g(9) zum Niveau 1 — a.

13.5 Beispiel

utv

X1,..,X, ¥ X, EX?<a, F(z) = P(X <), ¥:=F,
g(0) = [xdF(z) = EX =: p

S2 .=

n

n—14%
=1

ZGWS: YiEazi) B ar(o, 1)

= lim Pﬁ(Xn—&qu( )gusz&@‘l(l—f)):l—a
n

~
asymptotisches Konfidenzintervall zum Niveau 1—«

L@
2

13.6 Hilfssatz

Y ~NL(0,8), >0 = YISy ~ i
Beweis:

STY ~ N0, T) = STV =YTETY ~ g
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13.7 Asymptotische Konfidenzbereiche in parametrischen
Modellen

uLv

Seien X1 ..., X, '~ f(&9), ¥ € ©, © C RF offen und f eine regulire Dichte
im R? beziiglich p (= A* oder Zahlma8 ).

Sei 9, eine Schitzfolge fiir ¥ mit der Eigenschaft
Vi, —9) 25 Ne(0,5(9)), 9e0 (1)
wobei X(9) > 0 und X( -) stetig.

Aus (1) und Hilfssatz 13.6 folgt, dass

n(0n — NTS(@,) (W00 —9) 25 \2, 0eO

das heif3t
lim P (m@n — ) TB(,) " (I — ) < xi;l_a) = 1-a Vdeco.

Da die Menge

2
{0 eRF: (9, —9)2W,) " (D, —0) < Xkil—a }

n

ein Ellipsoid in R¥ mit Zentrum Oy, ist, handelt es sich hier um einen ellip-
tischen Konfidenzbereich fiir ¢.

Falls g : R¥ — R differenzierbar ist, so folgt aus (1), dass

Dy

\/ﬁ(g(ﬁn) _9(19)) — N(an-Q(ﬂ))v

wobei

Q

[\

=
I

9 (9)TE®)g(9)).
Somit gilt

Mit 7, = o(J) - @71 (1 = 2) /y/n folgt

lim Py (9(0n) =7 < 9(0) < g(0n) +70) = 1-a.

n—oo

Man hat also einen asymptotischen Konfidenzbereich fiir g(¢) konstruiert.
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13.8 Beispiele
a) Xi,...,X, WBin(l,p), 0<p<1,9=p, pp= 13" X, =X,
ZGWS: 5
Vn(pn —p) = N(0,p(1 - p))

—
=2(9)

g: R—=R, g(p) =log ﬁ »logit“-Funktion
! _ 1
9'p) = 5

ﬁn p D 1
= /n(log — —log SN0, ————
( 1 —pn 1—p) ( p(l—p))
und
ﬁn (I)il(l — %) ﬁn (I)il(l — %)

[lOg ~ — — ) IOg — + = ~ ]
L= pn npn(l _pn) L —pn npn(l _pn)

ist asymptotisches (1 — a)-Konfidenzintervall fiir log %.

b) Konfidenzintervall fiir ,log odds ratio*
X1,...,X, ~Bin(1,p), Y1,...,Y, ~ Bin(1,q)

_p_
@:log%, O=0&p=gq
1—q
sieche Ubung
13.9 Beispiel
, ey
. uiv X 1251
Sei X1,..., X, ~ No(p, ), X; = Loy | —( >
1 Q(M ) (Xi(2)> 1o
o011 012 v . o (k) (k)
¥ regulir, ¥ = ( ) , X, = _?2) mit X~ = 13" X",
012 022 »

k=12
¥ bekannt: /n(X,, — p) ~ N2(0, %)
13,6

= n(Xn = w)"STH X — 1) ~ X3

= Pu(n(Xn - N)Tz_l(Xn —p) < X%;l—a) =l-a

elliptischer (1—a)—Konfidenzbereich fiir p
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Y unbekannt: Konsistenter Schitzer fiir X ist

V= (,Ua E), 'lgn — anin)
Fir n > d(= 2 ist X, nicht singulér mit Wahrscheinlichkeit 1.

= (X — )75 (X — 1) B3
Betrachte g(9) = pu1 — uo.
1 1
)= (1) =02 (L) = 20+ o

L VY = X) — (= gm)) By

o(Un)

384 ist Dimension
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14 Lineare statistische Modelle

14.1 Definition

Es seien X = (X1,...,X,)7 ein (beobachtbarer) Zufallsvektor,
C = (cij) i=1....n eine bekannte n x s-Matrix mit Rang(C) = s
j=1

(insbesondieryéwn > s), ¥ = (V1,...,9)" unbekannter Parametervektor,
e =(e1,...,6,)T ein (nicht beobachtbarer) Zufallsvektor mit

E(e) =0, Var(e) = E(e-eT) = 0% - I,

o2 unbekannt.
Ein lineares Modell (LM) wird beschrieben durch die Gleichung

X=Cl+e (1)

also
X1 cil o Cls a1 €1

Xn Cnl - Cns Vs En

C heifit ,,Designmatrix*.
(1) heift klassisch, falls € ~ N, (0, 0%1,,).

Bemerkungen:

a) Im klassischen LM gilt: X ~ N, (C9,0%1,).
Die Beobachtungen X1, ..., X, sind also unabhéngig, aber nicht iden-
tisch verteilt.

b) Rang(C) =s < OTC nicht singulir
DennP%

CTC singulir < JueR u#0: CTCu=0
& ek u#0: u'CTCu=(Cu)'Cu=0
S weR u#A0: Cu=0
< Rang(C) < s

39Tn der Hinrichtung multipliziere CT Cu = 0 mit u”, in der Riickrichtung multipliziere
Cu =0 mit C”.
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14 LINEARE STATISTISCHE MODELLE

14.2 Beispiele

a)

X;=04¢,i=1,....n

1
(s=1,C=1:])
1
(wiederholte Messung)
Xi=a+bt;+e,i=1,...,n
1 4
(s=2,a=0,b=10, C=|: :])
1 ¢,
(einfache lineare Regression)
X¢:a+bti+ct?+5i,izl,...,n
1t 2
(s=3,9=(a,be)l,C=|: : ]
1 t, t2
(einfache quadratische Regression)
Xi=33509 fitti) +eni=1....n
fi,..., fs beliebige gegebene Funktionen! (allgemeine (lineare) Regres-

sion)
z.B. f;(t) = sin(wj - t) (trigonometrische Regression)

Xi=a+buj+cv;+...+gz+e,1=1,...,n

a 1 vy v - =

g 1 u, vy, -+ 2zp
(multiple lineare Regression)

Xl,i:ﬁl—l-ELi,i:l,...,nl
X27i:192+€2,i,i:1,...,n2

X11 10 €11
lel _ 1 0 191 + €1,n1
X271 0 1 0P €21
X2,n2 0 1 €2.no

(2-Stichproben-Modell)
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g) Xi,j :191'4-6@'7]',2': 1,...0k,5=1,...,n4
(Modell der einfachen Varianzanalyse, 1-faktorielle ANOVA)
z.B. Effekt X; ; bei k unterschiedlichen Behandlungen

14.3 Schitzung von ¢

Sei R(C) := {C¥ : ¥ € R®} s-dimensionaler Unterraum des R".
14.1(1) besagt EX € R(C).
Forderung: || X — CY||? = mﬁin! (kleinste-Quadrate-Methode; vgl. 4.6)

Losung:

) =9(X)=(CcTc)yt.cTx

Beweis:
Wegen p(¥) = C9 folgt M (¥) = <a‘”>' ~=C in 4.6 und somit die Norma-
i

a0,
lengleichung CTCY = CT X.
Da CTC nach Bemerkung 14.1(b) invertierbar ist, ist

)

J=9(Xx)=CTc)yt-cTx
die (einzige) Losung.

Bemerkung:

Es gilﬂ@{

By g2 (0) = (CTO)COT By p2(X) =0
CY

d.h. 9 ist erwartungstreu fiir 1.

Vary ,2 () = (CTC)1CT Varg ,»(X) -C(CTC)™ =o2(CTC)™!
N————
:Varﬂygg(s):ol]n

Beispiele:

a) In 14.2(b) (einfache lineare Regression) ist (vgl. 4.7)

E?:ltiXi_n‘f'X

by =X = bty = ZRGE
1=1\"?

10Beachte: (A7)t = (A™HT
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b) In 14.2(g) (ANOVA) ist

1
1
1 ni 0
C= ' , cTCc =
1
0 Nk
1
1
und somit
¥4 o 2L X1 X4
J = : = ; = :
9 1 S X X
k ny Laj=1“*k,j k+-

(+ bedeutet, dass hier summiert wird)

14.4 Satz ( GauB3-Markov-Theorem)

Es sei @ € R®. Dann ist T := o700 bester linearer erwartungstreuer
Schitzer fiir a’¥. (BLUE)

Beweis:
Sei S = S(X) linearer Schitzer fiir a® .

=3IeR":S=p'X
S erwartungstreu fiir a”9 =
Eyy2S=0bTEy 2 X =b7C0 = a™9 W9
= bI'C =a” (%)
Vary ,2(S))b" Varg 52 X b= o?b"b
—

o021,

Vary ,2(T) = al Vary ;2 (0)a = 2T (CTC) ta © a2reccto)1cTy
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= Vary ,2(S) — Varg ,2(T) = o?b" (I, — C(CTC)"1 CT)b
N—_————
=P
"2

Wegen P = PT = P2 folgt Q = Q7 = Q? (vgl. Aufgabe 44) folgt

b"Qb =" Q% = 6" Q"Qb = ||Qb]* > 0
= Behauptung

Beispiele:

a) 1-faktorielle ANOVA (14.2(g), Beispiel 14.3(b))
al =(0,...,0, 1 ,0,...,0, =1,0,...,0), a9 =19; — 9
a; a;
Differenz der Erwartungswerte der i-ten und j-ten Gruppe.
T =a") = X;3 — X, ist BLUE fiir a”.

b) einfache lineare Regression
o= (1}) AT =0y 40y — 1
T = a4 = ¥y + Dat* ist BLUE.

Hier:
1
C=1: =
1 t,
~\ut w2 BRI
2 mat?

= Vary ,2 (D) =0

Vary ,2 (09) (vgl. 4.7)

_ 2 1
R

. 2 )
Covy g2 (01, 02) = Z(tJ—ta? (=0, falls 7 = 0)
Vary ,2(T) = o2 T(CTC)—l

- t—f)2 Zﬂ—ztw )?)

1 *
- G s
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14.5 Schitzung von o2

6% =6%(X) =
W
=€

(¢ Residuenvektor )

Bemerkung

&% ist asymptotisch erwartungstreu, aber nicht erwartungstreu fiir o2

nach Aufgabe 44

5% =
n—s

erwartungstreu fiir o? ist.

Ab jetzt stets klassisches lineares Modell (¢ ~ N, (0, 021,,))!

14.6 Satz

Im (klassischen) linearen Modell gilt:

ist ML-Schétzer fir (¢, o

&
~—
—~

2
\_/

%)

1 312 — 122
Al X Z COIF =5 llell” = 52

d) ¥ und 62 sind stochastisch unabhéingig

Beweis:
a) X NNn(Cﬁ, 02In)

= f(z,9,0%) =

p 222

xp{— UL

Cq?H )

, da
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Maximieren von L, beziiglich ¥ bei festem o? fiihrt auf
Minimierung von |z — C¥9||?, Losung ist 9.

dlog L, (9, 0?) 1o
o2 N

Sy
n

b) folgt aus Bemerkung 14.3 und Normalverteilungs-Annahme

c)
e = (X —09)T(X - 0v)
= (X-CO+CWH-T(X-Ch+CH—0))
= E+C@l-0)TE+CH-0)
ele ¢&T¢ . +CTC . S (v )
~~ (2)
~x2 ~x2 (1)
(1) nach Hilfssatz 13.6 und (b)
(2) =l (I, - P)YTC=€¢l'(1,— P)C =0
Zu zeigen: ‘f—f ~X2_g
Die charakteristische Funktion von X% ist
ea®) = [ e fla)de = (- 2it)
Unabhiingigkeit von J und & nach (d)
= (1—2it)"2 = . (t)- (1 —2it)"2
52
= g (1) = (1-2it) "%
o2
Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen
e n 9
= 2 T 27 Y Xn—s
d) 9= (CTe)y1eTx = (CTe) et (Co+¢) =9+ (CTC) 1 e
e = X-CY
= (I,-cctoytehx
= (I, — P)(CY¥+e)
= (I,—-P)CI+ (I, — P)e
C—C=0
= (I, — P)e

(= Q¢
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= Cov(¥,¢) = Cov(¥+ (CTC)"'CTe, (I, — P)e)
N—_——

sxn Matrix

= Cov((CTC)'C"%, (I, — P)e)
= (cTo)yteT. Cov(e, ) (I, — P)T
sXn :Var(g):g21n nxn
= o*(CTO) (I~ P)O)"
=0

=0
€ = (In — P)e ~ Ny(0, (I, = P)o*(I, — P)T) = N,,(0,0*(I, — P))

¢, normalverteilt und unkorreliert = o, ¢ unabhéngig
= 1, 62 stochastisch unabhiingig.

Bemerkung:
€ ~ N,(0, (I, — P)c?), d.h. die é; haben nicht die gleiche Varianz.

14.7 Konfidenzbereiche fiir ¢

a) elliptischer Konfidenzbereich fiir :
9 —19 ~N(0,02(CcTC)™)

ctc né?
T (19 19) X37 T ~ Xn s

= (0 —0)

Beide Groflen sind stochastisch unabhéngig.
L —9)ToTCwW -9
_ M -9yTeTew - v)

n_ ~9 ~ L'sn—s

n—s

L —y)rorom -
= Cp :={yeR®: Gl = ( y)San—sl—a}

erfillt Py ,2(Cg(X) 3 9) = 1 —a ¥J,0%, dh. Cg ist ein (exakter)
(1 — a)-Konfidenzbereich fiir 9.

b) Konfidenzintervall fiir 19;:
Sei (CTC)_l =: (bij>s><s- 1§j ~ N(’ﬁj,bjjd%

D —9; R
14.6(c),(d), 2.1 o+/bj; ¥, — 9
= = - Aj L~ tnfs(N vV Fl,nfs)
n_ 62 S - bjj
n—s o

= Py (|0 =05l < tns1og -8/ =1-a

d.h. ?9]- £ tps1-2 - 51/bj; ist zweiseitiges (1 — a)-Konfidenzintervall
fir 29]'.
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c)

quaderformiger Konfidenzbereich fiir ¢ (,, Bonferroni-Methode*):
Regel von den kleinen Ausnahmewahrscheinlichkeiten:

S

,j=1,....,5s = P([)4)>1-a

Somit gilt fiir
Co() = xj_1[d;(z) = r(2),9;(z) + ()]
mit r(z) := tn—s1—2 §\/@
Py 2(Co(X)29) >1—a V,o?

d.h. Cq ist quaderformiger (1 — a)-Konfidenzbereich fiir 1.

Bemerkung:

CEg hat kleineres Volumen wie Cg, aber Cg ist leichter zu interpretie-

ren.
Konfidenzintervall fiir a®9:
a9 ~ N(aT0,0% - T (CTC) ta)

aT (§—9)
o4/aT(CTC) 1a

V)
= = tnfs
§y/al(CTC)1a /52

= Mit r:=1t, 412 - 5y/a? (CTC) ta ist (a9 —r,aT9 4+ 7] (1 —a)-
Konfidenzintervall fiir aZ.

al (¥ —

Beispiel:
einfache lineare Regression (vgl. Beispiel 14.4(b))

() s

[191 + g -t — T, 01 4+ Vg - t* + r] ist (1 — a)-Konfidenzintervall fiir
aty = W+ 0o - tF.
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14.8 Tests von linearen Hypothesen im linearen Modell

X =CV+e,e~Ny(0,0% 1)
Zu testen sei ,lineare Hypothese*
Hy: HY=h gegen Hi: HY #h
Dabei: H r x s-Matrix, Rang(H) = r (insbesondere r < s), h € R" gegeben

Ho=0q := {(9¥,0%) € R® x Rug: HU = h}, H=0\Oy
=0

14.9 Beispiele
a) X; =01+92-tj+¢;, 7 =1,...,n (einfache lineare Regression)

Hy:193=0 gegen Hi:192 #0
,Lineare Hypothese“: H = (0,1), h =0 (s =2,7r = 1)

Moglicher Test: Verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-Test
Testgrofle A, bzw. log A,,.

SUD (9 »2)co, J (4,9, 0%)

supe f(z,7,0?)
Unter Hy: X; =01 + ¢4, Xj ~ N (01, 02), ML-Schitzer fiir ¥1: X,
Ohne Restriktion: ML-Schétzer = KQ—Schétze = 9 (Satz 14.6(a))

Als Schétzer fiir 02 wird aber iiblicherweise in beiden Féillen der
Schitzer 62 aus Obermodell verwendet!

A, =

Dann™2}
1 ¢ c 2\ 3 3 2
log A, = —2&2[;()@‘ - Xn)" - ;(Xz' — (V1 + ¥2t4))7]
=:5S0 =581 (=n&2)
Als Testgrofle wird
55— 855
T:= S50
n—2

verwendet. Es gilt:

' Kleinste-Quadrate-Schitzer
4238: sum of squares
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(i) 53t ~ x2_, (nach 14.6(c))

o2
(i) 250 ~ x2 | unter Hy (nach 2.2)

o2

(iii) SSyp — SS1 und S5 stochastisch unabhéngig (ohne Beweis)

SSy 859 — S8 n SSy

o2 o? o2
~— ~—
Hf\E)X$7171 NX?L—2
= @ ~ X%fli(nﬁ) = x? unter Hy (vgl. Beweis von 14.6(c))

Damit T' ~ F} ;,_o unter Hy.
b) Xi;j=0+e;;(i=1,...,k, j=1,...,n;) (einfache Varianzanalys@
H02791:...:Q9k

(,kein Effekt des zu untersuchenden Faktors*)

1 0 -1 U1 0
0 1 -1 Uy, 0
N—_——
=:HeRk-1xk =:heRF-1

Rang(H) =k — 1(=r)

TestgroBe: (vgl. Aufgabe 45)

Sei Xy = n% >y Xigy X = %E” Xij,n =31 i,
SQZ = Y1 ni(Xip — X4 1)28QI = X, ;(Xij — Xip)?

D (Xij— X14)? = SQI+5QZ

i?j
SQZ
k—1
T := sar ™~ Fy_1 pn—k unter Hy
n—k

43]{&5
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14.10 Die Testgrofle bei allgemeinen linearen Hypothesen

D~ N;(9,02(CTC)™)

= Hi ~ N, (HY, 0> H(CTC)'HT)

(S
=B
L. 1(H) — HO)'B-Y(H) — HY) X%
2 ~ Xi—s ~ F'r,n—s

(e

(Zahler und Nenner sind stochastisch unabhéngig.)
Sei
L(HY - n)T(H(CTC) ' HT)" (HY - h)

T .= = ~ F, ,—s unter Hy
S

Der sogenannte F-Test im linearen Modell besitzt die Gestalt:
Hy ablehnen, falls ' > F,. ;s 1—q-
Kein Widerspruch zu Hy, falls T' < F. ;,_51—a-

Bemerkung:
Fiir die Beispiele aus 14.9 stimmt die obige Testgrofle mit den Testgrofien
aus 14.9(a) bzw. (b) tiberein.
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