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. Vorwort

I.1. Uber dieses Skriptum

Dies ist ein erweiterter Mitschrieb der Vorlesung , Lineare Algebra I1“ von Prof. Dr. Schmidt
im Sommersemester 2010 an der Universitét Karlsruhe (KIT). Die Mitschriebe der Vorlesung
werden mit ausdriicklicher Genehmigung von Prof. Dr. Schmidt hier veréffentlicht, Prof. Dr.
Schmidt ist fiir den Inhalt nicht verantwortlich.

1.2. Wer

Gestartet wurde das Mitschriebwiki von Joachim Breitner. Beteiligt an diesem Mitschrieb sind
Rebecca Schwerdt, Manuel Kaiser und Philipp Ost.

1.3. Wo

Alle Kapitel inklusive INTEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de abge-
rufen werden. Dort ist ein Wiki eingerichtet und von Joachim Breitner um die K TEX-Funktionen
erweitert worden. Das heiflt, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der Entwicklung betei-
ligen. Auf Wunsch ist auch ein Zugang iiber Subversion moglich.
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14. Normalformen von Endomorphismen

In diesem Abschnitt sei dimV < oc.

Ziel: Fiir ein ¢ € End(V) finde man eine Basis B, so dass die Darstellungsmatrix Dpp(¢) eine
einfache Form hat.

Erinnere: Falls eine Basis B aus Eigenvektoren existiert, so ist Dpp(¢) eine Diagonalmatrix —
der Idealfall. Dies gilt genau dann, wenn

6w =[] T-N>eK[T
AESpec(¢)

ein Produkt von Linearfaktoren ist (in C immer erfiillt) und
e\ — dim E)\
Strategie: Ersetze die Eigenvektoren durch Vektoren mit schwicherer Eigenschaft.
Definition: Fiir ¢ € End(V) und A € K heif}t
H($,\) = | Kemn <(¢ - /\idv)k>

k=0

der Hauptraum von ¢ zu .
Bemerkung (1): H(¢, \) ist ein ¢-invarianter Untervektorraum von V', denn es gilt
Kern ((qﬁ . )\id@)k> C Kern ((¢ . )\idv)’”l)
und
(¢ — Nidy)*z =0
(¢ — Nidy)*p(z) =0
Bemerkung (2):
H(¢p,\) # 0 <= X\ € Spec(¢)
Beweis: < : Sei A € Spec(¢). Dann:
0# Ex(¢) € H(,))
= : Sei x # 0 in H(¢,\). Dann existiert ein k > 1 mit (¢ — \id,)*(x) = 0.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei & minimal. Damit:

(¢ — Nidy)* " Hx) #0  und y € Ex(¢)
A e

=y |



14. Normalformen von Endomorphismen

Satz 1:
Sei das charakteristische Polynom

g = J[ @—n>

A€ESpec(¢)

Dann gilt fiir jedes A € Spec(¢):
(1) H(¢,A) = Kern ((¢ — Aidy)™)

(2) dim H(p, \) = ey

Beweis: Fixiere A und e = ey. Schreibe g4(T") = (T'— A)¢-h(T) — in h(T) werden die restlichen
Linearfaktoren untergebracht. Setze H := Kern ((¢ — Aid,)¢) und U := Kern(h(¢)).

Wegen ggT ((T'— \)¢, h(T)) = 1 folgt mit der letzten Proposition

V=HPU
mit ¢-invarianten Teilrdumen.
Fiir alle k£ > 1 gilt: (¢ — )\idv)k|U ist injektiv, denn
l=r-(T=XNFf+s-h

mit r, s € K[T]. Damit folgt:

idy = 7(¢) - (¢ — Aidy)" + () - (@)l

idy = (@)l - (6= Aid)¥| +0
Damit folgt fiir alle &£ > 1:

Kern <(¢ - )\idv)k) cH

also gilt (1).

Ferner gilt:
96(T) = 961 * 9slu

und (7—\)¢ annulliert ¢| g (da (¢ — Xidy)¢|;; = 0). Daraus folgt: das Minimalpolynom
von ¢l teilt (T'— )¢, also ist gg4|,, eine Potenz von 7' — \.

Damit gilt: g4, = (T'— N4 ynd dim H < e (da (T — \)© hochste Potenz in gy ist).

e > dim H, also T' — A|gg),,, steht im Widerspruch zu ggT(T' — A, h) = 1.
Damit gilt: e = dim H. n

Erinnere: Summen von Eigenrdumen sind direkt. Das Analogon fiir Hauptrdume gilt auch:



Satz 2:

Sind Aq,..., A\ € K paarweise verschieden, so gilt
k k
i=1 i=1

Beweis: Schreibe kurz: H; := H (¢, \i).
Fiihre eine vollsténdige Induktion nach k durch.

k=1 v

k—1— k: Zu zeigen: fir v; € H; gilt:

d.h. alle v; = 0.

v € Hy, d.h. es existiert e > 0 mit (¢ — A\ id,)¢(vg) = 0, also

0= (¢ — Aidy)“(0)

k
:@—Am%f<z)a

i=1

I
] =

(¢ — A idy )" (vi)

=0 fiir i=k

i=1

o
—

(¢ — Agidy)“(vi)
1 =w;€H;

7

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt wy = ... = wp_1 = 0.

Nun fixiere ¢ € {1,...,k —1}.
Analog zum Fall i = k:
3f>0: (¢ — Nidy) (vi) =0

Wegen i # k ist A\; # A, also ggT(T —\;, T —\) = 1, also existieren g, h € K[T]
mit

1=g(T — N)) +h(T — \p)*

¢ einsetzen:

(e idv(’Ui)
= g(p) o (¢ — N idy)! (v5) +R(@) 0 (¢ — A idy)*(v5)
0 =w;=0
=0




14. Normalformen von Endomorphismen

Damit folgt: v; =0 fir i = 1,...,k — 1 und somit folgt wegen Zle v; = 0 auch
Vi = 0. [

Zentrale Frage: Wann ist V die direkte Summe aller Hauptrdume?

Satz 3:
Sei V' ein K-Vektorraum endlicher Dimension. Weiter sei ¢ € End(V') mit charakteristi-
schem Polynom g4(7") und Minimalpolynom fy (7).

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) V= @)\ESpec(qﬁ) H(gba )‘)

(2) 96(T) = [xespec(s) (T — A)HmH @A
(3) g¢(T) ist Produkt von Linearfaktoren

(4) fs(T) ist Produkt von Linearfaktoren

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Ringschluss:
(1) = (2): Fiir Hy := H(¢,\) bekannt:
9ol = (T =A™

Wegen V = @, H) folgt

95 = ][ 961, = [T (T =1
A A

(2) = ) v
(3) = (4): Wegen fy|gev’
(4) = (1): Vollstéandige Induktion nach r := #Nullstellen von fj.
r = 0: fy hat keine Linearfaktoren, also fo =1 (~V =0).

r=1: fo = (T — N\)° impliziert V = Kern(fy(¢)) = H(¢, )
——
=0
r > 2: Sei A eine Nullstelle von f4, dann existiert ein ¢-invarianter Teilraum U :
V = H@U, wobei A keine Nullstelle des Minimalpolynoms f,, ist.
Wegen fo = fo),, * [4) i, ist die Anzahl der Nullstellen von fy,, 7 — 1.

10



Mit der Induktionsvoraussetzung folgt

U= & H@w,N)

N €Spec(d|v)
Da Spec(¢) = Spec(¢|y) U {A} und H(d|y, N) = H(¢, X') fiir alle N # A
folgt (1). ]

FEin wichtiger Spezialfall von Hauptrdumen ist der mit A = 0.

Definition: Ein Endomorphismus heiffit nilpotent, falls ein n € N existiert mit ¢™ = 0.
Bemerkung (1): Fiir nilpotentes ¢ ist Spec(¢) = {0} und V = Kern(¢™) = H(¢,0).

Beweis: Das Minimalpolynom ist von der Form: fy = 7™ mit m € N. ™
Bemerkung (2): Fiir beliebiges ¢ € End(V) und dim(V') < oo ist (¢ — Aidy)|gr(g,1) nilpotent.
Beweis: Wir haben gesehen, dass gilt

H(¢,\) = Kern <(¢ - Aidv)dimH(M)

Hilfssatz 1:
Sei dim(V') < oo, ¢ € End(V) nilpotent mit Minimalpolynom fy = T?. Ferner sei u € V

mit ¢? 1 (u) # 0.

Dann existiert ein ¢-invarianter Teilraum W derart, dass gilt:

v=U@pw

fiir den zyklischen (¢-invarianten) Teilraum

U:= <u, o(u), ¢*(u), . . . ,¢d_1(u)>

Beachte: Ein solches u existiert stets, da andernfalls ¢4~ = 0. Dies wire ein Widerspruch zu
fo=T%

Beweis: Es gilt dim U = d, da offenbar U < V und
dim U = Grad(gg|,,) > Grad(fy,,) =d

folo|fo = T? und kein echter Teiler, da ¢?~!(u) # 0.

Wahle ¢-invarianten Teilraum W mit U N W = 0 und dim W maximal.

Behauptung: V =U@W

11



14. Normalformen von Endomorphismen

Beweis: angenommen es gilt U ; V, d.h. es existiert v € V\ (U@ W).

Wenn ¢%(7) = 0 € U@ W, dann existiert ein kleinstes e € N mit ¢¢(9) €
U@W.
Setze v 1= ¢°~1(7), so dass also v ¢ U @ W und ¢(v) € U @ W. Damit folgt:

d—1 4
6(0) = 3 4 (u) + w
1=0

mit geeignetem a; € K, w € W. Wende ¢%~! an:

0= ¢%(v)
=ap - " (u) +¢" 7 (w)
#0

Damit folgt ¢! (w) € WNU =0, also ag = 0.

d—1
6(v) = ¢ <Z ai- ¢“<u>) > g(v— @) = w
=1

=:uelU
Nun betrachte den Teilraum W := W + K - (v — @)
o W ist ¢-invariant

. W;W(dennv—ﬂ&'Wwegenv%U—i—W)

e WNU=0
Letzteres gilt, da fiir v/ = w'+a(v—a) € WNU folgt (ot +v/)—w' = a-v €
UG W, also a =0.
Daraus folgt v/ =w' e UNW = 0. n
Da dim W > dim W folgt Widerspruch zur Maximalitéit von dim . n
Folgerung: Fiir nilpotentes ¢ ist V' direkte Summe von ¢-zyklischen Teilrdumen.
Beweis: Vollstdndige Induktion nach n = dim V'
n =0, 1: Klar v
n>2V=U@W mit ¢-zyklischem U # 0 nach Hilfssatz 1.

Damit folgt: dim W < n.
Induktionsvoraussetzung: W ist direkte Summe ¢-zyklischer Teilrdume. n

12



Erinnere: Die Darstellungsmatrix von ¢|; beziiglich der Basis B = {u, ¢(u), ¢*(u), ..., ¢ 1 (u)}
lautet fiir jedes nilpotente ¢ mit Minimalpolynom fg = T

0 -+ - 0
Dpp(¢) = L . =: J4(0)
0 1 0

J4(0) heilt Jordankéstchen der Linge d zum Eigenwert 0.

Ubung: Fiire=0,1,...,d gilt: rg (J4(0)¢) = d — e und J4(0)¢ = 0 fiir ¢ > d.

Satz 4 (Jordannormalform fiir nilpotente Matrizen):

Sei A € K™*™ nilpotent. Dann gibt es eine Partition (Summenzerlegung) n = Zle d; mit
eindeutig bestimmenten k, d; € Nmit d; > ds > ... > di > 1, so dass A dhnlich ist zu der
Blockdiagonalmatrix

Ja,(0) 0
sz (0)

b
I

Beweis: Bereits bekannt: i
K"=V =PU
i=1

mit ¢-zyklischem U; zu ¢ = ¢4, wobei fir d; := dimU; ohne Beschriankung der
Allgemeinheit dy > dy > ... > dj und n = Zle d; gilt.
Ferner ist beziiglich der Basis B; = {u;, ¢(w;), . .., % 1 (w;)}

DBiBi ((b‘Ul) = Jdi (0)

Dies zeigt die Existenz von A.

Eindeutigkeit: Zu zeigen: Fiir d € N ist die Anzahl mg von Jordankéstchen Jy(0)
der Lange d eindeutig durch A bestimmt.

Nach der Rangformel (—Ubung!) gilt:

= (d—e)-mgq (e=0,1,...,n—1)

13



14. Normalformen von Endomorphismen

Dies ist ein lineares Gleichungssystem:

1 2 n mq )
0 o
Do T2 o
o --- 0 1 My, Trn_1
=M
Es ist det(M) = 1, insbesondere ist M invertierbar, so dass (m1,...,m,) eindeutig
durch A bestimmt ist. =
Beachte:
1 -2 1 0 0
0
Ml = 0
1
o
0 0 1
Insbesondere gilt:
Mmq =Td—1 — 2rq + Td41 (14.1)
Definition: Fiir A € K und d € N heifit die Matrix
A 0
=1 =
0 1 A

ein Jordankéistchen der Linge d zum Eigenwert .

Satz 5 (Jordannormalform):
Sei V' ein K-Vektorraum, dimV < oo und ¢ € End(V), so dass das charakteristische
Polynom g4 in Linearfaktoren zerféllt, d.h.

g(T) = [ (@
AESpec(¢)

Dabei sei Spec(¢) = {1, A2, ..., N} fiir [ := |Spec(¢)|.

Dann gibt es zu jedem ); eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen k; und di; > do; > ... >
dy;; > 1, sodass beziiglich einer geeigneten Basis B von V' die Darstellungsmatrix von ¢
die folgende Blockdiagonalform hat:

Dy 0 Jdu()\i) 0
Dpp(¢) = mit D; 1=
0 D, 0 Ty, ;(Ai)

14



Dabei ist D; = Dp; B, ((b\ H(s, )\i)) die Darstellungsmatrix der Einschréinkung von ¢ auf den
Hauptraum H (¢, \;) beziiglich einer Basis B; dieses Raumes.

Bezeichnet mg4(\) die Anzahl der Jordankéstchen der Linge d zum Eigenwert A, so gilt fiir
alle d € N:

ma(\) =g (6 - )\id)d‘1> P ((¢ - Aid)d> +xg (6 - Aid)d“)

Diese Jordannormalform Dpp(¢) =: JNF(¢) ist, bis auf die Reihenfolge der Jordan-
blécke D;, eindeutig bestimmt.

Beweis: Wegen der Voraussetzung an g, ist V = @, H(¢, A) mit H(¢, \) = Kern ((¢ — )\id)““()‘)).
Es ist bereits bekannt, dass

nilpotent ist.
Nach Satz 4 existiert also eine Basis B; von H (¢, A;) mit

Jdl,i (0)
DBiBi (\I’,) =
Jdki,i(o)

Also gilt fiir ¢|H(¢7)\i) =W, + ) -id
Dp,p, (9lu (¢ Ni)) = D, (Vi) + Ail,(0) = Di

(wegen Jg(N) = J4(0) + Aly)

Nehme also Basis fiir V: B := B, U By U...U By so dass Dpp(¢) die gewiinschte
Form hat. Die Formel fiir mg(A) kennen wir schon (Gleichung (14.1)), ebenso die
Eindeutigkeit aus dem Spezialfall nilpotenter Matrizen.

(Beachte hierbei: (¢ — Aid ist invertierbar fiir A # \'.) n

)d‘H(da,X)

Korollar:
(1) Die Lange des Jordanblockes D; zum Eigenwert \; ist

|Bi| = dim (H (¢, \i)) = pa(Ni)

(2) Die Anzahl der Jordankéstchen zum Eigenwert \; ist

ki = dim Ey, = pg(N) (Dimension des Eigenraumes)

15



14. Normalformen von Endomorphismen

(3) Die Vielfachheit e; eines Linearfaktors 7' — A; im Minimalpolynom

e

Ffo(T) =TT (T =X

i=1

ist die grofite Lénge der Jordankéstchen zum Eigenwert \;, also

e; = di; = min {e >0|rg((¢p—Nid)®) =rg ((gb -\ id)e+1)}

Beweis: (1) Bekannt!
2) Erinnere: Mit W) := (¢ — Aid)|g (g ) gilt:
Fy = Kern U, < Kern 04 — H(4, \)
Ja, (0)
mit JNF(0,) =
Ja, (0)

Wegen rg (J4(0)) = d — 1 folgt
I‘g(\lf)\): (d1+...+dk)—k:dimH((ﬁ—)\)—k

also
dim E) = dimKern V) = dim H(p, \) —rg(¥y) =k

(3) Wir haben
Dy
INF(g) =
D

Betrachte annullierende Polynome von ¢ (also von JNF(¢)) der Form

l
F(@) =TT —x)"

i=1
Setze JNF(¢) ein:

f(D1) I
0= f(JNF(¢)) = =vj: [[(D; - MDD =0
f(Dy) =1
Wegen D; — A\;I invertierbar fiir ¢ # j besagt dies:

= Vj: (D; - NI)i=0
——
INF(®) )
Also wegen [rg (Jd(O)f) =0 <= f > d| genau dann, wenn fiir alle j gilt:
fizdij(Zdyy>...)

also tiberall min f; = e; = dy ;.

16




15. Multilineare Abbildungen und
Tensorprodukte

15.1. Bilinearformen

Definition: Seien V, W K-VRme. Eine Abbildung P : VxW — K heifit (Vektorraum-)Paarung,
falls P in jedem Argument linear ist, d.h. wenn fiir jedes feste w, € W

P(-,wp): V — K,v— P(v,w)
und fiir jedes feste vg € V'

P(vg,-) : W — K, w+— P(vp,w)
eine lineare Abbildung, also Linearform ist.
Im Fall V.=W heifit P eine Bilinearform auf V.

Eine Paarung P heiflit nicht ausgeartet, wenn fiir jedes wy € W und fiir jedes
vo € V die Abbildung P(-,wp) bzw. P(vp,-) nicht die Nullabbildung ist.

Bemerkung: Die Menge P(V, W) aller Paarungen von V und W ist ein Untervektorraum des
K-VRms Abb(V x W, K) aller Abbildungen von V' x W nach K.

Beispiel: Auf dem Dualraum W := V*(= Hom(V, K)) ist die nicht ausgeartete Paarung
P:VxV*= K, (v,f)— f(v)

eine Bilinearform.
Fiir eine Paarung P : V x W — K setzen wir p,(v) := P(v,w) und erhalten so
Linearformen p,, € V* fiir alle w € W.

Satz 6:
(1) Die Abbildung p: W — V* w + p,, ist ein Homomorphismus von K-VRmen.

(2) Die Zuordnung 7 : P +— p ist ein Isomorphismus, es gilt:

P(V,W) = Hom(W, V™)

Beweis: (1) Es gilt fiir alle « € K, wi,wy € W:

Powi+ws = (V= P(v,aw; + wa))
= (v aP(v,wy) + P(v,ws))
= a((v— P(v,w1)) + (v +— P(v,ws)))
= QPuw; + Puws

17



15. Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte
(2) Homomorphie selbst nachrechnen!

Die Umkehrabbildung ist:

Hom(W,V*) — P(V,W),p— P := ((v,w) — (p(w))(v)) -

Erinnere: Lineare Abbildungen sind bereits durch ihre Wirkung auf einer Basis eindeutig be-
stimmt. Dieses Prinzip gilt auch fiir Paarungen.

Bemerkung: Seien V, W K-VRme mit jeweiliger Basis B := {b1,...,b,,} CV,C :={cy1,...,cn} C
W, so ist eine Paarung P auf V x W Bereits durch ihre Einschrankung auf B x C'
festgelegt.

Fiir v =10 apbi, w =370, Bje; gilt:
m n
P(U, w) = Z Z aiﬁj . P(bl, Cj)
i=1 j=1

Jede Abbildung P’ : B x C — K definiert iiber diese Gleichung eine Paarung
P’ :V x W — K. Diese heifit bilineare Fortsetzung.

Definition: Die Matrix Dpc(P) := (P(bi,c;)) € K™ " heifit Fundamentalmatrix der Paa-
rung P bzgl. der Basen B und C. Mit den Kkordinatenvektoren:

3} b
Dp(v)=| : und Do (w) = |

Qm Bn
gilt nach obiger Gleichung;:

P(v,w) = D(v)T - Dpc(P) - De(w)

Satz 7:
Eine Paarung P endlichdimensionaler K-VRme V, W mit Basen B, C' ist genau dann nicht
ausgeartet, wenn die Dimensionen von V' und W gleich und Dpc(P) invertierbar ist.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Implikation in beiden Richtungen:

s, <= Sei dimV = dim W und F := Dpc(P) invertierbar. Sei nun w # 0 € W, dann
ist Do (w) # 0.
Daraus folgt, dass auch F'- Do (w) nicht null ist. O.B.d.A sei die i-te Koordinate
ungleich null. Dann gilt:

P(bj,w) = el - F-Dc(w) #0

Insbesondere ist P(-,w) # 0. Analog folgt P(v,-) # 0 fiir alle 0 # v € V. Also
ist P nicht ausgeartet.

18



15.1. Bilinearformen

» = ¢ Seil P nicht ausgeartet, dann ist insbesondere p : W — V* w +— p, = (v —
P(v,w)) injektiv. Daraus folgt:

dmV =dimV* > dim W

Analog gilt:
dimW =dimW* > dimV

Also haben V und W gleiche Dimension.
Annahme: F ist nicht invertierbar.
Dann existiert ein Do (w) # 0, sodass F'- Do (w) gilt. Daraus folgt fiir alle v € V:

P(v,w) = Dp(v)T - F-Do(w) =0 4

Also ist P(-,w) = 0, was einen Widerspruch zur nicht Ausgeartetheit von P
darstellt. n

Satz 8:
Seien B, B Basen von V., C, C Basen von W und P eine Paarung von V und W. Dann gilt:

Dpc(P) = Dpp(idy)" - Dpa(P) - Dec(idw)

Beweis: Fiir (v,w) € V x W gilt:

= (Dpp(idy) - Dp(v))" - Dga(P) - (Dap(idw) - De(w))
= Dp()" - (Dyy(idv)" - Dpa(P) - Deg(idw)) - De(w)

Aber es gilt auch:
P(v,w) = Dp(v)" - Dpc(P) - Do (w)

Durch einsetzen aller Basispaare b;, ¢; folgt die Behauptung. n

Bemerkung: Mit der Dualbasis B* = {b],..., b5} von V* zu B (erinnere: b} (b;) = d;;,) gilt fiir
p=n(P): W =V*

p(c)) =Y Plbicj) - b}
i=1
D.h. DB*C’(P) = DBC’(P)
Beweis: Es gilt:

pcj) = P(-¢))
= (bi = P(bi’cj))

:ZP(bi,cj)-b;‘ [}
=1
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15. Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte

Beispiel: Sei W = V* und fiir alle f € V* sei P(v, f) = f(v). Nehme nun die Dualbasis C' = Bx
zur Basis B von V. Dann gilt:

P(b;,b;) = by.(b;) = dik

Also ist DBB(P) = Im

Wir spezialisieren nun W = V.

Definition: Sei P eine Paarung von V und V.
(a) P heifit symmetrisch, falls fiir alle v,w € V gilt:
P(v,w) = P(w,v)
(b) Eine Basis B = {b1, ..., by} heifit Orthogonalbasis (OGB) von V beziiglich

P, wenn fiir alle ¢ # j gilt:
P(b;,b;) =0

(c) Eine Basis B = {b1, ..., by} heiit Orthonormalbasis (ONB) von V beziiglich
P, wenn B OGB ist und fiir alle i € {1,...,m} gilt:
Pbi,bi) = 1

Bemerkung: Falls eine OGB B existiert, so ist die Fundamentalmatrix Dpp(P) diagonal, ins-
besondere symmetrisch, also ist P symmetrisch.

Satz 9:
Sei K ein Korper mit 1+ 1 # 0 und P eine symmetrische Bilinearform auf einem K-VRm
V mit dim V =: n < co. Dann existiert eine OGB von V bzgl. P.

Beweis: Der beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion nach der Dimension n.
Fiir n = 1 ist die Behauptung offensichtlich wahr, nehmen wir also als Induktionsvor-
aussetzung an, dass sie fiir n — 1 erfiillt sei.
Da fiir P = 0 jede Basis Orthogonalbasis ist, lasst sich im Folgenden 0.B.d.A anneh-
men, dass P # 0 ist. Also existieren v,w € V mit P(v,w) # 0, es gilt:

P(v+w,v+w) =P(v,v) + Plw,w) + P(v,w) + P(w,v)
= P(v,v) + P(w,w) + 2P(v,w)

Daraus folgt:
P(v,v) #0V P(w,w) #0V P(v+w,v+w) #0

Also existiert ein by € V mit P(by,b;) # 0. Nun betrachte:

W:={veV|Pvb)=0}
= Kern(P(+,b1))
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15.2. Multilineare Abbildungen

Nach Dimensionsformel ist dimW =n—1und V = K -b; @ W. Da die Einschrankung
Plw xw symmetrisch ist, existiert nach Induktionsvoraussetzung eine OGB {ba, ..., b, }

von W bzgl P‘WXW
Da auflerdem fiir alle w € W P(w, b;) = 0 ist, ist {b1,...,b,} OGB von V bzgl. P. u

Bemerkung (Fourierformel): Die Basisdarstellung bzgl. einer ONB B lautet:

v:ZP(v,b)-b

beB

Beweis: Leichte Ubung! [

15.2. Multilineare Abbildungen

Veralgemeinere nun die Bilinearitét und den Zielbereich.

Definition: Seien Vi,...,V,,W K-VRme und M : V; x ... x V,, = W eine Abbildung.
M heit (n-fach) multilinear, falls fiir jedes ¢ € {1,...,n} bei fester Wahl von
v;j € V; (fur alle j # i) M(vi,...,vi-1,",Vit1,...,0,) : Vi = W eine lineare
Abbildubg ist.

Beispiel: Multilineare Abbildungen sind:

(1) Die Determinantenabbildung:
det: K" x ... x K" - K

(2) Die Skalarmultiplikation:

KxV =V, (\v)—=Xwo

(3) Die Matrizenmultiplikation:
KP*1 x K97 x K™% — KP** (A,B,C)— A-B-C

15.3. Tensorprodukte

Definition: Seien V,WW K-VRme. Ein K-VRm T mit einer bilinearen Abbildung 7 : V X
W — T heifit ein Tensorprodukt von V und W, falls 7 die folgende universelle
Abbildungseigenschaft (UAE) erfiillt:

Zu jedem K-VRm U und jeder bilinearen Abbildung 5 : V x W — U existiert
genau eine lineare Abbildung ®5: T'— U derart, dass = ®go .
Schreibe: T'=:V @k W, 7(v,w) =: v @ w

Bemerkung: (1) Falls T existiert, so hat man eine Bijektion:

Bil(V x W,U) 5 Hom(T,U), 8 — ®4
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15. Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte

(2) Sind (71, 71), (T2, 72) Tensorprodukte von V und W, so existiert genau ein
Isomorphismus @ : 77 — 15 mit 79 = ® o 7.

Aufgabe: Beweise die Existenz von Tensorprodukten.
Beispiel: (1) Sei V := K™ W := K™ T := K™™ und die bilineare Abbildung:
T:K"x K™ =T, (v,w) = v-w’

Fiir die Standardbasen {e;} C V,{e;} C W ist 7(e;,€;) = Ej; die Elementar-
matrix. D :={E;; |[i € {1,...,n},j € {l,...,m}} ist Basis von T

Im folgenden wollen wir die UAE nachweisen. Sei dazu g : V x W — U biline-
ar. Dann erhalten wir eine lineare Abbildung ® : K™*™ — U fiir jede Vorgabe
einer Abbildung D — U (vgl. lineare Fortsetzung). Insbesondere also auch fiir
die Vorgabe:

Vi € {1,...,n},j S {1,.. . ,m} : (I)(Eij) = B(ei,e;-)

Damit gilt dann:

n m
2 : 2 : /
€4, 7]6]
= E a7y - ez, J
= E a7y - z]

= Z Oéz”)’j . Eij
ij
n m
i b DORED
i=1 J=1

= ®(7(v,w)) = (Po7)(v,w)

Wir haben also gezeigt, dass 8 = ® o 7 gilt.
Falls fiir ein @' : T — U auch 8 = @' o 7 gilt, folgt insbesondere B(e;, €;) =
®'(7(e;,€})) und damit:

' (Eij = Bles, €) = O(7(es, €))) = (B
D.h. ®|p = ?'|p, also ist ® = P’ eindeutig.

(2) Seien V, W beliebige VRme mit endlichen Dimensionen dim V' = n,dim W = m.
Die Existenz des Tensorproduktes folgt etwa durch Koordinatenisomorphis-

men und Beispiel (1) Fiir eine koordinatenfreie Konstruktion nehme 7" :=
Hom(V*, W) und

T:VXW =T, (v,w)— (V' =W, f— f(v) w)

Leichte Ubung: (T, 7) ist Tensorprodukt von V, W und fiir Basen B, C von V, W
gilt:
D:={b®ceT|be B,ceC}

ist Basisvon T =V Qg W.
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Satz 10:
Sind V, W beliebige K-VRme, so existiert ein Tensorprodukt von V und W.

Beweis: Finde einen K-Vektorraum 7' und eine lineare Abbildung 7: V x W — T mit der uni-

versellen Abbildungseigenschaft. Dazu benutze den K-Vektorraum
F := Abb(V x W, K)y.
Sei  f V. x W — K eine Abbildung mit endlichem Tréger

Supp(f) == {(v,w) | f(v,w) # 0}.

B = {fwuw | (v,w) € V x W} ist eine Basis von I (da fiir beliebiges f € F gilt:
f(x7y) = Z(v,w)esupp(f) f(v,w) - f(v,w))'

Setze ¢ : V. x W — F, (v,w) v f(,)- Vorsicht: ¢ ist nicht bilinear!

Fiir die Bilinearitdt bendtigen wir den Untervektorraum R < F, erzeugt von den
“fehlenden Relationen”.

f(a1)1+112,,3w1+w2) - O‘Bf(vl,wl) - Bf(vz,wl) - af(vl,wz) - f('UQ,’LUQ) Vo, € K,v; € Viw, € W
Bilde den Faktorraum 7' := % versehen mit der kanonischen Abbildung
m: F =T, f— f+R=:[f]

Betrachte
T VXW =T, (v,w) = 7 (p(v,w)) = [fuw)

Nun gilt offenbar Bilinearitét:

[f(avl+vg,ﬁw1+w2)] = OLB [f(vl,wl)] + B [fvg,wl)] + [f(vl,wg)] + [f(vg,wg)]
T(aur + v, Bwr + w2) = afT(vi,w1) + BT(v2, w1) + aT(vi, w2) + 7(v2, W)

Nachweis der universellen Abbildungseigenschaft: Sei wieder § : V x W — U
bilinear gegeben. Da F' = (B) = (Bil(y)) und 7 surjektiv sind, folgt T' = (Bil(7)).
Jede lineare Abbildung ¢ : T — U ist eindeutig bestimmt durch ¢|Bﬂ(T), also ist durch
die Forderung 8 = ¢ o 7 ¢ eindeutig bestimmt (falls existent).

Existenz von ¢: Zunichst definiere die lineare Abbildung
op: F—=U
durch Vorgabe auf der Basis B.
or (fouw) == Bv,w)
Da f bilinear ist, folgt

¢F (f(av1+v2,6w1+w2) - aﬁf(vl,wl) - Bf(vg,wl) - af(vl,wz) - f(vg,wg)) =0
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15. Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte

also R < Kern ¢p.
Mit dem Homomorphiesatz folgt: Es existiert eine lineare Abbildung ¢ : % =T —->U
mit

o([f]) = or(f)

und
¢ (T(U’ U))) =¢ ([‘P(U’ w)]) = ¢F (f(v,w)) = 5(1),11))

Anwendung: Das Tensorprodukt wird zur Erweiterung des Skalarbereiches eines VRms ge-

nutzt. Sei V- K-VRm, L ein Korper mit Teilkorper K < L. Insbesondere ist also L
ein K-VRm (vgl. frither). Nach Satz 10 existiert das Tensorprodukt L& gV =: V,
(K-VRm).
Im Folgenden wollen wir zeigen, dass Vi ein L-Vektorraum ist. Dazu fehlt die
Skalarmultiplikation L x Vi — Vi, die wir mittels der UAE definieren. Fiir alle
l € L ist:

Br:LxV =V, (z,0)—lz®uv

bilinear, sodass fj(x,v) = ®g,(z @ v).
Nehme nun ®g, als Skalarmultiplikation mit [ € L:

LxVy,— Vg, (l,u) — (I)ﬁl(u)

Leichte Ubung: Dies erfiillt die Axiome fiir eine Skalarverkniipfung.

Bemerkung: V7 enthilt V als K-Untervektorraum iiber die Einbettung:
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Fiir eine Basis B von V ist das Bild {1®0b | b € B} C V], eine Basis des L-VRms
V1. Insbesondere ist
Log K"=L"

eine Isomorphie von L-VRmen.



16. Metriken, Normen und Skalarprodukte

Definition: Metriken abstrahieren Abstédnde. Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d :

Beispiel:

X x X — R heifit eine Metrik oder ein Abstand auf X, falls gilt:
(a) d ist smmetrisch, d.h. fiir alle z,y € X gilt:

d(z,y) = d(y,z)

(b) d ist positivdefintit, d.h. fiir alle z,y € X gilt:

d(z,y) > 0 und (d(z,y) =0) = (x=y)

(c) Fiir alle z,y, z € X gilt die Dreicksungleichung;:
d(z,y) + d(y, 2) > d(z, z)

(1) Die diskrete Metrik djy auf X:

do(z,y) = {

(2) X = C oder R oder Q mit Betrag | - | hat die Metrik:

d(l‘,y) = ‘SL' - y‘

Auf Vektorrdumen {iber K = R entstehen natiirliche Metriken aus sogenannten Nor-
men.
Im Folgenden schreibe K fiir R oder C.

Definition: Sei V' ein K-VRm. Eine Abbildung:

1V =Rz = lzf

heiflt eine Norm, falls fiir x,y € V, a € K gilt:

(a) Die Abbildung ist positivdefinit, d.h.:

[z = 0A ([Jz]} =0 <= 2 =0)

(b) Die Abbildung ist homogen, d.h.:

laz|| = laf - ||z
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16. Metriken, Normen und Skalarprodukte

(c) Es gilt die Dreiecksungleichung:

lz +yll < =]l + llyll

Ist dies erfiillt, so ist (V]| - ||) ein normierter Raum.

Beispiel: (1) Der Raum V = K mit « = (x1,..., ;) und den Normen:

n

(©) llzlly =) Jai

i=1

(2) Der Raum der beschrinkten Abbildungen V' = Abb(M, K) mit einer beliebigen
Menge M und der Norm:

[flloc == sup [f(m)]
meM

(3) Der Raum V = Cfa, b] der stetigen Abbildungen nach K mit der Norm:

b
Il = [ 7o) de
Bemerkung: (1) Jeder normierte Raum (V, || - ||) besitzt die Metrik:
d(z,y) = [l =y
(2) In der Linearen Algebra tauchen hauptsidchlich Normen auf, die mit Ska-
larprodukten definiert werden.

Definition: Sei V ein K-VRm. Fiir a € K sei @ die komplexe Konjugierte.

(a) Eine Abbildung s:V x V — K heifit Sesquilinearform (,sesqui“ bedeutet
11), falls
S(Oél‘ + v, Z) = S(CL‘, Z) + S(y7 Z)

gilt, also s(-, z) linear ist und auBlerdem noch gilt:

s(x,ay+2) =a- s(z,y) + sz, 2)

(b) Ist s schiefsymmetrisch, d.h. es gilt:

s(y,z) = s(x,y)

so heifit es hermitesche Form (K = C) bzw. symmetrische Bilinearform
(K=TR).
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(c) Eine schiefsymmetrische Sesquilinearform heifit Skalarprodukt auf V', falls
s positivdefinit ist.

Bemerkung: Ist dimV = n < oo mit einer Basis B = {b1,...,b,}, so ist eine Sesquilinearform
s bestimmt durch die Werte s(b;,b;) € K, also durch die Darstellungsmatrix
Dpp(s) := (s(bi,bj)) € K"

Jede beliebige Matrix D = (d;;) € K™*" definiert ein s := s5 mit:

8(2 Oéibi, Z ijj) = Z Z Oéiﬁij . dij
i=1 j=1

i=1 j=1

Definition: D heifit hermitesch (bzw. positivdefinit), wenn das zugehorige s diese Eigen-
schaft hat.
Also gilt etwa:

A = (aj;) hermitesch
= Vi,j=1,...,n:a;; = aj;

= A=A
Beispiel: Das Standardskalarprodukt auf V = K"

a1 51 n
D=1 = s(| : |.[|: )= b

Oln, Bn =1

ist hermitesch und positivdefinit.

Satz 11 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung):
Ist V- VRm mit Skalarprodukt (-,-), so gilt fiir alle z,y € V:

(@, 9)” < (z,2) - (y,9)

Beweis: Es gilt fiir alle a, 5 € R:

0 < (azx + By, ax + Ly)
= afx,ax + By) + By, ax + By)
= a%(z,z) + aB((z,y) + (y, 7)) + B2(y, y)

Sei nun:
F = <x,x> 2G = <x,y> + <y,a:> H:= <y,y>

Annahme: G* > FH
Dann hat P(X) := FX? + 2GX + H € R[X] zwei verschiedene Nullstellen und es
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existiert ein £ € R : P(£) < 0. Dies stellt einen Widerspruch zu obiger Uberlegung da
(mit @« = und g = 1). Also gilt:

G*<FH
Fall 1: (z,y) € R

Dann gilt G = (z,y) = (y,z) und mit G? < FH folgt die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung.

Fall 2: (z,y) ¢ R

Ersetze y durch (y mit ¢ € C*,|¢| = 1. Wihle ¢ := ‘2;%' Dann gilt:

<JI, Cy> = Z<.T7 y>

Nach Fall 1 folgt daraus:

z,z) - (Y, y) n

Bemerkung: Im Spezialfall V' = K" mit dem Standardskalarprodukt (-, -) gilt nach der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung:

D& mlP < QoGP Il
i=1 i=1 j=1

Satz 12:

Jeder VRm V mit einem Skalarprodukt ist normiert durch die Norm:

2]l = v/ (2, 2)

Beweis: (1) Esist klar, das ||| € R und ||z|| > 0 ist. Auflerdem gilt:
[zl =0 = (z,2) =0
— =0
(2) Es gilt:

(@, y) + (g, 2) < 2|z - [yl
= (z,2)(2,y) + (Y, 2)(y,y) < (2, 2)2]|z| - ly] + (v, 9)
= (e +y,z+y) < (2l + yl)?
=z +yll < ll=]l + llyl
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(3) Es gilt:
loz|* = (az, az) = aa(z,z) = [af* - [|z|* .

Bemerkung: (1) Mit Hilfe der Norm lautet die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

(@, )] < ]l - llyll

(2) Damit eine Norm von einem Skalarprodukt stammt, ist offenbar notwendig,
dass sie die Parallelogrammgleichung erfiillt:

Vo,y €V fla+yl? +llz — yl* = 2(l=* + [ly]*)
Denn falls die Norm || - || von einem Skalarprodukt (-, -) kommt, gilt:

lz +yl? + lz =yl = (& +y.x +y) + & —y,2 —y)
= [l + (2. y) + (g 2) + yl® + ll® = (2, 9) = (v, 2) + |yl
= 2(||[* + [ly[*)

Tatséchlich kommt eine Norm genau dann von einem Skalarprodukt, wenn

sie die Parallelogrammgleichung erfiillt. Dies wird jedoch ohne Beweis an-
gegeben.
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17. Orthogonalsysteme

17.1. Winkel und Orthogonalitat

Vorbemerkung: Sei V' ein Vektorraum mit Skalaprodukt (-, -) und zugehoriger Norm ||-||, dann
gilt nach Cauchy-Schwarz:

[(z, )

SARL AN |
]l -yl

Vo, y € V\{0}:
Definition: (a) Sei K = R. Fiir z,y € V' \ {0} sei ¢ = Z(x,y) € [0, 7] diejenige (eindeutig
bestimmte) Zahl mit

[{z, )|
2] - Iyl

¢ heifit der Winkel zwischen x und y.

cos ¢ =

(b) z,y heilen orthogonal oder senkrecht zueinander, falls (x,y) = 0 gilt.
Schreibe: z 1y.

(c) Teilmengen M, N C V heiflen orthogonal, falls gilt:
Vee MVye N: xly

Schreibe: M L N.
(d) Eine Teilmenge B C V heiit Orthogonalsystem (OGS), falls fir x,y € B

gilt:

r#y = zly
(e) Ein Orthogonalsystem B heifit Orthonormalsystem (ONS) wenn gilt:
Vee B: |z||=1

(f) Eine Basis B von V heifit Orthogonalbasis (OGB), bzw. Orthonormal-
basis (ONB), falls B ein Orthogonalsystem, bzw. Orthonormalsystem, ist.

Beispiel: (1) Sei V' = K" mit Standardskalarprodukt (-,-) und S := {ey,...,e,} Standard-
basis.
Dann ist S eine Orthonormalbasis und jede Teilmenge 1" C S ist ein Orthonor-
malsystem.

31



17. Orthogonalsysteme

(2) Sei I := [a,b] ein Intervall.
Sei V :={p € Abb(1,C) | 3P € C[T] : p(t) = P(t)}.
w : I — R sei stetig und mit der Eigenschaft w(t) = 0 nur fiir endlich viele
tel.

Wir erhalten ein Skalarprodukt auf V:

(P, Qw = / w(t)p(t)q(t)dt
T
Eine Basis von V ist {p,(t) =:t" | n € Np}.
Gesucht ist eine Orthonormalbasis und ein Verfahren zu ihrer Bestimmung.

Bemerkung: Jedes Orthogonalsystem B mit 0 ¢ B ist linear unabhéngig.

Zab-b:O

beB

Beweis: Es ist

Dann gilt fiir alle ¢ € B:

17.2. Das E. Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren

Satz 13:
Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und sei M := {xg,z1,...} eine abzdhlbare
Teilmenge von V.

(1) Es existiert ein Orthogonalsystem {yo,y1, ...} derart, dass gilt:
Yo (Yo, Y1,---,Yn) = (To,...,xn) (gleiche lineare Hiille) (17.1)

(2) Falls M linear unabhéngig ist, so sind alle y; # 0 und B := {2, 21, ...} mit
1
i =Y
[yl

ist ein Orthonormalsystem mit

Voo (20,21, -y 2n) = (T0, L1, ., Tp)
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17.2. Das E. Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren

Beweis: (1) Wir beschreiben einen Algorithmus zum Auffinden der y,,.
Start: yo := zo. Angenommen: alle ¥, fiir m < n sind bereits gefunden. Setze

n— 1
Z xnvyz '
7/
i=0 yl’yl
(nur iiber ¢ mit y; # 0 summieren).
Damit folgt:
Yn S <y07 Y1, -y Yn—1, l‘n> = <LUO, cee 7$n>
—_—
:<CL’0,...73’J”_1>
S <y07y17' . 7yn>
Daraus folgt (17.1).
Rest: Fiir alle m < n : y, Ly,,. Damit:
n—1
Tn, Yi
() = nsti) = 3 2 1)
i—0 y17y1>
n—1
x )
= (xnaym> - < . yl> 5zm<yiayi>
i=0 <y747y1>
<xmym> (Tn, Ym)
(2) v Leicht selbst zu verifizieren. n
1 1 0
Beispiel: Sei VV = R? mit dem Standardskalarprodukt, M := 01,{1]),11 . Dann:
1 0 1
yo =0, |lyoll = V2
1 1 1
_ (z1,90) 1 1 3
=g yvo = L) =3519)=512]: lyall = 3
Yo, Yo 0 1 -1
-1
_ (z2,Y0) (x2,91) 2
Y2 = X2 — Yo — n=5(1
{y0, y0) Y1, 41) 3\ |

Auswirkungen (des Orthogonalisierungsverfahrens) auf Matrizen:
Sei V' = K" mit Standardskalarprodukt s und Basis B := {b1,...,b,}. Das Orthogonalisie-

rungsverfahren liefert eine Orthogonalbasis C' = {c1,...,¢cp}.
n—1 < > v 1 *
CVZbV—Z<’>-Ci:...zzawbi—>A=MBC:(C¥Z'V)= .
i=1 "’ i=1 0 1
* *

Z awb _ZV—)MBz—
HCVH leall ™
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Erinnere (Darstellungsmatrix):
Dpp(s) = (s (b, b)) € K"
Da C eine Orthogonalbasis ist, folgt s (c,,c,) = d,,llc||?, also
Dce(s) = diag (..., [le)?, - . )
Falls Z eine Orthonormalbasis ist, so folgt Dzz(s) = I.
Generell fiir beliebige Basen B, C und A = Mpc:

Dec(s) = (s (cv, cu))

=1|s Zaiwza]ﬂbj
i=1 J
i

= AT (s(bi, b)) A
Definition: Fiir beliebige D € K"*" setze D* := D' (die sogenannte Adjungierte).
Dcc(s) = ATDBB(S)Z
Speziell fiir jede Orthonormalbasis C"

DCC(S) = Ia

das folgt wegen ME_;}; = Mcp.
Es ist
Dpp(s) =D*D

fiir D := Mcp, wobei D obere Dreiecksmatrix ist.

Satz 14:
Fiir P € K™"*" ist dquivalent:

(1) P ist hermitesch (symmetrisch) und positiv definit

(2) Es gibt ein A € GL,(K) mit P = A*A.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Ringschluss:

(1) = (2) Sei V=K", B ={ey,...,e,} die Standardbasis.

P definiert ein Skalarprodukt:
&1
s(@,y) = (M- 7n) - P |
&n
P = (s(ei, ¢5)) = Dpa(s)
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Das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren liefert eine Orthonormalbasis und
damit P = D*D.

(2) = (1) P = A*A ist hermitesch; zu zeigen: P* = P

T
=)
()
(a3
— A" .4
=A"A
=P

Daraus folgt: s(z,y) ist hermitesche Form. Fiir alle z € K" gilt:
s(z,z2) =% -P-zx
=z (ZT . A) x
— (A7) Az
o(Azx, Ax)

S
0

v

Weiterhin:

so(Az, Az) =0
=Ar =0

A iny.
—x=0

—> s positiv definit n

Falls speziell B und C' Orthonormalbasen sind, folgt:
DBB(S) =1= Dcc(s)
und D := M¢p.

Folgerung: Die Basiswechselmatrix A = Mpc einer Orthonormalbasis C' in eine andere Ortho-
normalbasis B gehort zur orthogonalen Gruppe

O(n) = {A € GLy(R) | AT - A= 1} fir K = R
beziehungsweise zur unitiren Gruppe
U(n) == {A € GL,(C) | AT A = I} fir K = C

Bemerkung: O(n), beziehungsweise U(n), ist eine Untergruppe von GL,(R), beziehungsweise
GL,(C).
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17. Orthogonalsysteme

Folgerung (lwasawa-Zerlegung): Jede Matrix g € GL,(R) hat eine eindeutige Produktzerle-

gung
g=k-b

B *
mit £ € O(n) und b € B(n) := | B >0 7. Das heift:
0 B

GL,(R) = O(n) - B(n)

Analog gilt:

B(n)c = € GLo(C) | B, € Rsg
0 Bn

Beweis: Fiir K=Rg € GL,(R) folgt: Die Spalten b1, ...,b, sind eine Basis von R".

Das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren liefert eine Orthonormalbasis {c1, . . .

mit Ubergangsmatrix A = Mpc € B(n). Denn:

14
cy = E a;ub;
=1

besagt g- A= (c1,...,¢,) und k = (c1,...,¢,) € O(n), da k' -k = ((c;,c;)) = I.

17.3. Orthogonale Projektion und orthogonales Komplement

Satz 15 (Satz von Pythagoras):
Fir z,y € V mit x Ly gilt:
lz +yl* = [l + llyll*

Beweis:

lz+yl*={z+y,z+y)
= (z,x) + (x,y) + (¥, z) +(y,y)
S~ =
=0 =0
= ||z + [|ly?

Ist {z1,...,2zn} ein Orthogonalsystem, so folgt

N 2 N
Dww| =Dl
v=1 v=1

Der Beweis folgt leicht mit vollstédndiger Induktion.
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17.3. Orthogonale Projektion und orthogonales Komplement

Satz 16:
Sei U <V mit dimV < oo.

(1) Fiir alle x € V existiert genau ein y € U mit d := ||z — y|| = min{||z — u|| | v € U}.

(2) Dieses y € U ist auch charakterisiert durch: (z —y)LU.
Schreibe: y =: Iy (z).

(3) Die Abbildung IT;; € End(V) ist stetig; es gilt 13, = Iy und ||y (z)]| < ||z]-

d heift Abstand von x und U, y = IIy(z) die orthogonale Projektion von z auf

U, z :== x — y heifit Lot von = auf U, y Lotfulpunkt.

Beweis: (1) Wihle eine Orthonormalbasis S = {e; | i = 1,...,r} in U. Setze y = ly(z) :=

Yim (T, e

Behauptung: Vu' e U: z—yly—u

(x—y,y—u') = (x,y) — (y,y) + (y,u) — (z,u)

-~

! !

=0 =0

(x,y) = <x, Z (x, ei>ei> = Z (x,e)(x, e;)

% 7

u’ in Basisdarstellung: Mit v’ =3, a;e; folgt

<yaul> = <Z <$,€i>€i,ZOéj€j>
= Z <$,€i>ai

Weiterhin gilt:

(x,u'> =

—

Z, E ozjej>
J

a;(z, ej)

|
Q.M

Mit Pythagoras folgt:
lz =o' = llz —y +y — ||
=l —yl* + Jly —'|I?
—_———
>0
> |l — yl®

Es ist also ||z — u/|| > ||z — y||, wobei Gleichheit genau fiir y — v’ = 0 gilt. Damit

folgt die Eindeutigkeit von .
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17. Orthogonalsysteme

(2) Seiy € U und  — yLU. Dann gilt (z,e;) = (y, e;) fiir alle 4.
Es folgt:

(3) Aus z — yLy folgt mit Pythagoras:
2]? = [l = yII* + [yl
> |yl
2
= [[Hy(z)]
Es folgt: IT; ist (Lipschitz-)stetig.
H%] = Il ist leicht selbst zu verifizieren.
Definition: Sei M C V Teilmenge. Der Vektorraum
M+ :={yecV |yLM}

heift Orthogonalraum oder orthogonales Komplement von M.

Lemma:
(1) My C My = Mji- > My

(2) (M)*+ =M~

(3) Aus M; CV, (i=1,...,n) folgt

(4) Aus U; <V (Teilrdume) folgt

(5) (M) < (M*)" wnd M+ = ((M4)")
(6) Im Spezialfall dimV < oo gilt:

(a) Mit U < V folgt V = U @ U+ (insbesondere dimU + dim U+ = dim V') und
() =v

(b) Mit U; < V folgt (N7, Us)" = S0 (US)
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17.3. Orthogonale Projektion und orthogonales Komplement

Beweis: Ubung! ™
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18. Normale Endomorphismen

18.1. Die adjungierte lineare Abbildung

Seien V, WK-Vektorrdume mit Skalarprodukt (-, )y, (-, )w

Lemma:
Sei ¢ € Hom(V,W). Falls ¥ € Hom(W, V) mit der Eigenschaft

(), y)w = (2, ¥(y))v Vo e V,y e W,

so ist ¥ hierdurch eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei V' : W — V ein Homomorphismus mit derselben Eigenschaft
= Fiir Q:=¥ — ¥ € Hom(W,V) gilt:
Ve eV,y e W:(z,Qy))v = (,¥(y) - ¥ (y)v
<x, W)v — <$ V' (y))v

I
o

= Q). 2y)v =0 = Qy) =0y
Also: Q =0, d.h. ¥ = ¥/,

Definition: Falls ¥ existiert wie oben, so heifit ¥ der zu ¢ adjungierte Homomorphismus.
Schreibe: ¥ =: ¢* Hom®(V, W) := {¢ € Hom(V, W) | ¢*existiert}

Beispiel: V = K", W = K™ mit Standardskalarprodukt.
AeK™M ¢p:=Ag:x— A-x

(¢(@), y)w = (Av,y)w = 7" Az = (y" Az = (A"y)" = (z, A™y)v = (z,Aa-(y))
Das heifit: (A4)* = Aax. Insbesondere existiert die Adjungierte.
Proposition: (1) Hom®(V, W) < Hom(V, W)
(2) Fiir die Abbildung * : Hom®(V, W) — Hom(W, V), ¢ — ¢* gilt:
(ag+ pV)" = ag" + pU-

Die Abbildung ist semilinear.
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18. Normale Endomorphismen

(3) Aus ¢ € Hom*(V,W), © € Hom*(W,U) folgt © o ¢ € Hom?*(V,U) und
(©0¢)" = ¢* 0 0"

(4) Aus ¢ € Hom®(V, W) folgt ¢* € Hom*(W, V) und (¢*)* = ¢, sowie Kern ¢ =
Bil(¢*)*.
Beweis: (1) +(2) Sei ¢,¥ € Hom*(V,W), o, 8 € C.
ag® + U™ ist die Adjungierte zu a¢ + S¥, denn

((ap + BY)(x),y) = a (p(x),y) +8 (¥(x),y)
(@ (@) (@)
= (z,ad*(y) + BY*(y))

(3) Firallez e V, y € U gilt:

(4) Es gilt

|
<
—~

8
~
<

= (y, ¢(2))
Das heifit ¢* hat die Adjungierte (¢*)* = ¢

Weiterhin gilt:

x € Kern(¢) <= ¢(x) =0
= VyeW: (¢(z),y) =0
——
(z,0* (1))

— rl¢"(w) n

Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), ¢ € End(V) mit (¢(z),y) = (z, ¢*(y)).

Lemma:
Sei dimV < o0, ¢ € End(V). Dann gilt:

X € Spec(¢p) = A € Spec(¢*)

Beweis: Sei u # 0, ¢(u) = A - u. Dann gilt fiir alle y € V:

0= ((¢ = Aid)(u),y) = (u, (¢ — Aid)"(y))
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18.2. Der Spektralsatz

Nach Proposition gilt (¢ — Xid)* = ¢* — Xid.
Dann ist 0 = (u, (¢* — Xid)(y)) (wegen der positiven Definitheit und u # 0).
~—_———

#u
Daraus folgt:

¢* — Xid ist nicht surjektiv <= ¢* — Xid ist nicht injektiv
= #0: ¢*(v) = I
= X € Spec(¢*) n

18.2. Der Spektralsatz

Proposition: Sei ¢ € End*(V)

(1) Fiir A\, u € Spec(¢) mit X # p gilt:
EX(¢) LE.(¢)

(2) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) pog*=¢ 09
(b) Vz,y € Vi (¢(x),d(y)) = (¢"(2), ¢"())

¢ heifit normal.

(3) Ist ¢ normal, dann folgt Kern(¢) = Kern(¢*), insbesondere E(¢) = Ex(¢*).
Beweis: (1) Seien u € E)\(¢), v € E,(¢). Dann gilt
Mu, v) = (Au, v)
= (¢(u), v)
= (u,¢"(v))

S

=l e

(u, fv)

p{u, v)

Mit A # p folgt (u,v) =0 [

Satz 17 (Spektralsatz):

Sei dim V' < oo, (-, -) Skalarprodukt mit ¢ € End(V') normal.

Im Fall K = R habe das charakteristische Polynom f4(7") nur reelle Nullstellen. Dann
existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ¢.
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18. Normale Endomorphismen

Beweis: Sein :=dimV, \; € Spec(¢), b1 # 0 € Ej,(¢). Ohne Beschréankung der Allgemeinheit
sei ||b1]| = 1.
Betrachte das orthogonale Komplement U := blT. Es gilt

V=)o,
wobei ¢(U) C U, ¢*(U) C U ist, denn fiir alle u € U gilt

<¢(U), b1> = <u7 d)*(bl»
= <U,)\7]_b]_>
= )\1 >U, b1> =0
——
=0
Daraus folgt ¢(u)_Lby, das heiBt ¢p(U)_Lb;, damit folgt ¢p(U) C U.

Fiir ¢* ist die Vorgehensweise analog.
Insbesondere ist ¢|; € End(U).

Ferner gilt (¢|,)* = ¢*|y, also

‘MU ¢*’U = <¢¢*)’U
T (60l
= ¢*‘U ¢|U

Also ist ¢ normal.

Vollstédndige Induktion nach n:
n — 1~ n: U hat eine Orthonormalbasis {bs,...,b,} aus Eigenvektoren von ¢|;;.
Dann ist {b1, bg,...,b,} die gesuchte Orthonormalbasis. n

Lemma (Transfer zu Matrizen):
Fiir beliebiges ¢ € End(V) sei s4 die Sesquilinearform

so(,y) = (d(z), y)
B sei eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt:
(1) Dpp(¢*) = Dpp(¢)"
(2) Dpr(ss) = Dpp(d)"

(3) ¢ ist normal, genau dann wenn fiir A := Dpp(¢) gilt:

A-A*=A"-A

Beweis: Sei B = {by,...,b,}.
Erinnere: Dpp(¢) = (;5) ist definiert durch ¢(b;;) = Y ;| jbi.
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18.2. Der Spektralsatz

Es gilt

=0k
= Qg
Damit folgt die Behauptung (2).
Sei Dpp(¢*) = (Bij), das heifit
Qji = <¢(bz)7b]>

= (bj, ¢(b:))

= (&7 (b5), bi)

= Bij

Damit folgt die Behauptung (1).

Es bleibt noch Behauptung (3) zu zeigen:
¢ ¢" < Dpp(¢9") = Dpp(¢*p)

=AA* =A*A L

Korollar (zum Spektralsatz):
Fiir A € Spec(¢) sei Uy := Ex(¢) und I, := IIy, (orthogonale Projektion). Dann gilt fiir
p(T) € K[T]:

und

AESpec(¢)

Qb*:ZX'H/\
\

Beweis: Da U, LU, fiir A # p folgt II\II,, = d,,11,.

Spektralsatz: Aus V = @U, folgt idy = ), II,.

A
Aus p(@)ly, = p(N) - idp, folgt p(6) = £, pN)TTx.
¢*|y, = A-idy, liefert

=¢>*‘ZH>\
\
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18. Normale Endomorphismen

Satz 18:
Seien ¢, ¥ € End(V') normal und ¢ - ¥ = ¥ - ¢.
Falls in V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren existiert und eine Orthonormalbasis aus

Figenvektoren zu ¥, dann existiert eine Orthonormalbasis aus gemeinsamen Eigenvektoren
zu ¢ und W.

Beweis: Seien V = @QU,, Uy := E\(¢).
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A
Zeige: U(Uy) C Uy und V|, sind diagonalisierbar.

Dazu:

ue Uy = o(u) =Au
= U(p(u)) = V(Au) = AV (u)
= o(¥(u) = AV (u) = Y(u) e U,

Analog: ¢(E,(V)) C E, (V).
Da V = @DE,(¥), gilt insbesondere fiir alle u € Uy : u = 3 x, € E, (V). Es gilt
I

sogar: jedes z, € Uy, denn:
d(x, =: x; € E, (V)

das heifit z, € U,.

Insgesamt gezeigt:
Uy = PE.(¥) U,
“w

(d.h. W[y, ist diagonalisierbar). Damit folgt

V = DEPE.(Y) N EN9)
P




18.3. Selbstadjungierte Endomorphismen

18.3. Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition: ¢ € End(V) heifit selbstadjungiert, falls ¢* = ¢.
Bemerkung: (1) ¢ ist selbstadjungiert impliziert ¢ ist normal.

(2) Ist dimV < oo, B Orthonormalbasis und A := Dpp(¢), dann ist ¢ selbst-
adjungiert genau dann wenn A = A*, d.h. A ist hermitesch.

Hintergrund: Viele Problem in Physik und Technik fithren auf hermitesche Matrizen.

Satz 19:
(1) A€ C™ ™ mit A= AT impliziert Spec(A) C R (oder: das charakteristische Polynom
hat nur reelle Nullstellen).

(2) Fiir hermitesche A gilt:

A ist positiv definit<= Y\ € Spec(A): A >0

Beweis: (1) Sei A € Spec(A) und v # 0 mit Av = Av. Dann:

~——
=[lv|[2#0
Also gilt A = X, das heiBt A € R.

(2) A ist nach Definition genau dann positiv definit wenn s4(z,y) = x ' A7 positiv

definit ist.
Fiir eine Orthonormalbasis {b1,...,b,} aus Eigenvektoren von A = A* gilt
Ab; = \b;
und Basisdarstellung
m m o
T = Zaibi L= ZOszz
i=1 i=1
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18. Normale Endomorphismen

und somit

— - —~—~
=1 7=1 Ajb;
.
= @a\bi b
i
=D a@iagA; (bisby)
N——

Also: sa(z,z) = >0 Jau]? A

Dann folgt:
sa(z,x) > 0Ve <= VA, >0
und
salz,x) =0 = =0
genau dann, wenn alle \; grofler Null sind. n

Bemerkung: Fiir selbstadjungierte, reelle A ist die Extravoraussetzung im Spektralsatz immer
erfiillt.

Korollar:
Ist V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt, dim V' < oo und ¢ € End(V') selbstadjungiert,
so besitzt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu ¢.

Definition: Sei V' ein C-Vektorraum und ¢ € End(V).
Dann heifit p(¢) := sup{|A| | A € Spec(¢)} der Spektralradius von ¢. Fiir A €
Cm>m getze p(A) == p(Aa).

Bemerkung: Auf K"*" ist durch
[A]l := sup{[|A]| | z € K", [|z]| < 1}

eine Norm definiert.

Satz 20:

Es gilt [|Al| = /p(A*A).

Falls m = n und A normal ist, gilt sogar ||A|| = p(A).
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18.3. Selbstadjungierte Endomorphismen

Beweis: A*A ist selbstadjungiert, das heifit es gilt (A*A)* = A* - (A*)" = A*A.
Dann existiert eine Orthonormalbasis {b1,...,b,} aus Eigenvektoren, etwa A*Ab;, =
wib; mit pu; € R.
Dann gilt:

|Az|* = (Az, Az)
= (z, A" Ax)

z=>"_  a;b; i
i=1 @ibi _ <$azaiﬂibi>
i=1

n
= |’ m
=1 .
=pi

Auflerdem:
1Az ]* < "Joi]* max{ |}
- —_———

! =p(A*A)
= p(A*A) =[]

Sei x =), a;b; die Basisdarstellung. Dann ist | Az|? = > lovi|? s, also alle p; > 0.
Weiterhin: A*Ab; = p;b; und p(A*A) = pimax = Hiy, dazu b;,. Mit = := b;, folgt
HAI‘HZ = HMmax-
Speziell fiir normales A (m = n):
Es gilt E)\(A) = Ex(A*). Dann:
=N N = [\

und damit folgt

| A[l = [pmax| = p(A) "

Vorsicht: Im allgemeinen ist ||A]| # p(A).
Beispiel:

mit p(A) = 0 aber ||A]| = 1. Es ist

. {00\ .., (00
=1 o) aa=( 1)
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19. Isometrien

Aufgabe: Studiere alle linearen Abbildungen, die Abstédnde von Punkten nicht dndern. Z.B.
Drehungen um einen Punkt im R?.

19.1. Charakterisierung und orthogonale Gruppe

Definition: Seien Vi, V5 K-VRme mit Sesquilinearformen s, so.

(a) Ein Morphismus von K-VRmen mit Sesquilinearform ist & € Hom(V, V»)
mit:

Ve, y € Vi : so(P(z), P(y)) = s1(z,y)

Schreibe: @ : (V1,s1) — (Va, s2).
(b) Ist ® zusitzlich bijektiv, so heifit ® eine (lineare) Isometrie.

(c¢) Eine Isometrie ® : (V,s) — (V,s) heifit Automorphismus von s.
Die Gruppe Aut(s) < Aut(V) heift die Automorphismengruppe von s.

Beispiel: In der Relativititstheorie wichtig ist die Lorenzgruppe Aut(s) zu

1 0 --- 0
s:RYx R 5 R, (z,y) — T O o Yy

. c. 1 0

0 0 —c

fiir ¢ :=Lichtgeschwindigkeit.

Definition: Im Folgenden sei s stets SKP.
Fall K = R:
O(V,s) := Aut(s) heifit orthogonale Gruppe. Die Elemente der Gruppe heiflen
orthogonale Abb. bzgl. s.

Fall K =C:
U(V, s) := Aut(s) heifit unitéire Gruppe. Die Elemente der Gruppe heiflen unitére
Abb. bzgl. s.

Bemerkung: Eine wichtige Isometrie ist: abstrakter VRm =2 Standardraum
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19. Isometrien

Satz 21:
Sei V- VRm mit SKP s, dim(V') = n und ONB B. Dann ist die Koordinatendarstellung;:

Dp: (V, S) - (Kn, <'a >)

eine Isometrie.

Beweis: Sei B = {b1,...,by},z,y € Vmit x = " | asbs,y =>4 Bib;. Dann gilt:

s(z,y) = Z%’Fj' s(bi, by)
2%

=Y i

=1
aj b
79 Bn
= (Dp(z), Dp(y)) n
Bemerkung: (1) Sei ® : V; — V5 Morphismus von SKP-Riumen, dann ist ¢ lingentreu.
= |zl = [|®()]]2

Winkeltreue fiir K = R bedeutet:

(z, 91 (®(2), 2(y))2

eyl — le@)lalew)]:

(2) @ : (V,s) — (V,s) Endomorphismus von SKP-Réumen und dim(V) <
oo = & ist Isomorphismus und Automorphismus, also orthogonal und
unitéar.

Satz 22 (Isometriekriterium):
Sei V' VRm mit SKP s = (-,-) und sei ® € Aut(V).
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) @ ist Isometrie (d.h. ® € Aut(s)).

(2) ® € End*(V) und ®* = L.

3) Ve e V:|lz| = [|2(=)]

4) YyeV:(llyl =1) = (]|®(y)| =1) (Einheitssphirenabbildung).
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19.1. Charakterisierung und orthogonale Gruppe

Beweis: Die Aquivalenz ergibt sich aus folgendem Ringschluss:

(1) = (2) Esgilt Va,y e V, z:= O(y):

® Isometrie
— Va,y e V:(P(x),P(y)) = (x,y)

v e Vo (B(2), 2) = (z, & 1(2))
Nach Definition der Adjungierten folgt daraus ®—! = ®*.

(2) = (3) Esgilt fur alle z € V:

|22 = (®(x), B(2)) 2 (2, 3" B(2)) = (2, 2)

B)= ) v

(3) = (1) Es gilt fiir alle z,y, € V,a € K :

(ax +y,azx +y) = (P(ax +y), P(az + y))
— (o, y) + (y, ax) = (®(ax), 2(y)) + (D(y), D(ax))
= afz,y) +a(z,y) = a(®(2), 2(y)) + a(®(z), 2(y))
Fall K = R:
Mit a = 3 : (z,y) = (®(z), ®(y))
Fall K =C:

Mit a = 1 : Re(z, ) = Re(d(z), B(y))
Mit o := % iiJ

Korollar:
Sei dim(V) =n < oo, B ONB von V und ® € End(V).
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) @ ist Isometrie.

(2) Es gilt fiir alle z € V : || ®(2)|| = ||z||

(3) ®(B) ist ONB.

(4) Es gilt Dpp(®)~! = Dpp(®*), d.h. Dpp(®) ist unitir bzw. orthogonal.

(5) Die Spalten (bzw. Zeilen) von Dpp(®) bilden eine ONB von K" bzgl. dem Standard-
SKP.

(6) Es existiert eine ONB C von V mit Dpc(®) = I,.
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19. Isometrien

Beweis: Jede der Aussagen impliziert ® € Aut(V).
Sei B := {bl, PN ,bn}

(1) < (2) < (4) Klar nach Isometriekriterium.
(4) <= (5) Es gilt:

DBB(@)fl = DBB(CI)*)
- DBB(CI)) . DBB((I)*) =1,
<= {Zeilen von ®} sind ONB bezgl. Standardform
= Dpp(®*) - Dpp(®) =1,
<= {Spalten von ®} sind ONB bezgl. Standardform

3) = (2) Da fiir alle b;,b; € B gilt:
( j g

Folgt fiir alle x = > | a;b; € V
(D(x),®(x)) = > i (D(b;), 2(b;))
1,3
= Z ;i @j(bi, bj)
i\j
= (x,x)
Also ist |[|®(x)|| = ||=|| und ® ldngenerhaltend.
(1) = (3) Da & Isometrie ist, gilt:
= (®(bi), @(bj)) = (bi, bj) = i
D.h. ®(B) ist ONB.
(3) = (6) Sei C := ®(B). Dann gilt:
Dpc(®) =1,
(6) = (4) Es existiert eine ONB C' = {¢y,..., ¢, }, sodass gilt:
Dpc(®) =1,

Daraus folgt: DBB(@) = DBc(CI)) -Mcp = Mcop =: (’yij)
Also gilt fiir alle b; € B:
bj = iy Ck
k
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19.2. Normalformen fiir Isometrien und normale Endomorphismen

Daraus folgt:

dij = (bj, bi)
= Wy m > i)
k I
= Z'ij Vi - (Cks 1)
ol

k
_ —T
=> i — Meop - Mep)ij
K

Es gilt also M/ g = Malg n

19.2. Normalformen fiir Isometrien und normale Endomorphismen

Sei V' VRm mit SKP (-,-),dim(V) =n < oc.

19.2.1. Fal K=C

Lemma:
FEin Endomorphismus ® ist genau dann unitdr, wenn er normal ist und alle FEigenwerte
Betrag 1 haben.

Beweis: Da ® unitir ist, also ®* = ®~! gilt, ist ® normal. Nach Spektralsatz existiert dann
eine ONB B = {by,...,b,} aus Eigenvektoren von ®. Also gilt:

D(b;) = \ib; mit \; € C

Mit dem Korollar folgt:

® unitar
< ¢(B) ONB
= 55 = (i), B(by)) = (Aibs, Ajby) = [Nil* - 0y
— |NP=1
— |\ =1 [

Folgerung: Dpp(®) = diag(A1,...,A,) mit [A;] = 1 heilt Normalform der unitdren Abb. ®
und ist bis auf die Reihenfolge der Eigenwerte eindeutig bestimmt.
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19. Isometrien

Korollar:
Ist A € C"*™ normal, so existieren M € U, und A; € C, sodass gilt:

M=t A-M =diag(\,..., \)

D.h. jedes normale A erlangt durch unitiren Basiswechsel Normalform.
Falls A unitér ist, so existiert ®; € R, sodass gilt:

Aj = e'® = cos ®; +isin @

Beweis: Sei V = C" mit dem Standardskalarprodukt, ¢ = Ay : z+— Ax

Aus dem Basiswechsel zwischen einer Orthonormalbasis S (der Standardbasis) und
einer Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren von ¢ folgt: M := Mgp ist unitér.

Das heifit:

M 'Dgs(Aa)M = M—YAM = Dp(Aa) = diag(Ay, ..., \n) =

19.2.2. Fall K =R

Sei ¥ € End(V') normal; das char. Polynom f = fg € R[X].

Beachte: Falls A\ € C Nullstelle ist, so ist auch X eine Nullstelle.
n
0=/f(\) =) a\
i=0

0= Zdzj\l = ZCLZ;\Z daa; € R
i=0 =0
Das heifit: Nullstellen A € C\ R treten stets als Paare (A, A) auf.

Via Isometrie:

Dpg: V-5 R"
v L As mit A€ R normal

V= R

Betrachte zunéchst: ¢ := Ay € End(C")
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19.2. Normalformen fiir Isometrien und normale Endomorphismen

Lemma:
Ist A € R™ "™ beliebig und ¢ = A4 € End(C"), so gilt:

(1) fiir A € Spec(¢) NR hat Ey(¢)(C C") eine Basis in R*(C C")

(2) fiir A € Spec(¢) \ R ist R" N Ex(¢) = 0 und E)(¢) = E5(o)

Fiir normale A gilt: Ex\(¢) LE\(¢)

Beweis: (1) Vorbemerkung: Die lineare Unabhéngigkeit von z1,...,z, € R" bleibt in C”
erhalten.

Fiir A € R gilt daher:
rgr(A — M) =rge(A — M) = dimg Kern(A — M) = dim¢ Kern(A — )
Also ist jede R-Basis von Kerng (A—AI) eine C-Basis von Kernc(A—AI) = E)(¢)
(2) Sei A € Spec(¢) \ R.

Aus A-b=\-0bfolgt b ¢ R"™ oder b =0, denn:
falls b € R” folgt Abe R" —> \be R 225 p—

Ferner folgt:

Ab=A-b=A-b
dh bGE;\(¢) _— ugw _ “_m
Ist A normal, dann folgt mit dem Spektralsatz: A # X, d.h. E\1FE5 ™
Korollar:
Sei A € R™" normal, ¢ := A4 € End(C"). B
Ferner sei Spec(¢p) = {A,. ;A A, Aty Arpss Mg ) mit Aj € R(j =

L...,m), My €EC\R(k=1,...,5),n=r+2s (evtl. sind gleiche dabei)

e Dann existiert eine Orthonormalbasis

B = {blv s 7b7"7b7“+lab1”+1a s 7bT+SaBT‘+s}

aus Eigenvektoren von ¢, wobei b; € R™ fiir j =1,...,

T.
Es ist b?"+k S Cn\Rn (k =1,.. .,8) und Abj = /\jbj, Abj = S\jl_)j

o Mit

U e C-b; j=1,...,r
T (C-bj@(c-l_)j j=r+1,....,r+s
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19. Isometrien

geht die direkte Zerlegung:
r+s

c=Pu;
j=1

in ¢-invariante Teilrdume, die paarweise orthogonal sind (d.h. U; LU, fiir j # k).

Beweis: Lemma (1): Fiir A € Spec(¢) "R : Ex(¢) hat die Basis By C R"™.
Orthonormalisierungsalgorithmus: By ~» ONB C R".
Fiir Eigenwerte A € C\ R existiert nach Spektralsatz gleichfalls eine Orthonormalbasis

B)\ von E)\(¢)

Lemma (2): B) := By ist ONB von Ej;(¢). Beachte: Fiir das Standardskalarprodukt
gilt: (z,y) = (z, 7).

Also: Zu b; € B, gehort b; € By.

Es ist klar, dafl U; = (b;, Ej) ¢-invariant und U; LUy, ist, da alle b paarweise orthogonal
sind.
Problem: Wie lasst sich die Zerlegung im Korollar auf die reelle Situation tibertragen’n

Satz 23:
Sei V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt, dim V' = n < oo, ¥ € End(V') normal. Dann
gilt:

(1)

r S

fo(X) =TT (X =) [T (X = M) (X = Aogr)

j=1 k=1
mit Ap,..., A € R (OBdA sei A; < ...An), Arss € C\ R.

Beachte: Fiir A € C\ R gilt: (X —A\)(X — ) = X2 —2ycos(¢) X ++2 mit v := || > 0
und ¢ € (0, ).

(2) Es existiert eine ONB C' = {c1,...,¢r,Crq1,C 15+ Crps, Cry s} von V' so, daf
Dcc (V) Drehkéstchennormalform hat, d.h.
Dcc(\I/) = diag()\l, ey /\7», 71D¢1, e ,’YSD¢S)

(eindeutig bestimmt durch V), wobei
_ cos¢p —sing
Dy =7 (sin¢ cos ¢ )

(3) W ist orthogonal genau dann, wenn alle reellen A\; = £1 und alle 7y, = 1 sind.
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19.2. Normalformen fiir Isometrien und normale Endomorphismen

Beweis: (1) v

(2) Nehme aus Korollar ¢; = b; € R"(j = 1,...,7) und fiir U = Cb & Cb finden
wir eine ONB C R™ wie folgt: Behauptung: C := {1/(2)R(b), —/(2) Im(b)} ist
ONB von U

1
denn: Mpo = % <1 —Zz> ist unitar, also Mgp = ME;(IJ = Mpe.

Damit folgt:
Deoco(¥|y) = Mos - Dep(¥|v) - Mpc

STOBICAIGE
L/ XX (A=)
:2<—z(>\—)\) /\+/\>

__[cos¢p —sing
~ T \sing  coso
(3) Doc(¥) = A orthogonal A A =T o alle Eigenwerte || = 1. -

Definition: (a) ® € End(V) orthogonal heifit Drehung um den Winkel ¢, falls eine ONB
B ={b1,...,b,} existiert, so daB Dpp(®) = diag(Dpni, 1,...,1).

U =R-b; +R-by heifit Drehebene von ¢ und U+ = (bs,...,b,) verallge-
meinerte Drehachse.

(b) ¥ € End(V) orthogonal heifit Spiegelung an einer Hyperebene H, falls
eine ONB B = {by,...,b,} existiert, so dal Dpp(¥V) = diag(—1,1,...,1)
und H := (by,...,by).

Bemerkung: Falls ® # id Drehung ist, folgt Dy # (1 1> und U+ = Kern(¢ — idy).

Insbesondere sind U und U+ durch & eindeutig bestimmt (unabhiingig von der
Basis).

Satz 24:

Sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt s und dimV = n < oco. Dann ist die Gruppe
O(V, s) erzeugt durch Drehungen und Spiegelungen. Genauer:V¥ € O(V, s)3Zerlegung n =
r + 277, so dal ¥ Produkt von hochstens r Spiegelungen und 7/ Drehungen ist.

Beweis:

DBB(\I/) = diag()\l, ey )\T, D¢1, ce ,qur)

r r!
= [ diag(1,..., 1,2, 1,...,1) [[ diag(1,..., 1, Dy, . 1,...,1) -
j=1 k=1
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20. Affine Raume

Man méchte vom Anschauungsraum R? abstrahieren:
e statt R beliebige Korper K

e statt Dimension 3 beliebige Dimensionen < oo

Aufgabe: Finde die ,richtige” Verallgemeinerung der vertrauten geometrischen Begriffe, so-
dass bekannte geometrische Sétze richtig bleiben.

Im Folgenden sei K stets ein beliebiger Korper.

20.1. Grundbegtiffe

Definition: Sei V' K-VRm mit dim(V) =n < co.

(a) Eine Menge A # () heifit affiner Raum mit Richtungsvektorraum V, falls
(V,+) auf A operiert, d.h. es existiert eine Paarung ,+“ genannt Translation
VxA— A, (z,P)— x+ P, mit der Eigentschaft:

VP Qe Adix eV :Q=z+P

(b) Elemente von A heiflen Punkte.
Der zu gegebenen Punkten P, ) eindeutig bestimmte Vektor x mit Q = z+ P
heiflt der Translationsvektor von P nach Q).
Schreibe: z := ]@

(¢) dim(A) := dim(V') heiit Dimension von A.

Bemerkung: (1) Vorsicht in (1) wird das Zeichen ,+* fiir verschiedene Verkniipfungen be-
nutzt.

(2) Esgilt fir P,Q,R,€ A:

PP =0
PG+ QFk = PR
QP = PG
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20. Affine Ridume

(3) A besteht aus genau einer Bahn:
VPeA: A=V +P:={z+PlzecV}

Beispiel: Der affine Standardraum A,,(K) ist definiert als Punktmenge A := K™ und V :=
K™ mit Translation := Addition in K™, d.h. fir P,Q € K" gilt:

PG=Q-P

Definition: Eine Teilmenge B # () eines affinen Raumes A heifit (affiner) Teilraum oder
lineare Varietét von A, falls ein VRm Up < V existiert, sodass B affiner Raum
ist, mit Richtungsvektorraum Up (unter der in A gegebenen Operation).

Auch B = () werde affiner Teilraum genannt.
Spezielle affine Teilrdume B sind:

(a) Gerade <— dim(B) =1
(b) Ebene <= dim(B) =2

(c) Hyperebene <= dim(B) = dim(A) — 1

Lemma:
(1) Ist B # ) affiner Teilraum, dann gilt:

Up = {PG | P,Q € B}

(2) Sind § # B C C affine Teilrdume und dim(B) = dim(C), dann ist B = C.
(3) Durch zwei Punkte P # @ in A geht genau eine Gerade.
PQ=K-PO+P={\-PO+P|\cK}<A
Diese wird die Verbindungsgerade von P und () genannt.

(4) Drei Punkte P, @, R € A liegen genau dann auf einer Geraden, wenn gilt, dass ]@
und Cﬁ linear abhéngig sind.

Beweis: (1) ,0“ v

»,C“ Da B affiner Teilraum mit Richtung Up ist, gilt fiir alle P,Q € B:
HlxeB:x:F@ <~ z+P=Q
(2) Aus (1) folgt mit B C C, dass Up C U gilt. Da diese die gleiche Dimension

haben muss dann schon Up = Ug gelten. Fiir P € BN C gilt dann:

B=Up+P=Us+P=C
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20.1. Grundbegriffe

(3) Es ist klar, dass P und @ auf der Geraden PQ liegen, daher muss lediglich die
Eindeutigkeit gezeigt werden.
Sei B eine Gerade mit P,Q € B und U := Up. Da P # () ist, ist ]@ € U nicht
der Nullvektor. Da auflerdem dim U = 1 ist, gilt:

U=FK-PO

Daraus folgt:
B=U+P=PQ

(4) Seix:= Pﬁ und y := Cﬁ Es existiert genau dann eine Gerade B mit P,Q, R €
B, wenn gilt:
AVRm U :dimU =1,z,y € U

Also genau dann, wenn z und y linear abhéngig sind. n

Satz 25 (Teilraumkriterium):
Sei A affiner Raum mit Richtung V und sei (} # B C A. Dann sind dquivalent:

(1) B ist affiner Teilraum.

(2) Es existieren P € A und U <V, sodass gilt:

B=U+P

(3) Falls |K| > 2, so ist auch dquivalent:

VP,QeB:P+#Q — PQCB

(4) Falls A = A, (K), so ist auch dquivalent, dass B Losungsmenge eines LGS ist.

Beweis: Die Aquivalenz ergibt sich aus folgendem Ringschluss:

(1) = (2) Ist B affiner Teilraum, so gilt:

U <V:VPeU:B=U+P

(2) = (1) B=U + P ist affiner Teilraum, denn U operiert auf B und fiir Q, R € B : gilt:
Jr,yeU:Q=x+ P,R=y+ P und

3y Translation (Dﬁ =y—zxzeU

Daraus folgt, dass U affiner Teilraum ist.
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20. Affine Ridume

(1) = (3) Sei B affiner Teilraum mit P,Q € B, P # (. Dann gilt:

FTC)QGUB

— VAcK:\-PO+PcB
= PQCB

(3) = (2) Setze U := {PQ | P,Q € BYC V.
Zeige zunichst: Fiir alle P € B gilt:

U+PCB

D.h. fiir alle y € U gilt:
y+PeB

»,C“ Sei also 0 # y € U, dann existiert ein @) # R € B, sodass gilt:
y=QR
Setze z := ]@

Fall y, 2z linear abhingig:
Aus dem Lemma folgt, dass P, @, R auf der Geraden QR = {\-y+ P | A €

(3)
K} C B liegen. Insbesondere gilt:
y+PeB

Fall y, 2z linear unabhingig:

Wihle A € K \ {0,1}. Betrachte S := 25y + P, N := Az + P.
Dann ist N € PQ C B.

Annahme: N = R. Dann gilt:

N=Xz+p
=R
=y+z+P

Daraus folgt, dass y und z linear abhéngig sind. 4 Es gilt also N # R.
Ferner gilt, dass S, N, R auf einer Geraden liegen, denn:

ﬁ:y+z—Az:y+(1—A)zund

SN =xe - Py = (- 1)z )

sind linear abhéngig.
Aus N, R € B folgt:

(3)
Se NRCB

AuBerdem gilt: S # P, also SP € B und damit y+ P € B
Es gilt sogar: B =U + P, da fiir alle Q) € B gilt:

Q=§5+PGU+P
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772“ /

Es bleibt zu zeigen: U < V' (Untervektorraum)

Seien z,y € U, € K. O.B.d.A ldsst sich z # 0 annehmen, etwa x = ]@, P Qe
B. Dann gilt:

ar+PePQCB = arcU

Also geniigt es zu zeigen, dass x + y in U liegt. Sei P’ := z + P.
Dann gilt mit x = PQund y+ P €U+ P C B:

(z+y)+P=z+@y+P)cU+P CB
— z4+yelU ™

20.2. Eigenschaften affiner Teilrdume

Lemma:
Sei I # () Indexmenge und (B;);cs eine Familie affiner Teilriume von A.
Dann ist B := (),c; B; affiner Teilraum von A mit Richtung Up = (\,c; Up,, falls B # 0.

Beweis: Sei B # (), dann existiert ein P € (,c; Bj. Setze U :=(,c; Up, < V.
Dann gilt fiir ein Q € A:

QeU+P < Viel:QeUp, +P

¢:Qeﬂ&
el
~— @ E€B
Daraus folgt: B=U + P n
Definition: Sei M Teilmenge von A, C die Menge aller affinen Teilrdume von A, die M enthal-
ten.
Dann heift:

[M]:= () B

BeC

die affine Hiille von M.
Fir M ={P,..., Py} schreibe: [Py,..., Py] := [M].

Beispiel: Sei P # @, dann ist [P, Q] = PQ die Gerade durch P und Q.
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Lemma:
Seien Py, ..., P, € A und sei z; ::fﬁ eV firallei € {1,...,m}.
Dann gilt:
[PQ,...,Pm] = <£C1,...,1L‘m> + Py
Insbesondere ist dim [Py, ..., Py,] < m.
Falls gilt: dim [Py, ..., Py,] = m sagt man, P, ..., P, sind in allgemeiner Lage.

Beweis: ,C“ Fiir allei € {1,...,m} gilt:

Pi=x;+ Py C(21,...,7m) + P

L2 Sel Y i+ Py € (x1,...,%m) + Py, und sei B D {Fy,..., Py} beliebiger
affiner Teilraum. Dann gilt:

ViE{l,...,m}:xi:P()l_:iEUB
m
— Zaixi € Up
=1

m
— ZOZZ':EZ'—FP()GUB—I-PO:B
=1

Da dies fiir einen beliebigen affinen Teilraum B gilt, der {Fp, ..., Py} enthilt,
gilt dies fiir alle solche Teilrdume. Sei C' die Menge aller affinen Teilrdume die
{Po,..., Py} enthalten. Dann folgt:

m
VBEC:ZOQ’.%—FPQEB

=1

<~ iaixi—FPo S m B
=1 BeC

m
<:>Zaia:i+P0€[P0,...,Pm] ™
=1

Satz 26:
Seien A; := Uy + Py, Ay := Uy + P; affine Teilrdume von A. Dann gilt:

—
(1) U[A1UA2] =U; + U+ (P P)

(2) Ay NAy # 0 = dim([A1 U Az]) = dim A; + dim Ay — dim (Al N Ag)
AiNAy =0 = d1m([A1 U AQ]) = dim A; + dim Ay — dim (Ul N UQ) +1
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20.2. FEigenschaften affiner Teilrdume

Beweis: (1) Seiy:= PP, und U := U + Us + (y).
Zu Zeigen: U + P, = [A; U Ag], d.h. U[AluAQ] =U

»,C* Fiir einen beliebigen affinen Raum B D Ay U Ay gilt: U > Uy, Us, (y).
Also gilt fiir z = 21 + o + ay € U mit 21 € Uy, x9 € Us:

r=x1+x2+ay€eUp
— c+PecUp+P =B

= x4+ P € |B=[41 U4
L,D% Zu zeigen: A{UA, C U+ P,

A=U+PCU+P
Ay =Us+ P =Us+y+ P CU+ P,

(2) Fall AjNAy # (: Nach Lemma gilt Ug,na, = U1NUz, und dass P; = P, wihlbar
ist.
Daraus folgt U = U; + Uz (mit y = 0). Also gilt: [A; U Ag] = Uy + Uz + P; mit:

= dim U; 4+ dim Uy — dim (U; N Us)
= dim A; + dim Ay — dim (Al N AQ)

Fall Ay N Ay = (: Annahme: y € Uy + Us.
Dann ist y = x1 + @9 fiir ein x1 € Uy, 22 € Us. Daraus folgt:

1+ Pi=-mt+y+Pi=-x+PeANA
Also ist y ¢ Uy 4+ Us. Daraus folgt:
dimU = dim (U; + Us2) + 1

Der restliche Beweis erfolgt analog zum ersten Fall. n

Definition: Affine Teilrdume B, C von A heiflen parallel, wenn gilt:
Up < U¢g oder Up < Up

Schreibe: B || C.

Beispiel: Man denke nicht nur an parallele Geraden oder Ebenen, sondern etwa auch an Gerade
| Ebene.

Bemerkung: (1) Aufden Teilriumen einer festen Dimension ist Parallelitiit eine Aquivalenzrelation.
(2) Aus B || C folgt: (BC C)V(B2C)V(BNC =0)

(3) Fiir alle P € A und alle affinen Teilriume B # () existiert genau ein affiner
Teilraum C' mit:
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20. Affine Rdume

(a) PeC

(b) B|C

(c) dimC =dim B
Beweis: (1) Leichte Ubung!

(2) Sei P € BNC und 0.B.d.A Ug < Ug. Dann gilt:
B=Up+P<Uc+P=C

(3) Es muss C' = Up + P gelten, da aus b) und c¢) folgt: Us = Up

Satz 27:
Sei A affiner Raum mit dimA =n > 1, G C A Gerade und H Hyperebene in A.

Dann gilt:

(1) GNH=0 = G| H

(2) GYH = 3P:GNH={P}

0

Bemerkung: dimGNH <dimG =1 = GNH = < Punkt
Gerade

(1) Sei GN H = (), dann ist GU H echte Obermenge von H. Es gilt also:
HCGUH C [GUH]

Beweis:

Daraus folgt fiir die Dimensionen:
n—1=dimH <dim[GUH] <n
= dim[GUH]=n
= [GUH]=A
Aus der Dimensionsformel fiir die affine Hiille folgt:
n = dim[G U H]|
=dimG + dim H — dim(Us NUg) + 1
=n—dim(UgNUg)+1

Daraus folgt:
dim(Ug NUg) =1 =dimUg
— UgNUyg =Ugqg
= Uqg C Uy
= G| H
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20.2. FEigenschaften affiner Teilrdume

(2) Aus (1) folgt, dass GN H nicht die leere Menge ist, wenn G und H nicht parallel

sind.
Sei nun G’ := G N H eine Gerade. Dann gilt:

G'CG

— G' =G
= GCH
— G| H

Also kann G N H auch keine Gerade sein, wenn G und H nicht parallel sind. Mit
der Vorbemerkung folgt daraus, dass G N H ein Punkt sein muss. n
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21. Affine Koordinaten und affine Abbildungen

21.1. Grundbegriffe

Definition: Sei A ein affiner Raum mit Richtungs-VRm V der Dimension n.

(a) Sei B die Menge aller Basen von V. Ein Paar K := (O, B) € A x B heifit affines
Koordinatensystem, wobei O der Ursprung heifit.

(b) Durch die Koordinatendarstellung Dp : V' — K™ zur Basis B definiert:
Dx:A— K", P s Dg(OP)
den Koordinatenvektor D (P) von P beziiglich O.

(c) Die Abbildung Di : A — A"(K) heift Koordinatendarstellung zum Koor-
dinatensystem /C.

Aufgabe: Was entspricht Homomorphismen von VRmen bei affinen Rdumen?

Definition: Seien A, B affine Rdume mit Richtungen V, W. Eine Abbildung ¢ : A — B heifit
affine Abbildung oder Morphismus affiner Riume, falls ein ® € Hom(V, W)
existiert, sodass gilt:

Ve e V,VP e A: p(z+ P) = ®(x) + ¢(P)
Schreibe: Hom,g(A, B) := {¢ : A — B | ¢ affin }.
Beispiel: (1) Die Identitdt id4 : A — A ist affin mit zugehorigem ® = idy .

(2) Fiir festes Q € B ist die konstante Abbildung ¢g : A — B, P — @ affin, mit
der Nullabbildung als zugehoérigem Homomorphismus.

Bemerkung: (1) ¢ : A — B mit zugehérigem ® € Hom(V, W) ist genau dann affin, wenn

gilt:
dPhe A:Vx eV :p(x+ Py) = ®(x) + p(Fo)

(2) Ist ¢ € Homug(A, B), so ist der zugehorige Homomorphismus ® =: A, ein-
deutig bestimmt.

(3) Die Hintereinanderausfithrung affiner Abbildungen ist affin, d.h.:

Hom,g (A, B) x Homug (B, C) — Hom,g(A, C), (¢, ¥) — o
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21. Affine Koordinaten und affine Abbildungen

(4) ¢ € Homug(A, B) ist genau dann injektiv (bzw. surjektiv), wenn A, injektiv
(bzw. surjektiv) ist.

(5) Ist ¢ € Homag (A, B) bijektiv, so existiert ¢! € Hom,g (B, A).

Definition: Ein bijektives ¢ € Hom,g (A, B) heifit Isomorphismus affiner R&ume oder Af-
finitét.
Ist zusétzlich A = B, so heifit ¢ € Homag(A, A) Automorphismus. Diese Auto-
morphismen bilden die Gruppe Aut,g(A), genannt die affine Gruppe von A.

Beweis: (1) Sei P € A beliebig und y := P B. Dann gilt fiir alle z € V:

oz +P)=pz+y+ )

/\AEAA
_l_
2
N
+
5
S

(2) Sei ¢ € Hom,g(A, B) gegeben, dann gilt fiir alle P € A,z € V:
p(x+ P) = ®(x) + ¢(P)
= ®(z) = p(P)p(x + P
Also ist ® durch ¢ eindeutig bestimmt.

(3) Sei ¢ € Hom,g(A, B), ¢ € Hom,g(B, C). Dann gilt fiir alle P € A,z € V:

Yo+ P)=1v(p(x+ P))
= (A () + p(P))
= Ay(Ayp()) +9(p(P))
= Ay oAy(2) + ¢ op(P)

Also ist 1) o ¢ affin mit zugehérigem Homomorphismus Aye, = Ay 0 Ay
(4) Es gilt fiir ¢ € Hom,g(A, B):

p injektiv <= (p(P) = p(Q) = P =Q)
(P@QP+Q) = ¢(Q) — P=Q)
<=><¢@+so ~¢(Q) = P=Q)
(A, cﬁ_o:cﬁ—o

<= A, ist injektiv

—

—

Der Beweis fiir Surjektivitit erfolgt analog.

(5) Leichte Ubung] -
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21.1. Grundbegriffe

Satz 28:
Seien A, B affine Teilrdume mit Richtungen V, W. Zu (P, Qo) € Ax B und ® € Hom(V, W)
existiert genau eine affine Abbildung ¢ : A — B mit A, = ® und ¢(F) = Qo.

Beweis: Es ist A =V + Py. Definiere ¢(z + Py) := ®(x) + Qo, so ergibt sich nach Bemerkung
(1) eine affine Abbildung mit ¢(FPp) = Q. Dies legt ¢ bereits eindeutig fest. n

Satz 29:
Die Koordinatenabbildung Dy : A — A™(K) zu einem Koordinatensystem K = (O, B) ist
ein affiner Isomorphismus (mit zugehoriger linearer Abbildung Dp : V. — K").

Beweis: Es gilt:
Di(z +0) " Dp(x)
=Dp(z)+0
= Dp(z) + Dx(O)

Nach Satz 29 existiert genau eine affine Abbildung, die dies tut. Dass es sich bei Dy
um eine Isometrie handelt, wurde bereits frither eingesehen, da Dpg Isometrie ist. n

Korollar:
Affine Rdume iiber festen Korper sind genau dann isomorph, wenn ihre Dimension gleich

ist.

Satz 30 (Erhaltung von Teilraumen):

Sei ¢ € Hom,g(A, B) und C' C A. Falls C affiner Teilraum mit Richtung U := Ug ist, so
ist ¢(C) C B affiner Teilraum mit Richtung A, (U).

Ist ¢ Isomorphismus, so gilt:

(1) C C A ist genau dann affiner Teilraum, wenn ¢(C) C B affiner Teilraum ist.
(2) Es gilt dim C' = dim ¢(C) fiir jeden affinen Teilraum C.

(3) Sind C,C" C A affine Teilrdume, so gilt:
p([CUCT]) = [p(C)Up(C)]
und:

p(CNC) =p(C)Nep(C)

(4) CIIC" = ¢(O) [ $(C)
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21. Affine Koordinaten und affine Abbildungen

Beweis: Sei ¢ € Hom,g(A, B), P € C (d.h. C =U + P). Nach Teilraumkriterium gilt dann:
p(C) = 2(U) + ¢(P)
Daraus folgt, dass ¢(C) affiner Teilraum ist.
(1) Leichte Ubung]
(2) Leichte Ubung!
(3) Sogar fiir beliebige Teilmengen C,C’ C A gilt, wenn ¢ bijektiv ist:
p(CNCY) =p(C)Ne((C)
Fiir alle affinen Teilrdume D, die C' U C’ enhalten, gilt:
p(D) 2 p(C) U p(C)
Also gilt insbesondere auch fiir D := [C U C']:
p([CUC]) 2 9(C)Up(C)
Daraus folgt (fiir jede affine Abbildung, also insbesondere auch fiir p=!):
P([CUCT) 2 [p(C)Up(C)]

Insgesamt folgt:

[CUC] 207 ([p(C) Up(C)
2 [ Hp(C) U™ (e(C)]
=[Cul]
Daraus folgt die Gleichheit.
(4) Leichte Ubung] n

21.1.1. Grundaufgaben im affinen Standardraum A, (K)

Seien Py,..., Py, Qo,...,Qs € K™ und B := [Py,..., Py],C := [Qo,...,Qs| gegeben. Ziel ist
es [BUC] und BN C zu berechnen.

Mit €Ty ‘= Poﬁl = Pl — PO gﬂt:
B = <x1,...,xm)+P0

Analog gilt mit z; := QoQ; = Q; — Qo:
C: <Zl,--«,Zs>+Q0
Daraus folgt dann mit y := PyQo:

[BUC] :<x1,...,xm,21,--~725ay>+P0
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21.1. Grundbegriffe

(1) Finde mit dem Gauf-Algorithmus eine Basis {b1,...,b,.} von U, dann gilt:
[BUC] = [bl +P0,...,bT+P0,P0]

mit erzeugenden Punkten in allgemeiner Lage.

(2) Interpretiere B als Losungsmenge £(A,b) eines LGS Az = b.
Sei g = Py € K", dann liefert der Spezialfall B = C in (1):

B=U+ xg
wobei by, ...,b, Basis von U ist.
Ziel ist es nun, eine Matrix A € K™ "™ zu finden, mit U = Kern(A 4). Dazu betrachte
die Matrix:

Offensichtlich gilt rg(M) = r.
Betrachte nun die Rechtsmultiplikation:

Py :K'"— K y—yM

Dann hat der Kern von pys Dimension n—r und eine Basis aus Zeilenvektoren {ci, ..., cp—r }.
Damit lasst sich nun die Matrix A wie folgt definieren:

Da der Rang von A offensichtlich n — r ist, ist die Dimension des Kerns genau r, und es
gilt:
Vie{l,....,.n—r}:ctM =0
= Vte{l,...,n—r}je{l,...;r} ¢ -b; =0
— Vje{l,...,r}: Abj =0
Also ist U Unterraum von Kern(A4) und aus der Gleichheit der Dimensionen beider

Raume folgt dann:
B = L(A,b)

(3) Durchschnittsberechnung;:
Finde mit Hilfe von (2) Matrizen A, A" und b,b' € K", sodass B = L(A,b),C = L(A",V)
ist. Dann gilt:

BNC =L(D,d) mit D := <21,> ,d = (é),)
Es geniigt nun das LGS Dz = d zu lésen, um B N C zu erhalten.
Beispiel: Betrachte den affinen Raum A3(Fs) = {0,1}3. Gegeben seien die Ebenen:

1 0 0
E::< 0 y 1 >+ 0] = [81,62,0]
0 0 0
0 1 1
F::< 0,0 >+ 1 :[62,61—%62,62—1—63}
1 0 1
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21. Affine Koordinaten und affine Abbildungen

Zur Bestimmung von E' N F werden zunéchst die zu F und F gehorigen Gleichungs-
systeme aufgestellt:

E={zeF3|x3=0}=L((0,0,1),0)
1
F= Kern(A(O,l,O)) +11) = [’((07 17 0)7 ]-)

—_

Daraus folgt:

EmF:£(<8 ) é),(?>)2{62,61+62}

Satz 31 (Satz von Pappos):
In einem affinen Raum A mit Dimension 2 seien G, G’ verschiedene Geraden mit GN G’ =
{O} € A. Ferner seien Py, P», P3 € G\ {O} und Q1,Q2, Q3 € G’ \ {O}, sodass gilt:

PiQs || PsQ1 und PiQ2 || P2Q1

Daraus folgt:
Qs || PsQ2

Beweis: Da Q3 ¢ G ist, sind O, P;,Qs in allgemeiner Lage. Daraus erhalten wir folgendes
Koordinatensystem:

K = (0,{0P},0Q3})

Da die Koordinatendarstellung Dy : A = Ay(K) Parallelitiiten und Schnittpunkte
erhélt, konnen wir 0.B.d.A annehmen:

A= Ay(K) und O = <8)

Dann gilt:
e ()-()  nef) ()
— 0 0 0 0
0w ()-0)  e-(l)  en()

Wobei Ao, A3, 2, i3 # 0 sind. Daraus folgt fiir die Richtungen:

Vi,j €{1,2,3} : Upq, = <R-—§> - <<—A/ij>>

= Uni@s = <(11>>

Nach Vorraussetzung ist A3 = p1 und es existiert ein p € K*, sodass gilt:
(25) =2 ()
—H1 —H2
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21.2. Koordinatenwechsel und Darstellung affiner Abbildungen

Daraus folgt mit A3 = pua = Aapa:

Also sind P>Q3 und P3, Qo parallel. n

21.2. Koordinatenwechsel und Darstellung affiner Abbildungen

Lemma:
Seien K = (O, B) und £ = (Q, C) Koordinatensysteme des affinen Raums A mit Richtung
V. Sei Mcp := Dep(idy) die Basiswechselmatrix.
Dann rechnen sich Koordinaten eines Punktes P bzgl. K in die Koordinaten bzgl. £ wie
folgt um:

De(P) = Mg - (De(P) - Di(Q))

Beweis: Es gilt:

D.(P) = Dc(QP)
~ Mcg - Dp(QP)
= Mcp - DB(O? - Oﬁ)
= Mg - (Dp(OP) — Dp(0Q))
= Mcp - (De(P) — Dr(Q) "

Anwendung: Ist ein beliebiges Koordinatensystem £ = (Q, B) gegeben, so lisst sich ein Punkt
P einfach in das Koordinatensystem K = (0,.5) von A, (K) mit Standardbasis S
iiberfithren. Schreibe dazu B als:

B= (b - by)e KM
Dann ist Mgp = B und es gilt:

Dr(P) = Mps(P-Q)=B"YP-Q)
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21. Affine Koordinaten und affine Abbildungen

Lemma:
(1) Die Abbildung ¢ : K™ — K™ ist genau dann affin, wenn gilt:

JAe K™ " ae K™ :V(z)= Az +a
Schreibe daher kurz: ¢ =: (A, a)
(2) Ist ferner C € K**™ c € K', so gilt:

(Cyc)o(Aya) = (CA,Ca+c)

(3) Ist m =n und A € GL,(K), so ist (A,a) bijektiv und es gilt:

(A,a) L= (A7, —A 1)

Beweis: (1) Die Abbildung ¢ ist genau dann affin, wenn ein A, = A4 € Hom,g(K", K™)
fiir ein A € K™*™, sodass gilt:

() = Pz +0) = Ap(z) + ¥(0)
Die Behauptung folgt mit a := (0).

(2) Leichte Ubung]

(3) Leichte Ubung! -

Definition: Seien A, A’ affine Rdume mit Koordinatensystemen K = (O, B),K' = (O, B') und
zugehorigen Koordinatenisomorphismen Dy, Dyr. Definiere:

D}C/K(QD) = Dyropo Dlzl S Homaﬁ(Kn, Km)

Lemma:
Es gilt:

Dyorx(e) = (Dpa(Ay), Dp/(0'p(0)))

Beweis: Sei P € A beliebig, so entspricht es Dic(P) € K™. Dann gilt:
Dioxc(9)(D(P)) = Dr(e(P)
P Dy (O o((P))
= D (0'(0) + £(0)4(P))
— Dy (0'p(0) 0'5(0)) + D (4(0)#(F)
— D (0'p(0)) + Dy (A, (OP))
— Dps(Ay) - Dp(OP) +DBf<W>
— (D B/Bm@),DB/(W))(DK(P))

‘v
P
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21.3. Geometrische Eigenschaften von affinen Abbildungen

Da also beide Abbildungen auf einen beliebigen Punkt P die selbe Wirkung haben,
miissen sie gleich sein. =

Bemerkung: Das Zusammenfiigen von kommutativen Diagrammen liefert fiir einen weiteren
affinen Raum A” mit Koordinatensystem K" = (0", B”) und einer affinen Abbil-
dung ¥ : A" — A”:

Dycrnic(vp o p) = Dy () o Dicric ()

Korollar:
(1) Speziell fiir eine affine Abbildung ¢ : A — A und zwei Koordinatensysteme K, £ gilt:

Drr(p) = Dri(id) o Dcx(w) © Dic(id)

(2) Insbesondere gilt fiir ¢ = id:
Der(e) = Drx(e)
(3) Fiir A, (K) mit Standardkoordinatensystem K = (0, S), sei Dx(id) =: (M, b). Dann
gilt fiir p = (A, a) = Drx(p):

Dre(p) = (M7PAM, M~ ((A—1)b+a))

Beweis: (1) Folgt aus zweimaligem anwenden der obigen Bemerkung.
(2) Folgt aus (1).

(3) Es gilt:
Dex(id) = (M,b)™' = (M~ —M~'b)

Der restliche Beweis ergibt sich aus (1). n

21.3. Geometrische Eigenschaften von affinen Abbildungen

Wir haben gesehen, dass Koordinaten fiir den Umgang mit affinen Abbildungen niitzlich sind.
Nun stellen wir die Frage, inwiefern Koordinaten nétig sind, d.h. welche Eigenschaften von der
Koordinatenwahl abhéngen.

Definition: Sei A affiner Raum und ¢ € Hom,g(A, A).

(a) P € A heifit Fixpunkt von ¢, falls gilt:

p(P) =P
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21. Affine Koordinaten und affine Abbildungen

(b) Ein affiner Teilraum () # B C A heifit Fixraum von ¢, falls gilt:
p(B) C B

(¢) Ein Untervektorraum U des Richtungsvektorraums Uy heifit Fixrichtung
von (, falls gilt:
A (U) CU

Beispiel: (1) Sei x € V := Uy fest und eine Translation
=T, A> A P—x+P
gegeben, dann gilt:

(a) Fir alle U <V ist U Fixrichtung, da A, = idy ist.
(b) Fiir x # 0 existieren keine Fixpunkte.

(c) Fiir eine Fixgerade G muss gelten:
o(G)=z+GCdE
<~ x € Ug
Also ist die Menge aller Fixgeraden fiir X # 0:
{Kz+ P |Pe A}

Beachte dass eine Fixgerade hier keinen Fixpunkt enthilt.

(2) Seien p € K\ {0} und P € A fest und eine Streckung
p:A—>Ax+P— pux+ P

mit Zentrum P und Streckungsfaktor p gegeben.
Da im Fall p =1 ¢ =id = 7y gilt, wollen wir im Folgenden i # 1 annehmen.

(a) Die Menge der Fixpunkte ist gleich {P}.
(b) Fiir alle U <V ist U Fixrichtung.

(c) Fixgeraden sind genau die Geraden, die P enthalten.

Lemma:
Fir Ae K™" a € K™ und ¢ = (4, a) gilt:

(1) Die Fixpunkte bilden den affinen Teilraum L£L(A — I, —a).

(2) Genau dann, wenn 1 kein Eigenwert von A ist, ist die Menge der Fixpunkte einele-
mentig.

(3) B ist genau dann Fixraum von ¢, wenn Up Fixrichtung ist und ein Punkt P € B mit
©(P) € B existiert.
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Beweis: (1) Es ist ¢ = Az + a, also gilt:
)=z <= Az+a=v
— Ar—z=—a
— (A-Dzr=-a
<— zeLlL(A-1I,-a)

(2) Ist 1 kein Eigenwert von ¢, so existiert (A—1I)~!, daraus folgt fiir einen Fixpunkt

' 2= (A—1)"Y(—a)

Also ist x eindeutig bestimmt.

(3) B=U + P ist genau dann Fixraum, wenn gilt:
o(BYCB < o(U+P)CU+P=8
e AU)+@(P)C U+ P
< @(P)e BAA,(U)CU

Also ist U Fixrichtung. =

21.4. Geometrische Charakterisierung von Affinitdten

Definition: Sei A ein affiner Raum mit einer (nicht notwendigerweise affinen) Abbildung ¢ :
A — A. ¢ heifit geradentreu, wenn fiir G C A gilt:

G Gerade <= ¢(G) Gerade
Beispiel: (1) Affinitéten sind geradentreu.

(2) Die Abbildung:
P As(C) = A2(C), (@, 8) = (@, B)

ist geradentreu, aber nicht affin.

Lemma:
Sei A ein affiner Raum {iber K # Fy und sei ¢ : A — A bijektiv und geradentreu.

Dann gilt fir O,P,Q € A : o(PQ]) = [p(@),p(P)] und ¢([0,P,Q]) =
[£(0), p(P), p(Q)]-
Falls dim(A) = 2, so gilt:

(1) Sind P # @ Fixpunkte von ¢, so folgt: G := [P, Q] ist Fixgerade

(2) Sind H |[f G Fixgeraden, so folgt: H NG = {Q} mit Fixpunkt Q.

(3) Ist G Fixgerade und P Fixpunkt, so folgt: H mit H | G A P € H ist Fixgerade.
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21. Affine Koordinaten und affine Abbildungen

Vorbemerkung: Auch o~

1 ist geradentreu

¢ @) Gerade <= (L) Gerade

—— S~~~
:;L :G

Beweis: Ohne Einschrinkung sei P # Q.
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Aus ¢ geradentreu folgt

o([P,Q]) Gerade > ¢(P),p(Q) 2 [¢(P), ¢(Q)]

Daraus folgt die Gleichheit, da die Dimension gleich ist.

Behauptung: B := ¢([O, P,(Q)]) ist ein affiner Teilraum.

Wende das Teilraumkriterium an

[Sei p(R),¢(S) € B mit R,S € [0, P,Q], dann folgt [o(R), »(S)]

i 52 g0} (P} )
=0 =P =

Gleicher Schluss fiir vp~:

¢([R,S]) € B

P ([0, P,Q) 2 [0, (P, ¢7H@)] = [0, P,Q)]

Wende ¢ an:
0", P, Q12¢(0,P.Q) =B

Damit folgt die Gleichheit.
Speziell fiir dim A = 2:

(1) Fir G := [P, Q)] gilt:

(2) GWH, GN H =: {Q}; dann folgt

{e@)}=0(GNH)Cp(G)NeH)=GNH

Daraus folgt {¢(Q)} €GN H = {Q}, also p(Q) = Q.

(3) Fall P € G: also H = G. Fertig.
Fall P ¢ G:

H|G = HNG=0%224

G

Aus P = ¢(P) € p(H) folgt H = p(H).

pH)Np(G) =2 = ¢(H) || G
——



21.4. Geometrische Charakterisierung von Affinitdten

Satz 32:
(1) Sei A ein affiner Raum mit dim A > 1 {iber dem Kérper K = F,, (p > 2) oder K = Q.
Fiir eine Abbildung ¢ : A — A gilt:

(2) Sei K ein Kérper mit Teilkérper Q, n > 1. Ist ¢ : K™ — K™ bijektiv und geradentreu
mit ¢(0) = 0, so folgt: ¢ ist Q-linear.

 Affinitdt <= ¢ bijektiv und geradentreu

Beweis:

(1) “=": bekannt v’
“«=": Wéhle Koordinatensystem K = (0, B) und L = (¢(0), B).
Schachtele mit den affinen Bijektionen D,El und Dy zu

¢p:=DropoDg': K" — K"  (mit $(0) = 0)

Es gilt: ¢ ist geradentreu, bijektiv (bzw. Affinitdt) genau dann, wenn ¢ die
entsprechende Eigenschaft hat.
Daher gilt ohne Beschriankung der Allgemeinheit: ¢ : K™ — K™ und ¢(0) = 0.

1)A(2) Restbehauptung: Fiir Ky := [, oder Q gilt: ¢ ist Ky-linear.
(DA((2) ptung » gilt: ¢

Zu zeigen: Fiir P,Q € K™, A\ € Ky gilt: o(AP) = Ap(P), o(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q)
Oder: Auf Uy := KoP + KoQ ist ¢|y, Ko-linear.

Dies ist leicht zu reduzieren auf den Fall: P, ) sind linear unabhingig:
O := 0,P,Q in allgemeiner Lage, E := [O, P, Q)] ist Ebene mit zwei verschiedenen
Geraden [O, P], [0,Q] C E.

Mit ¢ geradentreu und bijektiv folgt: [¢(O), ¢(P),p(Q)] = ¢(E) 2 2 verschiedene

( =
Geraden; daraus folgt ¢(F) ist Ebene, also {¢(0), o(P),¢(Q)} in allgemeiner Lage,
~