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1 Komplexe Differenzierbarkeit

1.1 Grundlegendes

1.1.1 Vorbemerkungen zu C

Wir fassen R? als Korper C auf, indem wir z = (z,y), w = (u,v) € R? wie folgt verkniipfen:

(33 + u> (xu — yv)

Z+w= R ZoW=2ZWw = .

y+wv Yyu + v

Wir fassen R als Teilmenge von C auf, indem wir # € R mit (z,0) € R? = C identifizieren.

Beachte: (0,1) - (0,1) = (—1,0). Mit i:= (0,1) folgt also

Schreibe also

hierbei sei stets x,y € R.

Sei weiter w = u +iv (u,v € R). Dann:

2w = (z +iy)(u+ iv) = zu + iyv + izv + iyu = (zu — yv) + i(yu + zv).

Setze Re z := z (Realteil), Im z := y (Imaginérteil), wenn z = x + iy mit x,y € R. Real- und
Imaginarteil sind eindeutig bestimmt. Das Konjugiert-Komplexe ist zZ := z — iy. Damit ist

Rez=13(24%), Imz=1%(z—32), ztw=z+w, zZ0=2 .

Der komplexe Betrag ist

also gilt: \2\2 =22+yt=z-Z

Es gelten:
IRez|, [Imz| < |z| < vV2max{|Rez|, |[Im z|} (1.1)

sowie:

2] =0 <= 2=0, |wz|=w||z|, |Jw+z|<|w|+]|z|] (Yw,zeC).



1 Komplexe Differenzierbarkeit

Polarkoordinaten: Fiir ¢, € R setze

el = (2?545) = cos ¢ +isin ¢.

Es gelten nach Ana 1:
PV = (lOHY) o0 — ‘eid)‘ =1, @2 _ o (vkez).

Sei z € C. Dann gilt (fiir z # 0):

z=r (COS¢> =re? (=z+iy),

sin ¢

wobei r der Abstand von z zum Nullpunkt, also |z|, ist und

p=argz=d <<(1)> , @)) € (—ma], &= {sign(y) arccos £, ze€ C\R_

T, AS (—O0,0)

Sei weiter w = se!¥ (s > 0). Dann

wz = seiwrei¢ = rsei(¢+w).

Also entspricht die komplexe Multiplikation der Multiplikation der Betrage und Addition der
Winkel (mod 27). Somit ist z — wz fiir jedes feste w eine Drehstreckung.

iR
w -z
Loww
3 z
2
¢+ 3
10)
t
N 1 R
.

Einheitswurzeln: Sei n € N fest. Sei 2" = 1 fiir z = rel® € C. Dann gilt: 1 = [1] = |2|" =",
also r = 1. Folglich:
. n .
1= (e1¢> = " = cos(ng) + isin(ng).

Der Vergleich von Real- und Imaginéarteil liefert ng = 27k fiir ein k € Z. Es gilt also:



1.1 Grundlegendes

Ferner: Fir z,,z € C sagen wir, dass z, — z (n — 00), wenn

|z — 2y — 0 Rez, — Rezund Imz, — Imz (n — o0).

Somit haben R? und C den gleichen Konvergenzbegriff und auerdem die gleichen offenen und
abgeschlossenen Kugeln:

B(zp,r) :={z € C: |20 — 2| <},
B(zp,7) :={z€C:|z0— 2| <71}, (Vzo€C, r>0).

Sei M C C. Betrachte z =z +iy € M als z = (5) mit x = Rez, y = Imz. Sei f: M — C.
Setze

u(z,y) =Re f(z,y),  v(z,y) =Im f(z,y).
Also:

v(z,y)
Somit ist f: M — C genau dann stetig (d.h. z, — 2z (in M) = f(z,) — f(z)), wenn
u,v: M — R stetig sind.

o) = ute) + ot = (50 0)

Fazit: Konvergenz, Offenheit, Abgeschlossenheit, Kompaktheit, Stetigkeit, etc. sind in R? und
C gleich.

1.1.2 Komplexe Differenzierbarkeit

Stets sei D C C offen und nichtleer, das heifét:

Vze D3dr=r(z) >0mit B(z,7r) C D = B(z,5) CD.
Definition 1.1. Eine Funktion f: D — C heikt (komplex) differenzierbar in zy € D, wenn

L 1) = f(z0)
Z—20 zZ— 20

=: f'(20)

existiert. Dann heiRt f’(z¢) die Ableitung von f bei z9. Wenn f bei allen zp € D komplex
differenzierbar ist, dann heifst f holomorph. Wir schreiben dann f € H(D). Iterativ definiert
man hohere Ableitungen.

Bemerkung 1.2. (a) Offenbar sind die Funktionen f(x) =1, g(z) = z auf C holomorph mit
f(z)=0,4'(z) =1
(b) Genau wie in Analysis 1 zeigt man: Seien f,g: D — C in z € D differenzierbar und

a, 8 € C. Dann sind auch of + g, f - g und % (wenn f(z) # 0) in z differenzierbar und
es gelten die bekannten Regeln. Ebenso gilt die Kettenregel.

(c) Polynome p sind auf C und rationale Funktionen f = g mit einem Polynom ¢ # 0 sind auf
{z € C: q(z) # 0} holomorph mit den reellen Formeln fiir p’, f’.



1 Komplexe Differenzierbarkeit

Erinnerung an Analysis 1: Gegeben seien a,, € C (n € Ny) und ein ¢ € C. Die Potenzreihe

f(2)=) an(z—o)"
n=0
konvergiert absolut fiir alle z mit

. -1
|z —c| < p:= ( lim 3/ |an\) € [0, 00]

n—oo

und divergiert, falls z ¢ B(c, p).
Reduktion auf ¢ = 0: Betrachte

wobei w =z —c € B(0,p), z=c+ w.

Satz 1.3 (vgl. Analysis 1, Theorem 4.12). Sei
F2) =3 an(z— ", = € Blep),
n=0
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann ist f € H(B(c,p)) und
fl(z) = inan(z — )"t =1 g(2) (V2 € B(c, p)),
n=1

wobei die Potenzreihe g den gleichen Konvergenzradius p hat.

Sei m € N. Iterativ folgt:
oo
35 (2) = Z n-...-(n—=m+1ap(z—c)"" ", Vz € Blc,p).
n=m
Beweis. Wie in Analysis 1 zeigt man: g hat Konvergenzradius p. Sei oBdA ¢ = 0.
Seien z € B(0,p), e >0, r > 0 mit |z| <7 < p. Sei w € B(0,r) mit w # 2.

Da >, na,r" 1 absolut konvergiert, existiert ein N = N, € N mit

o
0< Z n]an|7“"_1 <e. (%)
n=N+1
Ferner: -
flw) = f(2) w" — 2" 1
0 <d(w):= — = —nz"
< d(w) ‘ F— 9(z) Z an |~ —n#
n=1 ~
=pn(w)

mit p,(w) = w" !+ 2w "2 4+ -+ 21 —nz"" 1 Dabei gelten:

e py(w) = 0, w — z (fiir jedes feste n € N)

o |pp(w)| < L= 2 el el = ol (%)

10



1.1 Grundlegendes

Damit folgt:

0 < d(w Z |an]|pn(w)] < Z\an\lpn Z 2n|an|r
n=1 n=1 n=N+1
S N max{|ay||pi(w)], -, |an||pn(W)|} + 26 = 2 (w — 2) (N = N; fest!)
= 1i£1)1 d(w) < 2¢. Da € > 0 beliebig war, folgt 1i£1)1 d(w) = 0. O
Beispiele mit p = oo
(@) exp(s) = Y 2, expl(e) = 30— expl2)
' n:()nl’ o (n—1)! '
_ - (_1) 2n+1 P _ - (_1)71 2n
(b) sin(z) = nz:;) ot 1)',2 , sin'(z) = ,;) @n)l 2" = cos(z)
o0
(_1)n n
(c) cos(z) = Z )] 22,
n=0
— (D™ o =1 = (DM
COS/(Z) = Z m22 1 = Z WZZH_]' SIH(Z)
— ! !

. u(z,
o) = uteg) + ot = (400))
Sei z # zp und f bei zyp komplex differenzierbar. Dann gilt:

’f>

Z— 20

£(2) = f(20) = f'(20)(z = = ['(20)

— 0, 2 = 2.

\z—zol

Die Zahl f’(z9) € C kann als C-lineare Abbildung w — f/(zo)w aufgefasst werden. Diese ist dann
auch R-linear auf R?, kann also durch eine reelle 2 x 2-Matrix dargestellt werden. Nach Analysis 2
ist nun f in zp = (x,y) reell differenzierbar und somit existieren die partiellen Ableitungen von

u und v und es gilt
O4(x0:90)  F4(x0,0)
/.T : _ | o= 05> Y0 8y 0,90 4
f (@o-40) <g§(iﬂo,y0) ay(ﬂﬁo,yo) )

Satz 1.4. Sei f: D — C, zg = 29 + iyo € D. Dann sind dquivalent:
(a) f ist in zo komplex differenzierbar.

(b) f ist in zy reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-

chungen

0 0 0 0
%(fﬁo,yo) = a*Z(%,yo), 672(%’%) = _(‘97;(%’3}0)' (CR)

Insbesondere ist f'(zy) schiefsymmetrisch.

Beweis. Die letzte Behauptung folgt aus und 2.

11



1 Komplexe Differenzierbarkeit

(a) = (b): Sei r > 0 mit B(z9,r) € D, t € Q mit 0 < |t/ < r. Dann gelten
o1
f'(z0) = lim - (f (20 + 1) — f(20))
t—0 ¢

i (oo + 1, 30) — uan,30)) + (ol + t,30) — w0 )

t—0

ou .Ov
= %(iﬂovyo) + 1%(330,%) (1.2)

und

(z0) = i 2 (7 (z0 + i) — £ (z0))

= lim (‘ii(u(ﬂﬁo, Yo +1t) — u(xo,0)) + %(U(mo, Yo +t) — v(zo, yo))>

— 5 () + 5 20,0 (1)
Vergleichen von Real- und Imaginérteil liefert (CR)).

(b) = (a): Setze

0 .0 R) O .0
w = a*Z(Z‘anO) + 187;(1:07y0) a—Z(CEQ,yo) — 1a—Z(xO’yO) c C.

Dann gilt:

w(z — 20) = (Rew)(z — z0) — (Imw)(y — yo) + i((Rew)(y — o) + (Imw)(z — x0))

v

pet.w [ g (%0,50) (= x0) + Gt (20, 50)(y — wo) (in B?)
%y(xo, Y0)(y — %o) + %(mo, yo)(z — x0) )

1
= ‘f(z) _f(ZO) _w(Z_ZO)"Z—Z()’
T—x
(m B wo> -1 | [u(z,y) — u(zo,yo) — <VU($0,y0) ’ <y _ y(?)) o
vunle | vt = otoo) = (Veteo ) | (5720
Y — Yo )
fir (zo,y0) = 20 — 2z = (,y), da u, v differenzierbar. O

Beispiel 1.5. (a) f(z) = Z, z € C, ist nirgends komplex differenzierbar, obwohl f(z,y) =

reell C*° ist. Denn u(z,y) = z, v(z,y) = —y; also

oo =1 -1= ()
was 1 widerspricht.
(b) f(2) = |2|?> = 22 +4?, z € C, ist nur in z = 0 komplex differenzierbar, denn hier ist
u(z,y) = 22 + 32, v(z,y) = 0 und somit:
ou 1 Ov

12



1.1 Grundlegendes

1 > _
(c) f(z) = o= é = 3 j_ /2 +i 2 +yy2 ist holomorph fiir z # 0 (Bem. .
~ ~
Bemerkung 1.6. Sei f in z = x + iy komplex differenzierbar. Nach (+) und (CR)) gilt:
ou du ov _ov
A — f/(Z) — 3§5x7y) gz ('Z‘vy) — gg (-ﬁU,y) 823; (xay) ) (14)
Also gilt p:=det A = gZ(x,y)Q + gZ(:c, y)? = gj;(:z,y)Q + gZ(x,y)Q >0 und

f'(2) #0 <= det A > 0. Ferner ist AT A = (det A)I. Sei f/(z) # 0. Dann gilt

1
—— A orthogonal *
= |Av], = plvly, (Vv € R?). (xx)

Sei v; € C1((—1,1),R?) eine Kurve in D mit v;(0) = (z,y), 7;(0) =:vj € R2\ {(0,0)} (j =1, 2).
Dann ist Av; = f'(x,y)7;(0) = (f 0;)'(0) ein Tangentenvektor der Bildkurve f o+; bei f(z,y)
( =1,2). Weiter gilt:

(vr]v2) @ (AviAve)

vily [v2] % | Aviy |Avaly”

woraus durch Anwenden des Arcuscosinus folgt: <t(v1,v2) = <t(Av1, Ave) (Winkel ohne Orientie-
rung).

Also ist der Winkel der Urbildtangenten gleich dem Winkel der Bildtangenten unter f. Falls also
f'(z) # 0, dann ist f bei z = z + iy winkeltreu (,konform“). Ferner ist f orientierungstreu, da
det A > 0.

Definition 1.7. Seien U,V C C offen und nichtleer. Sei f: U — V bijektiv und f € H(U),
f~t € H(V). Dann heifit f biholomorph. (Dann heifen U und V auch ,konform #quivalent*.)

Satz 1.8. (a) Seien U,V C C offen und nichtleer, f: U — V biholomorph. Dann ist f'(z) # 0
fiir alle z € U und es gilt

IYUE) = UV W) = s = gy (€U Yu=f(2) € V)

(b) Seien f € H(D)NCYD,R?), 2y € D, f'(20) # 0. Dann exisieren offene U,V C C mit
20 €U, f(z0) €V, sodass f: U — V biholomorph ist. Somit ist a) auf f fir alle z € U
und w = f(z) € V anwendbar.

Beweis. (a) Nach Bem. [1.2{und z = f~1(f(2)) (Vz € U) folgt 1 = (f~1)'(f(2))f'(2). Durchdi-
vidieren ergibt Behauptung a).

(b) Nach Bem. ist f'(z0) als 2 x 2-Matrix invertierbar. Der Umkehrsatz aus Analysis 2
liefert Behauptung b). O

Definition. Eine Funktion u € C?(D, R) heift harmonisch auf D, wenn fiir alle (x,y) € D gilt:

0%u 0%u

13



1 Komplexe Differenzierbarkeit

Satz 1.9. (a) Sei f € H(D)NC?(D,R?). Dann sind u = Re f, v =Im f harmonisch auf D.
(b) Seiu € C*(D,R) auf D harmonisch, By := B((zo,y0),7) C D fiir ein v > 0, (x0,v0) € D.
Dann existiert ein f € H(By) mit u = Re f.

Beweis. (a) Der Satz von Schwarz aus Analysis 2 (Satz 2.21) liefert

9%u @ 0 Ov 0 Ov

022 " 9y2  Oxdy Oyoxr
(b) Setze fiir (z,y) € By
[0 [o
u u
o) = = [ Shloim) ds+ [ Fhie.s) as.
Zo Yo

Beachte: die Strecken von (zg, %) nach (x,y9) und von (x,yo) nach (x,y) liegen in By.
Analysis 1 und 2 liefern: v € C1(By) und

y
v ou 0*u 0%u
D igy) = -2 gu Beachte hier: oo (z,5) = — oo
8x(ac,y) 2y (x,y0) +/8x2 (x,s) ds eachte hier 52 (z,s) 52 (z,s)
Yo

ou ou ou ou
= _@(w’yO) - a*y(%?/) + a*y(%yo) = —a—y(x,y)

= (ICR))2. Ferner g—Z(x,y) = g—g(x,y) = (CR) gilt. Mit Satzfolgt: f=u+ivist
auf By holomorph. ]

Beispiel. Sei f(z) = 23 = (z +iy)? = 23 + 3iz?y — 32y — iy®. Satz liefert: u(z,y) =
Re f(z,y) = 23 — 3292 ist harmonisch auf C.

1.2 Elementare Funktionen
1.2.1 Mabiustransformationen

Sei A = <CCL Z) € Myy(C) mit det A = ad — be # 0 (dann ist ¢ # 0 oder d # 0). Setze

az+b
cz+d

C\{_% ’ 67&07
C, c=0.

ma(z) = fiir z€ Dy ::{

ma heifst Mébius-Transformation. Offensichtlich ist ma € H(D4).

b~> € Mg (C) mit det A # 0.

Eigenschaften: Sei A wie oben und A = ( q

[STERSN

(a) Es gilt
a

ma(z) =z (Vz€Dy) < A= (0

2) fiir ein a € C\ {0}.

14



1.2 FElementare Funktionen

Beweis. <" einsetzen! ,=: Fiir alle z € D gilt:

ma(z) =2z = ¢z +(d—a)z—b=0 (Vz € Dy)

:>c:0,d:a,b:0:>A:<a 0). 0
0 a

Fiir alle a € C gilt mga = ma4.
Es gilt ma(m ;(2)) = m, ;(2) (soweit alles definiert).

Beweis. Fiir passende z:

OZEL L b (44 b6)z + (ab+ bd)
ma(mj(z)) = g:t: = —= =m, ;(2). O
I+ d (ca+dé)z+ (cb+ dd)

o 1 d —b . C\{%}, c#0
. . 1 _ . _ ct> ’
Es gilt: A7 = wd— e <—c u ) Damit folgt: Dy4-1 = {(C, I
Man zeigt leicht, dass gilt:
ma(Da) € Dy-1, ()
ma-1(Dg-1) € Dy4. (%)

Also folgt aus c¢): ma(Da) = Dy-1 (wende auf (xx)) mg an), my-1(Dg-1) = D4 (wende
auf my-1 an) und (ma)~t =my-1.

Insbesondere sind ma: Da — Dg-1, my-1: Dy-1 — D4 biholomorph.

Sei ¢ = 0 (also d # 0). Dann ist ma(z) = Gz + g eine affine Abbildung, also mq =T o S
mit Tw = w + % (Translation) und Sw = §w (Drehstreckung). Sei nun ¢ # 0. Dann gilt

ma = Ay o J o Ay, wobei Ajw = cw + d, Ayw = ¢ — 2=ty (affin) und Jw = L (w # 0)
(Inversion).

az—i—bia_ad—bc 1

cz+d ¢ c cz+d:

Beweis. Es gilt As(J(A1(2))). O

Fasse jede Gerade in C als verallgemeinerten Kreis iiber co auf. Also ist ein verallgemeinerter
Kreis K entweder eine Gerade oder eine echte Kreislinie. Beachte: K wird durch die Angabe
dreier verschiedener Punkte in C, eindeutig bestimmt.

Jede Mobiustransformation bildet einen verallgemeinerten Kreis bijektiv auf einen verall-
gemeinerten Kreis ab.

Beweis. Nach [1.9(e) ist die Behauptung nur fiir Translationen 7', Drehstreckungen S und
die Inversion J zu zeigen. Klar: T', S sind ,verallgemeinert kreistreu®.

Zu J: Seir >0, zg € C. Dann:
z2€ K :=0B(z,7) < 1’ =|z— 2> = (2 — 20)Z-%) = |2|> — 202 — Zoz + | 20|

Damit:
K={2€C:alz +cz+ez+6=0} (%)

2
fiir feste a, § € R, ¢ € C mit |c|?> > ad, wobei zg = -, r2 =l 3 falls o # 0.

a? a

15



1 Komplexe Differenzierbarkeit

~» Fiir a # 0 beschreibt die echte Kreislinie 0B(zp,r). Fiir a = 0 beschreibt die
Gerade Re (¢z) = —g (Beachte: ¢ # 0). Multipliziere mit # Dann erfiillt w = Jz =
% = % die Gleichung:

w+ §, |w]’.

/

O:g—i—gw—i—g

=l

Weiter gilt: |/|? — /6’ = |c[? —ad > 0. Wenn K durch () beschrieben wird, dann folgt also
J(K) C K', wobei K’ ein verallgemeinerter Kreis ist. Genauso: J(K’) C K. Da J? = id
folgt K' = J2(K') C J(K) = J(K) =K. O

Definition 1.10. Setze Coo = CU {o0}, Roo = RU {00}, wobei gelten soll:

VzeC:zoo=004+2=00, £ =0,

V2e C\{0}:2-00=00-2=00, §=o00.

. 0
Verboten: 000, 00 -0, §, =-
Wir schreiben z, — co, wenn |z,| = +00 (n — +00).

Beachte: Dieses oo ist ein anderes als 00 in R aus Analysis

[uy

Setze beziiglich dieser ,Konvergenz“ m 4 ,stetig” fort durch

ma(oo) ::{ 70 .

00, c=0

Beachte: )
a+ - d
= z 0 _— =
mate) = g (=0, ma (1) =0

(beachte: —“—Lfi +b#0,dadet A#0).

Mit etwas Rechnung folgt: m4: Coo — Co ist bijektiv mit (ma)~! =my-1: Co — Cxo.

Sei M := {my: Cou - Cy | det A # 0}. Mit obigen Eigenschaften (und etwas Rechnung
beztiglich co) folgt:

e M ist eine Gruppe beziiglich der Komposition.

e &: GL(2,C) - M, A my ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern® =

{al | € C\ {0}}.

Beispiel 1.11 (Cayley-Transformation). Sei C' = G _11> (v detC =21 #0) v~ Mco(z) =
z—1
z4+1
i .
— _ i 1—
Dabei: Mc(—1) = 5 =% Mc(00) = T i = 1. Weiter: M¢(0) = —1, Mc(1) = 1 +; = —i.

Durch {0, 1,00} lauft der verallgemeinerte Kreis Ro = RU {o0}. Nach verlauft der Bildkreis
Mc(Roo) durch die Bilder —1, —i, 1. Dies ist S = 9D mit D = B(0,1). Also M¢(Rs) = S.

b—1
Ferner: Fir b € R\ {—1} gilt M¢(ib) = b1 insbesondere M¢(i) = 0. iR verlduft durch

0,i,00. Ry verlauft durch die Bildpunkte —1,0,1 = M¢(iRy) = Ro. Mit Analysis 1:
Mo(iR,) = [1,1).
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1.2 FElementare Funktionen

Ai /\

Mc(ib)

Die Gerade K:ib+ z, z € R, (b > 0 fest) wird auf den verallgemeinerten Kreis K’ durch
Mc(ib) € (—1,1) und 1 = M¢(o0) abgebildet. Nach Bem. und da K die imagindre Achse
im Winkel 7 schneidet, schneidet Mc(K) die reelle Achse (= Mc(iRy)) auch senkrecht in
Mc(ib). = Mc(K) ist symmetrisch zur z-Achse und liegt in D. = M¢(Hy) C D, mit
Hy = {z € C:Imz > 0}. Sei weiter w € D. Sei K der Kreis durch w und 1, der symmetrisch zur
x-Achse ist. Sei a € (—1,1) der zweite Schnittpunkt von K mit der z-Achse. = Es gibt genau

b—1
ein b € (0,00) mit a = bl Also: Ist w € Mo (ib+Rs) = Mce(Hy) =D = Mc:Hy — D

ist biholomorph.

1.2.2 Potenzen und Wurzeln

Sei n € N, n > 2. Mit {/z wird stets die reelle Wurzel bezeichnet. Fiir § € (0, 7] definiere den
(offenen) Sektor:

Y9 :={2€C\{0}:]|argz| <6}
Speziell: ¥ = C\ R_ (geschlitzte Ebene), ¥z = {z € C: Rez > 0} = C;. (rechte Halbebene)
Yo, 0 < g

z=re? ey «= r>0, ¢ <0
(wobei |¢| < )

Betrachte: P, (2) = 2", z € C. Dann: P, (rel?) = r"e". Also bildet P, den Halbstrahl {re'?, r >
0} mit Winkel ¢ € (—, ] bijektiv auf den Halbstrahl {se!’”, s > 0} mit n-fachem Winkel
(modulo 27) ab.

Setze py, := Pply, . Dann ist p,,: ¥z — X, bijektiv.

Beachte: P, ist schon auf = nicht mehr injektiv. Beispiel fiir n = 2:

+,—-i€ ¥z =Cy, B(i) = —1= Pa(—i).

Definition 1.12. Der Hauptzweig der n-ten Wurzel ist die Umkehrabbildung r,, = p;!: ¥, —
Y =. Man schreibt r,(w) =: wa fiir w € Sy

17



1 Komplexe Differenzierbarkeit

Per Definition haben wir (") = z (Vz € ¥z ), rp(w)" = w (Vw € Er). Es gilt:

ra(se) = sl (¥s >0, [¢] < ) (1.5)
(denn: z = {L/Eei% € Xz und 2" = sel?)
Insbesondere: r,,(z) = /z fir z > 0.
Weiter: p,/(z) =nz""1 #0 (Vz € DES)
Mit Satz 1.8 sind 7, € H(X,) und

Pn: Xz — g

o Z; N E% } biholomorph

Abbildungsverhalten der Quadratfunktion

e Vertikale Gerade Rez = a mit einem festen a > 0. Also gilt fiir z = x + iy, dass

w:=22=a?—y* +1i-2ay (mit a = 7) (y € R ist Parameter). Also ist Imw = 2ay, also

Im

y = =5.7. Damit folgt:

Imw)?
Rew:aQ—y2:a2—( 1 2) < a?
a

Also ist Imw = +2av/a? — Rew eine nach links offene Parabel mit Scheitel (a2, 0).

e Horizontale Gerade Im z = b mit einem festen b > 0. Also gilt fiir z = = + iy, dass
w= 22 = 2% — b2 +i-2bx (mit y = b) (z € R ist Parameter). Wie oben erhilt man
Imw = 2bx, also z = In;—bw und Rew = 2% — b2. Also ist Imw = +2bv/b2 + Re w eine nach
rechts offene Parabel mit Scheitel (—b2,0).

Py
i i
W
Urbild Bild
ib z
¢ a _b2 2¢ aZ
1 "1
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1.2 FElementare Funktionen

Weitere Zweige der Wurzel
Sei 5 € (—m, 7). Setze
Eg={te” |t > 0,9 € (8,8+2m)} =C\ {re” | r>0}.

Sei nun n = 2, dann ist .
Wao = {s5¢?|s>0,¢ € (a,a+m)}

eine gedrehte Halbebene.
Dal<op<Binm < p<20<f+2m ist p§ = PQ’Wg,2 eine Bijektion
pg: W%Q — Eﬁ.

Da Eg = {te' | t > 0,7 € (8 — 2m, B)}, ist ebenso py := Polw, , eine Bijektion
7T

pg: ng *)E/g.

T2

Also erhalten wir fiir jedes § € (—m, 7] genau zwei Zweige der Wurzel

NNNNN

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7

Eigenschaften: Seit > 0,1 € (3,8 +2m), z = tel. Es gilt
o 79 (teiw) = \/iei% =: w°
g\ 2 ,
Denn: (w°)? = \/561%> = te' = z und % € (

[Nked
[Nlje

)

+ ), also w® € Wp ,,.
27

oy (tew’) = \/fei%e_i“ = w"

Denn: (w%)?

b\ 2 . . %74
\/ielge,m) — tel¥e2™ — 5 yund % —TE (g — T, g), also w* € Wp
2

m,2°

Beispiel. Sei f = §. Gefordert ist also im Urbild der Wurzel, dass ¢ € (§, 27 + %), sowie ¢ > 0.

Seih =m, t =1, also z = ™ = —1. Dann r§(—1) = €2 =1, r¥(—1) = e'ze ™ = —i.
Sei 1) = 27, z =t = te®™ > 0. Dann 75(t) = Vte'™ = —/t, r§(t) = Vte"e ™ = /t.

Entsprechend erhélt man fiir jedes § € (—m, 7| genau n Zweige der n-ten Wurzel (mit jeweils

passenden o).
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1 Komplexe Differenzierbarkeit

1.2.3 Exponentialfunktion und Logarithmus

Aus Analysis 1 haben wir: Seien z,w € C, z = x + iy. Dann gelten:

1
exp (z +w) = exp (z) exp (w), exp(-z) = ey gl

e” = exp (z) = e%e¥ = e%(cosy + isiny) (x,y € R!)

=
=)
=

exp (z) = exp (z + 27i) (exp ist 2mi-periodisch)
e* =1 <= z=2rikflrein k € Z

~~ —~ —~
[

-t
© 00 3
=z =

Mit folgt:

e Horizontale Gerade y = Imz = b (b € R fest). Die Exponentialfunktion liefert dann
einen Ursprungsstrahl e”(cosb + isinb), wobei x € R ein Parameter ist. Hierbei ist exp
bijektiv, da das reelle exp bijektiv ist.

e Vertikale Gerade © = Rez = a (a € R fest). Die Exponentialfunktion bildet diese
Gerade ab auf den Kreis 0B(0,¢e?) (lasse in y € R laufen). Dies ist surjektiv, aber
nicht injektiv.

Definiere den vertikalen Streifen S;(a1,a2) = {z € C|Rez € (a1,a2)} (mit a1 < ag, a1,a2 € R)
und den horizontalen Streifen Sj(b1,b2) = {2 € C|Imz € (b1,b2)} (wobei 27k — 7 < by < by <
2k 4+ 7, k € Z. Dann ist

exp: Sy(ar,az) — B(0,e*?) \ B(0,e")
surjektiv, aber nicht injektiv, und
exp: Si(bl,bz) — {Z eC \ {0} | argz € (91,02)}

bijektiv (wobei 6; = arg (cosb; +isinb;) fiir j = 1,2).
Sei speziell S; = Si(—m, 7). Wegen cosb; +isinb; =1, 6 = —m, 6 = 7, ist dann

expls,: Si — Xx

bijektiv.

exp
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1.2 FElementare Funktionen

Definition 1.13. Der Hauptzweig des Logarithmus ist
log := (exp|s,) ' : Bp = S

Bemerkung. In bezeichnet stets den reellen Logarithmus. exp |, tiq liefert andere Zweige des
Logarithmus auf passenden FE,,.

Per Definition gelten

log (exp (2)) =2 (Vz € S)),
exp (log (2)) =z (Vz € Zy).

Da fiir alle z gilt exp’ (z) = exp (2) # 0, liefert Satz dass
exp: Sy — Xn, log: 3 — 5;

biholomorph sind, und es existiert die Ableitung

log’ (w) = P 1 1
& Cexp/(z)  exp(z) w

fiir alle w = €* € X, wobei z € S;.
Fiir w = rel® mit 7 > 0, ¢ € (—m,7) gilt

log (rei¢) =In(r) +1ip, (1.10)

denn exp (In (r) +i¢) rel? und In (r) +i¢ € S;.

S

Beispiel. log (r) =1In(r), log(i) =log <ei%> =i_.

[\

im

[ ]
NIE
2
™
3
Il
@!
—
rﬁ

ib b x
v 1
log
—im
wobei: et = ¢%el™ = 7 I = ¢TI = ¥ el = e%e fiir £ € R, b € (—7,7) und
es gilt:
log re’® = In(r) + ib (1.11)

wobei 7 > 0 und b € (—m,7), also rel® € ¥,.
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1 Komplexe Differenzierbarkeit
Vorsicht: Logarithmusgesetz gilt in C nur eingeschrénkt. Beispiel: Seien ¢,v € (—m, ),
p+1Y >t = ¢+ —2m € (—m, 7). Damit:

log(e'?el?) = log e!(@F¥—27) i(p+ 1 —2m) #ip + i e log(e'?) + log(e™).
Definition 1.14. Seien z =re'? € ¥, r >0, ¢ € (—7,7), w = = + iy, =,y € R. Setze
2" = exp(wlog z) b exp((z 4 iy) (In(r) 4 i¢)) = e* 7 e7¥¢el(@étyInm),

=|z|®
Beispiel. i wr=1,¢=2,2=0,y=1 = il =e 2.

Bemerkung 1.15. Seien z, w wie in Deﬁnition n €N, wy =xp+iye (k=1,2), v, yr € R.
Dann:

alte
(a) 2" ln:z'exp(n log z) exp(log z) - - - exp(log z) 0, .., Def oo
n-fach
o 2V =exp(0logz) = 1.

. 1 1
. zflﬂ::?‘]exp(—logz) _— = .
exp(logz) =z

= Def. passt zu ganzen Exponenten.

(b) zwitw2 L0 exp((wy + we)log z) =" exp(w; log z) - exp(ws log z) L0 w1 wo

1,41 1 1 1
— Z:Zn+ +n :Zn-uZn:(Zn)n.

=
n-fach
— Firw= % stimmen Definition und iiberein.
0 b
(c) &zw =3 exp(wlog z) = exp(w log z)% ® w2
0

w 9 w
52" = %exp(w log z) = log(z)z".

(d) |Zw|m‘Z|Rewe—Im(w)arg(z) < |Z|Rewe7r\1mw\'

1.2.4 Sinus und Kosinus

Seien z,w € C, z = z + 1y (x,y € R) Aus den Reihendarstellungen folgen (Analysis 1):

sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(z) (1.12)
exp(iz) = cos(z) +isin(z), cos?(z) +sin(z) =1 (1.13)
mit ((1.12) :  cos(z) = %(eiz +e7%), sin(z) = %(eiz —e %) (1.14)
cosz = %(ei“efy + el%el) = %e*y(cosx +isinz) 4+ %ey(cosx —isinx)
= cos(z) cosh(y) + isin(z) sinh(y) (1.15)
wobei cosh(y) = %(ey +eY), sinh(y) = %(ey —eY)
Genauso:  sinz = sin(z) cosh(y) + icos(z) sinh(y) (1.16)
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1.2 FElementare Funktionen

~> sin, cos sind in imaginédrer Richtung unbeschrénkt.

Aus (1.14) folgt ferner (Analysis 1):

cos(z) — cos(w) = —2sin <z ; “’) sin (Z _2 w) (1.17)

: ST

Weiter gilt mir (1.14) und (1.6): cos (z + §) = §<elzlel_2l+e_iz e_ig> = —sin(z).

Genauso: sin(z + Z) = cos 2.
2

= cos(z + 27) = cos(z), sin(z + 27) = sin(2).

. (r14) iy (1) . . .
Nullstellen: sin(z) =0 = ¥ =e ¥ <= e Y(cosx +isinz) = e¥Y(cosx — isinz)

PN Imaginérteil: sinz = 0 (da e¥ # —e™Y)
Realteil: cosx =0 oder e¥ =e ¥ («<— y =

0) } <= 2z = kn fiir ein k € Z.
Damit: cos(z) =0 <= z = kr + 7 fiir ein k € Z.
Zusammengefasst: sin, cos haben auf C nur die reellen Nullstellen und Perioden. (1.18)

Wenn der reelle sin bzw. cos auf (a,b) C R injektiv ist,

dann ist der komplexe sin bzw. cos auf Sy(a,b) injektiv. (1.19)

Beweis. (fiir cos): Nach Vorraussetzung muss cos auf (a,b) strikt monoton sein.
= (a,b) C (km,(k + 1)7) fir ein k € Z.

Seien also z,w € S, (a,b) (wobei z # w) = z+w,z —w # 2j7 (Vj € Z)

(1.11)
= cosz — cosw # 0. O

= cos ist auf S,.(0,7) injektiv, sin ist auf S,.(—F, T) injektiv.

Bild von cos auf S,(0,7) =: S,: Horizontale Gerade: z = x + ib mit € R und festem b € R.

Mit :
cos(t) = cosh(b) cos(z) + isinh(b) sin(x)

— Bild der Geraden ist eine Ellipse F(b) mit Scheiteln (£ cosh(b),0) und (0, % sinh(b)).

Fiir z € (0,7) erhalten wir fir b > 0 den oberen Bogen von E(b), den unteren Bogen fiir b < 0.
Da x # 0, 7 sind diese Bogen ohne die Endpunkte:

(£ cosh(b),0) = cos(S;) € D :=C\ ((—o0,—1]U[1,00)).
>1

Klar: cos((0,7)) = (—1,1). Sei w € D\ (—1,1), also C\R, da hier w = u+iv, u € R, v € R\ {0}.
Suche b € R\ {0} mit

u? v?

|
n .
cosh?(b)  sinh?(b)

w € E(b) < f(b) =

23



1 Komplexe Differenzierbarkeit

So ein b existiert, da f stetig ist (ZWS): f(b) — 0 fiir b — %00, f(b) = oo fiir b — 0, dav # 0
= cos: S, — D bijektiv = haben Hauptzweig des Arcuscosinus:

arccos: D — S,, arccos = (cos|g,) L.

Da cos’(z) = —sin(z) # 0 Vz € S, sind

cos: S, — D, arccos: D — S,

biholomorph. Mit Verschiebung: sin: S.(—%,5) — D ist biholomorph mit Inversem arcsin.
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2 Der Integralsatz von Cauchy

2.1 Das komplexe Kurvenintegral

Sei f: [a,b] — C stiickweise stetig (d.h. fiir alle ¢ € [a, b] existieren die rechts- und linksseitigen
Grenzwerte und diese sind bis auf endlich viele t;, € [a,b] (k =1,...,m) gleich.

~» f hat endlich viele (oder keine) Sprungstellen.

= Re f, v = Im f sind beschrinkt und messbar.

= El/abf(t)dt:/fdt::/abRef(t)dtnLi/abImf(t)dt

b
Setze || f]l1 = / F(8)] dt.

Eigenschaften: Es seien f,g: [a,b] — C stiickweise stetig, ¢ € R, a, 8 € C. Dann gelten die
folgenden Aussagen (vgl. Analysis 3):

Re/f ) dt = /Ref ) dt, Im/f ) dt = /ablmf(t)dt,/abf(t)dt:/abf(t)dt

folgt direkt aus der Definition)

t) dt' < / |f(t)| dt < (b—a)||f|lec (zum Beweis: setze h = e™'? f)

(c) /ab(af+ﬁg) dt—a/f dt+5/ dt/f dt+/f ) dt = /f

Beweis. Fir a =v+1d, g =0, u =Re f, v =Im f folgt
b b b
/ af(t)dt = / (yu(t) — dv(t)) dt —I—i/ (0u(t) +~yo(t)) dt

t)dt — o t) dt + 10 t) dt + iy ’ u(t) dt
= [ [ [y an |

=<7+15>/ (u(t) + iv(t)) dt

:a/abf(t) dr. 0

(d) Seien f, fn: [a,b] — C stiickweise stetig, f, — f gleichméfig (n — oc). Dann gilt

b
nat- [ h dt] <(b—a)|f = fulle =0 (n— o).
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2 Der Integralsatz von Cauchy

Eine Funktion f: [a,b] — C heift differenzierbar in to € |a, b], wenn der Grenzwert

T~ (k)
t—to t— 1o

=: f'(to)

existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn v = Re f und v = Im f bei ¢y differenzierbar sind.
Dann gilt f'(to) = u/(to) +iv'(to). Wenn f bei allen ¢ € [a, b] differenzierbar ist und die Ableitung
f': [a,b] — C stetig ist, so schreiben wir f € C1([a,b],C). In diesem Fall gilt
b b b
/ f(t) dt :/ ' (t) dt+i/ o' (t) dt = u(t)|8 +iv(t)|% = f(b) — f(a). (2.1)

Genauso zeigt man: Falls ¢: [a, b] — C stetig ist, so existiert

d t

@), g(s) ds = g(t) (2.2)

fiir jedes t € [a, b].
Seien f € C1([a,b],C) und ¢ € C ([, B]) mit ¢([av, B]) C [a,b]. Dann gilt die Substitutionsregel

& (b) b
/ f@m:/fw@w%MS (2.3)
¢(a) a

(Beweis wie im reellen Fall).

b b1 1
Beispiel 2.1. Es gilt / et dt = / <e3t) dt = —e*
a a z z

Definition 2.2. Sei v € C(][a, b],C). Dann heifst I' = v([a, b]) stetige Kurve oder Weg von v(a)
nach ~(b) mit Parametrisierung «. Die Kurve heift geschlossen, wenn ~y(a) = ~(b) und einfach,
wenn v auf [a,b) injektiv ist. Die Kurve I' C C heiRt stiickweise O, wenn v € C([a, b],C) und
es Zahlen a =ty < t; < ... < t;, = b gibt, sodass die Einschrénkung 75 von v auf [tx_1, tx]
stetig differenzierbar fiir jedes k = 1,...,m ist. Wir setzen dann ~/(t) = ;. (¢) fiir t € [ty_1,tx)
und k € {1,...,m}, 7/ (b) = ~,,(b). Wenn zusitzlich jedes ~y, eine affine Funktion ist, so heifst I
Streckenzug.

b
1 zb za Ur 3
= - (e —e ) fir jedes z € C\ {0}.

a

Im Folgenden bezeichnet I stets eine Kurve, die stiickweise C'! ist, und ~ ist eine Parametrisierung
(soweit nichts anderes gesagt wird).

Beispiel 2.3. (a) Die einfach im Gegenuhrzeigersinn durchlaufene Kreislinie I' = 0B(c, r) hat
z.B. die Parametrisierungen v = ¢ + rel’ mit ¢t € [0, 27] und 71 = ¢ + re? mit ¢ € [0, 7).
Sie ist einfach und geschlossen.

(b) Sei m € N, m > 2. Die m-fach durchlaufene Kreislinie I' = 0B(c, ) hat die Parametrisie-
rung v = ¢ + re’ mit ¢ € [0,27m]. Sie ist geschlossen, aber nicht einfach.

(¢) Die Strecke w# von w nach z # w hat die Parametrisierung v(t) = w + t(z — w) mit
t € [0, 1]. Sie ist einfach, aber nicht geschlossen.

(d) Seien T'y, Ty stiickweise C'-Kurven mit Parametrisierungen v; € C([aj,b;],C) (j = 1,2)
und 71 (b1) = 72(a2). Dann hat der Summenweg I' = I'; 4+ I'y die Parametrisierung

() = 7(1), a; <t < by,
K ’}/Q(t—bl-i-ag), b1 <t <by+by— as.

Er ist auch stiickweise C! und verlduft von 71 (a;) nach yo(bs).
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2.1 Das komplexe Kurvenintegral

Im
Iy

Y2(b2
r, (b2)

Y1(b1) = 72(az2)

Y1(a1)
Re
Beispiel:
23

o Dreiecksweg 2125 + ZQZ;;, + 2321: 2 &

zZ2

Iy Iy

e Kreis mit Griff 0B(e,r) U[1,2]:
2

(e) Der Riickwértsweg —I" wird durch 4(t) = y(b — t 4+ a) mit ¢t € [a, b] parametrisiert. Dabei
sind 4(a) = v(b) und 4(b) = vy(a). Er ist auch stiickweise C'! und verliuft von v(b) nach

(a).
Definition 2.4. Seien I eine stiickweise C''-Kurve mit Parametrisierung v € C([a, b], C) und
f € C(I',C). Dann heifst

/F fds = / f(2) dz = / ()

komplexes Kurvenintegral.

Bemerkung 2.5. Aus den Eigenschaften des komplexen Integrals folgt sofort fur f,g € C(I",C)
und «, 8 € C:

@ [ (@f +80):) e =a [ £z +5 [ o(e)

b
(b) ’ / £(2) dz| < 1(3) max | F(2)], wobei I(7) = / +/(8)) dt die Kurvenlinge von T ist (vel.
T z€ a

Analysis 2/3).
(c) Sei I' =T"; + I's wie in Bsp. [2.3(d)l Dann gilt
/ e de= [ fyde+ [ f(2) e
T ' 1)

Speziell folgt mit den Bezeichnungen aus Def.

/rf(z) dz = ; /t“ Fy@)Y () dt.
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2 Der Integralsatz von Cauchy

(d) Fiir den Riuckwértsweg —I" aus Bsp. [2.3(e)| gilt

b
/_ ROCS / FGE)Y (@) dt
b
_/ FO b=t +a) (b—t +a) dt

= /b f(v(8))7(s) ds (Substituiere s = b —t + a)

- [ s as
—/Ff(z) dz

(e) Das Kurvenintegral ist invariant unter orientierungserhaltenden Transformationen ¢ von I'.
Das heift: Wenn ¢ € C([a, b]) strikt wachsend und auf jedem der Teilintervalle [t5_1, ]
aus Definition stetig differenzierbar ist, dann ist 7 := vy o ¢! auf [, 8] := ¢([a, b])
stiickweise Ct, ([a,b]) = v([a,b]) =T und es gilt:

B m o(ty)
dz = F(s))A (s) ds = (s (6~ (s)) d(p~ (s
/ f / FG)7 (5) ,; /(b(tk_l)f(v(as (DI (671(5)) d(67(5))
tr b
@ Z / SO (1) dt = / F W (8) dt = /F £(2) dz

(f) Seien v = a+if, f =u+1iv, o, B,u,v € R. Dann gilt:

b
/ fdz= / FOH () (2) dt = / (u(y (1)) + iv(3(£))) (e () + i8'(1)) dlt
b

- / (Y1) (1) — v(4(1)B (1) dt + i / u(/()B (1) + vy ()’ (1) dt

a a

:/F<_“v>-d(x,y)+i/r(z>~d(w,y).

Beispiel 2.6. (a) Sei I' = 0B(c, r) m-fach durchlaufen, c € C, r > 0. Fur k € Z \ {—1} gilt
mit y(t) = ¢ + re't, t € [0, 27wm]:

2mm 2mm
/ (z — c)k dz = / (c+re' — c)k(c +rel) dt = irktl / e(k+1)it qq.
r 0 0

Mit Beispiel [2.1] erhalten wir:

/(2’ o C)k dz = Tk;l(e%rm(k—&-l)i o 1) -0
T k41 -

Nun sei £ = —1. Dann gilt:

d 2mm 1 2mm
/ c / —trle‘t dt = / idt = 27wim.
r<—=¢ 0 ret 0

(b) Seien I' = 0w und w € Yr. Mit y(t) = tw, t € [0, 1], gilt:

1 1
2
/z;dz:/ ﬁw;wdt:wz/ Vidt= 2wk,
r 0 0 3
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2.1 Das komplexe Kurvenintegral

Satz 2.7. Seien I stiickweise C*, f, € C(I',C), n € N, D C C offen.
(a) Wenn f, — f gleichmaf$ig fir n — oo, dann folgt

[z [ )z
fiir n — oo.
(b) Sei h € C(D x T',C). Dann ist die Abbildung

z / h(z,w) dw
r

(c¢) Wenn Z fn(2) gleichmafsig in z € T' konvergiert, dann gilt:
n>1

(M fn = flloo =0

von D nach C stetig.

/Fg):lfn(z) dz = ni::l/l“fn(Z) dz

(d) Sei h € C(D x I',C), sodass fir jedes w € I' die Abbildung z — h(z,w) von D nach C
differenzierbar ist und agh € C(D xI',C). Dann existiert

/hzw dw—/hzw

fu(z)dz — [ f(2)dz| =

r r

Beweis. (a)

b
Far(®) — FAO)Y ) dt\

b
< | (@) = F@O) - Y @O dt < |If - anoo/ Y (@®)] dt = [If = fallol(y) = 0

(b) Seien z,,20 € D mit z, — 2. Sei 7 > 0, so dass B = B(zp,r) C D. Fiir alle geniigend
groken n € N gilt dann z, € B. Da (z,w) — h(z,w) auf der kompakten Menge B x T'
gleichméfig stetig ist, konvergiert f,,(w) = h(z,,w) gleichméfig in w € I" gegen f(w) :=
h(zo, w) fir n — oo. Mit (a) folgt die Behauptung.

(¢) Folgt aus (a) mit ka statt f,.
k=1

(d) Seien 29 € D, r >0, 2, € B := B(20,7) C D mit 2, # 2 fiir alle n € N und z, — 2 fiir
n — o0o. Sei w € I'. Dann gilt:

- 2.1 1
‘h(Z”’w) h(z0,w) 1 / gh(zo+t( — 20),w) dt‘
Zn — 20 Zn — 20 Jo de
1 1

KR o —Zo/o (gg) (z0 + t(zn — 20),w) - (z2n — 20) dt‘

< ‘ <> zo—f-t(zn—zo),w)‘ |z — 20| dt

</ +t(zn — 20),w)| dt < 8h( )| =11 <
< (20 Zn — 20 Zelg%cer o z,w)| =: ¢ < o0.
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2 Der Integralsatz von Cauchy

Weiter ist fiir eine Parametrisierung v: [0,1] — C von I':

L ([rmmrin ) - [,

Es gilt fur ¢ € [0, 1]:

‘h(znﬁ(t)) — h(z0,7(t)

Zn — 20

70| < e 19l B
und die Funktion ei]|7'||1joq7 ist auf [0, 1] integrierbar. Auferdem gilt:

h(zn,v(tz)j - Z)(ZO”@)) N %(zoﬁ(t))

fir n — oo.

Majorisierte Konvergenz liefert die Existenz von

lim znl_z </F Bz, w) dw — /Fh(z(),w) dw> - % </F B w) dw) (20)

und es gilt
1 . B .
2 ([ ey an) (o = [ iy M2 @ M0
L on
= a*(zoav(t))’y/(t) dt
o 0z

— ([ e aw) o) n

Erinnerung: Sei X ein Vektorraum. Eine Teilmenge M C X heifst zusammenhdngend, wenn
aus M C O1UQO2, MNO; # @, M NOy # @ fiir alle offenen Teilmenge O1, 0 C X stets folgt,
dass

MNOLNOs # D.

Eine offene und zusammenhédngende Menge heifit Gebiet.

Bemerkung. Aus Analysis 2 wissen wir: Stetige Bilder zusammenhéngender Mengen sind
zusammenhdngend. Alle zusammenhéngenden Intervalle in R sind zusammenhéngend. Also sind
stetige Kurven in X zusammenhéngend. (Dabei definieren wir stetige Kurven und Streckenziige
im normierten Vektorraum genau wie in C, vgl. Def. )

Satz 2.8. Sei X ein normierter Vektorraum und M C X. Dann gelten:

(a) Fiir alle x,y € M gebe es eine stetige Kurve in M von x nach y. Dann ist M zusammen-
hédngend.

(b) Wenn M = D offen und zusammenhdngend ist, dann gibt es fir alle x,y € D einen
Streckenzug I' C D von x nach y.
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2.1 Das komplexe Kurvenintegral

Beweis. (a) Seien O1,02 C X offen mit M C O1 UO2, M N Oy # @, M N0y # . ANNAHME:
MNO;NO; =@. Wahle ein x € M N Oy, y € M N Oy. Nach Voraussetzung existiert
eine stetige Kurve I' € M von z nach y. Damit gilt ' € M C O UOy, z € I'N Oy,
also ist 'N 01 # @. Ebenso ist [ N Oy # &. Ferner ist TN O1 N0, C MNO1NOy =
@ = I ist unzusammenhingend: WIDERSPRUCH zur obigen Bemerkung. Also ist M
zusammenhéangend.

(b) Sei D offen und zusammenhéngend und x € D beliebig. Setze
D(z) := Oy :={y € D | 3 Streckenzug I'(y) C D von x nach y}.
Dann ist z € O1 C D.

e Sei y € Op. Dann existiert ein r > 0 mit B(y,r) C D (da D offen). Sei z € B(y,r).
Dann ist 72 C B(y,r) € D. Somit ist I'(y) + y% C D ein Streckenzug von z nach z
= 2€ 0; = B(y,r) €01 = O ist offen in D.

e Seien y, € O; mit y, = y € D (n — 00). Dann existiert ein » > 0 mit B(y,r) C D.
Wiihle (groRes) N mit yy € B(y,r) € O1. Dann ist I'(yn)+yny C D ein Streckenzug
von x nach y =y € O; = O ist in D abeschlossen. Also ist D \ O1 =: Oy in D
offen, also auch in X offen (da D offen).

ANNAHME: Oy # @ <= 01 # D. Dann: D:OlL'JO2, DNO1#2, DN0y =0y # O,
DNO;1 N0y =2 = D ist unzusammenhiangend WIDERSPRUCH zur Voraussetzung.
= 09 = :>01:D(5L'):D. O

Bemerkung 2.9. Sei X ein normierter Vektorraum, D C X offen, x,y € D. Die Menge D(x)
aus dem Beweis von Satz ist in D offen und abgeschlossen (gleicher Beweis, auch wenn D
nicht zusammenhéngend). Satz angewendet auf D(z) liefert, dass D(x) zusammenhéngend
ist. Ferner gilt entweder

(a) D(z) = D(y) <= es existiert ein Streckenzug I' C D von z nach y
oder
(b) D(z) N D(y) = @ <= es existiert kein Streckenzug I' C D von x nach y.

Dann heifen D(z) mit z € D Zusammenhangskomponenten von D. Diese sind also entweder
gleich oder disjunkt.

Beweis. e Jw € D(x) N D(y) = es gibt einen Streckenzug I' C D von z nach y iiber w.
Dies liefert ,=“in a), ,<“in b)

e Es gebe einen Streckenzug I' C D von x nach y. Dann gibt es fiir alle z € D(z) eine
Streckenzug in D von y nach z iiber x = z € D(y). Dies liefert schon ,=* in b).
Somit: D(x) C D(y). Genauso zeigt man D(y) C D(x). Dies liefert <" in a). O

Satz 2.10. Sei D C C ein Gebiet und f € H(D) mit f' =0. Dann ist f konstant.

Beweis. Wahle zy € D fest.
(a) Sei z € D mit Z02 C D und 2 # zp. Dann:

Z

1
0= [ f(w)dw= /0 F(z0 + 1z — 20)) (2 — 20) dt = (f(2) — f(20))(= — 20),
0 =v(t)

also ist f(2z) = f(z0).
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2 Der Integralsatz von Cauchy

(b) Sei nun w € D beliebig. Nach Satz gibt es einen Streckenzug I' C D von zy nach w.
Aus endlicher Anwendung von [(a)] folgt f(w) = f(zo). O

Bemerkung. Dieser Satz ist falsch fiir unzusammenhéngendes D

Definition 2.11. Sei D C C ein Gebiet und f € C(D,C). Eine Funktion F' € H(D) mit F' = f
heifst Stammfunktion von f auf D.

Beispiel. Polynome, exp, sin, cos haben Stammfunktionen auf C. f(z) = % hat die Stammfunk-
tion log auf 3.

Bemerkung 2.12. Sei F' eine Stammfunktion von f auf einem Gebiet D. Dann sind alle
anderen Stammfunktionen von f auf D von der Form F' + ¢ fiir eine Konstante ¢ € C, denn: Sei
Fy € H(D) eine weitere Stammfunktion. Dann: (F — F;)’' = f — f = 0. Also ist F' — F; konstant
nach Satz[2.8] = es gibt ein ¢ € C mit F} = F + ¢.

Satz 2.13 (vgl. Satz 3.12 Analysis 2). Seien D C C ein Gebiet und f € C(D,C). Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f besitzt eine Stammfunktion F.

(b) Fiir alle Kurven I'1,T'y C D, die beide von einem beliebigen z € D zu einem beliebigen
w € D laufen, gilt

feyde= [ f()
T )

(¢) Fir alle geschlossenen Kurven T' C D gilt

/Ff(z) dz = 0.

In diesem Fuall folgt fir jede Kurve I' C D wvon vy(a) nach v(b), dass
[ £6) dz = FG0) - Fr(a).

Beweis.  a) = c¢): Sei I' C D eine Kurve von 7(a) nach 7(b). Dann:

/r Z/f% )t ar &3

k=1,
D (FO(tr)) = FOw(trs))) = F((b) = F(3(a)).
k=1

Also gilt die letzte Behauptung im Falle der Existenz einer Stammfunktion. Wenn ~(a) =
~(b), folgt hiermit ¢) aus a).

c) = b): Seien I'1,I'y € D wie in b). Dann ist I := I'; 4+ (—I'2) eine geschlossene Kurve von
~1(a) nach 1 (a) (iiber v1(b) = v2(b)) und es gilt

) /fdz PeBal [ paq. - [ fae
r

I'1 T2

Daraus folgt b).
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2.1 Das komplexe Kurvenintegral

b) = a): Sei 29 € D fest, z € D beliebig. Nach Satz gibt es einen Streckenzug I'(z) C D

von zg nach z. Setze
— [ rw) dw
INE)

Wiéhle r > 0 mit B(z,r) C D. Sei 0 < |h| < r. Dann sind —I'(z) + I'(z + k) und z(z + h)
Kurven in D von z nach z + h. Damit:

GEG 0 - Fe) P L [ ) du

(2)+T(2+h)

1 1/t
b) /f ) dw 2 h/o F(z + th)h dt

= / f(z+th)dt — / f(z)dt = f(z) (h—0) (nach Satzl.7). O
0 0
Beispiel 2.14. (a) Sei I ein Weg von z; nach zs. Dann gilt
/ cosz dz = sin zo — sin 27.
r
(b) Sei e € (0,7) und T'; eine Kurve in ¥, von e(=7+¢) nach e("=), Dann gilt

dz

r. #

=log e (™) —logel ("™ = (1 — &) —i(—7 + &) = 2i(r —e).

d 27 . it
/Z:/ Edt = 2w #£ 0,
D ? o ¢©

obwohl D eine geschlossene Kurve ist. Also besitzt die Funktion f(z) = % keine Stamm-
funktion auf dem Gebiet C\ {0}.

Ferner gilt

Definition 2.15. Sei I' C C eine geschlossene Kurve und z € C\ I'. Dann heift

1 dw
I2)=—
(T, 2) 27ri/pw—z

Windungszahl (oder Index) von I' bei z.

Bemerkung. Da I' C B(0,r) fiir ein r > 0 ist, gibt es genau eine unbeschrankte Zusammen-
hangskomponente von C \ .

Satz 2.16. Seien I' C C eine geschlossene Kurve und z € D := C\ I'. Dann gelten:
(a) n(T,z2) € Z.
b) z — n(I', 2) ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von D.

C

d

Es gilt n(T, z) = 0 fiir alle z in der unbeschrankten Zusammenhangskomponente von D.

n(-T,z) = —n(T, 2)

Seien I'1, 'y geschlossene Kurven mit I' = I'y + I's, dann gilt

(b)
(¢)
(d)
(¢)

e

n(T, z) =n(T1, z) + n(Ty, 2).
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2 Der Integralsatz von Cauchy

Bild:

Dy, sind Zusammenhangskomponenten von D = C \ T.

Beweis.  d), e) folgen aus Bem.

b) folgt aus a), denn: z — n(I, 2) ist stetig auf D nach Satz [2.7] Nach Ana II ist dann
n(I', D(z)) C C zusammenhéngend fiir jede Zusammenhangskomponente D(z) von D > z

(vgl. Bem. [2.9).
Da n(I", D(z)) C Z (nach a)), enthélt n(I', D(z)) genau einen Punkt.
|(I) 1
<
¢) In(l2)] < 21 wel |lw — 2|

a) Seien ty, (k=0,...,m) wie in Def. z € C\T. Setze

— 0, |z| = oco. Mit b) folgt daraus c).

t /
@(t):exp/’y(s)ds fur a:togtgtm:b_
a

(s)—z
Beachte:
1.1 e d
n(l,z) € Z 1 =exp(2ni-n(T, z)) Dt exp/ ” wz = p(b).
W —
Es gelten: p(a) =1, ¢ € C([ty_1,t],C) und ¢’ = ¢ Y (%)

Y—=

dty(t) -z (v(t) = 2)? (v—2)2

fir t € [tg_1,tk], k=0,...,m.

d_ot) _ MO0 -2 eVt B v~ _

Jae  o(ty)  o(tp-1) "
= )z Al 2 ()

_ 1) -z @& Vtm-1) =z _(b) =2
— @(b) B SO(tm_l)ﬂ)/(tm—l) -z kza*l SO(tm_2)'.y(tm—2) - Z’Y(tm—l> -z
R
T .
da vy(a) = v(b), da I" geschlossen. O
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2.1 Das komplexe Kurvenintegral

Beispiel 2.17. Sei I' = 0B(c, ) m-fach im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen. Dann:

(a) n(T,z) =0 fiir 2 ¢ B(c,7) (Satz .

R 1 2mm L. 14
(b) n(F,z)n(F,c) = / T g = m, fir alle z € B(e,r).
0

2mi c+ret —¢
e—

=v(t)

Bemerkung 2.18. Sei I' ein geschlossener Weg und L ein Halbstrahl der Form w = z+te'? (V¢ >
0), fiir feste ¢ € C, ¢ € (—m, 7], der I' endlich oft in vy(71),...,7(7) schneidet.

Zéhle Berithrpunkte 7; nicht (I" bleibt auf gleicher Seite von L), zdhle die anderen 7; mit ,+1* falls
I' den Strahl mit wachsendem Argument schneidet und mit ,—1“ falls mit fallendem Argument.
Dabei sei z ¢ T'. Dann ist n(I, z) die Summe der so mit £1 gewichteten echten Schnittpunkte
(wobei ,fallen und ,wachsen® bzgl. L gemeint ist).

Beweis. Nach Verschieben, Drehen und Umparametrisieren (falls notig) von I' kénnen wir
annehmen, dass z =0¢ T, L=R_, 7; #a,b (Vj = 1,...,n) gilt. Weiter sei v € C'([a,b],C).
Wihle € > 0, so dass alle (1; — ¢, 7 +¢) C (a,b) disjunkt sind, j =1,...,n. Sei

I, = (rj—e,m+¢), T'e=~(a,b]\ L),

-

1

J

also die disjunkte Vereinigung aller Teilkurven von I'; die alle in 3 liegen.

Bild:

2N Y
UQJ

1 [fdw 1 [y 1[4 :
— D dt = lim — dt = lim — 1 t)) dt
271 Jr w 27i J, (1) al—r>I(1J 27 ~(t) al—% 27i (log 7(¢))
[a,b]\ I« [a,b]\1c

(beachte y(t) € X fiir t € [a,b] \ I.)

. 1
= lim o— (log 7(b) — log (7 + &) +log (7 — €)
—logY(p—1+¢) + - +logy(ri — ) —logy(a))
=7(b)
), 1 ¢ :
= iﬂ% o Z:l [ln |v(1j —¢€)] ;ln 1v(7j + )| +i(argy(r; — €) — argy(7; + 6))} .
J:

—0, e—0.
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2 Der Integralsatz von Cauchy

Dabei gilt fiir den Imaginéarteil:

t7m—(£7) =0 Beriihrpunkt,
Imn(I',0) = ¢ +7 — (—7) =27 — arg wichst, fire — 0.
-7 — 7 =27 — arg fillt.
o
= n(I',0) = z—m |#Schnittstellen mit wachsendem Arg. — #Schnittstellen mit fallendem Arg.|
i
(Falls v stiickweise C: fiige (t; — ¢,tx + €) (siehe Def. zu I hinzu). O

2.2 Integralsatz und -formel von Cauchy fiir sternférmige Gebiete

Satz 2.19 (Lemma von Goursat). Seien D C C offen, wy € C, f € C(D,C)NH(D \ {wo}).
Sei A C D eine abgeschlossene Dreiecksfliche. Dann:

8{ f(z)dz=0.

Beweis. (1) Sei wy ¢ A. Dann gibt es ein offenes U C D mit A C U, f € H(U).

C

A = A(a,b,c)

N
AS

— —
Seitenhalbierung liefert A} mit Kante a’¢’ und Ecke a, A} mit Kante b'a’ und Ecke b, A% mit
Kante b’ und Ecke ¢, sowie das innere A = A(d/, b, '), dessen Rand wir entgegengesetzt

T T T - . .
mit a’'b’ + b'c’ + 'a’ parametrisieren konnen. Damit:

4
J:/fdz:z fdr
GIN k=1

- /aA;
———
=:J],
Die Integrale iiber innere Kanten treten doppelt mit verschiedenen Vorzeichen auf, kiirzen
sich also.

Sei Ji dasjenige der Ji,...,J; mit groktem Betrag und sei A; das zugehorige Dreieck.
Damit:

1 1
il = ] 10A) = SI(0A).
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2.2 Integralsatz und -formel von Cauchy fiir sternférmige Gebiete
Iteriere dies. Erhalte Dreiecke A,, und

T = /fdz mit [(OA) = 2 "U(AA), | Jn| > 4| J]. (%)
OA,

Wenn z,w € A,,, dann
|z — w| < (OA,) =27"1(0A). (*x)

Da A,+1 € A, (Vn) ist die Folge der Mittelpunkte z,, der A,, eine Cauchyfolge (wegen
(=)

— dzp:= lim 2z, € ﬂ A,
n—o0
neN

Wenn % € m A, dann:
neN

()
|20 — 2ol 2 27"(0A)  (Vn)

Fiir n — oo folgt zg = 2o, also {zp} = ﬂ A, CACU.

neN
Setze g(z) = f(z;—i”(zo) — f'(20). Da f bei zq differenzierbar ist (wegen f € H(U)), folgt

— 20

g(z) = 0 fiir z — 2o (z € A).
Ferner: f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + g(2)(z — 20). Mit [, -+ dz folgt:

o= [ fedet [ - dir [ g -0 ds

0An, OA, OA,
=0 nach =0 nach Satz
_
= 47"[J] < || = / 9(2)(z — 20) dz| < max |g(2)[ |2 — 20[I(9An)
OA, "
()
< (2*"1(8An))2 max |g(2)]

z€0A,
< 1(0A,)? )
= [J] < 1(0An)”" max |g(2)| =0, n— o0

Daraus folgt J = 0, also die Behauptung im Fall wy ¢ A.
(2) Sei wgy € A.

(a) Sei wp eine Ecke von A. Sei € > 0. Zerlege A wie in|(1)| per Seitenhalbierung. Wihle
dabei stets das Teildreieck mit Ecke wg. Erhalte Dreiecke A7, ..., A}, mit disjunktem
Inneren, sodass wy € A7, [(0A]) <&, wo ¢ A} fiir k > 2. Wie in erhalten wir

m
/fdz:Z/fdz: /fdz <esup|f(2)].
_ zZEA
oA k=loax OAT —_——
<oo

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt fdz=0.
0A
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2 Der Integralsatz von Cauchy

(b) Sei wg € A\ OA. Zerlege A in A1 = A(a,b,wp), As = A(b,c,w,) und Az =
A(c,a,wp). Damit erhalten wir nach @

/Mfdz:kﬁ;/mm:o.

C
Az
wo

a

(c) Sei wo € OA, wy keine Ecke. Wie in [(b)] zerlegen wir A in zwei Teildreiecke:

c
wo
T~
A ’
a
Daraus erhalten wir wieder fdz=0. O

0A

Definition 2.20. Sei M C C. Die Menge M heifit konvex, wenn fiir alle w, z € M auch w? in
M liegt. Die Menge M heifit sternférmig mit Zentrum zo € M, wenn fiir alle w € M auch zot

in M liegt.
. zusammenhéngend,
sternférmig, . ..
. nicht sternfor-
nicht konvex .
mig
konvex

Klar ist: M konvex = M sternformig und M sternférmig = M zusammenhéngend (nach

Satz .

Sektoren ¥, sind sternformig (mit Zen-
trum 1) und d ist konvex <= ¢ < 3.

Theorem 2.21 (Cauchys Integralsatz fiir sternférmige Gebiete). Seien D C C ein sternformiges
Gebiet, f € H(D) und I' C D eine geschlossene Kurve. Dann gilt

/Ffdz:O.
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2.2 Integralsatz und -formel von Cauchy fiir sternférmige Gebiete

Bemerkung. Nach Satz ist die Aussage von Theorem dquivalent zu: Jedes f € H(D)

besitzt auf D eine Stammfunktion, wenn D sternformig ist.

Beweis. Sei zg das Zentrum von D. Setze fiir alle z € D

:/f(w)dw:—/f(w)dw
o3 2

Sei r > 0 mit B(z,7) C D, z € D fest, sowie 0 < |h| < r. Dann:

LG4 m) - (/fdw+/fdw+/fdw) /fdw

zo(z+h z+h)z z( z+h

/fdw+ /fz+th )hdt .

6A(Zo7z+h z)
———
=0 (Satz [2.19) —f(z), h—0 nach

Also ist F'(z) = f(z). O

dz
DZ+2

=0, denn f(z) =

liegt in H(D) fiir

Beispiel 2.22. (a)/ Z+2
10)

D:{C€C|Rez>—g}.

Beachte: D ist sternformig und offen, 0D C D.

(b) Cauchy ist im Allgemeinen falsch fiir Gebiete mit Lochern, z.B. C\ {0} =: D. Siehe
Bsp. f(z) =1, f € HD), T = 9D. Dann

/ %:27@&0.
o <

Bemerkung. Theorem gilt auch, wenn f € C(D,C)N H(D \ {wp}) fur ein wy € D. Denn
Satz wurde fiir solche f bewiesen.

Theorem 2.23 (Cauchys Integralformel fiir sternférmige Gebiete). Seien D C C ein sternfor-
miges Gebiet, f € H(D), I' C D eine geschlossene Kurve. Dann gilt

n(T,2)f / p— dw, VzeD\T. (CIF)

Speziell mit T' = 0B(z,r) C D fir B(z,r) C D und z € B(z,7):

f(z) = i / M dw (2.4)

27 w— z
0B(z,r)
1 27
=5 ; f(z—i—re ) dt. (2.5)
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2 Der Integralsatz von Cauchy

f(w)=f(z) D
Beweis. Sei z € D\ T fest. Setze g(w) = w—z 0 WED {Z}

f/(Z), w==z.
Dann ist g € C(D,C)N H(D \ {z}). Die Bemerkung nach Bsp. liefert dann

Oz/rg(w) dw " /Fde—f(z)/Fwdﬁ’z.

=2min(T,z)

Daraus folgt (CIF]) und der Spezialfall (2.4). Mit ¢ = z und der Parametrisierung ~(t) = z + re'!

folgt aus ([2.4))
L[ fle+re) . 4

/() 27 Jo 2+ relt — P
also (12.5)). O
V 3
Beispiel. Es gilt w3 dw = 27ri\/>.
w— 5 2

8B(2,1)

Wihle hier D = B(2,3), f(w) = y/w. Dann ist D konvex, f € H(D), 0B(2,1) C D.

Definition 2.24. Eine Funktion f: D — C heifst analytisch, wenn es fiir jedes z € D eine r(z) >
0 gibt, sodass B(z,r(z)) C D und f auf B(z,r(z)) eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z
und Koeffizienten a,,(z) besitzt.

Eine Funktion f € H(C) heift ganz.

Theorem 2.25 (Entwicklungssatz). Sei f € H(D). Dann ist f analytisch auf D.
Sei ferner zg € D und r > 0 mit B(zg,7) C D. Seien n € N, z € B(zy,r). Dann gelten die

Cauchyformeln
f(n)()_ﬂ / A CO (2.6)
7 om (w— z)nt+l v '
OB (z0,r)
und die Cauchy-Abschitzungen
n!
PO < 5 max |5(w), (2.7)

" jw—zo|=r
Sei R(zp) =sup{s > 0| B(zo,8) € D}. Dann gilt

> n 1 flw > f(")z n
f(z):7;)(z—zo), / (w_(ZO;de:Z (20) (, _ ) (2.8)

2ri = n!
B (zo0,) n=

fir alle z € B(zo,7) mit 0 < r < R(zp). Die Reihe in (2.8)) konvergiert absolut und gleichmdfig
fir z € B(zo,7") mit 0 <1’ <r < R(z9). Wenn f ganz ist, dann gibt es a,, € C (n € N), sodass

f(z) = Zakzk (Vz € C).
k=0

Beweis. Seien zg € D, r > 0 mit B(zg,7) C D. Seien w € T' := 0B(z0,7), n € N, z € B(zg,7).

Dann existiert
o fw) o fw)

Oz w — 2 “(w— z)n L
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2.2 Integralsatz und -formel von Cauchy fiir sternférmige Gebiete

und .
(w, )H;;lf(ivl

ist stetig fiir w € T, z € B(zo, 7). Somit folgt aus der (CIF)) und Satz [2.7(d)| (mit ,.D = B(z0,7)"),
dass f auf D beliebig oft differenzierbar ist und (2.6) gilt. Da [(I') = 27r und (w — zo) "' =

=1 folgt (2.7) aus (2.6) (mit z = 2).

Seien nun 0 < 7/ < r, z € B(29,r'). Dann gilt:

Damit:

fw) _ Jw) 1w f:(z—zoy. (+)

w— z w—2z9l— Z20 w — % w — %
ol == 0 0

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméiRig fiir w € T und 2 € B(2g,7’). Dann gilt:

» @1 f(w f(w)
N / —Z dw Satz c Z 27’(1/{‘ (w — Zo)n+1 duw

2.6
%f(n) (ZO)

Damit folgt (2.8). Wenn D = C, wihle z = 0, r beliebig grof und erhalte so letzte Bedingung. [
Beispiel 2.26. (a) Das Theorem ist falsch im Reellen, Beispiel aus Analysis 1:

3 .1
) > 0’ . . . .
(1) f(z) = 3:2 Sa, @ ~ 0 = f ist differenzierbar auf R (mit f/(0) = 0) aber f’
, x <0.
ist unbeschrankt fiir 2 — 0., also unstetig und 7f”.

1
22
(2) f(x) = g ! z 8’ ~s f € C®(R) aber f(™(0) = 0 (Vn € N), als Taylorreihe
) z <0.

von f in 0 ist konstant 0, also ungleich f.

(b) Sei f(z) = (14 2)* (wobei a € R fest, z € D = C\ (—o0, —1]) ~» f ist holomorph auf D.
Aus Theorem folgt: f hat Potenzreihe in z5 = 0. Diese ist gleich der Binomialreihe
aus Analysis 1. Nach Theorem [2.25]ist der Konvergenzradius p > 1. Falls p < 1 hétten alle
Ableitungen von f eine stetige Fortsetzung auf 0B(0,1). Das widerspricht der Definition
von [ = p=1.

Korollar 2.27. Gegeben sei eine Borelmenge X C R und eine Funktion h: D x X — C, wobei
D C C offen, mit:

(a) Vz € D ist x — h(z,z) integrierbar auf X.

(b) Yo € X ist z+— h(z,z) holomorph auf D.

(¢) Es existiert ein integrierbares g: X — Ry mit |h(z,x)| < g(x) (Vz € D, z € X).
Dann st

z— H(z) ::/Xh(z,x) dz

holomorph auf D und es gilt:

K

HW® (z) = / aakh(z z)dz  (Vk e N).
X
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2 Der Integralsatz von Cauchy

Beweis. Seizg € D, r > 0 fest (aber beliebig) mit B(zp,r) C D. Sei z € B(zp,r)=B(z0,7) C D.
flir z und k € N liefert

- h!
T—kg(:v) (fiir jedes feste x € X.) (%)

|/\<

max |h(w, x)\

8k
‘ w—z|=r

k!

Seien nun z, — zp, mit z, € B(2o,7) \ {20} (Vn € N). Dann:

D, := . i - <H(zn) - H(zo)) = /X o i o (h(zn,x) - h(zg,x)> dz

L (20 (ot ) o
B x Zn — 20 Jo 8Zh (ZO +t(Zn 20)733) (Zn 20) dt dz

~~

=:pn(t,z)
(Vergleiche hierzu das Vorgehen im Beweis zu Satz [2.7(d)]).
Es gilt: ¢, (¢, 2) — %h(zo,x) (n — o00) gleichmékig in t € [0, 1], fiir jedes feste z € X, da

zZ aih(z,x)

stetig ist nach Theorem Also:

1
/ on(t,z) dt = 2h(zo,:lc) (n — o0, x € X).
0 0z

1
/ on(t,z) dt
0

wobei g(z) integrierbar ist. Majorisierte Konvergenz liefert:

Ferner:
*

< 1g(ac) (VneN, z € X),
(k=1) T

D, —>/h 20, T (n — o00).
= H ist bei zy differenzierbar = H € H(D). Ferner:
/ —h(z,z)dx (Vz € D).
Beachte: —h(z x) ist in z messbar, also liefern Theorem und (%)) eine iterative Formel fiir

HE) O

Beispiel 2.28 (Laplacetransformation). Sei f: Ry — C messbar, so dass fiir gewisse w € R,
c > 0 gilt:
[f(t)] < ce™ (V> 0).

Dann: ~
300 = [ et a
0
fir A € C mit Re A > w und ist dort holomorph mit

FO)™ = (=) /Oo e M f(t) dt (YA mit ReX > w, n € N).
0
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2.2 Integralsatz und -formel von Cauchy fiir sternférmige Gebiete

Beweis. Setze
h(\t) = e Mf(t) fiirt >0, Rel > w.

Klar: h ist in A holomorph (V¢ > 0).

Sei € > 0 fest aber beliebig, Re A > w 4+ & > w. Dann:

(A B)] = e ReM (1)) < e Wet | 7(1)] 'S ce™t = g(1),

wobei ¢(t) integrierbar und unabhéngig von A ist.

Korollar liefert Holomorphie von f (M) fiir ReA > w + ¢, folglich die Holomorphie fiir
Re A > w, da € > 0 beliebig. Weiter gilt:

F)M = / ((&) e ME(t) dt = (—1)" / e () At (Re X > w). O
0 0
Korollar 2.29 (Morera). Sei f € C(D,C) so dass

fdz=0
oA

fiir alle Dreiecke A C D. Dann: f € H(D).

Beweis. Sei z € D. Wahle r > 0 mit B(z,7) C D. Nach dem Beweis von Theorem impliziert
die Vorraussetzung, dass f auf B(z,r) (sternformig) eine Stammfunktion F' € H(B(z,r)) besitzt.
Nach Theorem ist ' € C? und somit ist f = F’ differenzierbar auf B(z,r). Daraus folgt
die Behauptung. O

Theorem 2.30 (Liouville). Eine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
Beweis. Sei f eine beschrinkte ganze Funktion und z € C. (2.7) mit n =1 liefert:

7)< 7 max 1F@)] < 1l

wobei hier r > 0 beliebig ist, da f € H(C). Mit » — oo folgt f’(z) = 0 fiir alle z € C. Nach
Satz [2.10]ist f konstant. O

Korollar 2.31 (Fundamentalsatz der Algebra). Ein Polynom p(z) = apz™ +---+ a1z +ag (mit
ar € C(k=1,...,n), a, #0, z € C) hat genau n (eventuell mehrfach gezihlte) Nullstellen.

Beweis. Sei p(z) # 0 fiir alle z € C. Wir zeigen, dass p konstant ist. Setze dazu f = % € H(C).
Wahle r > 0, sodass

1
Z ||(lj| E |J 5 fir alle z mit |z| > r.
Sei |z| > r. Dann gilt
_ - 1
P 2 Janl 21" — (Janoa] 2177 4+ lao]) = fan 2" Z,‘| ) 2 2 a7
j=0
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2 Der Integralsatz von Cauchy

Also ist f(z) < W, wenn |z| > r. Ferner ist f auf B(0,7) beschrinkt als stetige Funktion auf
einer kompakten Menge. Damit ist f beschrankt auf ganz C. Mit Liouville (Theorem folgt,
dass f und damit auch p konstant ist.

Damit hat jedes nichtkonstante Polynom, d.h. jedes Polynom vom Grad > 1 mindestens eine
Nullstelle. Mit Polynomdivision folgt induktiv die Behauptung. O

Definition 2.32. Sei U C K/ offen (wobei K € {R,C}) und f, f,: U — KF Funktionen fiir alle
n € N. Man sagt, dass f, — f fiir n — oo kompakt konvergiert (oder ,,gleichmdflig auf kompakten
Mengen®), wenn fiir jede kompakte Menge K C U gilt:

sup |f(z) = fu(2)ly = 0 (n = 00).
zeK

Bemerkung 2.33. (a) Sei f, — f (kompakt) und f,, stetig fiir jedes n € N. Nach Analysis 2
ist dann f stetig auf K fiir jedes kompakte K, z.B. K = B(x,r) C U. Alsoist f € C(U,K").
Im Reellen folgt aber selbst aus f,, € C™ nicht, dass f € C'. Gegenbeispiel aus Analysis 2:

fn(@) = /25 + 22 fiir ¥ € (—1,1). Hier ist f, € C>((—1,1)) fiir allen € N und f,, — f
(n — o0) gleichméfig auf (—1,1) mit f(z) = |z|. Aber f ist bei 0 nicht differenzierbar.

(b) Die Partialsummen einer Potenzreihe f(z) = > 2 an(z — 20)" mit Konvergenzradius
p konvergieren kompakt auf B(zp,p) gegen f. Im Allgemeinen haben wir aber keine
gleichméfige Konvergenz auf B(zg, p).

Beweis. Sei K C B(zp, p) kompakt. Nach Satz vom Maximum existiert ein z; € K mit
— = —zl=r<p,
|20 — 21 rznef%]zo zl=1r<p
da z; € K C B(20, p). Also gilt K C B(z,7) C B(z0,p). Ferner:

max |ay||z — 20|" < lap|™" =: b, (Vn €N),

z€B(zo,r)
T n I e _r
nhm Vb, = Tnhm Vian| = p < 1.

Nach dem Wurzelkriterium gilt dann )7 (b, < 0o. Satz 1.13 (WeierstraR) aus Analysis 2
impliziert, dass die Potenzreihe gleichmiRig und absolut auf B(zg,7) konvergiert, und
somit auf K. O

Theorem 2.34 (Konvergenzsatz von Weierstrak). Seien f, € H(D) firn € N und f,, — f
(kompakt) fir ein f € C(D,C) (n — o0). Dann gilt f € H(D) und f,(f) konvergiert kompakt
gegen fU) fiir n — co und jedes j € N.

Beweis. Sei A C D ein abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt f,, — f (gleichméfig) auf 0A C D
(n — 00). Damit:

O@BZdeZ g@{fdz(n%oo) = 8Zfdz:0.

Nach Morera (Kor. gilt dann f € H(D).
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Sei r > 0, zo € D mit B(z,2r) C D. Sei z € B(zg,7). Dann gilt B(z,r) C B(zp,2r). Da
f— fn € H(D), folgt mit (2.7), dass

. . 1
max |f0(z) = fP(z)] < max  max L f(w) - fulw))
z€B(z0,r) 2€B(zo,r) lw—z|=r rJ
J!
< 07 e, [ (w) = fa(w)]
— 0 (n — o0) nach Voraussetzung, (%)

also féj) — fU) auf B(zg,r) (n — 00, j € N).

Sei K C D kompakt. Dann gibt es fiir jedes zg € K ein r(z9) > 0 mit B(zo,2r(20)) C D, da D
offen. Klar:

K < [ B(z0,7(0))-
z0EK

Da K kompakt ist, existieren endlich viele z1,. .., 2, € K und rq,..., 7, > 0 mit B(z,2r,) € D
(k=1,...,m) und K C B(z1,71) U -+ U B(2m,Tm)- angewandt auf B(zy,r)) liefert die
Behauptung. O

2.3 Weitere Hauptsatze iiber holomorphe Funktionen

Theorem 2.35 (Identitéitssatz). Sei D C C ein Gebiet und f € H(D). Dann sind dquivalent:
(a) f=0 auf D.
(b) Es gibt ein zo € D mit f™ (z) = 0 fiir alle m € N.

(¢) N ={z € D | f(z) = 0} hat einen Hdiufungspunkt zo € N, d.h. es gibt eine Folge
zn € D\ {20} (n € N) mit z,, — zo und z, € N.

Somit sind zwei Funktionen g,h € H(D) schon gleich, sobald g(z,) = h(zyn) auf einer Folge
Zn = 20 Mit zp, 20 € D und z, # 2o (n € N) oder sobald fiir ein zo € D gilt: g(m)(zo) = h(m)(zo)
fiir alle m € Ng. Insbesondere sind die Koeffizienten einer Potenzreihe eindeutig bestimmit.

Bemerkung. Der Satz ist falsch, wenn D nicht zusammenhéngend ist.

Beweis. Die letzte Behauptung folgt mit f = g — h aus ,,(c)=(a)" bzw. ,(b)=-(a)".
a) = c): klar.
c) = b): Selen zp,20 € D, z, # 20, f(zn) = 0 (Vn € N), 2z, = 29 (n — 00). Dann ist
f(Z[)) =0.
ANNAHME: Es gibt ein m € N mit f(z0) = f/(20) = --- = f™ D (2) = 0 und ™ (2) # 0.
Theorem liefert ein r > 0 mit

~—

k)
f(z) = Z ! k(!ZO) (2 — 20)" (Vz € B(z,7) C D),
k=m
wobei a,, # 0. Damit:

9(z) == (z—20)""f(2) = Z ap(z — 20)F™ =hom Zaler(Z —20)! (2 € B(zo,7)).
1=0

k=m
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2 Der Integralsatz von Cauchy

Also ist g € H(B(zp,7)) und g(z0) = am # 0. Aber ¢g(z,) = (2, — 20) "™ f(20) = 0, wobei
Zn # 20, Zn, 20 € B(20,7) und z, — 29 (n — 00). WIDERSPRUCH zu c¢). = b) gilt.

b) = a): Sei Dy := {z € D| f(™(z) = 0 Vm € Ny}. Nach Vorraussetzung ist Dy # @.
D1 offen in D: Sei z € D;. Nach Theorem hat f auf einer Kugel B(z,r) eine

Potenzreihendarstellung mit Koeffizienten

QI

n!

=0 (Vn S No),

wegen z € Di. Daraus folgt f =0 auf B(z,r), also B(z,r) C Dy, also ist Dy offen.

Dy := {D\ D1} offen: Sei w € Dy. Dann gibt es | € Ng mit f)(w) # 0. Nach TheoremM
ist £ stetig. Also gibt es ein r; > 0 mit B(w,r;) € D und f®(z) # 0 fiir alle z € B(w, r1).
Also gilt B(w,r1) C Do, folglich ist Dy offen.

ANNAHME: Do # &. Dann ist D = Dy U Do, Dy, D5 offen, nichtleer. WIDERSPRUCH zu D
zusammenhangend.
:>D2:®:>D1:D:>(a). ]

Bemerkung. Bei (¢) muss zg € D vorrausgesetzt werden, Beispiel:
o1
f(z) =sin—, zeD=C\{0}.
z

Dann ist f(-X) = 0 fiir alle n € N und

1
— — 0, n— oo,
nmw

aber f # 0.

Korollar 2.36 (Nullstellensatz). Seien D C C ein Gebiet, f € H(D), f # 0 und f(z0) = 0
fir ein zg € D. Dann gibt es m € N und r > 0 mit B(zo,r) C D, sowie eine Funktion
g € H(B(z0,1)), sodass

flz0) = f(z0) = -+ = f'" D(z0), f(20) #0, g(z0) # 0

und f(z) = (z—20)"g(2) fir alle z € B(zg,7). (Dabei heifft m € N die Ordnung oder Vielfachheit
der Nullstelle zo von f.)

Beweis. Die Behauptung iiber die Ableitung folgt aus Theorem Die Existenz von g folgt
aus dem Beweis von Theorem +(¢) = (b)“. O

Bemerkung. Im reellen miissen so ein m € N und ein g nicht existieren, Beispiel:
fl@)=l|z|?, zeR.
Hier ist f € CY(R) mit £(0) = f/(0) = 0, aber f ¢ C? und

o0, k>2,

, (= 00).
0, k=01,

2| " f(z) — {

13

Hier ist ,m =

W
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Korollar 2.37. Seien D C C ein Gebiet, f € H(D), f nicht konstant und ¢ € R. Dann ist
die Menge N. = {z € D: f(z) = ¢} diskret, d.h.: Fir alle z € N, gibt es ein r(z) > 0, sodass
B(z,r(2)) N Ne = {z}.

Beweis. Wenn N, nicht diskret ist, dann existiert ein zg € D mit f(z0) = ¢ und z, € D\ {20}
mit f(z,) = ¢ und 2z, — 2o (n — 00). Dann liefert Theorem [2.35|,,(c) = (a)“ fir h = f — ¢
die Behauptung, da f nicht konstant ist, also h # 0 ist. O

Korollar 2.38 (Holomorphe Fortsetzung).
Beispiel 2.39.
Lemma 2.40.

Theorem 2.41 (Gebietstreue).

Beweis. Sei U C D offen, 29 € U fest, aber beliebig. Nach Korollar (mit ¢ = f(20)“)
existiert ein > 0 mit f(z) # f(zo) fiir alle z € B(zp,r) =: B C U mit z # z9. Da 0B kompakt,
folgt

.
35 min [f(z) = f(20)] =: 6 > 0.
Sei nun w € B(f(20),0) beliebig, aber fest. Dann ist zu zeigen: w € f(U). Dies ist genau dann

der Fall, wenn
dz€U: f(z1) =2.

Fiir z € 0B gilt:
1f(2) —w| = [f(2) = f(20)| = [f(20) —w[ =26 -6 =

. Wl > 8
= min [f(z) —w| >0

Lemma [2.40| fiir g := f — w liefert z; € B(zp,r) C U mit g(21) = 0 <= f(z1) = w. Also
ist f(U) offen. Wenn U zusammenhéngend ist, dann ist f(U) nach Theorem 1.68 (Ana 2)
zusammenhangend. O

Bemerkung. Seien X, Y normierte Vektorrdume und D C X. Eine Abbildung f: D — Y
heiftt offen, wenn fiir jede in D offene Teilmenge U C D die Bildmenge f(U) in Y offen ist.

Theorem zeigt also die Offenheit aller nichtkonstanten, holomorphen Funktionen auf einem
Gebiet D C C.

Theorem 2.42 (Maximumsprinzip). Seien D C C ein Gebiet und f € H(D) nicht konstant.
(a) Dann hat die Funktion z — |f(2)| kein lokales Mazimum auf D.

(b) Wenn ferner f € C(D,C) und D beschrinkt ist, dann gilt:
max | f(z)| = max [ f(z)
zeD

z€0D

Beweis. (a) ANNAHME: dz9 € D, r > 0 mit |f(2)| < |f(z0)| (Vz € B(z0,7) C D).

Wahle w, € C mit |w,| > |f(20)| mit w, — f(20) (n — o00). Nach Theorem ist
f(B(z0,7)) offen, also
36 >0: B(f(20),9) € f(B(z0,7))- (%)

Wihle N € N mit wy, € B(f(20),6). Dann folgt mit (x):

dz € B(zp,r) mit f(z) =w, = |f(2)] =|wn| >|f(20)] WIDERSPRUCH
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(b) Nach Vorraussetzung gibt es z; € D mit

|f(z1)] = max | f(z)].

zeD

Nach gilt z; € 9D. O
Bemerkung. Theorem ist im allgemeinen falsch fiir unbeschriankte Gebiete. Beispiel:

D={zeC: — g <Imz < g}, f(z) = exp(exp(z)).

Dann ist f € H(C) und fiir z € R gilt x 15 € 9D,

’f(mj:i;T)' = }exp(emﬁ)’ =1.
=i

Aber exp(exp(z)) ist unbeschrénkt!

Beispiel 2.43 (Potenzreihenentwicklung fiir gewohnliche Differentialgleichungen). (allgemeines

in Walter: Gewdhnliche DGL) Wir haben Losungen von
u'(x) + b(z)u (z) + a(x)u(z) =0, xz€R (%)
u(0) = up, w(0) =uy.

Frage: Hat u eine Potenzreihe? Einfache Antwort mittels Holomorphie!

Voraussetzung: Sei D C C ein Gebiet mit 0 € D, a, b€ H(D) und R > 0 mit B(0, R) C D.
Setze
M := b .
maxe(ja(2)] . 6]} (+4)

Seien ug, up € C gegeben, 16se:

u’(z) + b(2)u'(2) + a(z)u(z) =0, z¢€ D, (29)
2.
u(0) = up, u'(0) =wuy. 9
Sei f € H(B(0,R)), r < R. Setze
z
/ f(w) dw = / flw) dw, |z] <.
0
DZ
Dann
z+h z z+h
3= [waw= ww o o [raw- [rae) = [rae < s
dz Jo WA=t h v bl B Y el Bew. TV
(h#0, |z+h|<r) 0 0 P von

Damit und mit Satz folgt:
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Mit v =« definiere

(T(u, v)>(z) - <u0+ /O “o(w) dw, uy — /0 (au + b) dw)

fiir r < min{R, 1, 55}, 2 € B(0,7), (u,v) € H(B(0,R))>N C(B(0,R))* =: E.
Setze ¢ = min{r,2m} < 1. Dann: T'(u,v) € E und E ist ein Vektorraum mit Norm

I, 0)lloo = max{ju(z)l, [o(z)[}

Beh.: (E,| -|) ist vollstandig.

Beweis. Sei (un,vy) eine Cauchyfolge in E. = (uy), (v,) sind Cauchyfolgen in C(B(0,7))
beztiglich der Supremumsnorm. Dies ist ein Banachraum (Ana 2).

= Ju,v € C(B(0,7)) mit u, — u, v, — v gleichmiiRig auf B(0,r).
Aus Theorem folgt: u,v € H(B(0,7)). Beachte:

| (tn, vp) — (4, 0)||loo —> 0, 1 — 00. O
Seien (u,v), (u,?) € E. Dann:

17, v) = T 9)|oo = maX{‘/ w)) dw'

|z|<r

/0 <a(w)(u(w) — u(w)) + b(w)(v(w) — ﬁ(w))> dw”

&=
S x| {|<Z| [o(w) = a(w)], [2|(M Ju(w) = a(w)| + Mfo(w) = o(w))}

< rmax{r,2M} ||(u, 1) — (v,7)]|co
—_—
=q<1
Banachscher Fixpunktsatz: 3! (u,v) = T'(u,v) = w 16st (2.9 auf B(0,r).
Aus Theorem folgt 3¢, € C, n € Ny mit

u(z) =Y 02 gz, Yz e B(0,r) (2.10)
co = ug, €1 =uj. .
Ein Beispiel zur Berechnung von ¢,: Hermitesche DGL:
Gegeben: A € R, ug, u; € R.
u'(z) = 220/ (z) + Au(z) =0 (211)
u(0) = ug, u'(0) =wuy.

Hier ist a(z) = A, b(z) = —2z (z € C). Dann folgt nach Satz

o0
f2zu = -2z Z nep 2t Z —2ncp) 2",
Z n(n —1)e,z" 2 " Z(k +2)(k + 1)cpyazt
n=2 k=0
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2 Der Integralsatz von Cauchy

fiir ein z € B(0,7), r aus (2.10). Dann folgt aus

Z[(n + 1)(n + 2)cpt2 — 2ney, + /\cn] 2"=0, co=ug, c1=ui.
n=0
@ (n+1)(n+2)cpt2 — 2nep, + Ae, =0, n € N, s eyag = 2n — A .
co = Uy, C€1=ui. (n+1)(n+2)
e L2k —2) = N)(2(k—4) = N) -+ (=N)co, k gerade,
H2(k—=2) =) (2= Na), k ungerade.
Zwei linear unabhéngige Losungen erhélt man durch:
1) cg =up =1, ¢ = up = 0; Losung:
A 4— A 8=XN4 -2
via(r)=1- ax2 T o Tlﬁ —...
2) ¢9 =0, ¢; = 1; Losung:
2—A 6—XN)(2—A
vor(z) =2+ a1 z® + ( ;)(' )a:5+
Wenn A = 2m, m € Ngy: Abbruch der Rekusion wenn
Fall 1: m gerade, ug =1, u; =0,
Fall 2: m ungerade, ug =0, u; = 1.
A=0,m=0: y(z)=1
A=2,m=1: ui(z) ==
A=4,m=2: us(z) =1— 22>
2
A=6,m= U3($):$—§1‘3
Diese Losungen erfiillen
/ e’ lun (2)* dz < oo (+)
R

Man kann zeigen, dass alle anderen Lésungen von verletzen.
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3 Isolierte Singularitaten

3.1 Klassifikation und Laurentreihe

Definition 3.1.
Beispiel 3.2.
Theorem 3.3.

Beispiel 3.4.

Theorem 3.5.
Bemerkung. (a) Man kann in Theorem auf die Voraussetzung des Zusammenhangs
verzichten.
(b) todo

Zusatz zu Theorem Wenn f: D — f(D) biholomorph, dann gilt nach Satz

"(z z *1,w:¥ w .
fllz)#£0 (Ve D),  (f7)(w) () (we f(D))

Seien a, € C (n € Z) und zg € C gegeben. Wir sagen, dass die Laurentreihe

o0

Z an(z — 20)"

n=—oo

fiir ein z € C konvergiert, wenn ihr reguldrer Anteil

oo
Z an(z — 20)"
n=0

und ihr singuldrer Anteil

o0
Z a_n(z—20)""
n=1

konvergiert. Die Laurentreihe ist dann die Summe der beiden Anteile. Entsprechend definiert
man absolute beziechungsweise gleichméfige Konvergenz auf Kompakta.

Theorem 3.6 (Laurent). Seien f € H(D), zo € C, R > 0 mit Dy = B(z9, R) \ {20} C D. Fir
p € (0,R), setze K, = 0B(2g, p) und

1 f(w)

= — ———d e .
" 3w S, w gy w, n (3.1)
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3 Isolierte Singularitdten

Dann gilt:

o0

f(z) =Y an(z—20)" fiir = € Dy (3.2)

n=—oo

mit absoluter und gleichmdfiiger Konvergenz auf Kompakta in Dy. Die Koeffizienten a,, sind
dabei eindeutig bestimmdt, insbesondere sind sie unabhdngig von p.

Beweis. 1) Existenz: Sei K C Dy kompakt. Dann existieren

52

0<s<s+d<r—0<r<Rmits+d<|z—2)|<r—-9¢, VzeK
(vgl. den Beweis von Theorem [2.25)). Wihle ein z € K. Setze
0 =arg(z — 20), S, ={z0+te¥, s<t<r}
fiir ¢ € R und
=K,\K!, o=s,r

Setze weiter

Beachte: Es gilt: n(I'1, 2) = 1, n(T'2, 2) = 0, sowie
Iy € Dyi=Do\ Spyr, T2 S Doi=Do\ Sp_z

und D7 und Ds sind sternformig.

Die ((CIF]) auf Dy beziehungsweise Dy liefert:

7S P Sy B ) R Sy () Q%/ f_z L )

27 Jp, w— 2 27 Jp, w — 2 21 g, w— 2

=0 =:fi(z =:f2(z)

Der obige Ausdruck fiir f; (beziehungsweise fiir fa) ist fiir alle z € B(zp, ) (beziehungsweise
z € C\ B(zp, s)) definiert und nach Satz dort holomorph.



3.1 Klassifikation und Laurentreihe

Nach Theorem existieren a, € C (n € Np) mit

_y WL f(w)
fl(Z) = nz_oan(z - ZO) ,  Qp = 277“ . (’LU—W dw, (n S No). (—I—)

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméfig fiir z mit |z — 29| < r — §. Fur |z — 29| >
s+ d und |w — zo| < s gilt:

lw — 2] s
=: 1.
|z — 20| — s+ <
Somit:
1 1 1 S _ k
fQ(Z) =+-— (w) w—2z dw qél / f(w) Z (w zO)k dw
M Jwe, 220l =S5y 2mi KSZ—ZOkZO(z—ZO)
Satz ©©
27 1 f(w) k-1
— - 7d _
22% Qﬂﬁt/;s(vj—-zo)‘k w(z = 20) (++)

=:an

mit n = —k —1 € {—1,-2,...}. Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméfig fiir z
mit |z — zg| > s+ J. Damit konvergieren auch und (4+) absolut und gleichméfig auf
K. Somit ist die Existenz einer Laurentreihe gezeigt.

FEindeutigkeit und (3.1)): Seien p € (0, R) und b, € C (n € Z) mit

f(z) = Z bn(z — z0)" fiir z € Dy

n=—oo

mit absoluter und gleichméfiger Konvergenz auf K, (z.B. b, = a,, aus mit 0 < s <
p <r < R).Sei m € Z. Dann:

Satz

I (U~ L |t SN
i K, (w _ Zo)n—H . , ’

n=—oo

wobei nach Beispiel [2.6] gilt:

1
— (w— 20)" ™ dw = {

2mi Kp

0, n—m-—1%#-—1,

1, n—m—1=-1.

Speziell kann man also in die Radien s, r fiir a,, durch jedes p € (s,r) ersetzen. Da
in s beliebig nahe an o und r beliebig nahe an R gewéhlt werden kann, folgt ((3.1)
fiir jedes p € (0, R). Schlieflich liefert auch die FEindeutigkeit der Koeffizienten in

B2 O

Korollar 3.7. Seien f € H(D), zp € C, R > 0 mit Dy = B(z0,R) \ {20} € D und a,, die
Koeffizienten der Laurentreihe (n € 7). Dann:

(a)
(b)
(¢)

zo hebbar <= a, =0, Vn < 0.
zp ist Pol m-ter Ordnung < a, =0, Vn < —m und a—_,, # 0 fiir ein m € N.

2o ist wesentlich <= 3In; — —oo mit a,, # 0 (Vj € N).
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3 Isolierte Singularitdten

Beweis.  ¢) folgt per Negation aus a) und b).

a) und b): Bezeichne (nur hier) eine hebbare Singularitét als ,,Pol o-ter Ordnung” (setze dann
= 0). Nach Definition (m = 0) beziehungsweise nach Theorem (3.3 (m > 0) ist 2o genau
dann ein Pol m-ter Ordnung von f, wenn

9(2) = (2 = 20)" f(2)

bei zp holomorph fortgesetzt werden kann, wobei g(zg) # 0, wenn m > 0. Nach Theo-
rem ist dies genau dann der Fall, wenn g auf einem Kreis B(zp,7), r < R, eine
Potenzreihe mit Koeffizienten b,, n € Ny, besitzt, wobei by # 0 falls m > 0. Also genau
dann, wenn

z) = Z b(z — 20)*~™ fiir alle z € B(z0,7) \ {20}
k=0
Dies ist eine Laurentreihe mit Koeffizienten a_,, = by # 0, wenn m > 0.

Also liefert die Eindeutigkeit in Theorem die Behautungen a) und b). O

11\ =) 1
Beispiel 3.8. (a) er = Z — <> S Z ( )'z”, (z #0), also ist z = 0 wesentlich.
—n)!

k=0 n=—00
o (g D (1) k-3 (~1)
b) 2 %(cos(z) — 1) = 276 ( 2k 1| = 2k—6 J 2
(b) 2 5(cos(z) — 1) (kEZZO @) kizj @ gj T
et 1 2
2 41 6! 8!
sing. Teil reg. Teil

fir (z #0). Also ist 0 Pol mit m = 4.
(c) Seiz € B(0,3%)\ {0}. Dann:

I1+z 1+2z 1 1\ — [
= = == 1 - nzi 2”‘
/) z— 22 z 1—=z2 ( +Z>Zz z+¥Z

Also ist 0 Pol 1. Ordnung.

3.2 Der Residuensatz und reelle Integrale

Definition 3.9. Sei z eine isolierte Singularitit von f € H(D). Der Koeffizient a_; der
Laurentreihe von f bei zp heifft Residuum Res (f, zp) von f bei zp. Es gilt also

Res(f,20) 2 - [ f(w)
OB(zo,r)

(wobei B(zo,7) \ {20} C D).

Bemerkung. f — Res(f,zp) ist linear auf H(D).
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3.2 Der Residuensatz und reelle Integrale

Theorem 3.10 (Residuensatz). Sei U C C sternformig, A = {z1,...,21} CU, D = A\ U,
f € H(D) und T C D eine geschlossene Kurve. Dann gilt

l
/Ff(z) dz = QwiZn(F, zj)Res (f, z;). (3.3)
j=1

Bemerkung. Wenn alle z; hebbar sind, dann ist Res (f, z;) = 0 fiir alle j = 1,...,1 und somit
hat f eine Fortsetzung in H(U). Also ist der Cauchy-Integralsatz ein Spezialfall von (3.3]).

Beweis. Sei rj > 0 mit D; := B(zj,7j) \ {#;} C D fiir j =1,...,1. Sei weiter
2) =Y an(z)(z—2)" (Vz€D) (*)
n=1

der singuldre Anteil der Laurentreihe von f bei z; mit Koeffizienten a_,(2;) fiir j = 1,...,L
Nach dem Beweis von Theorem [3.6{ kann man g; holomorph auf H(C\ {z;}) fortsetzen (siche fo
im dortigen Beweis fiir beliebig kleine s > 0). Wir bezeichnen diese Fortsetzung auch mit g;.
Setze ho = f — g1 — -+ — gy auf D. Da f — g; nach eine Potenzreihe auf D; ist, hat f — g;
eine holomorphe Fortsetzung in z; und damit hat hy eine holomorphe Fortsetzung h € H(U).

Mit Theorem (Integralsatz) folgt [h dz =0 (da U sternformig). Da alle Funktionen auf I
stetig sind, folgt

/fdz_z/ 1. BED z( ) /dz ) /@)) .

=27i-n(T,z;) =0 (Bsp.

Lemma 3.11. Sei zg ein Pol m-ter Ordnung von f € H(D) (m € N) und g die holomorphe
Fortsetzung der Funktion z — (z — 20)" f(2) auf eine Kugel B(zp,7) C D (vgl. Theorem 77).
Dann gilt

1 _ ) 1 m—
Res (f,20) = mg(m V(z0) = Jim mg( (z).
Speziell fiirm = 1:

Res (f,20) = zlimo (z — 20) f(2).

Insbesondere gilt Res (f, z0) = h(20), wenn f(z) = fur ein h € H(B(zo,7)) mit B(zp,7) C D.
Somit ist - ein Speziallfall von (3.3) fir solche f und [ = 1.

Beweis. Nach Theorem gibt es ein r > 0 mit Dy = B(z0,7) \ {20} C D, h € H(B(z0,7))
und a_1,...,0_ym € C mit a_,, # 0 und
a_

f(Z):m-l-'”—i—Z_zo

+ h(z), zé€ Dy.

Daraus erhiilt man g(2) = a_p, + -+ (2 — 20)™ ta_1 + (2 — 20)™h(2), 2 € Dy, und weiter
g V() =0+a_1(m—1)! + (z — 20)p(2) fiir ein ¢ € H(B(z0,7)).

— lim g™ V(2) = (m —1la_;.
Z—r20

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Sei nun f wie in der letzten Behauptung. Wenn h(zg) # 0,
dann ist 2z ein Pol erster Ordnung von f(z) = %. Mit der ersten Behauptung mit m = 1 folgt
Res (f, z0) = h(zp). Falls h(zp) = 0, dann hat h eine Nullstelle n-ter Ordnung (n € N) bei 2o,

also ist zg eine hebbare Singularitdt von f und damit Res (f, z0) = 0 = h(zo). O
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3 Isolierte Singularitdten

Beispiel 3.12. (a) Sei U offen, z1,22 € U, 21 # 22, g € H(U). Betrachte f(z) = 9(2)

(z—21)(2—22)?
fir z € D = U \ {#1,2}. Es sei g(z;) # 0 (j = 1,2). Dann existiert der Grenzwert
lim, ., (z — 2;)? f(2) # 0, also ist z; ein Pol j-ter Ordnung (j = 1,2). Mit Lemma
folgt:

- o 9 g(=)
= lim (2= 21)f(2) = lim (z—2)% (21— 22)? 70

Res (f7 22) = lim ((i(z_ 22)2]”(2)> — lim i g(z)

Res (f’ Zl)

229 =z dz 2z — 1

= lim (g/(z) __9() >: g'(2)  g(z)

T zhm\z—21 (2—21)? 20— 21 (29— 21)%

(b) Sei f(z) = (cot 2)? = % fir z € B(0,7)\ {0} =: D. Wie in Bsp. sieht man: 0 ist Pol

£ )200522 — 1, 2z = 0. Setze g(z) = 22 cot? z fiir

sin z

zweiter Ordnung, denn 22 cot? z = (
z € D. Mit Lemma folgt:

d 2
Res (cot?,0) = lim —g(2) = lim (22 COS2 ® 4 22% cot 2 cot! z)

z—0 dz z—0 sin” z

(Beachte: cot’ = —L3)

. z sinzcosz — z
=lim [ 2—— cos z —5
z—0 \ sinz sin® z
| g

—2
2 1
o z° 5sin2z—z
N 232% sin® z 22 ’
——
—1 =:Q
Weiter ist
L1 (=D 2 — (="
=—|= T (9x)2nHl -9 T (9,)2n-1
=2 (27;)(271—1)!('2) : 7120(2n+1)!(z)

eine Potenzreihe um 0 mit dem Wert 0 an der Stelle 0. Damit folgt hII(l)Q = 0 und
zZ—
Res (c0t2, 0) =0.

Reelle Integrale

Beispiel 3.13. Sei a > 1. Dann ist

J-—/ﬂ dx B 27
) a+cosr  aZ—1

Beweis.
J () /7r - dx = 2/Tr ' ie”i 5 dz
ra+5 (@@ +e ) 1) 2gelr + (elr)” 41

et 2 / dz Ar / = 1
= — _— = — _— VA
1 Jop 22+2az+1 27 Jogpz—21

56



3.2 Der Residuensatz und reelle Integrale

wobei 212 = —at Va2 —1€R, z; € (—1,1), 22 < —1. Damit und mit (CIF) folgt

1 2
J = dn == O
Z1 — 22 a? —1
. . itz 1 e
Beispiel 3.14. Seit € R. Dann J = [ e dr = me™ "
R 1 + 272

Beweis. Seit > 0 (falls t < 0: substituiere y = —x, setze s = —t > 0 in J). Das Integral existiert,
da

eit;t _ 1
1+22| 1422
was integrierbar ist. Setze f(z) = % Dann ist f € H(C\ {#£i}) und =i sind einfache Pole.
Es gilt
,
J = hm/ f(z) dz = lim (/ fdz—/ fdz).
r—oo J_,. r—00 T, K,
—_—— —
=:J1 =:J9
Ly =[-rr]+ K, Ky:iz=rd? 0<0<nmr>1
i2¢
Es gilt J1 o fad 2miRes (f, 1) Lem Bl o tim (z—1)f(z) = 2mi S et
z—i 1+1
izt tReiz r(i cosizeisin 0)
und  |Jo| < 7rmax |———| < 77 max — =
2€K, |1+ 22 2€Kr |27 — 1
—trsin @
ﬂrmaxe il —0, r—oo. O

<
0<o<r 12 —1 — r2 -1

Beispiel 3.15.

Beweis. Existenz: fur

]:U|21::L’2+:174§2—|—2x4 =

<
1+ = 1422’
was integrierbar ist.

Setze

Dabei hat h(z) = 1 4 2* die 4 Nullstellen
wp =e'ie*3 k=0,1,2,3.

Dann ist f holomorph auf

1
D={z€C: Imz > ~3 z # wy,wa}.

o7



3 Isolierte Singularitdten

Weiterhin gilt nach Ubungsaufgabe 22b (da g(wy) # 0, b/ (wg) # 0):

g(wr) _ wi 1
R s = = = — .
es (f,wy) B (wy) 4wii deid
Genauso: Res (f,wa) = : }% e'2. Damit gilt:
€
V2 V2
R =— R =
€8 (f?wl) 4(1+1)7 €S (f7w2) 4(1_ 1)
Firr>1:
. K,: z=rel,
w2
0<t<n
! i
—r -1

Setze I'y = [—r,r] + K,. Damit:

r ZC2 22 2’2
d de= | — dz=
/_r1+:z:4 m+/KT1+z4 * /prl—i-z‘l 5

im (11
V2 \i+1 i-1

[
FT1+Z4

ili—l—i-i—i-l_ T

4. B0 27i(Res (f,w1) + Res (f, w2))

V2 -1 Y2
Ferner: )
2 3
/ f dz| < mr max i 7| < 7rmax ’j‘ 7%—%)
K, €K, |1+ 2 lzl=r |2|" =1~ 7
flir 7 — oco. Damit folgt die Behauptung. O
Beispiel. Fiir t € R gilt:
R .- T, te (_L 1)7
lim SBT ite g — 5, t==1,
R—oco J_p @
0, [t|>1.
Beweis. Sei t € R fest. Die Funktion
sinzeitz 5 C\ {0
fo) =1 " \ {0}
1, z=0.

ist ganz.

Betrachte Sk = [~ R, —1] 4+ {e!’: — 7 <0 <0} +[1, R] (fiir R > 1). Der Cauchy-Integralsatz

(Theorem liefert mit D = C:
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3.2 Der Residuensatz und reelle Integrale

Setze: no
I(R) = / Mt gy — [(R)= [ fdz
-R T Sk
Setze ferner
1 elSZ
= — R.
or(s) o /SR . dz, s € (+)

Mit sinz = % (el* — e7%) folgt I(R) = pgr(t+ 1) — pr(t — 1). Sei

Kf={Re?:0<0<n}, Kp={Re: —7<0<0},
It =Sr+ K}, Tp=Sr+(—Kg).

Die (CIF]) mit D = C liefert:

. 1 eisz
_ isO _ —
m=met = o F;z—OdZ’ ()
1 elSZ
0= o /F_ . dz, dan(I'z,0)=0 (xx)
. : i0
) 1 elsz 1 0 ) eelsRe 1 0 ) 0
= pgr(s) = 21/}( . dz = 5/ Rie T do = 2] exp(isRe') d6, (++)
" 1 isz 1 /™ )
vr(s) = m— / C d=m- / exp(ise'?) do (+++)
2i Kt % 2 0 —
f —:a(R)
-1 Jo 1
~R \/ s, B
1 _K;E

Beachte: |a(R)| = exp(sR - Re (icosf 4 i?sinh)) = e sFsinfd,
Falls s-sin6 > 0, ist |a(R)| < 1 und es gilt a(R) — 0 fiir alle R > 1 mit R — .

Majorisierte Konvergenz folgt aus (+-+)), da ¢r(s) — 0 (R — o0), wenn s < 0 und aus (++1),
also ppr(s) — m, wenn s > 0. Mit folgt

er(0) =3, (VR>1).

Setze in s=t+1, bzw. s =t — 1. Dann:

~

Tn—nm=0, t>1,
mE=% t=1,
lim [(R)=<7—0=m, —-1<t<]l,
R—o0 x -
7 - 0=3 t=-1
0-0=0, t< -1,
wie gewiinscht. O
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3 Isolierte Singularitdten
3.3 Das Argumentprinzip

Fir f € H(D) sei N(f) die Menge der Nullstellen von f in D und m(z) = my(z) die Vielfachheit
von z € N(f). Ziel: Bestimme N (f) und m(z) mit einem Kurvenintegral.

Theorem 3.16 (Argumentprinzip). Sei D C C ein sternformiges Gebiet, f € H(D) und T' C D
geschlossene Kurve mit T N N(f) = @. Dann:

Z m(z;)n(l, z;) = 217”/1“ ?’((j)) dz = n(L'f,0), (3-4)
z;EN(f)

wobei I'y die Parametrisierung f o~ hat und v die Parametrisierung von I' ist. Die Summe in

(3-4) hat nur endlich viele Summanden, die nicht o sind.

Beweis. Zur letzten Behauptung: Sei z ¢ D. Dann ist
1

w—z

w —

auf D holomorph und somit nach Theorem

n(T, z) ! /F ! dw =0, (%)

27 w—z

da D sternformig ist.

ANNAHME: Es gibt z,, € N(f) mit z,, # 2z, und n(T, z,,) # 0 fur allen # m in N. Dan(T, z,) =0
in unbeschréinkten Zusammenhangskomponenten von C\I' (nach Satz[2.16)), ist (z,) beschréinkt.
Also gibt es Teilfolgen 2z,;, — z(j — o0).

Da f #0 (da N(f) NI' = @), liefert der Nullstellensatz (Korollar [2.36)), dass
z € 0D n(l,z) =0,

aber
n(l',z) = lim n(I',z,) #0 WIDERSPRUCH .
N OO .

€z\{0}

Sei zp € N(f) und m = m(z). Nach Korollar existieren r > 0 und g € H(B(zp,r)), mit
B(zp,7) € D, g(2) # 0 und

f(z) = (2= 20)"g(z) (Vz € B(z0,7))-
Damit:
f'(z) = m(z — 20)""g(2) + (2 — 20)"d' ()

— = + ) (Vz € B(zo,1)).

Da % holomorph auf B(zg, r) ist, folgt
f )
Res| =, 20 | =m.
(3
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3.3 Das Argumentprinzip
Theorem liefert also die erste Gleichung. Weiter:

I A Y L i CT00) JYYR VRS S AN SR PRRNY
27ri/r f = o a f(y(t))v(t) U= o . (For)®) (for)(t)dt
i ldw:n(Ff,O). ]

- 27 r, w

Korollar 3.17 (Rouché). Sei D C C ein sternformiges Gebiet, f,g € H(D), T' C D eine
geschlossene Kurve. Es gelte zusdtzlich

1f(2) —g9(2)| < |f(2)[ +1g(2)], Vzel. (3-5)

Dann gilt:

D on(l,z)mp(z) = > n(T, wy)my (wy).

zj€N(f) wr €N (y)

Beweis. Da f, g stetig sind und I' kompakt ist, gibt es ein offenes U C D mit I' C U, so dass
(3.5) fur U gilt. Damit: f(z) # 0, g(z) # 0 fiir alle z € U und

f(2) ‘f(Z)
9(2)

) <1+

‘1— . VzeUl. (%)

ANNAHME: fgj; =:t € R_ fiir ein z € U. Dann folgt:

Q

1+)t|=1—-t<|1—t <1+t WIDERSPRUCH

f(2) f 1fg—fgd _f ¢

Also gilt: ——= € ¥, (Vz2€U) = h:=log= € HU) = K = .
9(2) ( ) g ©) Log fog
Da h' eine Stammfunktion hat, gilt
/ /
Oz/h’dz:/fdz/gdz.
r r f rg
Die Behauptung folgt dann aus ([3.4]). O

Beispiel 3.18. Fiir festes A > 1 hat die Gleichung A\ = z 4+ e™% genau eine Losung z € C,..

Beweis. Betrachte f(z) = A—z—e7%, g(z) = A=z fir z € D := C,4. Dann ist N(g) = {\},
mg(A) =1. Wahle r > Aund € € (0,A — 1). Setze I' = 0B(r,r —¢) C D. Dann A € B(r,r —¢).
Damit folgt:

)~ g = e =e R " A e <Ih— 2| = lg(2)] < I£(2)] + lg(2)] (V=€ T).

Rouché (Theorem [3.17) liefert dann

mg(Mn(@,A) =1= Y mg(z) n(l, z)
HEN() o1

und n(T, 2;) ist 1, wenn z; € B(r,r —¢), und 0 sonst. Also existiert genau eine einfache Nullstelle

von f in B(r,r —¢). Das gilt fiir alle r > A\, ¢ € (0,A —1). Mit r — oo, ¢ = 0 folgt die
Behauptung. O
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3 Isolierte Singularitdten

Beispiel 3.19. Sei D sternformig mit D C D. Weiter sei f € H(D) mit |f(2)| < 1 fiir alle
z € ID. Sei n € N. Dann gibt es genau n (eventuell mehrfach gezéahlte) Losungen von f(z) = 2"
mit z € D.

Beweis. Betrachte g(z) = f(z) — 2", h(z) = —2z" fiir z € D. Dann sind g,h € H(D). Ferner ist
N(h) = {0} und mp(0) = n. Wéhle I' = 9D. Dann gilt |g(z) — h(2)| = |f(2)| < 1 = |h(2)| <
lg(2)| + |h(2)] fiir alle z € OD. Rouché liefert dann

n= Y my(zn@D,z) = Y my(z),

z;€EN(g) z;€N(g)ND
da n(0dD, z;) = 1 fiir z; € D und 0 sonst. O
Sei p(\) = A" + a1 A" L. +q, fiir A € C und gegebene ay,...,a, € R. Frage: Haben alle
Nullstellen von p strikt negativen Realteil? (Dann heifit p stabil.) Setze a; = 0 fiir j > n, ag =1

und

ay az a5 ay

ai as a
a; as L ay) a2 G4 ag
Ay =ay, Ay = a0 , Az =lap az aq ||, Ay= 0 a as ag ||’
0 a]; as

0 apg a2 a4

und allgemein A,, die Determinante der n x n-Matrix

ayp as as e a9n—1
apg a2 ... a2p—2
0 ....... An—2  Qp

Theorem 3.20 (Routh-Hurwitz). Seien a1,...,a, € R und Aq,..., A, # 0. Genau dann haben
alle Nullstellen von p strikt negativen Realteil, wenn

A1 >0, A >0, ..., A, >0. (3.6)
(Gantmacher: Matriz Theory II, AMS, 2000, §XV.6)

Beispiel. (a) n=2:pstabil <= a; >0, ag >0
(b) n =3: pstabil <= a; >0, a3 > 0, ajaz > as

(c) n=4: pstabil <= a; >0, as >0, ajas > as, ajasas > a3ay + a%

Beweisskizze (nur ,<“). Behauptung 1: p hat keine Nullstelle auf iR. Sei N die Anzahl der
Nullstellen von p in C4 (mit Vielfachheit gezdhlt). Sei r > ro := max |A| | A € N(p), I(r) =
i[—r,r], H(r) = {reie | -5 <0< %}, L(r)=H(r)—I(r).
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I(R) H(R)
Also
n(A,I(r)) =1,

VA € N(p) NCs.
Nach Theorem gilt:

/ / ir 7
an:?/ pmdA:?/ pdA—?/ Poax,
i Jrey p(A) A Jump e D
Zqui

(%)
=:J1(T) =:J2(’r‘)
PN A" rai(n— DN 24 - da,
p(\) A+ a AP+t
XN e (- AT e
I e e
A AN g A 4
=:q(\)
Weiterhin gibt es r1 > g, © > 0 mit
A< 5 YA mit A 2
Sei r > ry. Dann:
dA A i
J1(7")=T.L/ —n/ ) )d)\:T-L/ mee g —J5(r)
U Jae) A L Jae) A i J_z rel
=:J3(r)
Dabei:

|J3] < nmwrmax PV <
A= Al

nmwur
;0.
r

= Ji(r) — nrw

r — 0.

(n — 00)
Bleibt zu zeigen:
lim Jy(r) = nm,
r—00
da dann aus N = 0 folgt.
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3 Isolierte Singularitdten

Zu Jy: Sei p(t) = p(it), t € R. Setze

Dann ist K(r) eine C'-Kurve von p(—ir) nach p(ir) (wobei r > r1). Wie im Beweis von ist

1 dw
Ta(r) = i/K( S

Nach Behauptung 1 ist p(iz) # 0 fiir alle € R, also 0 ¢ K (r), also ist das Integral wohldefiniert.

Sei nun n gerade (anderer Fall analog).

Behauptung 2: K (r) schneidet iR genau n mal, und zwar entweder vom ersten Quadranten in
den zweiten oder vom dritten in den vierten.

Seien iy; = p(iz;), (j = 1,...,n) die n Schnittstellen aus [Behauptung 2, K;(r) die Teilkurve
von K (r) von iy;_1 nach iy;, fir j = 2,...,n, K;(r) die Teilkurve von p(—ir) nach iy, Kp41(r)
von iy, nach p(ir).

Auf C\ Ry betrachte

Log(re'?) = In(r) + iy, (+)
wobei r > 0, 0 < ¢ < 27. Dann:
expLog(w) =w (we C\Ry), Logexp(z) =z (Imz € (0,2n)).

Mit Satz sieht man wie fiir log, dass

1
Log’ (w) = we C\Ry.

Da n gerade ist, gilt

n

p(Eir) = (F)?) 2 7" +cor™ '+ +a, = (—1)

|3

fiir gewisse cy € C. Fiir r — oo folgen

. . |p(ir)|
+ . + -
pEr) | (—1)%, Ip( }?")! _ M L),
e [p(=ir)] - Il
i 0, 2 d
arg(p(£ir)) = arg il nlr) 0 2 BeRdE (%)
r 7, 4 ungerade.

Also gibt es ro > 11, so dass fiir alle r > ro p(=£i) beide entweder in Cy (wenn § gerade) oder in

C_ (wenn 5 ungerade) liegen. Sei im folgenden 5 gerade.

64



3.3 Das Argumentprinzip

n=4 :
1
n K
- —ir

e " p(—ir)
K,
K3
K5 p(i’l“)

1Yo

Sei nun r so grofs, dass p(+ir) € C4. Wegen Behauptungen 1 und 2 gilt: K (r) geht von p(—ir)
nach iy, € i(0,00) durch Ci. K,11(r) geht von iy, € —i(0,00) nach p(ir) durch C;, Kj;(r)
( =2,...,n) lauft von iy;_; nach iy; entweder von i(0, 00) durch C_ nach —i(0, c0) oder von

—i(0, 00) durch C4 nach i(0, 00). Damit:
n+1 /

Es gilt: Stammfunktion von f(w) = 2+ ist

w

in C\R_: log(w) = In(w) + iarg(w) (nach (1.11))
in C\ R : Log(w) = In(w) +ip, wobei w = |w|e', [w| >0, ¢ € (0,2r) (nach (1))

— () =+ (log(iyn) ~ logp(~ir)) + 1 3 (logliyy) ~ log(iy; 1)

1=2,...,n
K;(r)CCyq
1 . . 1 . .
433 (Lon(iyy) — Log(iy ) + + (log plir) — log(iv))
1=2,...,n
Kj(r )cc_
(R ™ ) 1 . 1 s
i *hl\y1| + 5 *111 Ip(—ir)| — arg( (—ir)) + ;111 Ip(ir)| — Yln|yn| + 5
Vs ™
+ Z(iln!yj! Ty ;hl’yj—ﬂ + 2>
K;(r)CCy
1 T
+ Z ( In | JH’* €1n|yj_1\ - 2)
K;(r)cC_
" iy 1. |p(ir)]
3 ot 3l o )~ )

— nrw (n — o0).

Wegen sind wir fertig.
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3 Isolierte Singularitdten

Zum Beweis von Behauptungen 1 und 2: Sei n gerade, z € R. Es gilt:
n n—2

p(iz) = (D) 22" + a1i(i®) 7 2" '+ ao(iD)2 72" 2+ - Fiap_12 4 an
= (=12 + (=1)2 aga" 2+ ay H((=1) 2 a4+ anw).
=:f1(z)=Re (p(iz)) =:fa(z)=Im (p(iz))
Gantmacher §XV.6 (33) und §XV.3 besagt, dass aus folgt: Im euklidischen Algorithmus

fe—1 = arfr — fer1 (3 )
treten Polynome fi, k=1,...,n+ 1 mit Grad n + 1 — k, also f,4+1 # 0 ist konstant, auf.
Weiter haben die fj, fiihrende Koeffizienten ungleich o mit wechselndem Vorzeichen.  (4+)
Damit:
fe—1, fx (k=2,...,n+ 1) haben keine gemeinsamen Nullstellen, (+++)
da sonst fiy1(x0) = 0 aus folgen wiirde. Iterativ folgt dann f,,11(z9) = 0: WIDERSPRUCH
. Also haben f; und f5 keine gemeinsame Nullstelle, das heifst
p(iz) #0 VxR,
womit Behauptung 1 gezeigt ist.

Sei V/(z) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in f1(z), f2(2), ..., fat1(2) (wobei fy(2) = 0 ignoriert
wird). Dann folgt nach

Ja<p:V(z)=0 Vz<a, V(z)=n Vz>p. (x)

V' (x) kann sich nur beim Durchgang eines f; durch eine Nullstelle &ndern. Nach behalten
dabei fr_1, fr+1 ihr Vorzeichen. Falls fy(xo) = 0 fiir ein k > 2, liefern und (++-+)), dass

fr—1(z0) = frt1(zo) <O.

Wegen Stetigkeit gilt dies auch fiir  ~ xo, zum Beispiel haben f;_1(z), fi(x), fr+1(z) die
Vorzeichen +, +, — fir 2’ < xg, 4,0, — fiir 2’ = ¢, +, —, — fiir 2’ > xg, also ist V(z) = V(a/).
Das gilt auch fiir die anderen Félle, das heift V(z) &ndert sich nicht bei Nullstellen von
f2y.ooy fnt1. Wenn f; das Vorzeichen wechselt, dndert sich V' um +1 (da nach das
Vorzeichen von fo gleich bleibt). Nach muss V(x) bei z = z; um +1 ansteigen. Dazu: Fiir
x <z, x &~ xp gilt fir die Vorzeichen von fi(z), fa(x): ++, +—, —+, —— und fir x > zy,
T~y —+, ——, ++, +—. Nur bei Ubergéingen von ++ zu —+ und —— zu +— steigt V(z) an,
also konnen nur solche auftreten. Das entspricht Ubergéngen von dem 1. in den 2. Quadranten,
beziehungsweise von dem 3. in den 4. Quadranten. Damit ist Behauptung 2 gezeigt. O

Beispiel 3.21 (Grundmodell der Virendynamik, Nowak, May 2000). Sei

V(t) = Anzahl der Viren zur Zeit t > 0
Z(t) = Anzahl der gesunden Zellen zur Zeit ¢t > 0
I(t) = Anzahl der infizierten Zellen zur Zeit ¢t > 0

und es seien Konstanten A\, m, u, v, k, 7 > 0 und Anfangswerte Vj, Zy, Ip > 0 gegeben. Betrachte

V() = kI(t) — vV (1), t>0
Z'(t) = A —mZ(t) — V) Z({t), t>0
I'(t) = rV () Z(t) — pl(t), t>0

V(0) = Vo, Z(0) = Zo, 1(0) = I
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3.3 Das Argumentprinzip

Setze u = (V, Z, I), rechte Seite =: f(u). Klar: f € C'(R3,R3). Nach Picard-Lindeldf existiert
genau eine Losung. Weiter kann man zeigen, dass diese fiir alle ¢ > 0 existiert und positiv ist.
Wir suchen eine positive stationdre Losung u(t) = ug = (Vy, Zo, Ip) fiir alle t > 0, d.h. v/(¢t) =0
fiir alle t > 0, also f(ug) = 0. Dies gilt entweder fiir (V,Z,1) = (0, %, 0) (,krankheitsfrei“) oder
fiir

|3

A my

kr\
muv

> 1.

(yendemisch®) mit Reproduktionsrate R =
Frage: Gilt u(t) — wuy fiir t — oo (R > 1)?

Analysis 2: einfache Antwort: Theorem von Lyapunov: Sei R > 1, A = f/(u,). Wenn S(A) =
max {Re A | A\ Eigenwert von A} < 0, dann existieren ¢, d,e > 0, sodass fiir alle ug > 0 mit
lug — us| <6 gilt: |u(t) — us| < ce™®t (Vt > 0) (Aulbach: Gewdhnliche Differentialgleichungen,
Theorem 7.6.3 und Beweis). Hier ist

A:f'(V*,Z*,I*) = | —rZ, —m—rV. 0
TZ* T’V* —u

und das charakteristische Polynom ist

p(\) =det A\ — A) = N+ (v +m+rVi+ p) N2+ (u+v)(m+ Vi) X+ pvrV.
~ N~
=a1 =ag =ap

Da V, > 0, gilt a1 > 0, ag > 0, ajas > a3. Nach Theorem ist dann S(A) < 0. Also: wenn
g A Uy, dann u(t) — u, exponentiell. Mehr Infos: Priiss, Schnaubelt, Zacher: Mathematische
Biologie, §13.

67






4 Erganzungen

4.1 Die homotope Version des Cauchyschen Integralsatzes

Definition 4.1. Seien X ein normierter Vektorraum, D C X offen und I'p,I'y C D stetige
geschlossene Wege mit Parametrisierungen 79,y € C([a,b], X). Die Wege I'g und I'; heifsen
homotop tiber D, wenn es eine Funktion h € C([0,1] x [a, b], X) gibt, so dass

h(37t) € Da h(O,t) = 70(75)7 h(lvt) = 71(75)
und h(s,a) = h(s,b) V(s,t) €[0,1] x [a,b].

Die Funktion A heifst dann Homotopie und man schreibt

| > I’y oder vy > 1.

Falls dabei I'y = {xo}, also v1(t) = zo fiir alle ¢ € [a, ] und ein z¢ € D, so heifst I'g nullhomotop,
und man schreibt I'g ~ 0. Wenn alle geschlossenen Wege nullhomotop sind, dann heif$t D einfach

zusammenhéangend.
Beispiel 4.2. (a) Seien I'; = 0B(0, ;) mit
vi(t) =rjel, tel0,2n], j=0,1, 0<ry<r, D=C\/{0}.
Dann sind die Kreislinien I'g und I'y iber D homotop mit

h(s,t) = (sr1+ (1 — s)rg)e fiir s € [0,1], ¢ € [0,2n].

h(3,2)
(r
\JTO r

(b) Jedes sternformige Gebiet D mit Zentrum zg ist einfach zusammenhéngend. Eine geschlos-
sene Kurve I' kann dabei mittels der Homotopie

h(s,t) = (1 — $)v(t) + sxo € y(t)zg € D

auf dem konstanten Weg {z(} zusammengezogen werden.
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4 Erganzungen

D =%,
I'~0

(c) Das Gebiet D = C\ {0} ist einfach zusammenhéngend. Dabei ist der Weg I'g = 9D iiber
D weder zu I'y = {1} noch zu I'y = 0B(2,1) homotop. Es gilt aber T'y S Ts.

(d) Das Gebiet D =D\ (i(—1,0) U [—3, 5]) ist einfach zusammenhéngend, aber nicht sternfor-
mig.

Theorem 4.3 (Homotope Version des Cauchyschen Integralsatzes). Seien D C C ein Gebiet,
f € H(D) und Ty, Ty C D geschlossene Kurven mit Ty 75 I'1. Dann gilt:

f(z)dz= f(z) dz.
To I
Insbesondere gilt

f(z)dz=0
o

fur jede nullhomotope Kurve I'o C D. Wenn D einfach zusammenhdngend ist, folgt also

/Ff(z) dz=0

fiir jede geschlossene Kurve I.

Bemerkung 4.4. (a) Theorem , und Korollar gelten fiir alle nullhomotopen
Kurven I' in beliebigen Gebieten G C C.
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4.1 Die homotope Version des Cauchyschen Integralsatzes

(b) Beispiel folgt aus Theorem fiir f(z) =1, 2 € D=C\{0}. Denn

1 1 1
/dz:27r7é():/dz: /dz.
z z z

oD 1} aB(2,1)

Beweis von[4.4 Seien vp,71: [0,1] — D Parametrisierungen von I'y und I'y (OBdA a = 0 und
b=1), he C([0,1]? C) mit

h(s,t) € D, h(j,t) =~;(t), h(s,0)=h(s,1) VO<s,t<1, j=0,1

Da [0, 1]? kompakt ist, ist h([0,1]> C D kompakt und h gleichméfig stetig. Somit existiert ein
e > 0 mit B(z,¢) C D fiir alle z € h([0,1]?) und es exisitert 6 > 0 mit

}h(s,t) — h(sl,t/)‘ <e,

falls (t,s), (¢, s") € [0,1] mit
|t—t"2+‘3—3"2<52. (%)

Wihle n € N mit % < 6 und setze

|k
ij:h<j7>EDa jakzoala"',n'
n n

Beachte: zj, = h(%,l) = h(%,()) = zj0, 20k = h(O,%) = 70(%) und z,, = h(l,%) = 71(5).
Weiter setzen wir

1] [k k41
Ly = [],H]x[, + } Gk=0,...,n—1.
n n n n

Mit folgt h(Ii) C B(2jk,€) € D, da der Durchmesser von L, % ist. Ferner, da jede Kugel
konvex ist, liegt das Viereck Vj; mit den Ecken

Zjky Zjkt 1, Zj4 1kt 1 21k € h(Ljx)
in B(zjj,€). Der Integralsatz liefert fiir D = B(zj, €)
/f(z) dz. (%)

Vi

Betrachte Polygonziige P; mit den Ecken
Zj0 = Zjny Zj15 %j25 -+ o5 Zjn—1,  J = 0, .

Behauptung 1: Fir j =0,1,...,n—1 gilt /f(z) dz = / f(z) dz.

P; Pj1

Behauptung 2: | f(z)dz= [ f(z)dz, | f(z)dz= | f(z)dz.
Jrevs o 1o

Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt das Theorem. O
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4 Erganzungen
4.2 Laplace Transformationen

Sei f: Ry — C lokal integrierbar, das heifit f ist messbar und |f]| ist integrierbar auf allen
Intervallen [0, b], b > 0. Weiter sei f auf einem Intervall [ty, 00) exponentiell beschrinkt, das heifit
es gibt M >0, w € R, £y > 0, so dass

[f(B)] < Me*t (vt > to).
Es sei w(f) das Infimum der obigen w; w(f) heifst exponentielle Wachstumsschranke.
Bemerkung. Fiir f(t) = e~ gilt w(f) = —ooc; fiir g(t) = ¢ ist w(g) = 0 und das Infimum wird

nicht angenommen; fiir h(t) = et gilt w(h) = oo (stets V¢ > 0).

Beweis. Es gilt:

w2

et < T et (VweR, t>0) = w(f)=—o0.

Ferner: .
t< o (Ww>0,1>0) = w(g) <0.

Aber es gibt kein M > 0 mit ¢ < M, fiir alle ¢ > 0. Folglich ist w(g) = 0.

Die letzte Behauptung beweist man dhnlich. O

Nach Beispiel existiert die Laplacetransformation

enw == [Te s

0
fiir alle A € C mit Re A > w(f) und f ist auf

{AeC:ReX>w(f)}

holomorph. Weiter gilt:
FO) = (1) /OOO e Mf(t) dt = (-1)"L(anf)(N)  (¥n€N), (4-1)

wobei g, (t) = t", Re A > w(f). Sei ferner g: Ry — C lokal integrierbar mit w(g) < co. Seien
a, 8 € C. Dann gilt:

wlaf + Bg) < max{w(f),w(g)} < oo

und
L(af + Bg) = aL(f) + BL(g) (4-2)
auf {\: Re A > max{w(f),w(g)}}. Sei nun f € C*(R,,C) mit

w = maxw(f(j)) (k € Np).

0<j<k
Dann gilt
) k-1
LR =MF) =Y NfFET7D(0),  YRed > w. (4-3)
=0
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4.2 Laplace Transformationen

Beweis. Fir k =1: Sei Re A > w. Dann ist

b

b
MO = fim [ 27, f(#) dt = lim <+/0 e M (1) dt+f<o>e—”’f<b>) B L))+ (0),

—_d -t

wobei die partielle Integration mit wie in Ana 1 gerechtfertigt werden kann. Der Rest der
Behauptung folgt per Induktion. O

Betrachte nun das Polynom p(t) = apt™ + -+ + a1t + 1g mit ag,...,a, € R, a, # 0 und die
Differentialgleichung

{p (%) (u) = anu'™ + ap_1u™ Y + .- faju’ +agu=f, t >0, (10)

u(0) = ug, ' (0) =uy,... ,u(”*l)(O) = Up_1.

Dabei sind ug, ..., up,—1 € R und ein stetiges f: Ry — R mit w(f) < oo gegeben.

Aus Analysis II wissen wir es gibt eine Losung u € C™(R4.). Setze weiterhin
v(t) = (u(t), . ,u("_l)(t)), vy = (uo, . ,un_l), g= (0, .o 0, f)
Dann exisitert eine Hauptfundamentallssung e*4 mit
t
v(t) = ety + / =941 (s)ds,  (t>0).
0
Ferner existieren My, Mo > 0 und wq, w2 € R mit

e < Myett,  [g(t)

5 < Mae*?', t>0.

Sei w = max{wi,ws}. Dann:

t
‘u(k)(t)‘ < |v(t)|y < My |vol, +/ Moe?2t=3) N e¥1® ds
0
< My "Uo|2 ewt + Mletewt (k € {O, e, — 1}, t> 0)

Mit folgt die entsprechende Abschitzung fiir u(™. Also ist w(u(k)) <wfilralle k=0,...,n,
also sind alle Ableitungen exponentiell beschrankt.

Wende nun £ auf (4.4]) fiir Re A > w an. Dann gilt:

n n n k-1
o =£ < <d> ( )> (W) =D el (w0 S aaka(n) - D> N w70
dt =0 =0 k=1 j=0
=:q(A)
. Also gilt f = pt — ¢ und somit
AN = - Fo 4 N
ey, p(A)f(A) oy (4-5)

fiir alle A € C mit Re A > w, p(A\) # 0. Hierbei sind f, p und ¢ gegeben! Es stellen sich noch
folgende Fragen:
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4 Erganzungen

1) Wie kann man f berechnen?

2) Existiert £71? Gibt es eine Formel?
Beispiel 4.5. (a) f =1, wobei 0 < a < b < oo. Fiir b = oo gilt
fO)<1<e, Vw>0,t>0

und
Bw <0, M >0mit |f(t)| < Me**, Vt>0.

Folglich ist w(f) = 0. Fiir b < oo gilt

1f()] < {(1) i 2 Z} < e¥Pe@t (Vt >0, weR).

Folglich ist w(f) = —oo. Sei Re A > w(f). Dann:

- b b—a, falls b < oo,
f\) = / e Mf(t) dt = / e M dt = (e —e M), b < oo, A#£0,
0 a 1. \a b—
ye ", = 0.

Fiir b = oo hat f also eine eindeutige holomorphe Fortsetzung auf C \ {0}.
(b) f(t) =t™ fiir festes n € N. Wie oben gilt w(f) = 0. Sei Re A > 0. Dann:

f(/\) = £(Qnﬂ) " (—1)”]1()\)(71) @ (_1)71 <(f)\)n§\ —pl )\—(n—I—l)

Folglich existiert keine holomorphe Fortsetzung auf C \ {0} mit Pol (n + 1)ter Ordnung
in o.

(c) f(t) = e =:e,(t) fiir festes a € C. Es gilt w(f) = Rea. Fiir Re A > Rea gilt:

b
e(af)\)t

A—a

00 b
f) = / e Me dt = lim (@Mt 3t — lim
0

b—oo Jg b—oco @ — A

Also gibt es keine holomorphe Fortsetzung auf C \ {0}.

Veralgemeinerung: Verschiebungsregel: Sei a € C, f mit w(f) < oo, f lokal integrierbar.
Sei Re A > Rea + Rew(f). Dann gilt:

Cleaf)N) = [ e f(t) dt = FA— ). (46)

0 e—(A—a)t

(d) f(t) = cos(at) fiir festes € R. Dann ist

1
f = §(eia + efia)

und damit

e e @l L 1\ 1
E(f)_2(ela+ela)_2<)\—ia+)\+ia>_)\2—|—a2'

Hierbei ist w(f) = 0 und Re A > 0. Weiter hat f eine holomorphe Fortsetzung auf C\ {+ia}.
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4.2 Laplace Transformationen

(e) f(t)=t*"1 t >0, f(0) =0, wobei a > 0 fest. Dann ist f integrierbar auf [0, 5] fiir alle
b > 0 und
f(H)] <1, Vt>1 = w(f)<0.

Es gilt ferner: w(f) = 0. Sei A > 0. Dann gilt:

£ _ Oof)\tal 3/\75 Oofsﬁall —a
f()\)_/o o=l q /Oe (A) L ds = A"T(a)

nach Beispiel Die Formel gilt auf C4 (mit A™® = e~@1°8A) Weiter hat f eine
holomorphe Fortsetzung auf ¥, = C\ R_.

(f) Sei f(t) = n fiir t € [n?, (n 4 1)?). Dann ist w(f) = 0. Sei Re A > 0. Dann:

~ e (n+1)? o 0 - oo '
f) = Z/ ne— M dt — % (Z ne—nQ)\ B Zne—(nﬂ)z,\) j=n+l % e_J”‘-
" n=1 n=0

n—0 7/ n? j=1

Remmert II, §11.2.4 liefert: Es gibt kein iz € iR, so dass f eine holomorphe Fortsetzung
auf eine Umgebung von iz hat (Kronecker).

Seien f,g: Ry — C messbar mit
[F(B)] < Mie™t,  |g(t)| < Mae**!

fiir alle ¢ > 0 und Konstanten M7, My > 0 und wy,ws € R. Dann definieren wir die Faltung f * g
durch:

(f % 9)( / ft—s)g t>0.
Diese ist integrierbar.
Beweis. Sei w = max{wi,ws}, ReA > w. Setze D = {(s,t) € R?: 0 < 5 < t}. Dann:
e_)‘tﬂp(s,t)f(t — s)g(s)’ <e~ P‘e’\t]l[)(s,t)Mle“’(t_s)Mge“’S = e_tRe’\IlD(s,t)MlMge‘”t =: (s, ).

Damit: -
/ (s, t)ds dt = / tMy Mae @™ ReNt 4t < o0 (Re X > w).
R2 0

Also ist ¢ integrierbar auf R? und somit auch die Faltung. O

Fiir die Laplacetransformation der Faltung gilt dann:

/ At/f ) ds dt

0§s§<oo / / e—A(t—s)f(t _ s)e_)‘sg(s) dt ds
0 s
ti'gi-s 00 0 »
r=t—s i e T i e*/\’"f(r) dr ds = f(A)g(N) (4-7)

fir alle A mit Re A > max {w;, wa}.
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4 Erganzungen

Erinnerung: Sei J C R ein Intervall. Eine Nullmenge N C J ist eine Borelmenge mit

/N d:z:z/J]lN(:r) dz = 0.

Man sagt, dass f,g: J — C fast tberall gleich sind, wenn es eine Nullmenge N C J gibt mit
f(t) =g(¢) fir alle t € J\ N. Eine Nullmenge kann kein Intervall mit Lange > 0 enthalten ().
Wenn ¢ € C*(J), dann ist auch ¢(N) eine Nullmenge (vgl. Analysis 3, Lem. 3.33 oder Ubung

3.2).

Theorem 4.6 (Eindeutigkeitssatz fiir die Laplacetransformation). Seien f,g: Ry — C messbar
und es gebe Konstanten M > 0 und w € R mit |f(t)],]g(t)] < Me“! fiir alle t > 0. Weiter gebe
es Zahlen 1 > 0 und Ay > w + [, sodass f()\n) = g(An) fiir alle A, = Ao + nl gilt, n € Nyg. Dann
ist f = g fast dberall und f(t) = g(t) fir alle gemeinsamen Stetigkeitsstellen t > 0 von f und g.

Beweis. Setze h = f — g (das ist messbar). Es gilt |h(t)] < 2Me*t fiir alle t > 0 und h(\,) =
F(An) — g(A\n) = 0 fiir alle n € Ny. Damit folgt

0= / e et (1) dt.
0

Nun machen wir eine Transformation 7 = e # <=t = —lnTT, g—; = —le I
1
Ao In7T\ 1
0= MeT BT ——=) = dr.
0 l lT

=:p(7), 0<7<1

A nT A w
Beachte: ¢ ist messbar, ¢ < %eTOlnTZMe_wll = %TTO_T_l < %, da0<7<1lund A\—w > 1.
Lemma [4.7] zeigt dann, dass ¢ = 0 fast {iberall = h = 0 fast tiberall = f = ¢ fast iiberall.
Sei t eine gemeinsame Stetigkeitsstelle von f und g und N C R4 eine Nullmenge mit f(s) = g(s)

fir alle s € R4\ N. Nach (%) existiert eine Folge ¢, — t mit t,, € R \ N = f(t,) = g(t,,) fiir
alle n € N. Mit n — oofolgt f(t) = g(t). O

1
Lemma 4.7. Sei ¢ € L*((0,1)) mit / t"o(t) dt = 0 fir alle n € No. Dann ist ¢ = 0 fast
0

tuberall.

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach dem Approximationssatz von Weierstrass (Analysis 3) existieren
Polynome p1, p2 mit ||Rep — pifjeo < €f[Imp — pafjec < €. Setze p = p1 + ip2. Dann ist

e = plloe = | Re — p1 +1(Im ¢ — p2)|loc < 2e. Sei etwa p(t) = 1L, bipt®. Dann: ]
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