3. Affine Zusammenhange und
Parallelverschiebung

3.1. Motivation

In R™ kann man Tangentialraume in verschiedenen Punkten vergleichen: Die Tangentialrdume
von z und y sind T,R" = {z} x R" ~ R™ und T,R"™ ~ R". Es gibt dann eine Translation
(Parallelverschiebung) Ty, : T,R™ — T,R"; (z,v) — (Ty—z(z),v), wobei Ty_»(x) =z + (y —
x) =1y.

Die Situation fiir Mannigfaltigkeiten ist lokal die gleiche: Ist (U, ¢) eine Karten, so gilt TU ~
U x R™ (vergleiche Basis-Satz, Satz 1.1). Ist p,q € U, so gilt: ([...] affine Hiille)
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Die Parallelverschiebung T,M — T, M bildet jetzt v =) a; % ‘

Der globale Vergleich von Tangentialraumen erfordert jedoch eine Zusatzstruktur (,Fernparal-
lelismus")

In der Flachentheorie realsisiert man die Parallelverschiebung via Kovariante Ableitung: Ist ¢
eine Flachenkurve der Flache F, so ist %c’ die orthogonale Projektion von ¢ in die Tangen-
tialebene T, F. Die Geodétischen in F' (die ,verallgemeinerten Geraden®) sind definiert als
Losungen von %c’ =0.

3.2. Affine Zusammenhange

Definition (Affiner Zusammenhang)
Ein Affiner Zusammenhang D auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung

VM x VM — VM
(X,Y) ~ DxY

so dass fiir alle X, Y, Z € VM und f,g € C*°M gilt:
(Zl) Dfx+gyZ = fDXZ +gDyZ
(Z2) Dx(Y +Z) = DxY + DxY

(Z3) Dx(fY) = fDxY +(Xf)Y
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3. Affine Zusammenhénge und Parallelverschiebung

Beispiele
(1) Flachentheorie: DxY =Y/

(2) MR™ X =Y a2, Y =Y bz, DxY =3 X(b) 52

D ist ein lokaler Begriff: Wahle Karte (U, ) mit Basisfelder X; = %. XY e VU: X =
YR vX, Y = P _, w/ X;. Dann:

DxY =Dy ,ix, | > _w'X;
J

@ Z V' Dy, Zw]X
Z2) Z ZDX (w X;)

g ZUZwJDXin + ZUZXi (w]) Xj

1] .3

wobel Dx, X; = > 14 F%Xk (diese Darstellung existiert wegen dem Basissatz 1.1) fiir lokal
definierte C°°-Funktionen Ffj : U — R (Christoffel-Symbole).

Wir haben also:
DxY = Z Z viijfJ- + X (w®) | Xy,
k=1 \1,j=1

Die Formel zeigt, dass DxY (p) bestimmt ist durch v¥(p), w’(p) und X,(w*) (und Ffj) Insbe-
sondere braucht man das Vektorfeld Y (bzw. w*) nur ,in Richtung X* zu kennen.

Wir folgern: Man kann Vektorfelder léngs einer Kurve in Richtung dieser Kurve ableiten: Falls
Y ein Vektorfeld ist lings ¢ (also Y (c(t)) = 31 wk(¢) X (c(t))), dann ist

DY =3 [ S (0w (0T (e(t)) +w' () | Xilelt))
k= ij

(wobei g o ¢(t) = (x*(t),...,2"(t)) und damit ¢ = S 2t X;)

Definition
Ein Vektorfeld Y ldngs einer Kurve ¢ heifit parallel beziiglich einem affinen Zusammenhang D,
falls DY = 0.

Beispiele
(1) Im R™ haben wir fiir ein paralleles Vektorfeld Y, dass DY = 377, wi'X; = > 10X =
0, da bei Vektorfeldern in R™ parallel und konstant gleichwertig ist.

(2) Ein Vektorfeld entlang eines Klein-Kreises der Sphére ist nicht parallel. (Durch Skizze
motiviert). Ein Vektorfeld entlang eines Grof-Kreises ist jedoch parallel, da ¢ orthogonal
zum Grok-Kreis zum Mittelpunkt zeigt, die Projektion auf die Sphére also 0 ist.
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3.3. Der Levi-Civita-Zusammenhang

Spéter werden wir sehen, dass Geodétische (Kurven mit D¢’ = 0) Geraden verallgemeinern.

Satz 3.1 (Eindeutigkeit der Parallelverschiebung)
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammenhang D. Sei ¢ : [ =

[a,b] — M eine differenzierbare Kurve und vg € Ty(,) M. Dann existiert genau ein paralleles
Vektorfeld V' ldngs ¢ mit V (c(a)) = vo.

Definition
Der Vektor V (t) (aus Satz 3.1) heift der ldngs ¢ parallel verschobene Vektor vg. Die Abbildung

Tc(a) M — Tc(t) M

|l
Vo — V(t)

heiflt Parallelverschiebung.

Beweis
Im ersten Schritt betrachten wir die Situation lokal. Sei ¢, € I, so dass ¢([a,t1]) C U (Karten-
gebiet um c(a)). In der Karte (U, ¢) ist die Definitionsgleichung DV = 0 dquivalent zu:

dv¥ dz’
— T ) Xy =
Z(dt T2l ) #=0

k

wobei V = Y1 v'X;, X, ?U“ poc(t) = (z'(t),...,a"(t)), /) = >, dj@ (t)X; (c(t)). Das

heifst wir haben ein System von n linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung in v (%):

dzt .
k __
E F”dt k=1,...,n
Dieses System hat zu gegebenen Anfangsbedingungen v(a) = vy = (vl(a), ...,v"(a)) genau

eine Losung fiir alle t € [a,t1]. Dann existiert eindeutig ein Parallelfeld V' langs ¢([a, t1]) mit
V(a) = vp.

Im zweiten Schritt sei to € I beliebig. Das Segment c([a, t2]) ist kompakt in M und kann daher
mit endlich vielen Karten iiberdeckt werden. In jeder Karte existiert ein V und ist eindeutig
(nach Schritt 1). Daraus folgt, dass V' global eindeutig existiert auf ¢([a, t2]) fiir beliebige to. m

3.3. Der Levi-Civita-Zusammenhang

Motivation: Ein Parallelfeld im Euklidischen Raum (R", (-, -)) ist eine Isometrie.

33



3. Affine Zusammenhénge und Parallelverschiebung

Definition

Ein affiner Zusammenhang D auf einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, (-,-)) heifit ver-
traglich mit der Riemann’schen Struktur (-,-) falls fiir jede differenzierbare Kurve ¢ : I — M
und jedes Paar von parallelen Vektorfeldern Vi, V5 langs c gilt:

(Vi (c(t)), Va (c(t))) o ist fiir alle ¢ € I konstant.

Das heifst dass die Parallelverschiebung c||§f : Ter)yM — Ti(,)M eine lineare Isometrie ist.

Satz 3.2 (Aquivalente Formulierung der Vertriglichkeit)

Sei (M, (-, -)) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Ein affiner Zusammenhang D ist vertrag-
lich mit (-, -) genau dann, wenn fiir beliebige Vektorfelder V', W léngs einer beliebigen Kurve
c: I — M fir alle t € I gilt:

d

aa/(t)? W(t»c(t) = <Dc’vva W>c(t) + <Vva DC’W>c(t) (*)

Beweis
(x) = vertréglich: V, W parallel ist 4quivalent zu DV = DWW = 0, also %(V(t), W(t) ey =
0, also vertraglich.

Umgekehrt gilt: Sei D vertriglich, wir haben also eine Parallelverschiebung, die Isometrie ist.
Wiihle eine Orthonormalbasis { P (to), - - -, Pu(to)} von T4, M. Mittels der der Parallelverschie-
bung erhalten wir wieder fiir alle ¢ € I eine Orthonormalbasis {Py(t),. .., P.(t)} von Ty M.
Wir kénnen schreiben:

n n
V(t) = vi(t)Pi(t) sowie W(t)=> w;(t)Pi(t)
i=1 =1
wobei v, w; € C*°. Also:
DoV => dv)Pi+Y v DuP,
i_ i—1 ~

Ui

das heift: DoV = > 0P, und DoW = Y wiP;. Wir wollen zeigen, dass (*) gilt. Die
rechte Seite ist:
(DaV, W) + (V. DaW) = (3 viP, S wiPy) + (3w > wiPy)

— Z (vgwj<Pi, Pj> + in;'(Pl, f)]>)

0]

= Z (vgwj&-j + in;'(sij)
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3.3. Der Levi-Civita-Zusammenhang

Die linke Seite ist:
d d
%ﬂ/a W) = p ZviPi,ijPj
i J
d
= > viw; (P, Py)
]

1 (zw) .

=1

Bemerkung: Eine weitere dquivalente Formulierung der Vertraglichkeit:
Fir alle X, Y Z € VM gilt:

X (Y, Z) = (DxY,Z)+(Y,DxZ)
——
€0 (M)

Die Frage ist jetzt, ob zu einer gegebener Riemann’schen Struktur ein vertréglicher Zusammen-
hang existiert.

Definition
Ein affiner Zusammenhang D heifit symmetrisch (oder torsionsfrei) falls fiir alle X,Y € VM:

T(X,Y)=DxY —-DyX —[X,Y]=0
Bemerkung: In lokalen Koordinaten (U, ¢) gilt fiir D symmetrisch und Basisfelder X; = %

g 0
Dx; Xj = Dx; Xi = [Xi, ;] = [63@’ 8%] =0

% f= 8‘; % f- % 8‘21_ f =0 wegen f € C* und Vertauschbarkeit der partiellen

Ableitungen. Weiter gilt:

o)
da [Txl,

Dx,X; - Dy, Xi=> TEx, - Y Thx = (rfj - r;z) Xy — TE =Tk
k k k

Satz 3.3 (Levi-Civita-Zusammenhang)
Auf jeder Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, (-,-)) existiert genau ein affiner Zusammen-
hang D, so dass gilt:

(1) D ist symmetrisch

(2) D ist vertraglich mit (-, -)

Dieser eindeutige Zusammenhang D heifst Levi-Civita-Zusammenhang von M beziiglich (-, ).
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3. Affine Zusammenhénge und Parallelverschiebung

Beweis
Wir nehmen an, dass ein solches D existiert. Was sind die Eigenschaften?

D vertraglich:
XY, Z)=(DxY,Z)+ (Y,DxZ)
Der Trick ist jetzt, die Gleichung zyklisch zu vertauschen:

Y{(Z,X) = (DyZ, X) + (Z, Dy X)
—Z(X,Y) = —(DzX,Y) - (X,DzY)

Summe der drei Gleichungen
X(Y,Z2)+Y{(Z,X) - Z(X,Y) = (X, Z],Y) + (X,Y],Z) + 2(Z, Dy X) + (Y, Z], X)
Wir erhalten die Kozul-Formel
2,0y X) = 3 (X, 2) 4+ Y{2,X) — 2(X,¥) ~ (X, 2,Y) ~ (X, Y], 2) ~ IV, 2, X)) ()

Diese Formel zeigt, dass D eindeutig durch die Riemann’sche Struktur (-,-) bestimmt ist, denn
seien D und D zwei affine Zusammenhinge, die (1) und (2) erfiillen, dann gilt (%) fiir beide,
also (Z, Dy X) = (Z, Dy X) fiir alle X,Y,Z € VM, was heift dass (Dy X — Dy X, Z) = 0, was
heift das Dy X — Dy X = 0. Also ist D = D.

Die Existenz folgt daraus, dass man D durch (x) definieren kann. n

1=1,...,n,auf U.
Wir habeIl gl] = <X7,7Xj>7 DXsz = EZ:l FZXK‘, I:X,“X]] e O Kozulformel:

1 (0gir,  Ogjr  0gij = ~
X, DxiXj) = 3 (c‘w’ e~ gk T0) = (X6 D2 TXe ) =) Tijgu
=1 =1

Lokale Form von D Gegeben eine Karte (U, ¢) mit Basisfelder X; :== %

(gr1) hat inverse Matrix (¢™*). Damit
RS Ogik , Ogji _ 9gij
r=- mk = L I
Y2 ;g (83:1 T on T Bk

Dieser Ausdruck zeigt nochmals: Levi-Civita-Zusammenhang ist eindeutig durch die Metrik
bestimmt.

Beispiel
Im Euklidischer Raum (R", Standardskalarprodukt) ist g;; = d;;, also Ffj = 0. Also: Der
kanonische Zusammenhang ist der Levi-Civita-Zusammenhang.
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