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Il. Vorwort

Uber dieses Skriptum

Dies ist ein Mitschrieb der Vorlesung ,Riemann’sche Geometrie“ von Herrn Dr. Leuzinger im
Sommersemester 07 an der Universitidt Karlsruhe (TH). Die Mitschriebe der Vorlesung werden
mit ausdriicklicher Genehmigung von Herrn Dr. Leuzinger hier vertffentlicht, Herr Dr. Leuzinger
ist fiir den Inhalt nicht verantwortlich.

Wer

Gestartet wurde das Projekt von Joachim Breitner. Bei der Erstellung wurde bisweilen auf ein
Skript fiir die englische Version der Vorlesung, geTeXt von Bernhard Konrad, zuriickgegriffen.

Wo

Alle Kapitel inklusive ITEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de ab-
gerufen werden. Dort ist ein von Joachim Breitner programmiertes Wiki, basierend auf http:
//latexki.nomeata.de installiert. Das heiftt, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der
Entwicklung beteiligen. Auf Wunsch ist auch ein Zugang tiber Subversion moglich.


http://mitschriebwiki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de




1. Mannigfaltigkeiten

1.1. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Erinnerung (LA /Analysis)

Euklidischer Raum R, (-, -)
Norm |a|| = /(a,a)
Metrik  d(a,b) = |ja — b||

Winkel cos Z(a,b) = %

Die Funktion f : U(& R™) — R ist glatt (oder C*°) falls in jedem Punkt p € U alle gemischten
partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.!

Die C°°-Funktion

i

R" - R
u - .
D= (pla"°7pn) lezul(p)

heifst i-te Koordinatenfunktion (i = 1,...,n). Eine Abbildung ¢ : U(E R™) — R™ heifst glatt
falls jede der reellen Funktionen v’ o ¢ glatt ist (i = 1,...,n).

Karten und Atlanten

Sei M ein topologischer Raum, der hausdorff’sch ist und eine abzéhlbare Basis hat.

Ein Koordinatensystem (oder Karte) in M ist ein Homéomorphismus
p:U(C M) — (U)(CR")

Schreibt man o(p) = (z'(p),...,2"(p)), dann heifen die Funktionen z° :== u’o ¢ : U — R
Koordinatenfunktionen von ¢. n heift Dimension von (¢, U).

Ein n-dimensionaler, differenzierbarer Atlas fiir M ist eine Kollektion A von n-dimensionalen
Karten von M. Es gilt:

(A1) Jeder Punkt von M liegt im Definitionsbereich mindestens einer Karte, d.h. M ist lokal
euklidisch.

(A2) Alle zu A gehorigen Kartenwechsel sind glatt, das heifst: Sind die Karten ¢ : U — ¢(U)
und ¥ : V = (V) in Aund VNU # 0, so sind pop™ L : p(UNV) — (U NV) sowie
Yo l:pUNV)— (U NV), genannt Kartenwechsel, glatt.

1A&B:onPfenundACB



1. Mannigfaltigkeiten
Eine Karte ¢ von M heifst mit A vertréglich, wenn auch AU {¢} ein differenzierbarer Atlas fiir
M ist.

A ist vollstandig (oder maximal) wenn jede mit A vertrégliche Karte zu A gehort.

Definition
Eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Hausdorff-Raum mit
abzéhlbarer Basis versehen mit einem vollstédndigen differenzierbaren n-dimensionalen Atlas.

Bemerkung (Lokal euklidisch % hausdorffsch): Sei Y := {(s,t) € R? | t = &1} versehen
mit Teilraum-Topologie. (s,t) ~ (§/,t') <= s=5 >0, X = Y/N mit Quotienten-Topologie.

e X ist lokal euklidisch (lokal hom6omorph zu R).

e X ist nicht hausdorffsch: p = [(0,1)], ¢ = [(0, —1)] sind nicht durch offene Mengen trenn-
bar.

Beispiele
(1) R™ A = {(R",id)} ist ein Atlas. Durch Erweiterung zu einem vollstindigen Atlas A
erhalten wir die standard-differenzierbare Struktur auf R".

Bemerkung: Auf R" n # 4, existiert bis auf Diffeomorphismus genau eine differenzier-
bare Struktur. Auf R?* existieren weitere, ,exotische® differenzierbare Strukturen.

(2) Die Sphiren S™ := {p= (p1,...,pn+1) € R"" | ||p]| =1}. Wir behaupten: S™ ist eine
n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Als Topologie withlen wir die Teilmengen-Topologie, d.h. U C S™ offen += 3U’ c R"*!
offen, so dass U = S™ N U’. Daher folgt auch, dass die Spharen auch hausdorff’sch sind
und eine abzihlbare Basis haben.

Seien U;r bzw. U;” die offenen Hemisphéren, definiert durch
Ut ={peS"|p >0}
U~ ={pesS"|p <0}.
Die Abbildungen gpii :UF —» R™ (Projektion in Richtung i-te Koordinaten-Achse) fiir

(2
t=1,...,n+1 mit

<pzi(p) = (ul(p), .. ,uiil(p), u”l(p), .. ,u”Jrl(p))

sind Karten mit glatten (C'*°) Kartenwechsel, was wir am Beispiel n = 2 tiberpriifen:

)

(ul,u2) H <u1,u2, V1- () - (u2)2) Ll <u2, V1- () - (u2)2> (()*+ @) <1)

(3) Kurven und Flichen in R? sind 1- bzw. 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten

(4a) Der n-dimensionale reell-projektiver Raum P"R



1.1. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition
Auf X = R"1\ {0} betrachte die Aquivalenz-Relation

r~y < JdeR, t#£0, y=tx, also (yl,...,y") = (twl,...,tx"H)
Die Aquivalenzklassen sind also Geraden durch den Ursprung. Nun definieren wir:

PR Rn—i—l \ {0}/N

Wir behaupten nun dass P"R eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

Die Topologie erhalten wir aus dem topologischen Raum R™!\ {0} {iber die Quotienten-
Topologie, fiir die wir die surjektive Abbildung 7w verwenden:

. R™1\ {0} = P"R
' x> [x]o

Zur Erinnerung: Die Quotiententopologie ist allgemein:

Uc X/ offen 7Y U) C X offen

Um zu zeigen, dass P"R eine abzdhlbare Basis hat, gentigt es nach Lemma 1 des verteilten
Blattes ,Einige Grundbegriffe der Topologie® zu zeigen, dass 7 : R**1 \ {0} — P"R
offen ist. (7 ist offen wenn 7-Bilder offener Mengen offen sind.) Dazu betrachten wir die
Streckung oy : X — X; x — tx (t #0). o4 ist ein Hombomorphismus mit oct_l =ai.

Sei nun U C X offen, so ist 7~ 1(n(U)) = Usz0 ¢(U). Da jedes ay(U) offen ist, ist
7 1(n(U)) offen. Nach der Definition der Quotiententopologie also ist m(U) offen.

Weiter miissen wir zeigen, dass P™R hausdorff’sch ist. Anschaulich heift das, um zwei
,Geraden“ [z] und [y] je einen offenen ,Kegel“ zu finden, welche disjunkt sind. Wir zeigen
dies tiber das Lemma 2 des Blattes ,,Finige Grundbegriffe der Topologie”, wozu wir zeigen
miissen: R = {(z,y) € X x X | x ~ y} ist abgeschlossen.

Die Idee ist, auf X x X C R*™! x R™*! die reelle Funktion f zu betrachten:

Flay) = f(x .2yt oy =) ety — 2y
i#]
f ist stetig und f(x,y) =0 <= y=tafireint #0 < z ~y. Alsoist R = f~1({0}).
Da f stetig ist, ist das Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen, also ist R
abgeschlossen. Damit ist gezeigt, dass X/N hausdorff’sch ist.

Also ist P"R ein topologischer Raum mit den gewiinschten Eigenschaften. Es bleibt zu
zeigen, dass fiir diese Menge ein vollstdndiger Atlas existiert.

Wir definieren also n + 1 Karten (Uy, ;) (i = 1,...,n+1). Es ist U; == {x € X | 2* # 0}

und U; == 7(U;) C P"R. Damit ist P"R abgedeckt (U;—; .1 Ui = P"R). Weiter ist:
UZ' —R"
Pi x! it it z"
[IL'] 70 9 Rl i ) 7
x x x



1. Mannigfaltigkeiten

10

Diese Definition ist representanten-unabhéngig und injektiv:

1 1
pille) =willy) = ==t
— gyl =ta!
== y =tz
= [yl = [=]
Auch ist ¢; stetig, und surjektiv: gp;l (217 el z”) - (zl, R I TR A= N Z”).

Die Koordinatenwechsel ¢; o ;! sind affin, also C* (Ubungsaufgabe).

Diese Karten lassen sich zu einem vollstdndigen Atlas fiir P"R erweitern, also liegt eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit vor.

P"C ist eine 2n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, was sich &hnlich zeigen
lasst. Die doppelte Dimension kommt von der 2-dimensionalitdt von C.

Wir wollen aus gegebenen Mannigfaltigkeiten neue Mannigfaltigkeiten erhalten.

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit vollstindigem Atlas A. Sei A’ die Men-
ge aller Koordinatensysteme mit Definitionsbereich in einer offenen Teilmenge O C M.
A’ ist ein Atlas fiir O. Die entsprechende differenzierbare Mannigfaltigkeit heilt offene
Untermannigfaltigkeit.

Beispiel

Die allgemeine lineare Gruppe

GL,R = {A € R™™ | det A # 0}

ist eine n?-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit: R"*" = R™ ist eine n2-differenzierbare
Mannigfaltigkeit und GL,R = R"*"\ {det A = 0} ist offen, da die Determinantenfunktion
stetig ist, also {det A = 0} abgeschlossen ist.

Die Produkt-Mannigfaltigkeit: Sind M™ und N™ m- bzw. n-dimensionale Mannigfaltig-
keiten, so ist das topologische Produkt M x N eine (n+m)-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Der Atlas besteht aus den Karten ¢ x ¢ : U x V — R™ x R" = R"*™ fiir Karten (U, ¢)
von M und (V,1) von N.

Beispiel

(St ist der Einheitskreis im R?)

R*=Rx---xR

n Faktoren

—_——f
T = S' x ... x S' n-dimensionaler Torus

Eine Lie-Gruppe G ist eine Gruppe die zugleich eine Mannigfaltigkeitsstruktur besitzt
und zwar so, dass die Gruppenoperationen ¢ und m differenzierbare Abbildungen (siehe
ndchster Abschnitt) sind.
m:GxG— G, m(g1,92) = 9192
i:G—G, i(g) =g*



1.2. Differenzierbare Abbildungen

Beispiele
(i) Die eindimensionalen Gruppen GL,R, GL1R = (R \ {0},-) und (R*,)

(ii) Die null-dimensionale Gruppe (Z, +).

(iii) Die spezielle Orthogonale Gruppe

SO(2) = {( cos Sine) 10 € [0,277)}

—sinf cosf

welche homéomorph zu S ist.

(iv) Die spezielle unitidre Gruppe
a g _ -
SU(2)::{<_B d)\a,ﬁe(c, aa+ﬂﬁzl}

welche homéomorph zu S3 ist.

(8) Ein Kegel ist keine differenzierbare Mannigfaltigkeit (“die Spitze ist nicht differenzierbar”).

1.2. Differenzierbare Abbildungen

Definition (differenzierbare Abbildung)

Eine Abbildung f : M™ — N" zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten heiftt differenzier-
bar (oder glatt) im Punkt p € M falls fiir eine (und damit jede) Karte ¢ : U — U’ = p(U) C R™
umpund ¢ : V — V' = (V) C R" mit f(U) C V die Darstellung von f in lokalen Koordinaten
pofop l:U — V' glatt (oder C*) ist.

Die Unabhéngigkeit der Aussage von der Wahl der Karte folgt aus der Definition des Atlasses.
Seien ¢ und 1 andere Karten um p bzw. f(p).

pofogt=do(pop)ofolplop)op!
= (Woy oo fopo(pog)
—_————
C*°, da Kartenwechsel C*°, da Kartenwechsel
Also o foplist C® <= 1o foetist C°.
Spezialfille sind:
e Falls n =1 heiflt f: M — R differenzierbare Funktion
e Falls m =1 heiftt f : R — N heifst differenzierbare Kurve
Definition

C>°(M) ist die Menge aller C*°-Funktionen auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M.

Bemerkung: C*°(M) ist eine R-Algebra beziiglich Addition, Multiplikation, skalare Multipli-

11



1. Mannigfaltigkeiten

kation: (p € M, X € R)

Definition (Diffeomorphismus)
Eine differenzierbare Abbildung f : M — N heifst Diffeomorphismus falls f bijektiv und f sowie
f~1 glatt sind.

Beispiele
(1) Identitat auf M

(2) Kartenwechsel

Die Menge Diff(M) aller (Selbst-)Diffeomorphismen von M bilden eine Gruppe.

B FEin differenzierbarer Homdomorphismus ist im allgemeinen kein Diffeomorphismus! So ist
etwa f: R — R, x+ 23 ein differenzierbarer Homdomorphismus, aber f™' : R = R, z — ¥z
ist zwar stetig aber nicht glatt.

1.3. Tangentialvektoren und -raume

Erinnerung

veT,R" = {p} xR" und f: U(p)(& R™) — R sei C*°. Dann ist die Richtungsableitung von f
in Richtung v:

:i flp+tv)

Fiir v = e; erhélt man die i-te partielle Ableitung

of

g~ Ol

Es gilt: (a,b € R, f,g € C*(R"™))
Ov(af +bg) = ady f + byg
Ou(f-9)=f(p) Owg+g(p)-Ouf

Definition (Funktionskeim)

Zwei Funktionen f,g : M — R, die auf offenen Umgebungen von p € M differenzierbar sind,
heifen #quivalent, falls sie auf einer Umgebung iibereinstimmen. Die Aquivalenzklassen heifien
Funktionskeime in p € M. Die Menge aller Funktionskeime in p schreiben wir als C*°(p).

12



1.3. Tangentialvektoren und -raume

Definition (Tangentialvektor)

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und p € M. Ein Tangentialvektor an M in p ist
eine Funktion v : C*°(p) — R so dass gilt: (a,b € R, f,g € C*(p))

(T1) v ist R-linear: v(af + bg) = av(f) + bv(g)
(T2) Leibniz-Regel: v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)

Sei T, M die Menge aller Tangentialvektoren von M im Punkt p

Beispiel
o(f) =0

Wie rechnet man mit Funktionskeimen? Praktisch geniigt es mit Représentanten, also in p
differenzierbaren Funktionen zu rechnen.

Lemma 1.1
a) v: C®(p) — R erfille (T1) und (T2) fiir Funktionen, die in p differenzierbar sind.
Falls f und g in einer Umgebung von p tibereinstimmen (d.h. f ~ g < [f] = [g])
so ist v(f) = v(g). Also insbesondere: v([f]) = v(f).

b) Falls h in einer Umgebung von p konstant ist, so ist v(h) = 0.

Beweis

a) Da v linear ist, geniigt es zu zeigen: Falls f = 0 in einer Umgebung U von p, so ist v(f) =0
(v(g—h) =0 = v(g) = v(h)). Dazu betrachte die ,Abschneidefunktion® § mit

(1) Trager von g:={qe M | g(q) #0} CU
(2) 0<g<lauf M
(3) g =1 in einer Umgebung V von p, V. C U.

Es ist dann fg = 0 auf M. Nun folgt aus den Axiomen (T1) und (T2) dass wegen
v(0) = v(0+ 0) = v(0) + v(0) gilt: v(0) = 0. Somit ist

0=0v(0) =v(fg) = v(f)@+@v(g) =v(/f)
=1 =0

b) Nach a) kénnen wir annehmen dass h konstant ¢ auf M ist. Es ist dann v(h) = v(c- 1) =
c-v(l). Ausv(l) =v(l-1) =v(1)-1+1-v(1) folgt v(1) = 0 und damit die Behauptung.
[

T, M ist ein R-Vektorraum: (v, w € T,M, f € C*(p), a € R)

(v+w) (f) = o(f) + w(f)
(a-v)(f) =a-v(f)

13



1. Mannigfaltigkeiten

Weitere Beispiele von Tangentialvektoren via Karten:

Sei ¢ = (x!,...,2") ein Koordinatensystem (eine Karte) von M im Punkt p. (d.h. 2° = u’ o ¢).
Fir f € C*(p) setze:

of . 9(fop™")
Eine direkte Rechnung zeigt:
C*p—R
ol ", o
ol | ()= ga®

ist ein Tangentialvektor in p.

Satz 1.1 (Basis-Satz)
Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und ¢ = (z¢,...,2") eine

Karte um p € M. Dann bilden die Tangentialvektoren % o i =1,...,n, eine Basis von
T, M und es gilt fiir alle v € T,,M:

v=Y v(z') ——

=1

Insbesondere ist dim T, M = m = dim M.

Fiir diesen Satz bendtigen wir noch das

Lemma 1.2 (Analysis)
Sei g eine C'°°-Funktion in einer beziiglich o sternférmigen offenen Umgebung von o € R™.

Dann gilt: g = ¢(0) + 22:1 u! g; fiir C*°-Funktionen g, j =1,...,n.

Beweis (Lemma 1.2)
Taylorintegralformel:

= li u = n U' 1@ u
)~ 9(0) = [ Sl =3 | 5w

0

Beweis (Satz 1.1)

(a) 821' » ist ein Tangentialvektor in p. (Rechnung hier ausgelassen) und fiir die k-te Koordi-

natensystem z* := u* o ¢ gilt:
0| k9" op™) _out _

14



1.4. Tangentialabbildungen

(b) Die Vektoren a(zi b 1=1,...,n, sind linear unabhéngig: Sei
m
0
Zx\Z — =0 ()\1 S R)
=1 9z p
Dann ist fir k=1,...,m:
= 0
0=0(") =) XN My =2
)= 2N ] =
- N——
ik
(c) Die Vektoren | i = 1,...,n, bilden ein Erzeugendensystem. Ohne Einschriankung

0]
gelte o(p) = 0 ((*)). Sei v € T,M und ay, = v(z*), k=1,...,

€ T,M .

i i
wi=v— ak
k
T
k=1 0 p

Dann ist fir alle k=1,...,m

m

w(zk Z

=1

m. Setze

(z ):ak—Zai&-k =0 (xx)
p i—1

Nun wollen wir zeigen: w = 0, d.h. w(f) = 0 fiir alle f € C*(p). Sei f € C*°(p). Dann

ist g:= fop~teC®(p(p).
w(f)=w(fop oy)
=w(goyp)

m

Lemma 1.2 ;

T w [ g(0)+ ) (W o) (gio)
=1

1.4. Tangentialabbildungen

In diesem Abschnitt verwendete Notation: ® : M — N differenzierbar, f € C°°(M) oder

feC™®(p), ¢:U — U’ eine Karte.

Sei @ : M™ — N" eine differenzierbare Abbildung zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten. Das Ziel ist ® in jedem Punkt von p € M durch lineare Abbildungen d®,, : T, M — T, N

Zu ,approximieren‘.

Definition

Das Differential (oder die Tangentialabbildung) von ® in p ist:

d®,(v) : C*°(®(p)) — R gegeben durch

4%, (0)(f) = o(f 0 @).

A, : T,M — Ty N mit

15



1. Mannigfaltigkeiten

Nun ist zu zeigen dass d®,(v) € To () N:

(T1)
dey(v)(a-f+b-g)=v((a-f+b-g)o®)
=v(a-fod+b-god)
=a-v(fod®)+b-v(go®)
— -y (0)(f) + b dBy(0)(9)
(T2)
d®,(v)(fg) = v((fg) © @)
=v((fo®)-(go0®))

=v(fo®)(go®)(p)+v(go ®)(fo®)(p)
= d®y(v)(f) + -

Beachte, dass aus der Definition direkt folgt: Ist ® = idy; : M — M, p — p, so gilt d®,(v) =
d(id)p(v) = v fiir alle v € T, M.

Lemma 1.3
Sei ® € C°(M,N), £ = (z!,...,2™) eine Karte um p € M und n = (y',...,y") eine Karte
um ®(p) € N. Dann gilt:

0
@ (am

=0yl o ®) 0

=1

Beweis
Sei w € T,y N die linke Seite von (*). Dann gilt nach dem Basis-Satz (Satz 1.1) ist

Nach der Definition des Differentials ist

w(y') = d¥, <£Uj ) (y') = a(ggﬁ(p)-
P (]
Definition
Die Matrix
i 8 7 ° o -1
(2222) - (22D ) sisnasism

heifst Jacobi-Matrix von ® beziiglich £ und 7.

16



1.5. Tangentialvektoren an Kurven

Lemma 1.4 (Kettenregel)
Falls @ € C*°(M,N) und ¥ € C*°(N, L), so gilt

d(\Ij (¢] (I))p = d\Ifq>(p) (e] d(I)p .

Beweis
Mit einer Testfunktion g tiberpriifen wir:

d(¥ o ®)(v)(g) = v(goWo @) =dP(v)(go W) = d¥(d®(v))(g) n

Bemerkung: Falls ® : M — N ein Diffeomorphismus ist, so folgt wegen

id = d(id), = d(® 0 &), "M ad, 0 ddg))

dass

—1 —1
()" = ddg] .

Das heifst insbesondere, dass d®,, ein Vektorraum-Isomophismus ist, und dim M = dim N.

Satz 1.2 (Inverser Funktionensatz fiir Mannigfaltigkeiten)

Ist ® € C°(M,N) und d®, : T,M — Ty N ein Vektorraum-Isomorphismus fiir ein
Punkt p € M, dann existiert eine Umgebung V von p und eine Umgebung W von ®(p)
so dass ®|y ein Diffeomorphismus von V' auf ®(V) = W ist. ®|y nennen wir einen lokalen
Diffeomorphismus.

Beweis

Wihle eine Karte £ um p € M und eine Karte n um ®(p) € N. Nach dem Satz iiber inverse
Funktionen (Analysis II) ist n o ® o {1 ein lokaler Diffeomorphismus (da d (no®o&™1) =
dn o d® o (d¢)~!, was jeweils regulire lineare Abbildungen sind). n

1.56. Tangentialvektoren an Kurven

Die bisherige Herangehensweise an die Tangentialvektoren war sehr abstrakt, was Vor- und
Nachteile hat. Ein weiterer Ansatz ist der Zugang {iber Kurven, den wir im Folgenden untersu-
chen.

Eine Kurve ist eine C*°-Abbildung ¢ : I — M, wobei I ein offenes Intervall in R (meist mit
0 € I) und M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

Die erste (und einzige) Koordinatenfunktion der trivialen Karte von I C R schreiben wir als
u = u'. Der Tangentialvektor ist dann %}t = 8%&’7& e ;1 =T;R.
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1. Mannigfaltigkeiten

Definition
Der Tangentialvektor an ¢ in ¢(t) ist

d
'(t) =d —
elo) ct<du

Diese Tangentialvektoren haben interessante Eigenschaften:

) S Tc(t)M o
t

(1) Fir f € C®(M) ist (t)(f) = d(gic) (t) (Richtungsableitung)

(2) Falls v € T, M und ¢ eine Kurve mit ¢(0) = p und ¢(0) = v, dann gilt:
W)= GO
dt

(3) Ist ¢ : I — M eine glatte Kurve und ® : M — N eine differenzierbare Abbildung, so ist
®oc: ] — N eine glatte Kurve in IV und es gilt dass

) (¢'(t) = (Poc) (t)

Beweis

de () (f) =c(fo®) =L (foRoc)(t) = (®oc) (t)(f) n

(4) Ist ¢ eine Karte um p und ¢;(t) : ¢~ 1(¢(p) + tei), i = 1,...,n die i-te Koordinatenline
um p beziiglich ¢, so gilt

(i=1,...,n)

Beweis

Sei f € C(p).

1.6. Untermannigfaltigkeiten und spezielle differenzierbare
Abbildungen

Eine C*°-Abbildung ® : M™ — N" heift

e Immersion, falls d®, : Ty)M — Ty, N injektiv ist fiir alle p € M.

18



1.6. Untermannigfaltigkeiten und spezielle differenzierbare Abbildungen

Submersion, falls d®,, : T, M — Tg(,) N surjektiv ist fir alle p € M.

Einbettung, falls ® eine Immersion ist und M homéomoph zu ®(M) C N (versehen mit
der Teilraum-Topologie) ist.

Eine Teilmenge M C N heift (reguldre) Untermannigfaltigkeit, falls die Inklusionsabbildung
i: M < N, i(p) == p, eine differenzierbare Einbettung ist.

Manchmal definiert man eine (allgemeine) Untermannigfaltigkeit als injektive Immersion @ :
M — N, so dass M und ®(M) diffeomorph sind. Dabei hat ®(M) nicht notwendigerweise die
Teilraum-Topologie.

Beispiele

(1)

Immersion:
Rk N Rk—l—l
<x1,...,xk> — <x1,...,xk,0,...,0)
Man kann zeigen: Lokal sieht jede Immersion so aus.

Submersion:
Rk+l N Rk
(e 40) o (%)
Auch hier kann man zeigen, dass jede Submersion lokal so aussieht.

Die Kurve c: R — R?, ¢ (t3, t2) ist differenzierbar, aber keine Immersion, denn

d
/ = _— =
¢ (o) = dcg o (0,0).

~—~
£0
Die Kurve ¢: R — R?, t (t3 — 4t % — 4) ist eine Immersion, aber keine Einbettung.

R? versehen mit der Aquivalenzrelation

x=u (mod 27Z)

(,9) ~ (u,v) <= y=v (mod 2rZ)

2
ergibt den zweidimensionalen Torus 72 := R /'~ Wir betrachten nun die Kurve ¢, : R —
T2 t s (elt, elh).

Satz (Kronecker)
o o €21Q = c4(R) geschlossene Kurve.

o a¢21Q = c,(R) dicht in R?

Beweis
Siehe V.I. Arnold: Gewdhliche Differenzialgleichungen n
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1. Mannigfaltigkeiten

Daraus folgt: Fiir a ¢ 27Q ist ¢, eine injektive Immersion, aber keine Einbettung, da
co(R) C R? mit der Teilraumtopologie nicht homdomoph zu R ist.

Bemerkungen: (1) Jede Immersion ist lokal eine Einbettung.
(2) Einbettungs-Satz von Whitney (1936): Jede differenzierbare n-dimensionale Mannigfaltig-
keit kann in R?"*! eingebettet werden:

®: M™ — R*

(Beweis: L.Fihrer: Topologie)

1.7. Tangentialbiindel und Vektorfelder

Satz 1.3 (Tangentialbiindel)
Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und

TM = | T,M ={(p,v) | p € M,v € T,M} .
peEM

T M ist eine 2n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

TM heifst Tangentialbiindel und ist ein Spezialfall eines Vektorraumbiindels. In der Physik
entspricht dies dem Phasenraum (Ort, Geschwindigkeit).

Beweis
(Skizze) Sei (Uy, @a)aca €in Atlas fiir M. Ist ¢, = (zl,...,27), so gilt nach Basis-Satz

) tage
(Satz 1.1), dass { 821' , li=1,... ,n} eine Basis von T, M fiir alle p € U, ist. Fiir v € T, M gilt

also v =" | v(z') 6‘21-

»

Somit erhalten wir fiir jedes o € A eine bijektive Abbildung

Vo:=TUs = |J T,M - R*"
ha : peUq

(p,v) — (arl(p), oz (p),u(zh), ..., v(m”))

Ohne Beweis: (Va,Va)acA ist ein differenzierbarer Atlas fiir 7M. m
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1.7. Tangentialbiindel und Vektorfelder

Definition

Sei M eine differenzierbarere Mannigfaltigkeit, 7'M das Tangentialbiindel von M und 7 : TM —
M, (p,v) — p die natiirliche (oder kanonische) Projektion.

Ein Vektorfeld (VF) auf M ist eine Abbildung V : M — TM, p — v, mit 7oV = idy, d.h.
vp € TpyM.

Das Vektorfeld ist differenzierbar (C*°, glatt), falls V' : M — T'M eine differenzierbare Abbil-
dung ist. Aquivalent dazu: Fiir alle f € C®°(M) ist V f € C®°(M) mit (V f) (p) = v,(f).

Wir definieren fiir p € M und f € C>®(M):

o (f-V)(p) = f(p)vp sowie
o (V+W)(p) =vp+ wp.
Damit ist VM (die Menge aller Vektorfelder auf M) ein C°°(M)-Modul.
Die lokale Darstellung der Vektorfelder liefert uns Basisfelder: Sei ¢ = (2!, ..., 2™) fiir U C M.

Dann ist firi=1,...,n

U—-TU

0
oxt

ort " prs

p

ein Vektorfeld auf U, ndmlich das i-te Koordinaten-Vektorfeld von ¢ oder ,begleitendes n-Bein'

Nach dem Basissatz (Satz 1.1) gilt: Jedes Vektorfeld V'€ VM kann auf U geschrieben werden
als

V=> V() o
=1

Definition
Eine Derivation von C*°M ist eine Abbildung D : C*°M — C°°M mit

(D1) D ist R-linear: D(af + bg) = aD(f) + bD(g)

(D2) Leibnitz: D(f - g) = D(f) - g+ fD(g)

Aus den Axiomen (T1), (T2) fiir Tangentialvektoren folgt, dass V' € VM eine Derivation ist.

Umgekehrt gilt, dass jede Derivation von einem Vektorfeld kommt: Sei D eine Derivation. De-
finiere fiir jeden Punkt p € M: v,(f) = D(f)(p). Aus (D1), (D2) folgt: v, € T,M und
V:M — TM, p+— v, ist ein Vektorfeld.

Weiter gilt fiir alle p € M: (V f) (p) = v, (f) = (Df) (p), also ist V f = Df, insbesondere ist V'
glatt. Also entspricht VM den Derivationen auf C*° M.

Warum also fithren wir Derivationen ein? Die entscheidende FEigenschaft ist dass das Produkt
zwei Vektorfelder V' und W
(V-W)(f) =V(W])

keine Derivation ist, da (D2) nicht erfiillt ist, also (V- W) kein Vektorfeld ist!

Dies korrigieren wir mit der Lie-Klammer

V,W]=V-W-W.V
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1. Mannigfaltigkeiten

welche eine Derivation liefert! Insbesondere ist also [V, W] wieder ein Vektorfeld.

Also
' VM x VM — VM

ST oy s

Lemma 1.5
VM versehen mit der Lie-Klammer [-,-] : VM x VM — VM ist eine Lie-Algebra.

Definition
Eine reelle Lie-Algebra ist ein R-Vektorraum L mit einer Verkniipfung [-,-] : L x L — L mit

(L1) R-Linearitat: [ax + by, z] = a|x, z] + bly, 2| sowie [z, ay + bz] = a[z,y] + bz, 2] fiir a,b € R
(L2) Schiefsymetrie: [z,y] = —[y, z]

(L3) Jacobi-Identitét: [[m,y],z] + [[Z,m],y] + [[y, z],m] =0

Vektorfelder und Differentialgleichungen

Sei V € VM. Eine Integralkurve von V ist eine differenzierbare Kurve o : I — M mit o/(t) =
V («(t)) fiir alle t € I.

1

In einem Koordinatensystem ¢ = (z',...,z") gilt:

d, o)

=1

; 0
sowie V (a(t)) = Y V (z'oa) -—
a(t) ; O

Also gilt firi=1,...,n
d . A
dt)=V(a(t) < p (z'oa) =V (2" 0 )

Dies ist ein System von n gewohnlichen Differenzialgleichungen erster Ordnung. Aus Existenz-
und Eindeutigkeitssétzen fiir solche Systeme (zum Beispiel Konigsberger 11, 4.2) folgt

Satz 1.4 (Existenz und Eindeutigkeit der Integralkurven)
Sei V. € VM. Dann existiert fiir jeden Punkt p € M ein Intervall I = I(p) um 0 und eine
eindeutige Integralkurve a: I — M von V mit «(0) = p.

Korrolar
Ist v € T,M, dann existiert eine differenzierbare Kurve o : I — M mit «(0) = p und
a'(0) =v.

22



1.7. Tangentialbiindel und Vektorfelder

Beweisidee: Ergénze v zu einem Vektorfeld in einer Umgebung von p und wende Satz 1.4 an.
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2. Riemann’sche Metriken

2.1. Definition einer Riemann’schen Metrik und Struktur

Eine Riemann’sche Metrik (oder Riemann’sche Struktur) auf einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit M ist dadurch gegeben, dass jedem Punkt p € M ein Skalarprodukt (-,-), = gp(-,-) in
T,M zugeordnet wird.

Diese Zuordnung soll differenzierbar sein, das heifst fiir alle lokalen Koordinaten ¢ : U — R™;
g+ (2z'(g),...,2"(q)) sind die Funktionen
q>q

C*> fiir 1 < 4,5 < n. Die (n x n)-Matrix (g;;(¢)) ist symmetrisch und positiv definit fiir alle
qeU.

U—-R

0

9ij - 0
g gigle) = <axi

, —
J
g ox

Insbesondere gilt fiir v => 1 a; %

R 9 .
qundw—zjzlbj WqGTPM'

n

(v,w)q = Z aib;gi;(q)

1,7=1

Definition
Eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g) (oder (M, (:,-))) bestehend aus einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit M und einer Riemann’schen Struktur auf M.

Bemerkung: Ist g nicht positiv definit (d.h. g,(v,v) > 0 und g,(v,v) =0 <= v = 0), sondern
nur semi-definit, so heift g Pseudo-Riemann’sche Struktur. Zum Beispiel der R* versehen mit
der Form 2 +y?+ 22 —t% modelliert die Minkowski-Raum-Zeit der speziellen Relativititstheorie.
Mehr dazu etwa in B. O’Neill: Semi-Riemannian Geometry.

Der Isometrie-Begriff auf Riemann’schen Mannigfaltigkeiten: Ein Diffeomorphismus @ : (M, (-,-)) —
(N, ((-,-))) zwischen Riemann’schen Mannigfaltigkeiten heifit Isometrie falls fiir alle p € M und
alle v,w € T, M gilt:

((d®y(v), dPp(w)))e, = (v, W)y (¥)

Ein lokaler Diffeomorphismus ® : U — V (U € M, V C N) heifst lokale Isometrie falls () gilt
fiir alle ¢ € U und alle v,w € T, M.
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2. Riemann’sche Metriken

2.2. Beispiele und Konstruktionen

2.2.1. n-dimensionaler Euklidischer Raum

M = R"™ mit Atlas {id} ist eine Riemann’sche Struktur mit dem Standard-Skalarprodukt (-, -).

Dabei ist gij(p) = <a% b 997l

> = (e, ;) = 0;5, also ist (g;j(p)) die Einheitsmatrix.

2.2.2. n-dimensionale hyperbolische Raume

M =H" = {z = (z',...,2") € R" | &, > 0}. Dies ist eine offene Teilmenge von R", also eine
offene Untermannigfaltigkeit.

Die Riemann’sche Metrik ist dann

und die Matrix

e 0
(9ij(x)) = .
1
0 (CRE

positiv definit und symmetrisch, also ist (H™, g) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit und ist ein
Modell fiir n-dimensionale hyperbolische Geometrien.

2.2.3. Konstruktion von neuen Riemann’schen Mannigfaltigkeiten aus
gegebenen

Sei @ : M™ — N"=™%F gei eine Immersion. Weiter sei auf N eine Riemann’sche Struktur (-, -))
gegeben. Diese induziert eine Riemann’sche Metrik (-, -) auf M:

Fiir p € M, u,v € T, M setze: (u,v), = ((d®pu, dPpv)) g

Zu zeigen ist: (-,-), ist symmetrisch, bilinear und positiv definit. Die Symmetrie und Bilinea-
ritét ist klar. Zu iiberpriifen: Ist (-,-) positiv definit? Es ist (u,u), > 0. Ist 0 = (u,u), =
((dDyu, dByu)) (), 50 st dDpu = 0 2EIL ) —

Die Abbildung @ : (M, (-,-)) — (N, {(-,-)) heifst isometrische Immersion von M in N.
Beispiel
Flichen im R? mit Standardskalarprodukt, wobei ® = i : F' < R3 die Inklusionsabbildung
ist. Die so induzierte Riemann’sche Metrik auf F' heifst die 1. Fundamentalform von F'. Fiir
u,v € T,F gilt dann:

(u,v) = (dipu, dipv) = (u,v)

wobei das letzte Skalarprodukt das Standardskalarprodukt ist.

Analog kann man mit anderen Untermannigfaltigkeiten des (R™, (-,-)) vorgehen. So kan man
S" = {z € R" | ||| = 1} € R*"! mit der vom Standardskalarprodukt in R"*! induzierten
Riemann’schen Metrik versehen. Diese heifst sphérische Geometrie.
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2.2. Beispiele und Konstruktionen

Bemerkung: Die klassischen Geometrien (euklidische, hyperbolische, sphérische) sind Spezi-
alfdlle der Riemman’schen Geometrien.

2.2.4. Riemann’sche Produkte

Seien (Ml, (-, ->(1)), (Mg, (-, ‘>(2)) zwei Riemann’sche Mannigfaltigkeiten. M7 x Mo ist eine dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit. Weiter haben wir die zwei kanonischen Projektionen auf die
Faktoren:

My x My — My o : M7 X Mo — Mo

(ml,mg) = m1 (ml,mg) = M9

Definition (Riemann’sche Produktmetrik)
Riemann’sche Produktmetrik auf M; x Ms ist fiir alle u,v € T(pﬂq)(Ml X Ms) und fir alle
(p,q) € My x Mo:
(u,v) = (dr u, dm v>(1)
Y1 (pa) L(p,g) ™ "1 (p,q)
(2)
+(dm2(p.q)t d2(p.g) )

(Kurz: [[ul® = (u, u) = (u1, 1) + (uz, u2)? = [Jur | + [|uz]]?)

(-, ~)(p7q) ist symmetrisch und positiv bilinear. Es ist auch positiv definit:
dm 1u = 0
0= (u,u) = — u=0,

da u = dmu @ dmau.

Beispiele
(1) R™, () = Lo R (D) (an, -5 an) = a € TR [lal® = 301 o
(2) Flacher Torus:

T? := S'x S', wobei jeder Faktor S' mit der kanonischen Riemann’schen Metrik, induziert
von R?, versehen ist. Wir betrachten lokale Koordinaten (s,t). Dann:

)
1 1y _
Tl (8" x S =R o

0
@Ra

s t

Sei nun u,v € T(&t)(Sl x S1) mit u = a% —I—b% und v = c% —i—d%. Das heifit: dmu = a%
und dmou = b%. Ohne Einschrankung sei <%, %> =1 und <%, %> =1

Die Riemann’sche Produktmetrik auf 72 beziiglich lokalen Koordinaten (s, ):

g11(s,t) = <d7r1 <665 +0> ,dmy <885 +0>> + <d7r2 (885 +0) , dma (885 +0>>

0 0
NERAT
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2. Riemann’sche Metriken

Analog: g2o(s,t) =+ = <8t’%> =1

2

g12(s,t) = <d

also ist

@it = (5 1)

das heift: T2 mit Produktmetrik ist lokal isometrisch zur euklidischen Ebene.

B 7? und R? sind nicht global isometrisch (sonst wiren sie homdomoph, aber R? ist nicht
kompakt, wihrend 72 kompakt ist).

2.3. Existenz von Riemann’schen Metriken

Satz 2.1 (Existenz der Riemann’schen Metrik)

Auf jeder n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit existiert eine Riemann’sche
Metrik.

Beweis
Wir gehen in zwei Schritten vor:

1. Schritt (lokale Konstruktion fir Kartengebiete)

Gegeben eine Karte o : Uy = R", p = ¢a(p) = (2L(p),...,2%(p)). Wir bendtigen n(ntl)
p

2
C>°-Funktionen g¢;; : Uy, — R, so dass die n x n-Matrix (g;;(q)) positiv definit wird fiir alle
q € U,.

Eine Moglichkeit: Wihle Standardskalarprodukt (-, -) auf ¢, (Us) C R", das heifit (e;, e;) = d;5
und setze fiir alle u,v € T'qM, q € Uy:

o (1,0) = (dpaly(u), dgala(v)),

das heifit ¢, wird zu einer lokalen Isometrie gemacht.

Weil dgal, (2

q) =e¢; fliri=1,...,n gilt, ist
0

(@) () — 0
9ij (q)_ga<8$i i
q

) = (€5, €5) = 0y -
q

2. Schritt  (Globale Konstruktion)

Wir nehmen ein Hilfsmittel aus der Differential-Topologie:
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2.3. Existenz von Riemann’schen Metriken

Satz 2.2 (,,Zerlegung der Eins*)
Sein M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (insbesondere Hausdorff’sch und es existiert

eine abzihlbare Basis) und (Uy)aca eine (offene) Uberdeckung von M von Karten.
Dann existiert eine lokal endliche Uberdeckung (Vi )re; und C*°-Funktionen fi : M — R
mit

(1) Jedes Vi liegt in einem Uy—q(1)-

(2) fr >0auf Vy und f, =0 auf dem Komplement von V. (Das heifit: Der Triiger von
fr ist eine Teilmenge von Vj)

(3) (X ges fr) = 1 fiir alle p € M. Diese Summe ist immer endlich, da die Uberdeckung
lokal endlich ist.

Lokal Endlich: Fiir jeden Punkt p € M existiert eine Umgebung U = U(p) mit U NV}, # ) fiir
nur endlich viele k €

Beweis (von Satz 2.2)
siehe zum Beispiel: Gromoll-Klingenberg-Meyer, , Riemann’sche Geometrie im Grofsen®. ™

Fiir die Konstruktion einer Riemann’schen Metrik auf M ,yerschmiert” oder , gléttet man jetzt
alle im ersten Schritt konstruierten lokalen Riemann’schen Metriken gy : go|v, wie folgt:

Sei p € M beliebig und w,v € T, M. Setze

(w,0)p =Y fr(p) - g (p) (u,0)

kel

Diese Summe ist endlich, da fi(p) # 0 nur fiir endlich viele k.
Ist (-,-)p ein Skalarprodukt auf T, M7
e Symetrie und Bilinearitét sind klar.

e Positivitat:

(wu)p = > fi(p) g(u,u) > 0.
ke]é’o'/ i

e Definitheit: Sei (u,u), = 0, dann ist fir jedes k fir(p)gr(u,w) = 0. Wegen Punkt (3) von
Satz 2.2 existiert mindestens ein kg € I, so dass fi,(p) > 0. Daher ist gg,(u,u) = 0,
woraus u = 0 folgt, da gy, positiv definit ist. n

Bemerkung (Riemannsche Metrik ist nicht eindeutig): Im R” ist durch jede positiv de-
finite Bilinearform ein Skalarprodukt und damit eine Riemannsche Metrik gegeben.
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2. Riemann’sche Metriken

2.4. Anwendung: Lange von Kurven

Sei ¢ : I — M eine differenzierbare Kurve in einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit M. Dann

ist die Lange von ¢
L(c) ::/I\/<c’(t),c’(t)>dt:/IHC’(t)Hdt

(Ein Spezialfall sind C*°-Kurven in R™ versehen mit Standardskalarprodukt)

Die Lénge ist unabhéngig von der Parametrisierung der Kurve und invariant unter Isome-
trien @ : (M, (-,-)1) — (N,(-,-)2), also L(® o ¢) = L(c), da L(®oc) = [;[[(Roc)|,dt =

7 ld® e (1)), dt P dt = L(c).
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3. Affine Zusammenhange und
Parallelverschiebung

3.1. Motivation

In R™ kann man Tangentialraume in verschiedenen Punkten vergleichen: Die Tangentialrdume
von z und y sind T,R" = {z} x R" ~ R™ und T,R"™ ~ R". Es gibt dann eine Translation
(Parallelverschiebung) Ty, : T,R™ — T,R"; (z,v) — (Ty—z(z),v), wobei Ty_»(x) =z + (y —
x) =1y.

Die Situation fiir Mannigfaltigkeiten ist lokal die gleiche: Ist (U, ¢) eine Karten, so gilt TU ~
U x R™ (vergleiche Basis-Satz, Satz 1.1). Ist p,q € U, so gilt: ([...] affine Hiille)

J

5 — .0
paufv—Zaz 5

0

ozl

9
ozt

0
,...7% q,...,%

T,M = [
p

] und T,M = [

p

ab.

Die Parallelverschiebung T,M — T, M bildet jetzt v =) a; % ‘

Der globale Vergleich von Tangentialraumen erfordert jedoch eine Zusatzstruktur (,Fernparal-
lelismus")

In der Flachentheorie realsisiert man die Parallelverschiebung via Kovariante Ableitung: Ist ¢
eine Flachenkurve der Flache F, so ist %c’ die orthogonale Projektion von ¢ in die Tangen-
tialebene T, F. Die Geodétischen in F' (die ,verallgemeinerten Geraden®) sind definiert als
Losungen von %c’ =0.

3.2. Affine Zusammenhange

Definition (Affiner Zusammenhang)
Ein Affiner Zusammenhang D auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung

VM x VM — VM
(X,Y) ~ DxY

so dass fiir alle X, Y, Z € VM und f,g € C*°M gilt:
(Zl) Dfx+gyZ = fDXZ +gDyZ
(Z2) Dx(Y +Z) = DxY + DxY

(Z3) Dx(fY) = fDxY +(Xf)Y
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3. Affine Zusammenhénge und Parallelverschiebung

Beispiele
(1) Flachentheorie: DxY =Y/

(2) MR™ X =Y a2, Y =Y bz, DxY =3 X(b) 52

D ist ein lokaler Begriff: Wahle Karte (U, ) mit Basisfelder X; = %. XY e VU: X =
YR vX, Y = P _, w/ X;. Dann:

DxY =Dy ,ix, | > _w'X;
J

@ Z V' Dy, Zw]X
Z2) Z ZDX (w X;)

g ZUZwJDXin + ZUZXi (w]) Xj

1] .3

wobel Dx, X; = > 14 F%Xk (diese Darstellung existiert wegen dem Basissatz 1.1) fiir lokal
definierte C°°-Funktionen Ffj : U — R (Christoffel-Symbole).

Wir haben also:
DxY = Z Z viijfJ- + X (w®) | Xy,
k=1 \1,j=1

Die Formel zeigt, dass DxY (p) bestimmt ist durch v¥(p), w’(p) und X,(w*) (und Ffj) Insbe-
sondere braucht man das Vektorfeld Y (bzw. w*) nur ,in Richtung X* zu kennen.

Wir folgern: Man kann Vektorfelder léngs einer Kurve in Richtung dieser Kurve ableiten: Falls
Y ein Vektorfeld ist lings ¢ (also Y (c(t)) = 31 wk(¢) X (c(t))), dann ist

DY =3 [ S (0w (0T (e(t)) +w' () | Xilelt))
k= ij

(wobei g o ¢(t) = (x*(t),...,2"(t)) und damit ¢ = S 2t X;)

Definition
Ein Vektorfeld Y ldngs einer Kurve ¢ heifit parallel beziiglich einem affinen Zusammenhang D,
falls DY = 0.

Beispiele
(1) Im R™ haben wir fiir ein paralleles Vektorfeld Y, dass DY = 377, wi'X; = > 10X =
0, da bei Vektorfeldern in R™ parallel und konstant gleichwertig ist.

(2) Ein Vektorfeld entlang eines Klein-Kreises der Sphére ist nicht parallel. (Durch Skizze
motiviert). Ein Vektorfeld entlang eines Grof-Kreises ist jedoch parallel, da ¢ orthogonal
zum Grok-Kreis zum Mittelpunkt zeigt, die Projektion auf die Sphére also 0 ist.
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3.3. Der Levi-Civita-Zusammenhang

Spéter werden wir sehen, dass Geodétische (Kurven mit D¢’ = 0) Geraden verallgemeinern.

Satz 3.1 (Eindeutigkeit der Parallelverschiebung)
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammenhang D. Sei ¢ : [ =

[a,b] — M eine differenzierbare Kurve und vg € Ty(,) M. Dann existiert genau ein paralleles
Vektorfeld V' ldngs ¢ mit V (c(a)) = vo.

Definition
Der Vektor V (t) (aus Satz 3.1) heift der ldngs ¢ parallel verschobene Vektor vg. Die Abbildung

Tc(a) M — Tc(t) M

|l
Vo — V(t)

heiflt Parallelverschiebung.

Beweis
Im ersten Schritt betrachten wir die Situation lokal. Sei ¢, € I, so dass ¢([a,t1]) C U (Karten-
gebiet um c(a)). In der Karte (U, ¢) ist die Definitionsgleichung DV = 0 dquivalent zu:

dv¥ dz’
— T ) Xy =
Z(dt T2l ) #=0

k

wobei V = Y1 v'X;, X, ?U“ poc(t) = (z'(t),...,a"(t)), /) = >, dj@ (t)X; (c(t)). Das

heifst wir haben ein System von n linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung in v (%):

dzt .
k __
E F”dt k=1,...,n
Dieses System hat zu gegebenen Anfangsbedingungen v(a) = vy = (vl(a), ...,v"(a)) genau

eine Losung fiir alle t € [a,t1]. Dann existiert eindeutig ein Parallelfeld V' langs ¢([a, t1]) mit
V(a) = vp.

Im zweiten Schritt sei to € I beliebig. Das Segment c([a, t2]) ist kompakt in M und kann daher
mit endlich vielen Karten iiberdeckt werden. In jeder Karte existiert ein V und ist eindeutig
(nach Schritt 1). Daraus folgt, dass V' global eindeutig existiert auf ¢([a, t2]) fiir beliebige to. m

3.3. Der Levi-Civita-Zusammenhang

Motivation: Ein Parallelfeld im Euklidischen Raum (R", (-, -)) ist eine Isometrie.
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3. Affine Zusammenhénge und Parallelverschiebung

Definition

Ein affiner Zusammenhang D auf einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, (-,-)) heifit ver-
traglich mit der Riemann’schen Struktur (-,-) falls fiir jede differenzierbare Kurve ¢ : I — M
und jedes Paar von parallelen Vektorfeldern Vi, V5 langs c gilt:

(Vi (c(t)), Va (c(t))) o ist fiir alle ¢ € I konstant.

Das heifst dass die Parallelverschiebung c||§f : Ter)yM — Ti(,)M eine lineare Isometrie ist.

Satz 3.2 (Aquivalente Formulierung der Vertriglichkeit)

Sei (M, (-, -)) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Ein affiner Zusammenhang D ist vertrag-
lich mit (-, -) genau dann, wenn fiir beliebige Vektorfelder V', W léngs einer beliebigen Kurve
c: I — M fir alle t € I gilt:

d

aa/(t)? W(t»c(t) = <Dc’vva W>c(t) + <Vva DC’W>c(t) (*)

Beweis
(x) = vertréglich: V, W parallel ist 4quivalent zu DV = DWW = 0, also %(V(t), W(t) ey =
0, also vertraglich.

Umgekehrt gilt: Sei D vertriglich, wir haben also eine Parallelverschiebung, die Isometrie ist.
Wiihle eine Orthonormalbasis { P (to), - - -, Pu(to)} von T4, M. Mittels der der Parallelverschie-
bung erhalten wir wieder fiir alle ¢ € I eine Orthonormalbasis {Py(t),. .., P.(t)} von Ty M.
Wir kénnen schreiben:

n n
V(t) = vi(t)Pi(t) sowie W(t)=> w;(t)Pi(t)
i=1 =1
wobei v, w; € C*°. Also:
DoV => dv)Pi+Y v DuP,
i_ i—1 ~

Ui

das heift: DoV = > 0P, und DoW = Y wiP;. Wir wollen zeigen, dass (*) gilt. Die
rechte Seite ist:
(DaV, W) + (V. DaW) = (3 viP, S wiPy) + (3w > wiPy)

— Z (vgwj<Pi, Pj> + in;'(Pl, f)]>)

0]

= Z (vgwj&-j + in;'(sij)
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3.3. Der Levi-Civita-Zusammenhang

Die linke Seite ist:
d d
%ﬂ/a W) = p ZviPi,ijPj
i J
d
= > viw; (P, Py)
]

1 (zw) .

=1

Bemerkung: Eine weitere dquivalente Formulierung der Vertraglichkeit:
Fir alle X, Y Z € VM gilt:

X (Y, Z) = (DxY,Z)+(Y,DxZ)
——
€0 (M)

Die Frage ist jetzt, ob zu einer gegebener Riemann’schen Struktur ein vertréglicher Zusammen-
hang existiert.

Definition
Ein affiner Zusammenhang D heifit symmetrisch (oder torsionsfrei) falls fiir alle X,Y € VM:

T(X,Y)=DxY —-DyX —[X,Y]=0
Bemerkung: In lokalen Koordinaten (U, ¢) gilt fiir D symmetrisch und Basisfelder X; = %

g 0
Dx; Xj = Dx; Xi = [Xi, ;] = [63@’ 8%] =0

% f= 8‘; % f- % 8‘21_ f =0 wegen f € C* und Vertauschbarkeit der partiellen

Ableitungen. Weiter gilt:

o)
da [Txl,

Dx,X; - Dy, Xi=> TEx, - Y Thx = (rfj - r;z) Xy — TE =Tk
k k k

Satz 3.3 (Levi-Civita-Zusammenhang)
Auf jeder Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, (-,-)) existiert genau ein affiner Zusammen-
hang D, so dass gilt:

(1) D ist symmetrisch

(2) D ist vertraglich mit (-, -)

Dieser eindeutige Zusammenhang D heifst Levi-Civita-Zusammenhang von M beziiglich (-, ).
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3. Affine Zusammenhénge und Parallelverschiebung

Beweis
Wir nehmen an, dass ein solches D existiert. Was sind die Eigenschaften?

D vertraglich:
XY, Z)=(DxY,Z)+ (Y,DxZ)
Der Trick ist jetzt, die Gleichung zyklisch zu vertauschen:

Y{(Z,X) = (DyZ, X) + (Z, Dy X)
—Z(X,Y) = —(DzX,Y) - (X,DzY)

Summe der drei Gleichungen
X(Y,Z2)+Y{(Z,X) - Z(X,Y) = (X, Z],Y) + (X,Y],Z) + 2(Z, Dy X) + (Y, Z], X)
Wir erhalten die Kozul-Formel
2,0y X) = 3 (X, 2) 4+ Y{2,X) — 2(X,¥) ~ (X, 2,Y) ~ (X, Y], 2) ~ IV, 2, X)) ()

Diese Formel zeigt, dass D eindeutig durch die Riemann’sche Struktur (-,-) bestimmt ist, denn
seien D und D zwei affine Zusammenhinge, die (1) und (2) erfiillen, dann gilt (%) fiir beide,
also (Z, Dy X) = (Z, Dy X) fiir alle X,Y,Z € VM, was heift dass (Dy X — Dy X, Z) = 0, was
heift das Dy X — Dy X = 0. Also ist D = D.

Die Existenz folgt daraus, dass man D durch (x) definieren kann. n

1=1,...,n,auf U.
Wir habeIl gl] = <X7,7Xj>7 DXsz = EZ:l FZXK‘, I:X,“X]] e O Kozulformel:

1 (0gir,  Ogjr  0gij = ~
X, DxiXj) = 3 (c‘w’ e~ gk T0) = (X6 D2 TXe ) =) Tijgu
=1 =1

Lokale Form von D Gegeben eine Karte (U, ¢) mit Basisfelder X; :== %

(gr1) hat inverse Matrix (¢™*). Damit
RS Ogik , Ogji _ 9gij
r=- mk = L I
Y2 ;g (83:1 T on T Bk

Dieser Ausdruck zeigt nochmals: Levi-Civita-Zusammenhang ist eindeutig durch die Metrik
bestimmt.

Beispiel
Im Euklidischer Raum (R", Standardskalarprodukt) ist g;; = d;;, also Ffj = 0. Also: Der
kanonische Zusammenhang ist der Levi-Civita-Zusammenhang.
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4. Geodatische Linien

Gegeben ist eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit (M, (-,-)) mit Levi-Civita-Zusammenhang D.
Das Ziel ist es, ein Analogon fiir Geraden zu finden. Mdégliche Charakterisierung von Geraden
in der Euklidischen Geometrie sind:

e kiirzeste Verbindung zweier Punkte (Variationseigenschaft).

e Kurven c(t) (mit Bogenlinge parametrisiert) mit ¢’(¢t) = 0 (Differentialgleichung).

4.1. Definition von Geodatischen

Eine Geodaitische (Linie) in (M, (-,-)) ist eine differenzierbare Kurve v : I — M so dass gilt:
D' (t) = 0 fiir alle t € I. (Das heifit: Geodétische sind autoparallele Vektorfelder).

Das Tangentialvektorfeld ist parallel. v = flj—;’ = d’y(%).

Folgerungen aus der Definition:

(1) 1" (t)ll4() ist konstant.

Beweis
2 2
V17 = (+,7'). Also 4 ||/]]

Ly Ay =Dy, 7)) + (v, Dyy') =0 .

Ein (entarteter) Spezialfall ist () konstant p € M.

(2) Eine Geodétische ist proportional zur Bogenldnge parametrisiert:

s(y) = / I (")lldr = kit - al

Ist £ = 1 so spricht man von einer normalen Geodétischen sowie von isometrischen Kopien
von Intervallen.

(3) Ob eine Kurve eine ,Geodétische® ist hangt von der Parametrisierung ab, nicht nur vom
Bild v(I) ¢ M.

Beispiel
y1(t) = (t,0) ist eine Geoditische, aber v2(t) = (¢3,0) nicht, da ||v4|| = 3t nicht konstant
ist.

4.2. Lokale Darstellung und Differentialgleichung fiir Geodatische

Sei v : I — M eine Geoditische in (M, (-,-)) und (U, ¢) eine Karte um ~(tg) mit ¢ o y(t) =
@ (D). 2" (1),
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4. Geodatische Linien

Dann ist v/(t) = S0, 24 (t) 2

=11 Oxt

) Die allgemeine Formel fiir Parallelfelder in lokalen Koordi-

naten (vgl 3.2) ergibt:
n

n
N\ 9
0=D,y = g a4 g I’z Dk
k=1 ij=1

lokal gilt also: D.,y" = 0 ist dquivalent zu dem System von n Differentialgleichung 2. Ordnung

:L'”k(t) _ _ Z FZ(%(t)):Eli(t)x/j(t) (1)

1,7=1

4.3. Das Geodatische Vektorfeld auf T M

Das System 2. Ordnung (1) ist dquivalent zu System 1. Ordnung:

x,k — yk

Y ==Y ThHE0)Y ()Y (1)

1,j=1

(2)

Was ist die Interpretation der y® in der Mannigfaltigkeit? Die Geoditische t + ~(t) in M
definiert die differenzierbare Kurve ¢ — (v(¢),7/(t)) in TM = {(p,v) | p € M,v € T,M}.
Lokale Koordinaten fiir TM: Sei (U, ) eine Karte in M, TU = U x R™ (nach Basissatz).
Dies ergibt eine Darstellung von (p,v) als (z',..., 2" y',...,2") mit v = Y ¢/’ a(zi' Speziell gilt
(v(2),7(2)) = (2(D), ..., a"(t), 2" (¢),... 2™ (¢)).

Lemma 4.1
Es existiert genau ein Vektorfeld G € V(T'M) auf T'M dessen Integralkurven (vergleiche
1.7) von der Form 7(t) = (y(t),7(t)) sind, wobei ~(¢) jeweils eine Geoditische in M ist.

Beweis

(a) Eindeutigkeit (unter der Annahme der Existenz): Die Integralkurven von G auf TU sind
nach Voraussetzung gegeben durch 5(t) = (y(¢),7/(t)). Diese Kurve ist aber Losung von
(2), also zu gegebener Anfangsbedingung eindeutig:

G (1) =7(t) = G (1)

(b) Existenz: Wir definieren die Komponenten von G beztiglich Basisfelder lokal durch (2).
Wegen (a) ist G auf ganz T'M eindeutig. n

Definition
G heift geodétisches Vektorfeld auf M. (G(p,v) € T(y,)(TM) C T(TM))
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4.4. Die Expontential-Abbildung

Satz 4.1 (Lokale Integralkurve)

Fiir jede Karte U und p € M existiert ein offenes O € T'M mit (p,0) € O eine Zahl § = §(p)
und eine C*°-Abbildung f : (=6,0) xO — TU C TM, so dass t — f (t,(q,v)) die eindeutige
Integralkurve von G ist mit f (0, (¢,v)) = (g, v) fir alle (¢g,v) € O.

Beweis

Nach 1.7 gilt lokal, dass Integralkurven von Vektorfeldern den Ldsungen eines Systems von
gewohnlichen Differentialgleichung entsprechen. Die Existenz und Eindeutigkeit im Satz 4.1
folgt dann aus dem ensprechenden Satz {iber Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen eines
Differentialgleichungssystems zu gegebenen Anfangsbedingungen.

Dass f differenzierbar ist folgt aus der Tatsache, dass Losungen von Differentialgleichungen (ge-
wohnlich, 1. Ordnung) differenzierbar von den Anfangsbedingungen abhéngen (vergleiche zum
Beispiel Arnold, ,,Gew6hnliche Differenzialgleichungen”, Gromoll-Klingenberg-Meryer, , Differen-
zialgleichungen im Grofen®, S.275)

Sei m : TM — M; (q,v) — ¢ die kanonische Projektion. Die offene Menge O C T'M im Satz
kann man wie folgt wihlen: Es existiert ein V' C U (offene Umgebung von p) und €7 > 0, so
dass O = {(¢q,v) e TU =U xR" | g e V,v € T;M, ||lv|| <e1} n

Aus Satz 4.1 folgt dann:

Satz 4.2 (Lokale Geodétische)

Zu p € M und einer Karte U um p existiert eine offene Menge V' von p, Zahlen 6 = §(p) < 0,
g1 > 0 und eine C*°-Abbildung v :=mo f: (=4,0) x O — M (mit O, f definiert wie oben),
so dass die Kurve t — ~(t,q,v) die eindeutige Geodétische in M ist mit v(0,¢,v) = ¢ und
7' (0) =v.

4.4. Die Expontential-Abbildung

Lemma 4.2 (Homogenitit von Geodétischen)

Sei a € R, a > 0. Falls die Geodétische (¢, q,v) auf (=6, ) definiert ist, so ist die Geodéti-

sche v(t,q,a - v) auf (—é é) definiert und es gilt vy(¢,q,a - v) = y(a - t,q,v).

a’a

Beweis

Betrachte die Kurve h : (—%, g) — M;t — ~(at,q,v). Es gilt: h(0) = 7(0, ¢, v) = g sowie I/ (0) =
%fy(at, ¢,0)|t, = a7/ (0,q,v) = av. Weiter ist h'(t) = av'(at,q,v), also Dyh! = Dgyay' =
a’Dyy =a?-0=0.
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4. Geodatische Linien

Das heifst: h is eine Geodétische mit h(0) = ¢, 2'(0) = av. Aus der Eindeutigkeit von Geodéti-
schen (Satz 4.2) folgt, dass vy(at, q,v) = h(t) = ~v(t,q, av). n

Nach Satz 4.2 ist (fiir ¢ € V =V (p)) (¢, q,v) definiert fiir [t| < § = J(p) und ||v]| < e1 = €1(p).
Mit Lemma 4.2 folgt jetzt, dass v (t,q, gv) fiir |t| < 2 definiert ist. Dann ist die Geodétische
Y(t,q,w) definiert fiir ¢ € V, |t| < 2 und w € T, M, |Jw| < e. Damit ist gezeigt:

Satz 4.3
Fiir jeden Punkt p € M existiert eine Umgebung V von p, ¢ = (p) > 0 und eine differen-
zierbare Abbildung:

v:(=2,2) x {(q,v) €TM | q € V,v € T;M, |]v|| < ¢}

so dass fiir ein festes (¢, v) die Abbildung ¢t — (¢, ¢, v) die eindeutige Geodétische in M ist
mit Anfangsbedingung (0, ¢,v) = ¢, 7'(0,¢,v) = v.

Sei p € M und O wie in Satz 4.3.

Definition
Die Expontential-Abbildung (auf O) ist:

exp: OCTM — M
exp(q,v) = 7(1,q,v)

v

e 1,q,||vn)
( ol

(u H )
=7 U, 4, 77
ol

Bemerkungen: (1) exp ist differenzierbar, da v differenzierbar ist (vergleiche Satz 4.2)

(2) Meistens benutzt man die Einschrankung von exp auf einen Tangentialraum:
exp,, = exp(p,-) : B:(0)(C T,M) — M

Wobei B.(0) ein offener Ball mit Radius € um 0 ist.

Satz 4.4

Fiir jeden Punkt p einer n-dimensionalen differenzierbaren Riemann’schen Mannigfaltigkeit
existiert ein r = r(p) > 0, so dass die Abbildung exp, : B(0) C T,M — exp,(B,(0)) C M
(mit B,(0) = {v € T,M | ||v]] < r}) ein Diffeomorphismus auf die offene Umgebung
V = exp,(B;(0)) von p ist.
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4.5. Minimaleigenschaft von Geodétischen

Beweis
Wir benutzen den Umkehrsatz fiir Mannigfaltigkeit (Satz 1.2). Zu zeigen ist: alexpp|0 1 Tp(Br(0)) =
T,M — Texpp(O)M = T, M ist ein Vektorraum-Isomophismus.

Wihle dazu die Kurve ¢(t) = tv (mit ¢(0) = 0, ¢/(0) = v). Dann ist: dexpp‘o (v) =4 ‘0 (exp,oc)(t) =
%‘Oexpp(tv) = %}07(1,]7,&;) = %|O’y(t,p,v) = v. Also ist dexpp‘0 = id, und damit ein
Vektorraum-Isomophismus. n

Definition
Eine geodétische Normalumgebung von p € M ist eine Umgebung U von p, so dass exp,, : V. = U

ein Diffeomorphismus ist.
B,.(p) = exp,(B;(0)) heift geodtischer Ball vom Radius 7.

Die Koordinatenfunktionen der Karte exp, ! : U = exp, (V) = V ¢ TpM = R™ heifen geodéti-
sche Normalkoordinaten.
Beispiele
(1) Im R™ mit Standardskalarprodukt sind die Geodétischen gerade die Geraden (mit Bogen-
lénge parametrisiert). Also, da T,R™ =2 R", exp, : R” — R" ist die Identitét.

(2) In M = S™ mit der von R"*! induzierten Metrik sind die Geoditischen die GroRkreise
(mit Bogenlénge parametrisiert, siehe 4.5). Durch Skizzen fiir die Falle n = 1, 2 motiviert:
expy ist ein Diffeomorphismus auf B (0).

(3) Der Name ,Exponentialabbildung® kommt aus der Lie-Theorie. G = U(1) =& S! sind
die unitére (1 x 1)-Matrizen, dann steht der Tangentialraum am Punkt 1 senkrecht, also
ThU(1) iR, und daher exp,(t) = e’.

(4) In der Lie-Gruppe G = (Rx, ) ist T{R = (R, +). Hier ist exp;(t) = e'.

=0(n) = € = . Hier 1st TgO(n) die Menge der schietsymetrischen

5 G=0 AeRY™| AAT = E}. Hier ist TpO(n) die Menge der schief isch
Matrizen. Fir B € TgO(n) setze A = exp(sB) .= E + sB + %BQ + %—TBS +---. Es gilt:
A€ O(n).

4.5. Minimaleigenschaft von Geodatischen

Zur technischen Vorbereitung benétigen wir ,Vektorfelder 1ldngs Fléchen“. Sei A eine zusam-
menhingende Menge in R? mit stiickweise differenzierbarem Rand und M sei eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit. Eine parametrisierte Flache in M ist eine differenzierbare Abbildung
f:A(CR?) = M; (u,v) — f(u,v).

Ein Vektorfeld ldngs f ist eine differenzierbare Abbildung V' : A — T'M mit V (u,v) € Ty ) M.
Die Parameterlinien f(u, vg) bzw. f(ug,v) mit vy bzw. ug fest definieren die ,, Tangential-Vektorfelder*
0

of 0 . of . 0
(um)) sowie %(u, v) = df | (uw) (81} (U7U)>

%(U,’U) = df|(u,v) <8U
Weiter definieren wir die kovariante Ableitung fiir ein Vektorfeld V' lings f wie folgt:

DV . DV
%(u,vo) = Dgf V(u,v9) sowie %(uo,v) = D%(uw)

V (uo,v)

+(u,v0)
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4. Geodatische Linien

Lemma 4.3 (Symmetrie)
Sei M ein differenzierbare Mannigfaltigkeit und D ein symmetrischer Zusammenhang auf
M. Fiir eine parametrisierte Flache f: A — M gilt:

D (0f\ D [of
o (o) =5 (50)

Beweis
In lokalen Koordinaten (U, ¢) in der Umgebung eines Punktes von f(A) C M sei g o f(u,v) =
(z'(u,v),...,2"(u,v)). Es gilt:

D (9f\ D [~02' 0
o (m) =% (; o axi)

B 9%zt 9 n " @ D 0
a P Ovou Ozt P ou ' 855 57 ot
"L 9% "L 9zt O 9
P ovou &UZ _ Ou Ov 3.7 0T

7]7

Wegen der Symmetrie von D erhalten wir dann durch zuriickrechnen

D (of
-5 (a1) :

Satz 4.5 (Gaufi-Lemma)
Sei (M, (-,-)) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Sei p € M und v € T,M so dass
exp,(v) = q definiert ist. Fiir w € T,,(T, M) = T, M gilt:

(d(expp)lov, d(expp)low) = (v, w)y

Beweis
Zerlege w = wr + wy, wobei wr die Komponente in Richtung v und wy die dazu orthogonale
Komponente ist (also wr = (v, w)llz—”, wy = w — wr). Das Differential

dexp,| : T,(TpM) = TyM — Texp oM = T,M

ist linear. Also:
dexp,| (wr +wy) = dexp,| (wr)+ dexp,| (wy)

Es gilt zunéchst

dexpp‘v wr = o exp, (v + twr) = pr exp, (twr) = wr
0 0
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4.5. Minimaleigenschaft von Geodétischen

sowie

d
exp, (v +tv) = —

de V=
pr‘v dt 0

o7 . exp,(tv) = v

das heiftt, das Gaufs-Lemma gilt fiir w = wry.

Ohne Einschrdnkung sei nun w = wy. Nach Voraussetzung ist ¢ = exp,(v), also existiert ein
e > 0, so dass die Exponentialabbildung definiert ist fiir: u := tv(s) wobei v(s) eine Kurve in
T,M mit v(0) = v, ||[v(s)]|| konstant und v'(0) = w (Lv). Die Fliiche A C R? ist jetzt die Menge
derufir0<t<lund —e<s<e.

Betrachte jetzt die parametrisierte Fléche
[ A— M;f(t,s) = exp,(tu(s))
Es gilt: f(t, s0) ist eine Geoditische fiir ein festes sg, sowie f(1,0) = exp,v = q.

Wir haben firt =1

8f Lemma 1.3
LI e (oxp, ), (4/(0)) = desp, |, (w)
(1,0)
und fiir s =0 of
—= =v = dexp,| (v)
ot (1,0 P‘U
Also ist zu zeigen:
of af
7 P P A
$1(1,0) 10)/ ,
Wir zeigen dazu zuerst:
ist unabhéngig von t.
g <8f g > Vertriglichkeit <D8f af> + <8f D8f>
Ot \ Os |5 Oty , otos’ ot/ 9s’ ot ot /,
Lemma 4.3 Bg g =
B ds Ot Ot
_ Lo Jorof\N _
B 20s \ Ot ot/
N———
konstant (Geodéatische!)
Es war t beliebig, also wihlen wir ¢ = 0.
(%) <= of ,8—f =0
Aber fiir ein festes t gilt:
of /
— = dexp (tv'(s))
Os (t.0) p|t'u(s) 0
= dexpp|tv (tw) n
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4. Geodatische Linien
Frage: Geodatische und Kiirzeste

Ein Segment 7|(, 5 einer Geodétischen v : I — M([a, b] C I) heift minimierend, falls L(7|(4)) <
L(c), wobei ¢ eine beliebige Kurve mit ¢(a) = 7y(a), ¢(b) = v(b) und L(.) die Lénge ist.

Satz 4.6 (Geodétische sind lokal minimierend)

Sei p € M, U eine normale Umgebung von p und B C U ein normaler Ball mit Zentrum p.
Sei 7y : [0,1] — B ein geodéatisches Segment mit y(0) = p. Falls ¢ : [0,1] — M eine beliebige,
stiickweise C*° - Kurve mit (0) = ¢(0) und (1) = ¢(1) ist, dann gilt L(y) < L(c), und
falls L(vy) = L(c), so ist ¥([0, 1]) = ¢([0, 1]).

Beweis

L. Fall: ¢([0,1]) C B. exp, ist ein Diffeomorphismus, also konnen wir schreiben ("Polarkoordi-
naten"): c(t) = exp,(r(t)v(t)), t € [0,1], wobei v(t) ein Kurve in T,,M ist mit [[v(¢)|| = 1 und
7:[0,1] = R* stiickweise differenzierbar. Sei f(r,t) := exp,(r-v(t)) eine parametrisierte Flache
in B, die c enthalt. Es gilt fur fast alle ¢:

de Of ,+8i
dt — or ot

Nach dem Gauf-Lemma (4.5) ist <%{, %> =0, also

de|? df ? 12 daf ? 12
| == —|| >
‘dt ‘dr ] 20
=1 >0
Damit gilt f | e | dt > f || dt > fl r'dt = r(1) — (5) (Beachte dass r bei 0 nicht differen-

zierbar ist, aber r(e) — 0 fiir ¢ — 0.) Also L(c) = [, ‘ de|ldt > r(1) = ¢(1) = Endpunkt von
¢c=L(v).

Die Gleichheit L(c) = L(7) gilt dann, wenn Gleichheit in allen Abschétzungen oben gilt, also
H H — 0, also Bf —0 Kettenregel

heifst, dass die Richtung konstant ist. Weiter muss dann fgl |r'|dt = fgl r’dt sein, also |r'| = r' > 0,
also ist ¢ eine monotone Parametrisierung von +, insbesondere ¢([0, 1]) = (][0, 1]).

depr(’f’U/) < ' =0 = v/ =0 = v ist konstant, das

2. Fall: C([07 1]) §Z B. Sei ¢ der Radius von B und ¢; € [0,1] der erste Parameterwert mit
c(t1) € Se(p) = 0B:(p) = 0B. Dann ist

1. Fall ,
L(c) > L(clps)) = €=L(Y)>L(y). -

Fazit: Aus - ist eine Geodétische” folgt .,y ist lokal minimierend*. Doch gilt auch die Umkeh-
rung?
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4.5. Minimaleigenschaft von Geodétischen

Satz 4.7
Fiir jeden Punkt p einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit existiert eine Umgebung W von p
und § = d(p) > 0, so dass fiir alle ¢ € W gilt:

exp, : Bs(0) (CTyM) — M

ist ein Diffeomorphismus mit exp,(Bs(0)) 2 W. Das heifit: W ist eine normale Umgebung
fiir jeden ihrer Punkte. Eine solche Umgebung von p heifst total normal.

Beweis

(Skizze) Betrachte F': U (C TM) — M x M, wobei F(q,v) = (q,exp,(v)). Die Jacobi-Matrix
g g), wobei E die n X n-Einheitsmatrix ist. Jp ist regular
in (p,0). Weiter ist F ein lokaler Diffeomorphismus von einer (p,0)-Umgebung U’ C U auf eine
Umgebung W’ um F(p,0) = (p, p). Wéhle nun die Umgebung W von p so, dass W x W C W'.n

von F'im Punkt (p,0) ist J, := (

Bemerkung: Nach Satz 4.6 und 4.7 gilt: Fiir je zwei Punkte ¢1,q2 € W (wie in Satz 4.7)
existiert genau eine minimierende Geodétische der Linge < ¢, welche ¢; und ¢o verbindet.
Damit kann man die Radialsymetrie verlassen und hat mehr ,,Beweglichkeit.

Korrolar (Geoditische erkennen)

Sei 7 eine stiickweise differenzierbare Kurve v : [a,b] — M, mit der Bogenlédnge parametri-
siert. Falls L(y) < L(c) fiir jede stiickweise differenzierbare Vergleichskurve ¢, die v(a) und
~(b) verbindet, so ist v eine Geodétische.

Es gilt also: ,,y minimierend = ~ Geodétische* (keine Lokalitdt zunéchst!).

Beweis

Sei t € [a,b] und W eine total normale Umgebung von 7(t). Dann existiert ein abgeschlossenes
Intervall [t1,t2] C [a,b], so dass t € I und ~(I) C W. 5|7 ist stiickweise differenzierbar und
minimierend (sonst wére v nicht minimierend). Nach Satz 4.6 ist L(~y|;) die Lénge eines radia-
len geodétischen Segments (da W total normal) von ~(¢1) nach v(¢2). Da v nach Bogenlange
parametrisiert ist, folgt nach Satz 4.6, dass 7|7 eine Geodéatische in der Umgebung von ¢ ist. ¢
war beliebig, woraus die Behauptung folgt. ™

Anwendungen:

(1) Eine Riemann’sche Isometrie bildet Geodétische auf Geodétische ab.

Beweis
@ : M — N sei eine Isometrie; v ist eine Geodétische, dann ist L(y o) = L(vy). Also:
ist minimierend, dann ¢ o v minimierend. Dann folgt die Behauptung aus dem Korrolar.

Alternativ: Dy =0 = Dgoqy(p o) =0. -
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Geodatische Linien

(2) Geoditische von S™ = {z € R"*! | ||z|| = 1} sind GroRkreise.

Beweis

Sei ¢ ein Grofikreis, das heift ¢ = S™ N o, wobei o eine 2-dimensionale Ebene in R™*!
durch 0 ist. Wahle p, g € c geniigend nahe, so dass es nach Satz 4.7 genau eine Geodatische
~v zwischen p,q existiert. Dann ist die euklidische Spiegelung R an o eine euklidische
Isometrie von S™. R fixiert ¢ punktweise und bildet v auf 4 ab (auch durch p,q). Also
mus wegen Findeutigkeit v = 4 gelten und ~ bleibt punktweise fest, das heifst v C ¢ = die
Fixpunkte von R = S™ N ¢. Damit ist der Grofskreis selber die Geodatische ~. n



5. Krummung

5.1. Der Riemann’sche Kriimmungstensor

Gegeben sei eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit (M, (-,-)) mit Levi-Civita-Zusammenhang D.
Der Riemann’sche Kriimmungstensor von M beziiglich D ist die Abbildung R : VM x VM x
VM — VM, (X,Y,Z) = R(X,Y)Z, wobei

R(X,Y)Z = DyDXz — DnyZ + D[X,y}Z.

Beispiel

Im (R™,(-,-)), wobei (-,-) das Standardskalarprodukt ist, betrachten wir das Vektorfeld Z =
(z,...,2") € VR™ Da DxZ = (X2',...,X2"), folgt: DyDxZ = (YXz',...,YX2"). Wegen
[X,Y] = XY — YX folgt: R(X,Y)Z = 0.

Das oben definierte R ist somit ein ,Mafs“ fiir die Abweichung der Riemann’schen Mannigfal-
tigkeit (M, (-,-)) von der euklidischen Geometrie.

Bemerkung: Beziiglich lokalen Basisfeldern 627? (t=(1,...,n)) gilt: [%, %} = 0 fir C°°-
Funktionen. Dann ist R (3%, 5% ) 52 =D o D o 3% — D o D_» 5%. R ist ein Ma fiir die
J ox?

9zt dxl Ozt T T At oxd
Vertauschbarkeit der 2. kovarianten Ableitungen.”

Definition

Setze VoM = C>®°M, V, M := VM x ---x VM. (r Summanden). V, M ist ein C*°M-Modul. Ein
(s,r)-Tensorfeld auf M ist eine r-lineare Abbildung 7' : V.M — VsM iiber dem Ring C*°M,
das heiftt

T(X17 000 7Xi—17fX +gY7Xi+17 000 7X7‘) = fT(X17 000 7Xi—17X7Xi+17 © o0 7X7“)
—i—gT(Xl, vy Xie1, Y, Xiga, - - ,XT)

fiir alle Argumente von T, X, Y € VM

Satz 5.1
R ist ein (1,3)-Tensorfeld

Beweis
Exemplarisch fir R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z Vf € C*M.

DyDx(fZ) =Dy (fDxZ +(X[)Z) = (Y f)DxZ + fDyDxZ + (YX[)Z + (X f)DyZ.
Also: Dny(fZ) - Dny<fZ> = f(DyD)(Z - D)(DyZ) + (YXf — XYf)Z,
Dixy1fZ = fDixy1Z + ([X,Y]f)Z = R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z. ™
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5. Krimmung

Satz 5.2 (Symmetrie-Eigenschaften)
(M, (-,-)) sei eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit. D der Levi-Civita-Zusammenhang und R
ein Kriimmungstensor. Dann gilt

(1) RIX,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (zyklisch Vertauschbar). ,Bianchi-Identitat"
(2) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T)
(3) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z)
(4)

(R(X,Y)Z,T)=(R(Z,T)X,Y)

Beweis
(1) ist dquivalent zur Jacobi-Identitdt fiir Lie-Klammern (mit Torsionsfreiheit).

(2) folgt direkt aus der Definition.
(3) ist dquivalent zu (R(X, Y)W, W) = 0 (setzte W = Z + T und verwende Satz 5.1).

Esist (R(X, Y)W, W) =(DyDxW — DxDyW + D[Xy]W, W),

(DYD)(VV, W> Levi—Civita,Zvertréglich Y<DXVV, W> _ <D)(VV, DYW>, analog <DXDYVV, W>,
(Dix )W, W) = %[X7 YW, W). Somit: (R(X, Y)W, W) = Y(DxW,W)—(DxW, Dy W)—
X(DyW, W)+ (DyW,DxW) + 5[ X,Y](W, W) = 0.

(4) Analog. m

Kriimmungstensor in lokalen Koordinaten (u, ¢)

Die Basisfelder seien X; = -2, i = 1,...,n. Dann: R(X;, X;)Xp = >, Réijl (per Basis-

— 9z
satz), wobei Rﬁjk die Komponenten des Kriimmungstensors in lokalen Koordinaten sind, also

C*-Funktionen und symmetrisch beziiglich ¢, j.

Fiir beliebige Vektorfelder X,Y, Z € VM mit
n ) n ] n
X=>uX;, Y=Y vX; zZ=> v
i=1 j=1 k=1

gilt wegen Satz 5.1:

n
RX,Y)Z= ) uvw'R,X, (%)
ik l=1

(man muss alles an der Stelle p kennen).

Bemerkung: (Trigereigenschaft von R) Die Formel (x) zeigt, dass (R(X,Y)Z)(p) nur von den
Werten der Vektorfelder X, Y, Z im Punkt p abhéngig ist.
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5.2. Schnittkriimmung

Formel fiir R.

)

=0

n n
= Dx, (Z ry m) — Dy, <Z F}"‘ka>
m=1

m=1

n n
= [Xj (FZZ) X + 17 DXij ] — E [Xi( ;Z)Xm + F?}g Dx, Xom, ]
m=1 N m=1 no o
D%y Fé-sz 21 D X

8 n E n
l Tt E mpl 2 plo_ E [t
m=1 m=1

(so hatte es Riemann definiert)
Setze nun .
Rijis = ZRéjk “g1s = (R(Xi, X)X, Xs)
=1
,Herunterziehen von Indizes", ,,Riccli—Kalkiil“. Nach Satz 5.2 gilt:
® Rijks + Rjkis + Riijs =0
® Rijrs = —Rjiks
o Rijks = —Rijsk
® Rijrs = Risij

Bemerkung: Fiir dimM = 2 sind 4, j,k,s € {1,2} und aufgrund obiger Symmetrien ist im
wesentlichen nur Ri212 # 0. Dies ist gerade die Gauf-Kriimmung.

Riemann’scher Kriimmungstensor

Sei (M, (-, -)) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit und D der zugehoriger Levi-Civita-Zusammenhang.
Dann ist

VM x VM x VM — VM
' (X,Y,Z) = R(X,Y)Z = DyDxZ — DxDyZ — Dix y)Z
multilinear beziiglich C>* M.

5.2. Schnittkriimmung

Vorbemerkung aus der Linearen Algebra. Sei V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Fiir
x,y €V setze

& Ayl = V2lPllyl? - (z,9)2 >0
(Flacheninhalt des des von z und y aufgespannten Parallelogramms). Fiir orthonormierte Vek-
toren ist |z Ay| = 1.
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5. Krimmung

Lemma 5.1
Sei (M, (-,-)) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit, p € M, ¢ ein 2-dimensionaler Untervek-
torraum von 7T, M mit Basis x,y. Dann ist

<f“x7y)xﬂﬁp

unabhéngig von der Wahl der Basis.

In der Konsequenz macht folgende Definition Sinn:

Definition
Fir p € M, 0 C T,M ein 2-dimensionaler Untervektorraum setze K(p,o) = K(x,y) fiir eine
beliebige Basis {z,y} von 0. K(p, o) heifit Schnittkrimmung von o in p € M.

Bemerkungen: (1) Fiir n =2 ist K(p,0) = K(p) die Gauk-Kriimmung von M im Punkt p.
Die Menge der Kriimmungstensoren R im Punkt p ist vollstandig bestimmt.

Beispiel
Schnittkriimmung von (R™, kan) ist konstant null, da R = 0.

(2) (S™ kan). Behauptung: Schnittkriimmung ist konstant 1.

Lemma 5.2

Sei f : (M,(-,-)) — (N,(:-)) eine Riemann’sche Isometrie. Fiir ¢ C T,M
ist dflp(c) C TppN ecin 2-dimensionaler Untervektorraum und KM (p,0) =
KN (f(p),df|p(c)). Das heift: Schnittkriimmung ist invariant unter Isometrie.

Beweis (des Lemmas)
Es gilt (Ubungsblatt 7 Aufgabe 1):

 Djj,df(y) = df(D3"y)
o [df(x),df (y)]" = df [z, y]")
o (df (x),df () = (z,)
= RY(df(x),df (y))df (2) = df (RM (z, y)2). n

Beweis (Schnittkriimmung von S™ ist konstant)

Es geniigt zu zeigen: Zu o C T,,5™ und 7 C T,)S", jeweils 2-dimensionale Untervektorrau-
me, existiert eine Isometrie f : S™ — S™ mit df,(o) = 7.

Sei nun o = [u,v], T = [, 0], wobei u, v bzw. @, Orthonormalbasen sind. [ = z, ls = u,
h = .

Yn+1 ﬂn+1 5n+1
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5.3. Ricci-Kriimmung

ergiinze zu einer Orthonormalbasis { f1, ..., for1} von R*. Dannist A == [f1, fo,..., fnr1] €

O(n+1), also eine orthogonale (n+1) x (n+1)-Matrix, mit A;; = (fi);, f : R*T! — R+
w +— Aw ist eine euklidische Isometrie (Rotation von (R"*! kan)) die S™ invariant lisst.
Dies Induziert also eine Isometrie von (S, kan).

Da f linear ist, df = f, also dfy(0) = dfy([u,v]) = [dfz(u),dfy(v)] = [4,0] =T =
Behauptung. S™ hat konstante Schnittkriimmung. Es gilt K = 1 (siehe spéter). n

(3) n-dimensionale hyperbolische Rdume H"R := {x € R" | ,, > 0} mit der Identitét als

Karte und lokalen Koordinaten x1,...,x,. Es ist
O 0 1 0
(9ij) = ' -
ij) = " " (2)?
1 n
0 @2 0 1

Berechnung der R;ji, zeigt: Schnittkriimmung R ist konstant —1.

(4) Konforme Anderung der Metrik (M, g) einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit um A\ €
C*®M, A > 0: g := \g ist wieder eine Riemann’sche Metrik.

Fiir konstantes A > 0 ist die Schnittkriimmung fiir §: K = %K . Insbesondere kann man
aus jeder Mannigfaltigkeit mit beliebiger, konstanter Kriitmmung (# 0) durch Reskalierung
der Riemann’schen Metrik S™ oder H™ erhalten.

Erganzende Sitze (ohne Beweis, vergleiche: do Carmo, Kapitel 8)

Satz
(M, (-,-)) hat konstante Schnittkriimmung, also

K(p,0) =Ko Vo CT,MVpe M < (R(z,y)w,z) = Ko ((z,w)(y, z) — (y, w)(z, 2))
insbesondere ist (R(z,y)z,y) = Ko (|z|]*ly||* — (=, v)?).

Satz (Hopf)
Eine vollstandige, einfach zusammenhéngende, zusammenhédngende Riemann’sche Mannigfal-
tigkeit mit konstanter Kriimmung 0, 1 oder —1 ist isometrisch zu R", S, H"R. Dabei heifst

e Vollstandig: Jede Geodétische ist auf ganz R definiert

e Einfach zusammenhéngend: Jede geschlossene Kurve ist auf einen Punkt zusammenziehbar

5.3. Ricci-Kriimmung

Sei R der Kriimmungstensor einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, (-,-)) und X,Y,Z €
VM. In jedem Punkt p € M ist Y(p) — R(X(p),Y (p))Z(p) ein Endomorphismus von T, M.
Oder: Fiir X, Z € VM fest ist R(X,-)Z ein (1,1)-Tensormodul.

Fiir ein beliebiges (1,1)-Tensorfeld A ist A(p) : T,M — T,M ein Endomorphismus und wir
definieren die Spur von A durch

n

(Spur A)(p) = Z(A(p)ei, €i)p

=1
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5. Krimmung

wobei [e;] eine Orthonormalbasis von T, M ist. Linere Algebra: Es gibt einen Endomorphismus
® mit Abbildungsmatrix A und Spur ® = Spur A = """ | A;; (insbesondere fiir Orthonormal-
basen, a; = (Ae;, e;)).

Der Ricci-Tensor von M ist der (0,2)-Tensor Ric(z,z) = Spur(y — R(z,y)z). (In manchen
Quellen noch mit ﬁ normiert.) Die Ricci-Kriimmung von M in Richtung v € T, M ist

) = S

Fiir eine Orthonormalbasis {e;} von T,,M ist Ric(v, w) = Y 1 | (R(v, e;)w, e;). Also insbesondere
ist der Ricci-Tensor symmetrisch und r(e1) = >, K(p, [e1, €i])-

Die Skalar-Kriimmung ist eine differenzierbare Funktion auf S : M — R, p+ >7%_; r(e;), wobei
{e;} eine Orthonormalbasis von T, M ist.

n n

S(p) = Z ZRIC ej,€;5) Z (R(ej, ei)ej, eq) Z K(p,[es, e;])

Jj=1 1,j=1 =1
i#]

Eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit (M, g) heifst Einstein-Raum falls Ric(z, y) = Ag(z,y) Vx,y €
VM, wobei A : M — R eine differenzierbare Funktion ist.

Beispiel
R&ume mit konstanter Kriimmung sind Einstein-Raume: K = ¢y konstant:

Ric(X, X) ZK z,e])g(x,x) = (n — 1)cog(z, x)

Bemerkung: Der Einstein-Tensor ist G := Ric — %g. Einstein-Feldgleichungen der ART:

G = T,
~— ~—~
Geometrie Physik

wobei G: Einstein-Tensor fiir 4 dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit (mit Pseudo-Riemannscher
Metrik), T: Energie-Impuls-Tensor der Materie-Verteilung. (Buch: Gravitation — Misner, Thor-
ne, Wheeler).
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6. Jacobi-Felder (Verbindung
Geometrie—-Krimmung)

6.1. Jacobi-Gleichung

Sei (M, (-, -)) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Fiir v € T, M sei exp,, definiert. Wir betrach-
ten die parametrisierte Fliche f(t,s) = exp,(tv(s)) mit 0 < ¢ <1 und — < s < &, wobei v(s)
eine Kurve in T, M mit ||v(s)|| = [[v(0)||, v(0) = v, v'(0) = w ist.

Es gilt (vergleiche Beweis Gauf-Lemma):

of
%(1,0) S Texpp(v)M'

dexp, !U w =
H dexpp‘v wH ist ein Maf dafiir, wie schnell die Geodétischen ¢ — f(t, s) auseinanderlaufen.

Betrachte dazu das Vektorfeld dexp,|, tw = %(t,v} lings 7(t) = exp,(tv), 0 <t < 1. Wir
halten fest: Da v eine Geodatische ist, gilt fiir alle ¢, s: %%{(t, s)=0.

Lemma 6.1
ACR* > M
(u,v) = f(u,v)
sei eine parametrisierte Flache und V' (u,v) sei ein Vektorfeld langs f. Dann gilt:
DD DD af of
—V—-———V=R v
ov Ou Ou Ov <8 " Ov )

. D
wobei 5 = D%.
u

Beweis
Betrachte Karte (U, ). Dann sind die Basisfelder also V = Y"1 v'X;, v" = v'(u,v),

FV = 6u(2?:1vi‘§) Z?lau Ti+ D 1V e X
B D 920! o' D dv' OD
5 (72V) :Z? 1 8vguX + 2 G g X+ i 31; X+ 2 vigy an X

D D D D D D
= %%V 8u8vv Zz 1 Vi (81} auXZ Ou Ble)
Berechne 5 aDX Fiir f(u,v) = (z'(u,v),...,2"(u,v)) ist
O o 9y O — s 90X und DX Doy X; =Y, % Dy X;.
ou j=1 u “*J> 81} k=1 k 8f j=1 au X
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6. Jacobi-Felder (Verbindung Geometrie-Kriimmung)

DDy, _ 920 dal . 9240
%%Xz‘ - Z;'Z:l avguDX X +ZJ 1 agz Daf (DXXZ) = Ej BugvDX X; —i—Z] u ( k 6u DXkDX X)
= (%% - 22) Xi=22] o (% (DXkDX X; — Dx,;Dx, X;)

ou Ov j,k=1 du v
X, Xp]=0
I R XX
D D dzJ dxk R multilinear af of
= %%V BU(%V Zl]k i 9u ov R(X )Xl - R ou’ v u

Weiter gilt:

0:D<D8f> Lem:mal D<D8f) R(af 8f>
s \ Ot Ot ot \ 0s ot
Lemma 3 Kap 4
2 (52 n(% )%
ot \ Ot Os ot’ 0s

+ schiefsym.
Wir setzen 7(t) = exp,(tv) = f(t,0) und J(t) = J(y(t)) = g—ﬁ(t,O) ein Vektorfeld langs 7.
Dann gilt die Jacobi-Gleichung:

DD

i / / _
oS J(0)+ RO (1), T (1) =0
mit der Kurzschreibweise DD
- — 1 t
5 91° (t) = J(t)

Definition
Sei 7 : [0,a] — M eine Geodétische. Ein Vektorfeld J ldngs v heift Jacobi-Feld, falls J fir alle
t € [0, a] die Jacobi-Gleichung erfiillt.

Es gilt: Ein Jacobi-Feld ist eindeutig bestimmt durch die Anfangsbedingungen J(0) und J'(0) :=
D.,J(0).

Begriindung: Betrachte orthonormale Parallelfelder Ei(t),..., E,(t), wobei E;(t) = E;(y(t)),
léngs v. Dann kann man schreiben: J(t) = Y"1 fi(t)Ei(t) mlt fie C™. Also J'(t) = Dy J(t) =

>im1 Dy (fil) = 30 (fiEi + fi Dy Ei) = 3700 fi(O)Ei(t) und J"(t) = 3701, f{' (O E ( )-
N——
=0
Weiter sei a;;(t) == (R(Y'(t), Ei(t))Y'(t), Ej(t))()- Dann gilt R(y', J)y" = > (R(Y', J)Y', Ej) Ej =
doie1 2oiea i (RO E)Y, Ey) By = 377 3701 fiaij () E;(t)
Damit ist die Jacobi-Gleichung dquivalent zum System linearer Differentialgleichungen 2. Ord-
nung

1)+ e fi(t) =0, j=1,...,n
i=1

Die Losungen bilden einen Vektorraum Jac, der Dimension 2n, wobei n = dim M. Zu gegebener
Anfangsbedingung J(0), J'(0) bzw. f1(0),..., fn(0), f1(0),..., f}(0) existiert genau ein Jacobi-
Feld langs ganz ~y, also eine Losung des obigen Differentialgleichungssystems fiir alle ¢ € [0, a].

Folgerung: Langs der Geodétischen v : [0,a] — M existieren 2n linear unabhéngige Jacobi-
Felder, wobei n = dim M.
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6.1. Jacobi-Gleichung

Bemerkung: Gewisse Jacobi-Felder kann man direkt angeben: J(t) := ~/(¢) ist ein Jacobi-Feld,
da J”"+ R(v,J)y' ="+ R(y,7y' )7 = Dyy" + 0= Dy Dyy' = 0.

Ansatz: J(t) .= a(t)y/(t) fir a : I — R ist Jacobi-Feld, genau dann, wenn a(t) linear (affin) ist.
Also: J" = d"+', R(v/,J)y = R(Y,av")y = aR(v',7')y = 0. Das heifit die Jacobi-Gleichung
gilt <= d"vy =0 <= " =0 <= a(t)=a+18,a,8 €R.

Folgerung: Ji(t) := 7/(t) und Ja(t) := t7/(t) sind verschieden, da J;(0) = ~/(0) # J2(0) = 0,
und spannen einen 2-dimensionalen Untervektorraum des Vektorraumes Jac,, aller Jacobi-Felder
langs v auf.

Es geniigt dann den 2(n — 1)-dimensionalen Untervektorraum aller Jacobi-Felder orthogonal zu
~" zu verstehen.

Jacobi-Felder fiir Riemann’sche Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung

Sei (M, (

-,+)) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung ko, etwa
(R, kan) : ko

=0, (S?,kan) : kg = 1, (H?R, kan) : kg = —1.
Weiter sei 7 : [0,a] — M eine normale Geodétische und J ein Jacobi-Feld langs 7, so dass
J(t) L~ (¢).
Fiir ein beliebigs Vektorfeld X lings v gilt die Formel (vgl. 5.2, Erginzende Sétze):
(R(Y, ), X) = ko ((V,2) (0. X) = (+, X)(J,7) = ko(J, X)
=1 =0

R, J)y = koJ

also

Die Jacobi-Gleichung lautet hier:
J"+ ko =0 (*)

Es sei E(t) ein Parallelfeld lings v mit || E(t)|[y) = 1 und (E(t),7'(t)) ) = 0 fiir alle £. Dann
ist

ﬁ -sin(tv/ko) - E(t), ko >0
J(t) =<t E(t), ko =

\/ETCO -sinh(tv/—ko) - E(t), ko <0
eine Losung von (x) mit Anfangsbedingung J(0) = 0 und J'(0) = E(0).

Beispiele
(1) (R?% kan), ko = 0:
Geodatische = Gerade; Parallelfeld = konstantes Vektorfeld E(t) = e Vt
= J(t) =tE(t) =te

(2) (S?, kan), ko = 1:

X(s,t) = (cosssint,sin ssint, cost)

0X
8—(s,t) = (—sinssint, cosssint, 0)
s
0X . .
E(S’ t) = (cos s cost,—sin scost, —sint)
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6. Jacobi-Felder (Verbindung Geometrie-Kriimmung)

Mit s = 0 ( = Grokkreis in 2-z2-Ebene = Geodétische = ~):

0.0 = Sa0) = /(1) = (cost.0,—sin)
%(0,1&) — (0,sint,0) = J(1)
J(t)
O = rp = 010

(3) (H?, kan), kg = —1:
H? = {(z,y) € R? |y > 0} = {z € C | Im 2z > 0}. Betrachte () = (0,e?) = ie’.

1
(9 1 1 8 1
T H? = R @ RE (| £ @)y = 3110 leia = 5. | @0, =3
fwwzmm>—&£=:wwmmw—eﬂ il =ed =1
2 (0, et 1,0
Parallelfeld: E(t) — Hﬁ((o ’f)H = 4% = (e, ), IE(t)|nyp = 1

hyp e

ox
= J(t) =sinht- E(t) = (sinht - €', 0), || J(¢)|/nyp = sinh ¢.

Satz 6.1
Sei 7 : [0,a] — M eine normale Geodétische (also ||7/|| = 1) und J ein Jacobi-Feld ldngs ~y
mit J(0) = 0 und J'(0) = 5J(0) = (D, J) (0) = w. SchlieRlich sei v := ~/(0).

Wir betrachten w als Element von Ty, (Ty(0)M) und wéhlen Kurve v(s) in Ty )M mit
v(0) = av, v'(0) = aw. Fiir die parametrisierte Fliche f(,s) = exp, () (Lu(s)), |s| < e,
0<L<1ist J(t) = %(t, 0) ein Jacobi-Feld lings v mit J(t) = J(t) fiir alle t € [0, a].

Beweis
Jacobi-Feld is durch Anfangsbedingungen vollstandig bestimmt, das heift es geniig zu zeigen:
J(0) = J(0) und J'(0) = J'(0).

Es ist einfach zu sehen, dass J(0) = %(0, 0)=0.
Weiter gilt

_ D of D t D
J(t) = 9 0s —(t,0) = pn <dexpp‘;v(0) . av'(O)) =5 <dexpp‘w tw)

D D
:a(t.dexpp‘tvw) =1 dexpp‘t w—l—t8 <dexpp‘t ) .
Daher ist J'(0) = dexpplow:w:!]’(()). n

Bemerkungen: (1) Es gilt folgende Formel fiir ein Jacobi-Feld langs einer normalen Geodé-
tischen v : [0, a] — M mit J(0) =

J(t) = dexpp‘m,(o) (¢J'(0)), te(o,d

(2) Eine analoge Konstruktion (Jacobi-Felder erzeugen durch Variation einer Geodétischen)
gilt auch fiir Jacobi-Felder mit Anfangsbedingung J(0) # 0.
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6.2. Jacobi-Felder und Schnittkriimmung

6.2. Jacobi-Felder und Schnittkriimmung

Satz 6.2

Sei p € M, v : [0,a] - M eine normale Geodétische mit 'y(O) =p,7(0) =vund w €
Ty(T,M) = T,M mit ||w| = 1. Weiter sei J(t) = dexpp’ , 0 <t < a ein Jacobi-Feld
langs .

Dann gilt fiir die Taylorentwicklung von HJ(t)H?y(t) = (J(t), J(t)) @) beit=0:

IO = = 5 (R, w)o, w)yt + ot

Beweis
Esist J(0) =0, J'(0) = w, |Jw|| = 1. Fiir die ersten drei Koeffizienten der Taylorreihe in ¢ folgt:

0) I7@)II; = (,.7)(0) =0
(1) (£7)(0) = 2(J',J)(0) = 0
(2) (J,7)"(0) = 2(J", J)(0) + 2(J", J')(0) = 0 + 2[|w]|* = 2
(3) (£,4)"(0) = 2(J",J)(0) +

2(J", J’)(O) +4(J", JY0) = 0+ 6(—R(Y,J)y,J)0) =

6(—R(~",0)v',J')(0) = 6(0, J')(0) =

(4) (J.J)"™(0) = 20", J)(0) + 2(J", J')(0) + 6(J",.J')(0) + 6{J", J")(0) = 8(J", J')(0) =
_8<R(7/7 Jl)’%v Jl> (O> = _8<R(Ua w)va w>P

Nebenrechnung fiir J"” = — £ 5:R(7', ). Dazu betrachten wir ein beliebiges Vektorfeld Z

mit 7' =57 =D, Z. Es ist

ot dt
d

T dt
— (GRONZN T ) 4 (RO 2K )~ (RO TN 2,

<DR(7 W, z> LRy, I 2) — (R . 2)

(RO, 2}, J) = (R(Y, ], Z')

Fiir t = 0 ist J(0) = 0, also:

<DRW, I, Z> (0) = 04 (R(. Z)7, ) (0) — 0

ot
= (R(+,J')Y, Z)(0)

Da Z beliebig war, gilt J"(0) = —Z-R(y/, J)¥'(0) = —R(+, J')¥/(0) "
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6. Jacobi-Felder (Verbindung Geometrie-Kriimmung)

Korrolar
Falls (v,w), = 0, (v,w also orthonormiert) gilt: (R(v,w)v,w), = K(p,o) = Schnittkriim-
mung der von v und w aufgespannten Ebene o, also

1
ITO5 ) =~ 3K @, o)t* + o(t")

sowie .
[Ty =1t — 6K(p70)t3 +o(t?)

Beweis
Die Formel fiir ||J(t)||,(;) folgt aus einem Koeffizientenvergleich der Taylorreihen:

ft)=a+bt+ct®> +dt>+ - -
(f(1))% = a® + 2abt + - -- .

Anwendung Linge von geodétischen Kreisen. p € M, v,w € T,M, vlw, ||v|]| = ||w| = 1,
f(r,0) = exp,(r(cosf - v+sin 6 - w)). Fiir ein festes r heikt K,.(0) = f(r,0) fiir 0 < 0 < 27 ein
geodétischer Kreis von Radius 7.

Die Lénge von K, ist L(K,) = f02” | LK, (0)|| do = 027r

lings vg(r) = exp,(rv(0)) ist. Daher

%H df, wobei % ein Jacobi-Feld

L(K,) = /0 " [r _ %K(p, o)+ 0(7‘3)} do = 2rr (1 _ éK(p,U)TQ + 0(7«2)) .

Das ist die klassiche Formel von Betrand-Puiseux (1848) fiir Fléichen in R3.

Umgekehrt hat man K (p, o) = =25 (2nr — L(K,) + o(r®)) oder

s

K(p,o) = lim i(27r7° — L(K,)).

r—0 7TT3

Im euklidischen ist L(K,) = 27r, also K(p,0) = 0. Im Sphérischen ist L(K,) = 27sinr =
2w (r - g—? + . ) ,also K(p,0) = +1. Im Hyperbolischen ist L(K,) = 27w sinhr = 27 (r + g—? + - -),
also K (p,0) = —1.
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7. Riemann’sche Mannigfaltigkeiten als
metrische Raume

Sei (M, (-,-)) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, also insbesondere ein topologischer Raum
(nach Definition), der Hausdorft’sch ist, eine abzéhlbare Basis hat und lokal euklidisch ist. Solche
topologischen Rédume sind metrisierbar.

Bisher waren die Konzepte ,lokal”, etwa die Geodatischen, die Exponentialabbildung, der Kriim-
mungstensor, die Jacobi-Felder. Fiir globale Aussagen benétigen wir zusétzliche topologische
Voraussetzungen.

Ein Prototyp fiir eine solche Voraussetzung ist der Satz von Gauf-Bounet in der Flachentheo-
rie: Gegeben eine kompakte Fliche S im R? ohne Rand und die Gauk-Kriimmung K, so ist
fs KdA =27x(S) = 2m(2 — 2g), wobei x die Euler-Charakteristik ist. Diese Gleichung verbin-
det links eine Aussage tliber die ,lokale Geometrie“ mit rechts einer topologische Invariante.

Die einfachste Globale Frage ist: Gegeben zwei Punkte p,q € M, gibt es einen stetigen Weg
zwischen p und ¢? Notwendig dafiir ist: M zusammenhingend'. Zusammenhéngend ist auch
hinreichend:

Lemma 7.1
Ist M zusammenhéngend, so ist M auch wegzusammenhéngend. Das heiftt, dass zu p, ¢ € M
ein stetiger Weg ¢ : [0,1] — M mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢ existiert.

Bemerkung: In allgemeinen topologischen Rdumen gilt: Aus wegzusammenhéngend folgt zu-
sammenhéangend, aber aus zusammenhéngend folgt nicht zwingend wegzusammenhéngend. Ein
Beispiel dafiir ist X := [(0,—1),(0,1)] U {(ac,sin%) cR? |z > 0} mit der von R? induzierten
Topologie. (Fiir einen Beweis siche: Singer-Therpe, Elementary Topology & Geometry, Seite 53)

Beweis
Sei p e M und A :={q € M | q ist mit p durch einen stetigen Weg verbindbar}.

e A+, dape A:c:[0,1] = M; c(t) = p.
e A ist offen: Ist ¢ € A und r € B.(q) (= normale Umgebung von ¢), dann ist r € A.

o A ist abgeschlossen, also M \ A ist offen: Ist g € M\ A, r € B:(q), dannist re M\ A. m

!Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend wenn X nicht in zwei disjunkte, offene, nichtleere Teil-
mengen zerlegt werden kann. Dazu dquivalent: X und () sind die einzigen Teilmengen von X die sowohl offen
als auch abgeschlossen sind.
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7. Riemann’sche Mannigfaltigkeiten als metrische Raume

Daher sei in diesem Kapitel stets vorausgesetzt, dass M zusammenhangend ist.

Daraus folgt: Zwei beliebige Punkte p,q € M sind durch stiickweise differenzierbare (bzw.
stiickweise geodétische) Wege verbindbar.

Beweis

Wihle stetigen Weg zwischen p und ¢: ¢ : [0,1] — M. ¢([0, 1]) ist kompakt. Diese Menge kann
durch endlich viele total normale Umgebungen iiberdeckt werden. In diesem Umgebungen lasst
sich der Weg wie gewiinscht abédndern. n

Bemerkung: Im Allgemeinen existiert zwischen zwei Punkten p und ¢ einer Riemann’schen
Mannigfaltigkeit keine Geodétische! Etwa in (R?\ {0}, kan), wo Geodétische Geradenstiicken
entsprechen, gibt es keine Geodétische zwischen (0, —1) und (0, 1).

Setze Q) = {stiickweise differenzierbare Kurven zwischen p und ¢}.

Satz 7.1 (Langenmetrik)
(M, (-,-)) sein eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit.

Mx M — Rzo
(p,q) = inf L(c)

c€pq

d:

Dann ist (M, d) ein metrischer Raum, also es gilt fiir p,q,r € M:
(1) d(p,q) = d(q,p) 2 0
(2) d(p,q) < d(p,r) +d(r,q)

(3) d(p,q) =0 <= p=g¢q

Beweis
(1) ,riickwarts laufen ¢ : [0,1] — M, t — c(t), sei Kurve zwischen p und ¢, also ¢ € Q.
Dann ist &(t) == ¢(l — t) € Qgp und L(c) = L(¢).

(2) Da €, eine Obermenge der Wege von p nach ¢ iiber r ist, gilt inf.cq,, L(c) < infecq,, L(c)+
infeeq,, L(c)

(3) Klar: Ist p = g, so ist hat der konstante Weg ¢ : [0,1] — M; ¢t — p die Lénge 0, also

d(p,q) = 0.

Annahme p # ¢q. Wéhle eine normale Umgebung U, (p) um p mit ¢ ¢ U.(p) Dann gilt fiir

eine beliebiges ¢ € Q, nach Satz 4.6: L(c) > e = d(p,q) > e. n
Korrolar

(1) Die Topologie des metrischen Raumes (M, d) ist dquivalent zur urspriinglich auf M
gegebenen Topologie (also U ist offen in M <= U ist offen in (M, d)). Das heift:
Riemann’sche Mannigfaltigkeiten sind metrisierbar.
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(2) Fir po € M ist dp, : M — R; dpy(p) = d(po,p) stetig (gilt fiir beliebige metrische
Réume).

(3) Ist M kompakt, so ist der Durchmesser von M beschrankt:

Diam(M) = sup d(p,q) < oo
pgEM

Beweis
(1) Nach Satz 4.6 sind normale offene Bélle von geniigend kleinem Radius r identisch mit
metrischen Béllen von Radius r (beziiglich d):

B (p):=={q € M|d(p,q) <r} = exp,(B:(0))
wobei B,.(0) = {v e T,M | ||v]| < r}.
(2) |dp, (P) — dpy (@) = |d(po, p) — d(po, q)| < d(p,q)
(3) Seien p, g beliebig aus M kompakt.

d(p,q) < d(p,po) + d(po, q) < 2%2@(170,?") <00

Das Maximum wird angenommen, da M kompakt und d,, stetig ist. ™

Definition

(M, d) ist vollstindig genau dann, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

(M, (-, -)) ist geodétisch vollstdndig genau dann, wenn fiir jedes p € M die Exponentialabbildung
exp,, auf ganz T, M definiert ist, also jede Geoditische ~(t) mit v(0) = p ist fiir alle t € R
definiert.

Satz 7.2 (Hopf-Rinow, 1931)
Sei M eine zusammenhingende Riemann’sche Mannigfaltigkeit und p € M. Folgende Aus-
sagen sind dquivalent:

(1) exp, ist auf ganz T;,M definiert.

(2) Jede abgeschlossene Teilmenge A C M mit beschréanktem Durchmesser ist kompakt.
(3) Der metrische Raum (M, d) ist vollstédndig, das heiftt, jede Cauchy-Folge konvergiert.
(4) M ist geodétisch vollstandig.

In diesem Falle gilt: Fiir jeden Punkt ¢ € M existiert mindestens eine Geodéatische -,
welche p und ¢ verbindet und fiir die gilt: L(y) = d(p, ¢), das heifst, v realisiert die kiirzeste
Verbindung zwischen p und gq.

Beweis
Die Vorgehensweise ist: 1 — 2 — 3 — 4 — 1.
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7. Riemann’sche Mannigfaltigkeiten als metrische Raume

(1) = (2)

4) = (1)

A ist abgeschlossen.

Diam(A) = sup d(a,b) <c< 0.
a,beA

Fiir ein festes gqg € A gilt fiir alle ¢ € A:

d(p,q) < d(p,qo) + d(qo,q) < d(p,q0) +c=R.

Das heift: A C Bag(p) L exp,(B2r(0)) ist kompakt, da exp, stetig und Bag(0) C
T, M kompakt ist. Also ist A als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge
selbst auch kompakt.

Eine Cauchy-Folge {pn}nen ist beschrankt: Wahle € > 0, so gilt d(pn, pm) < € fur
alle m,n > ng(e). Also ist nach (2) {pn}nen in einer kompakten Menge enthalten.
Insbesondere hat {py, } nen eine konvergente Teilfolge. Da {p;, }nen eine Cauchy-Folge
ist, konvergiert {py, }nen selbst.

Sei v : I — M eine normale Geodéatische in M. Zu zeigen: [ ist offen und abge-
schlossen in R, also I = R.

I ist offen (und nicht leer): Aus der (lokalen) Eindeutigkeit und Existenz von Geo-
détischen (Satz 4.3) folgt: Ist vy(fp) definiert, so auch ~(to + t) fiir geniigend kleine
t.

I abgeschlossen: Sei (t,)nen eine monoton wachsende Folge in I, welche gegen ¢,
konvergiert. Zu zeigen: t, € I. Zunéchst ist fir m > n

d(y(tn), Y(tm)) < L (Vi tn]) = ltn — tml -

Dabher ist (7y(tn))nen eine Cauchy-Folge in M und nach Voraussetzung (3) konver-
gent.

Sei p = limy, 00 Y(t,). Sei W(p) eine total normale Umgebung um p. Satz 4.7
besagt: Es existiert ein 0 > 0, so dass jede normale Geodatische, welche in W (p)
beginnt, auf (—6,d) definiert ist. Wihle n so grof, dass |t, —t.| < § und y(t,) €
W (p). Dann ist y(t) definiert fiir alle ¢ mit |¢,, —¢| < J, also insbesondere fiir ¢, das
heiftt ¢, € I und I ist abgeschlossen.

Klar.

Es gelte nun (1), und wir zeigen die letzte Aussage des Satzes.

1. Schritt:

2. Schritt:
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Wir finden einen Kandidaten fiir die Geodétische «y. Sei r := d(p,q) und fiir 0 < 6 < r
sei Bs(p) ein normaler Ball um p mit geodéatischer Sphére Ss(p) = 0Bs(p) als Rand.
Ss(p) ist kompakt.

Die Idee ist, ¢ als denjenigen Punkt auf dem Rand zu wéhlen, wo die stetige Funk-
tion dyls; = d(q,-)|s; ein Minimum annimmt. Dann existiert nach Voraussetzung
(1) ein v € TyM mit |Jv]| =1 und z = exp,(dv).

Definiere 7(s) := exp,(sv), s € R, was nach Voraussetzung (1) geht.

Wir zeigen, dass v die Punkte p und ¢ verbindet. Zu zeigen ist also: v(r) = ¢ (bzw.
d(q,~v(r)) = 0). Betrachte dazu die Menge

A= {se[0,]]d(s),q)=r—s} (¥



Wir zeigen, dass A = [0,7]. A ist abgeschlossen. A # (), da 0 € A. Sei sy := max A.

Annahme: sy < r. Betrachte wieder normalen Ball Bg/ (y(sg)) mit Rand S’ um ~(sq)
mit ¢’ so klein, dass ¢ ¢ By (v(s0)). x( sei ein Punkt auf S’ in dem, dy|g ein Minimum
annimmt.

Behauptung: Es gilt z(; = v(so +¢'). (%)

Beweis (der Behauptung)
Zunéchst ist
d(7(s0),q) = ¢' + mind(z,q) = &' + d(z0, ).
x

Nach Voraussetzung ((*) und Definition von sg) ist d(v(so),q) = — o, also
r—s0=0 +d(xp,q). (xx%)
Weiter mit der Dreiecks-Ungleichung:

d(p, ) > d(p,q) — d(q,p) "= v~ (r—s9— ) =0+

Ebenso gilt fiir die stiickweise differenzierbare Kurve c:

d(p, ) < d(p,~(s0)) + d(v(s0), zp) < s0+ 0’

Die Kurve c ist also minimierend und somit eine Geodéatische, hat also keinen , Knick*
bei sg. Daher gilt: zj = v(so + ). =

Aus (xx) und (x * ) folgt:

r—(s0+0) " d(ah,q) © d(y(so+ ). q)

Also gilt () fiir sp + ¢’ > s¢p im Widerspruch zur Definition von sg. Daher ist die
Annahme sy < r falsch und sy = r. n

Korrolar
Eine zusammenhéngende kompakte Riemann’sche Mannigfaltigkeit ist (geodatisch) voll-
standig.

Beweis
(M, d) ist vollstdndig, also nach Hopf-Rinow geodétisch vollstiandig. n

Korrolar

M sei eine zusammenhéngende und vollstandige, aber nicht kompakte, Riemann’sche Man-
nigfaltigkeit. Dann existiert ein geodatischer Strahl in M, also eine Geodétische v : [0,00) —
M, welche fir alle ¢ € [0, 00) minimierend ist: d(y(t),v(0)) = t.
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7. Riemann’sche Mannigfaltigkeiten als metrische Raume

Beweis

Wihle Folge (g )nen in M, so dass d(qo, gn) — oo fiir n — oo. Schreibe ¢, = exp(t,vy), ||vn|l =
1. Die Folge (vp)nen C {w € TyuM | |[w|| =1} kompakt, also hat (vy)nen eine konvergente
Teilfolge, ohne Einschrankung sei diese (vy)nen: vn — .

Nun haben wir die Geodétischen v,(t) = expy (tvn,) und () = expy (tv). Zu zeigen ist
d(y(t1),7(t2)) = [t1 — t2|: Aber lim, 0 ¥n(t) = limp o0 expy, (tvn) = exp,, (limy, o0 tvy) =
exp,, (tv) = v(t) = Behauptung. -

7.1.

Schnittort einer vollstandigen Riemann’schen
Mannigfaltigkeit

Lemma 7.2
M sei eine zusammenhéngende vollstdndige Riemann’sche Mannigfaltigkeit und ~ : [a, b] —
M sei eine normale Geodatische.

1

(2

(3) Ist v minimierend auf einem Intervall I, so ist sie auch auf J C I minimierend.

) Falls keine weitere Geodétische zwischen y(a) und (b) existiert, die kiirzer ist als -,
dann ist v minimierend auf [a, b].

) Falls eine Geodétische ¢ # v zwischen ~y(a) und v(b) mit L(c) = L(v) existiert, so ist
~ nicht mehr minimierend auf [a, b + €] fiir ein € > 0.

Beweis

(1)

(2)

3)

Nach Hopf-Rinow existiert eine minimierende Geodétische v* zwischen y(a) und ~(b). Es
ist dann L(v*) < L(v), also nach Voraussetzung L(y*) = L(7), also muss 7 minimierend
sein.

Sei ¢ eine Geodétische zwischen 7y(a) und v(b), ¢ # 7, mit L(c) = L(v). Wahle § > 0, so
dass W = W(4) eine total normale Umgebung von v(b) (siehe Satz 4.7). Betrachte die

Kurve
_Je(t), tela,b]
a(t) = {’y(t), te [bb+ 3]

a verbindet (0) und ~y (b + %). Da W total normal ist existiert eine minimale Geodétische
zwischen o (b — g) und « (b + g). a ist keine Geodétische (wegen dem ,Knick® bei (b)),
also ist die Lange des minimalen geodétischen Segments zwischen « (b — g) und « (b + %)
echt kleiner als das entsprechende Stiick von . Daher existiert eine Kurve von (a) nach
v (2) die kiirzer ist als a\[% b Konstruktion ist L(’y[a’bJrg]) = L(al[m b+%]) und somit
nicht mehr kiirzeste nach ~(b).

Annahme: ~ nicht minimierend auf J C I, dann wére 7 nicht minimierend auf . n

Fir p € M, v € T,M, |lv|| = 1 sei v, = exp,(tv) die eindeutige normale Geodétische mit
1(0) = p, v5,(0) = v. Setze I, :== {t € [0,00) | d(7u(t),7(0)) = t}, das heift: v minimierend
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zwischen 7, (0) und ,(t). I, # 0, da [0,e] C I, fir geniigend kleines e. I, ist abgeschlossen,
da d(7,(0),-) stetig. Es gilt also entweder I, = [0, 00), also 7, ist geodétischer Strahl, oder es
existiert s(v) > 0, so dass I, = [0, s(v)]. In diesem Fall heift 7, (s(v)) Schnittpunkt von p langs

Yo-
Bemerkung: (a) Es gilt (ohne Beweis): Die Abbildung
.. E,M ={veT,M]||v|=1} - RU{oo}
' v+ s(v)
ist stetig.
(b) Fiir kompakte M ist s(v) < oo fiir alle v € E,M, p € M.

(c) Ist M nicht kompakt, so existiert nach dem Korrolar ein geodétischer Strahl und somit
p€ M und v eT,M, so dass s(v) = 0.

Fiir ein beliebiges, aber festes p € M ist

w
Uy = {w e T\ 0}l <5 () bu o)
eine offene Umgebung von 0 € T),M. Der Rand von U, 0U,, ist die Menge {w e T,M||w| =s (ﬁ) } =
{s(v)-v e T,M | v e E,M}. Der Schnittort von p € M ist

Cut(p) = exp,(9Up) = {7 (s(v)) | [Jv]| = 1} .

Beispiel

In (S™ kan) sind die Geodétischen mit Bogenldnge parametrisierte Grofkreise der Linge 2.
Also sind Geodaitische 7, (t) minimierend fiir ¢ < 7. Also ist fiir alle p € S™: U, = {w € T, M |
|w|| < 7}, also

exp,(Up) ={q € 5" | d(p,q) <7} = 5"\ {-p}
und

Cut(p) = {q € 5" | d(p,q) =7} ={-p}.
Man kann also die Sphére disjunkt zerlegen in exp,(U,) und exp,(9U,) = Cut(p). Dies gilt
allgemein!

Bemerkung: Es gilt (ohne Beweis) der Satz: (Berker 1980)

Ist (M, (-, -)) eine zusammenhéngende kompakte Riemman’sche Mannigfaltigkeit mit Diam(M) =
7 und Cut(p) = {Punkt} fiir alle p € M, so ist (M, (-,-)) isometrisch zu (S™, kan). Solche Man-
nigfaltigkeiten heifen ,Wiedersehen-Mannigfaltigkeit®.

Satz 7.3 (Zerlegungssatz)
Sei M eine zusammenhéngende, vollstdndige Riemman’sche Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir
jeden Punkt p € M die disjunkte Zerlegung

M = exp,(Up) & Cut(p) .
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Beweis

Nach Hopf-Rinow gibt es fiir jeden Punkt ¢ € M eine minimale Geodatische ~, zwischen p und
q mit ¢ = v,(tov), to < s(v), ||v|| = 1. Insbesondere ist tyv € U, = U, U dU,,. Da ¢ beliebig ist

M C exp,(U,) = exp,(Up) U exp,(9U,) = exp,(U,) U Cut(p) C M.
Noch zu zeigen ist: exp,(U,) N Cut(p) = . Wir nehmen an, dass g € exp,(Up) N Cut(p).

Da q € exp,(U,) existiert eine minimierende Geodétische v : [a,b] — M mit y(a) = p und
v(b) = q. Up ist offen also v auch minimierend auf [a, b+ ¢] fiir € gentigend klein.

g € Cut(p) heiftt: g ist Schnittpunkt einer von p ausgehenden Geodéatischen, das heifit es existiert
eine minimierende Geodétische ¢ : [, 8] — M mit ¢(a) = p, ¢(5) = ¢, die nach ¢(/3) nicht mehr
minimierend ist (insbesondere ¢ # 7), aber mit L(c|(q, 5)) = L(7{a,5) = d(p,q). Nach Lemma 2
(2) angewandt auf + ist die Geodatische v nicht mehr minimierend nach (b), im Widerspruch
zur Annahme! n

Weitere Eigenschaften von Cut(p)

(a) Cut(p) hat keine inneren Punkte.

Beweis

Wir nehmen an es existiert ein ¢ im Inneren von Cut(p) ldngs . Dann existiert ein ¢’ €
yNCut(p) ,vor q. Nach Definition des Schnittortes existiert eine minimierende Geodétische
¢ zwischen Punkten p und ¢'.

1. Fall: ¢ = v: nach Definition des Schnittortes ist dann 7 nicht minimierend nach ¢’, im
Widerspruch zur Annahme.

2. Fall: ¢ # ~: Nach Lemma 2 (2) ist v nicht mehr minimierend ,nach* ¢, im Widerspruch
zur Annahme. n

(b) exp, |v, ist injektiv. Es gilt sogar ohne Beschrinkung: exp, |y, ist eine differenzierbare
Einbettung. Das heift: fiir ¢ € exp,(U)) existiert genau eine minimierende Geodétische von
p nach q.

Beweis

Sei q € exp,(Up) und exp,(v1) = ¢ = exp,(v2). Nehmen wir an, dass vy # vz, so hat man
zwei minimierende Geodatische 1 # 2 zwischen p und ¢, das heifft nach Definition des
Schnittortes bzw. Lemma 2(4), dass ¢ € Cut(p), im Widerspruch zur Annahme. n

(c) Fiir ein kompaktes M nimmt die stetige Funktion s : E,M — R ein Maximum bzw.
Minimum an und ist somit beschrénkt. Also ist U, = {tv € T,M | v € E,M,0 <t < s(v)}
homéomoph zum Einheitsball B, == {tv € T,M |v € E,M,0 <t <1}.

(d) Da exp, : U, — M surjektiv ist (Satz 7.3) und auf U, injektiv ist, erhilt man eine kom-
pakte Riemann’sche Mannigfaltigkeit topologisch dadurch, dass man die Randpunkte eines
Einheitsballs ,,geeignet” identifiziert (beispielsweise werden fiir S™ alle Punkte identifiziert).
Die topologische Komplexitat einer kompakten Mannigfaltigkeit steckt also im Schnittort.
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Definition
Der Injektivitdtsradius von p ist definiert als

Inj(p) := Dist(p, Cut(p)) -
Der Injektivitatsradius von M ist dann
Inj(M) := inf Inj(p).
peEM
Beispiel
Inj(S™) = 7 und Inj(p) = 7 fiir jeden Punkt p € S™.

Bemerkung: 2 -Inj(p) ist die Lange der kiirzesten von p ausgehenden geschlossenen Geodéti-
schen, falls es diese gibt.

Satz 7.4
(Ohne Beweis, vergleiche do Carmo, Kapitel 13, Proposition 2.2)

(1) Sei g € Cut(p) mit I := d(p,q) = Dist(p, Cut(p)) = Inj(p). Dann gilt entweder, dass es
eine Geodatische 7 zwischen p und ¢ gibt, so dass ¢ zu p ldngs () konjugiert ist (das
heifst, es gibt ein Jacobi-Feld J ldngs ~, so dass J(p) = 0 = J(q)), oder es existieren
genau zwei minimierende Geodéatische v und 7 zwischen p und ¢ mit /(1) = —7/(1).

(2) Falls fir p € M gilt: Inj(p) = Inj(M), also Dist(p, Cut(p)) minimal in M, so gilt:
Entweder ist ¢ zu p konjugiert lings einer minimierenden Geodétischen oder ¢ ist
Mittelpunkt einer geschlossenen Geodatischen (das heift: differenzierbar in p und q).

Beispiel fiir konjungierte Punkte: Breitner-Fliche (Vesperdose)

Beispiel
(0) (R™ kan) hat keine Schnittpunkte, da die Geodéatischen Geraden sind. Also Cut(p) = 0
fiir jeden Punkt p € R”, und laut Zerlegungssatz gilt R" = exp, (1, M).

(1) Hyperbolische Ebene (HZ, y% (3 ?)): Auch hier gilt Cut(p) = 0 fiir jeden Punkt p € H?,
also H? = exp,(T,H?).
Bemerkung: Allgemeiner gilt der Satz von Hadamard-Cartan: Fiir eine einfach zusam-

menhéangende und zusammenhéngende Riemann’sche Mannigfaltigkeit M mit nichtposi-
tiver Schnittkriimmung. So gilt Cut(p) = ) fiir alle p € M.

(2) (P", kan) = (S}N, die von S™ induzierte Metrik), wobei p ~ ¢ genau dann, wenn p und

q Antipoden sind. Hier sind Geodétische minimierend fiir d(p,-) < 5. Sei pr : S™ — P";
pr(p) = [p] = {p, —p} die Projektion von S™ auf P". Dann ist

. e n—1 _
Cut(p) = pr(,Aquator) = pr (q € S" |d(p,q) = 5) =S =,
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Weiter ist expp(Up) die offene ,obere Hemisphére® und damit diffeomorph zu R", etwa
durch die Zentralprojektion Z : S — R" oder die Orthogonalprojektion O : S — D" =
{z e R" | ||z]| < 1}.

Nach dem Zerlegungssatz gilt also topologisch betrachtet:
P" = exp,(Up) W Cut(p) = R" & pr-t
Mit Induktion nach n = dim P" folgt mit R? := {0}:
P'=R"WR" 'y - yR'yR’

Beispielsweise ist P? = RZ@P! = R*wWR! wRY. Dies nennt man auch eine Zellenzerlegung
des projektiven Raumes.

(3) Rotationszylinder: Schnittort von p ist die gegeniiberliegende Gerade.

(4) Flacher Torus T? = S' x S! = R/Z X R/Z: Schnittort ist der gegeniiberliegende Kreis.
T? kann dargestellt werden als Quadrat mit Seitenlinge 1 und Mittelpunkt p, dessen
gegeniiberliegende Seiten miteinander identifiziert werden. Der Rand des Quadrats ist der
Schnittort von p.

Bemerkungen: (1) Der Schnittort ist im allgemeinen nicht differenzierbar, sondern in zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten ein Graph, also ein simplizialer 1-Komplex.

(2) Fiir obige Beispiele M gilt immer, dass die Schnittorte eines jeden Punktes gleich aussehen.
Dies liegt daran, dass M jeweils homogen war, also fiir beliebige Punkte p, ¢ € M exisistiert
eine Isometrie ¢ mit p(p) = q.

Beispiel
Fiir einen Raum mit Cut(p) # Cut(q): Rotationsellipsoid mit Rotationsachse z-Achse.

7.2. Volumenberechnung mit dem Zerlegungs-Satz

Sei zuerst G C M ein Gebiet, also offen, zusammenhéngend und relativ kompakt, das ganz in

einer Karte (U, ¢) liegt (mit ¢(p) = (2!, ...,2") als Koordinaten).

In der linearen Algebra bezeichnen wir das Volumen des von ay,...,a, € R" aufgespannten
Parallelepipeds als V' = \/det((ai, a;)) (Gramsche Determinante).

Definition
Das Volumen des Gebietes bezeichnen wir als

vol(G) ::/ \/det(gij(w_l(x)))dazl...da:" ::/ dvol
P(G) ¢(G)
mit 6ij(p) = (gt |ps 55 1),

Nach der Substitutionsregel fiir Integrale gilt: vol(G) ist unabhéngig von der gewéhlten Karten
und invariant unter Isometrien.
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Bemerkung: Um das Volumen eines kompakten Gebietes GG, das nicht ganz in einem Karten-
gebiet liegt, zu definieren benutzt man eine Uberdeckung von G durch (endlich viele) Karten
(U;, i) und eine zugehorige Zerlegung der Eins (f;);cr. Dann setzt man:

vol(G) =) / fidvol;

icl 7 pi(GNU;)

wobei dvol; = \/det(gjk(gp;l(p)))da:} Szl

Man kann zeigen, dass vol(G) nicht von der Wahl der Karten und der entsprechenden Zerlegung
der Eins abhangt.

Beispiele
(1) In der Flachentheorie ist dvol = dA = VEG — F2dudv.

(2) (R",id). Hier ist dvol = dx ..dx™ beziiglich cartesischen Koordinaten.

Beziiglich Polarkoordinaten (¢,u), u € S"~!, ist dvol = t"~!dtdo, wobei do das Volumen-
element auf der Einheitssphire S?~1 C R” ist.

Wir wissen:
o M = exp,(U,) ¥ Cut(p).
e Cut(p) hat keine inneren Punkte, also ist vol(M) = vol(exp,(U,)).
e exp, |y, ist ein Diffeomorphismus auf das Bild in M.
Das heifst: Wir kénnen exp,, 1. exp,(Up) — TpM = R" als Karte benutzen.

Sei c(t) = exp,(tu) eine normale Geodétische und {u,ez,...,e,} eine Orthonormalbasis von
T, M. Weiter seien Y;(t), i = 1,...,n, die eindeutigen Jacobifelder ldngs ¢(¢) mit ¥;(0) = 0 und
Y/(0) = e;. Es gilt (siehe 7.1): dexpp‘m (u) = (t) und dexpp‘m (tei) =Yi(t),i=2,...,n.

(t (=at),22. .. ,:U”) seien die Koordinaten in T}, M beziiglich der Orthonormalbasis {u, ez, ..., ep}.
Dann gilt:
ﬁ o / .
= (t) und ¢(0) = u
ot
c(t)
0 B _ 4 B 1Y
By o = 3 Oexpp(tu + se;) = expp}tu (e;) = n 3(t)
Also:
0 0
m(e®) = (5o5) =1
ot’ ot/ .
o 0
mn(el®) = (G ) =0
ot’ Ok o)
o 0 1
) = (22N = L), vit)e
ae®) = (g0 57). = OO0
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und

Also:

et(g15(e(0)) = g et (Vi Vi) oy = T, )

(n—1) x (n — 1)-Matrix

dvol = y/det(g;j)dx" .. dz"

= J(u,t)dz’ .. dz"™ = J(u, t)t" dtdu

wobei du das euklidische Volumen-Element auf der Einheitssphire S~ ! C T,M ist.

Daraus kénnen wir folgende Volumenformel ableiten:

Ist s(u) € RU{oo} der Abstand von p zum Schnittort von p in Richtung v € T,M, ||u|| = 1, so

gilt:

vol(M) = vol(exp, (U,))

s(u)
= / / J(u, t)t" " tdtdu
Sn=1.J0

Allerdings kann man im allgemeinen J(u,t) nicht explitzit berechnen, nur abschétzen.

Einfache Beispiele sind Mannigfaltigkeiten mit konstanter Kriimmung.

(1)

(2)

70

(R™, kan) mit Schnittkriimmung konstant 0. Hier ist Y;(t) = tE;(t), wobei E;(t) = c||}e;
ein Parallelfeld léngs c ist. Hier ist J(¢,u) = 1.

(S™, kan). Hier ist Y;(¢) = sin(t) E;(t). Also

T . n—1 ™
vol(§™) = SN 1t = vol(s7Y) [ (sint)"dt
t
sn=1.Jo 0

Diese Rekursionsformel fiihrt zu:

2n\ __ 2(27r)n
vol (57) = @Cn—1)(2n—3)---3-1
il 7.‘.n—i-l

Das heifst auch: vol(S™) — 0 fiir n — oo.

Hyperbolische Riume H". Hier ist s(u) = oo fiir alle w € S™ 1 C T,M. Y;(t) =
. n—1
sinh(¢)E;(t). J(u,t) = (%) . Daraus ergibt sich vol(H") = oo. Betrachten wir

also einen Ball von Radius R (das heift Br(p) = {q € H",d(p,q) < R}):

R R
vol (BR(p)) - / / (Sinh t)nildtdu = vol (Snfl) / (Sinh t)nfldt
Sn—l 0 0

Fiir sehr groke R wichst vol (Br(p)) wie e»DE: Das Volumenwachstum von Billen vom

Radius R in hyperbolischen Rédumen ist exponentiell in R. Vergleiche das mit dem Volu-
menwachstum von Béllen von Radius R in R", welches polynomial ist.

Diese Beobachtungen waren Ausgangspunkt um den Kriimmungsbegriff in allgemeinen
metrischen Rdumen einzufiihren.
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