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Hinweis:

Dies ist ein Mitschrieb der Ubungen zur Optimierungstheorie im Sommersemester
2006, gehalten von Herrn Hoffmann. Die Losungen werden mit dem Einverstindnis
von Herrn Hoffmann zur Verfiigung gestellt. Herr Hoffmann ist fiir den Inhalt dieses
Mitschriebs nicht verantwortlich. Die Losungen erheben auflerdem weder Anspruch
auf Vollsténdigkeit noch auf Richtigkeit!




1 Ubung vom 28.04.

n=2

Gegeben ist ein (LP) der Form:

f(z) = (z,p) = max
Az < b
> 0

Jede der Ungleichungen a;1 21+ a2 < b;, i € {1,...,m} beschreibt eine Halbebene
im R2.
Der zuléssige Bereich M ist Schnitt von m Halbebenen.

Ist f(z) = (p,x) die Zielfunktion (wir nehmen 0.B.d.A. an, dass f # 0, also p # 0),
dann ist die Menge
{f=a}, a €R fest

(also die Menge aller Punkte x € R? mit f(z) = a) eine Gerade mit Normalenvektor
P

lIpll*
Beispiel:
f(xy,20) = =421 — 629 = max
—3r1—x29 < -3
—2x1 — 239 < —4
—x1 — 229 < =3
x1,x2 = 0

Um den zuléssigen Bereich skizzieren zu kénnen, stellen wir zunéchst die Gleichun-
gen der 3 Geraden auf, die ihn begrenzen:

—3x1—r9=—-3 & x2=3-—311 (1)

—2x1 — 290 =—-4 & x0=2-—1:1 (2)
3 1

—x1 — 29 =—-3 & xIo9= 5 — 5331 (3)

Hinzu kommen noch die Vorzeichenbedingungen x; = 0, 2 = 0.

Der Punkt (0,0) erfiillt keine der Bedingungen (1),(2),(3) (mit ,,<*), d.h. der zuléssi-
ge Bereich ist Schnitt der Halbebenen, in denen (0,0) nicht liegt.

Die Ecken des zuléissigen Bereichs sind (0,3), (3,2), (1,1) und (3,0).
Verschieben der Geraden {(p,:) = a} mit p = <:g> zeigt, dass (1,1) Losung des
LP mit f(1,1) = —10 ist.
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Anmerkung:
—4x1 —bro=a <& IEQI—%l’l—%
Gerade in Richtung des Normalenvektors (hier nach links unten) verschieben.

Hier ohne Schaubilder!



2  Ubung vom 05.05.

1. Aufgabe

i) neue Zielfunktion: —x; + x2 + 2x3 = max
ii) Nebenbedingungen: Einfithren von Schlupfvariablen

201 —x2+3x3+y1 = 1, y12>0
r1—x3+y2 = 1, y2>0

iii) Vorzeichenbedingung;:

T =] — 75, x5 >0, 25 >0
$3I$3+—$5, x;ZO,x:;ZO

Insgesamt erhalten wir:

—x1 + a5 — Ty +274 — 227 = max

+ .- .t
L1, Ly &Ly , L3 ,T3,Y1,Y2 > 0

2. Aufgabe

Die Nebenbedingung 1 — 2z + 23 =1 < 23 =1— 21 + 229 ermdglicht es, x3
zu ersetzen.

Als Zielfunktion ergibt sich dadurch —z1 + (4 — 8)xe — 2 4+ 221 — 4.
Die Losungsmenge éndert sich nicht, wenn wir den konstanten Term streichen.

Als neues LP erhalten wir dann (...):

f(x) = —21 4+ Prs = max
201 —3x2 < B (1)
-1 <2 (2)
—z1+x < 1 (3)
1 — 229 < 1 (4)
x1,w2 = 0
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-1
=)
Beachte: Das (LP) wurde direkt in Standardform iibergefiihrt! Die vierte Neben-
bedingung ergibt sich aus der alten vierten Nebenbedingung.

Wir bestimmen wieder die notwendigen Geradengeichungen:

2 )
Tro9 = gl‘l — g (1)
r, = —2 (2)
ro = x1+1 (3)
1 1
Tro9 = §$1 — 5 (4)

Um eine Losung zu finden, miissen wir die Gerade

W5 )=a

> auf den zuléssigen Bereich verschieben.

in Richtung < 3

Anmerkung: Hétten wir das (LP) nicht umgeformt und in der alten Form stehen
lassen, so wire der Normalenvektor -p und wir hidtten zum minimieren in die Ge-
genrichtung (also wieder p) verschieben miissen.

1. Fall: <0
= Losung unseres Problems ist der Punkt (0,0).
0
= Losung des urspriinglichen (LP) ist | 0
1
2. Fall: 6=0
= Losung ist die Menge {(1 — «) ( (1) > ©aef0,1]}.
0
= Losung des urspriinglichen (LP)ist {a | 0 |+(1—a)| 1 |: a€]0,1]}
1

3. Fal: 0<g8<1
= Die Losung ist (0,1).

= Die Losung des urspriinglichen Problems ist | 1



4. Fall: g =1
= Die Losung ist die Menge {( (1) > +a < 1 ) :a >0}
0 1
= Die Losung des urspriinglichen Problemsist {| 1 | +a| 1 | : a>0}
3 1

5. Fall: 56 >1
= keine Losung

Hier ohne Schaubilder!

3. Aufgabe

A={z" .. 2"} CcRY, k>n+2
Gesucht: Ay, Ao C A mit Ay N Ay =9, AjUAs = A und conv A; Nconv As # &

Beweis:
Wir betrachten das homogene LGS (x)

a1x1+...+akxk =
a1+ ... +op =
inag,...,ar (dh. a,...,q sind die Unbekannten).

Das homogene LGS besteht aus n+1 Gleichungen und k& > n + 2 Unbekannten.
Also existiert eine nichttriviale (d.h. von 0 verschiedene Losung) of, ..., oj.

Wir setzen I, :={i e {1,...,k}: of >0}, I_:={ie{l,...,k}: of <0}

(2

a
Dann gilt: I, NI =@, I, UI_ ={1,...,k}, [ #2 #1_.

Weiter definieren wir Ay :={z': i€ I}, A_:={z': i I_}.
Es gllt A+ﬂA_ :Q, A+UA_ =A

Da of, ..., o) Losung des LGS (x) ist, gilt:

¥, 0 Ew
E aix—g —og T

el iel_

* o, * *
Q .—E ai——g o;

iely iel
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Insbesondere gilt: o* > 0.
Division durch o* liefert:

* *
o —ar .
§ : %xz — *z 7t
« «
ely i€l
—_———— ~—/ —
Econv A4 Econv A_

Also gilt: conv Ay Nconv A_ # &

4. Aufgabe

k k
Selzz:E(:onij:c—Zala mit a* € M, o; > 0, Zaz—lundk’eN
i=1 i=1
Wir nehmen an, k ist minimal. (Insbesondere a; > 0 fiir i = 1,...,k.)

1

Wir zeigen, dass al,...,a* affin unabhiingig sind.

1. Fall: dimaff {a',...,a*} =n
zu zeigen: k <n+1
Annahme: k> n + 2
Aufgabe 3 = 3 Indexmengen I, I nichtleer, disjunkt und I; UI, = {1,... k}
und Zahlen S, ..., B > 0 mit

Zﬁizlzz:ﬁi und Zﬁz’aizz&ai:iy

i€ly i€l i€ly i€l
Fiir v > 0 beliebig gilt nun:

r=x+yy—y = (a;i+y8)a +> (o —B)a

i€l i€l

Es gilt:
d (i +78) + D (i—vB) =1+7—v=1

i€l i€l

. _ Oéi . ai —
Wir setzen v = B mit :81'0 1;1&11121 181
Dann gilt: oy; —yB; > 0 fiir alle 7 € I und «;, — V5, = 0.
Also ist x Konvexkombination von (k-1) Punkten. Widerspruch zur Vor-
raussetzung!
Also gilt £ <n + 1.

2. Fall: dimaff {a',...,a"} <n
Betrachte die Menge M = M N aff {a',...,a*} und wende Fall 1 auf M und
aff {a',... a*} an.
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5. Aufgabe

(a) Es seien
k m
M = ({fi < ai} = (o < 8}
i=1 i=1
zwei Darstellungen von M. Es sei weiter ¢ € {1,...,k} mit

Fe=Mn{fi=a}#2

Behauptung: 3J C {1,...,m}, J # @ [mit F' = M N(;c,{g; = B;}]
F # @&, also besitzt F relativ innere Punkte, d.h. es existiert ein a > 0 mit

B:= B, () Naff FF C F
——

Kugel um x mit Radius a

wobel x € rel int F' sein soll.

Wir definieren
Jo={ie{l,....k} gj(z) = B;}

Weil z € F C {fi = o;}, gilt = ¢ int M. Also gilt: 35 € {1,...,k} : g;(z) = B,
somit ist J # @.
Wir setzen

F:=Mn0 (g =5}

jeJ
z2:F=F
»,2“ Sei j € J und z € R™ so, dass z 4+ z € B. Dann gilt:
$+Z€BCFC{gj§,3j}

x—zEBCFC{ngﬁj}

Somit:

= g;(z) =0
Es gilt: B C {g; = B;} fiir alle j € J

F c aff F=aff BC {9 =5}

F c M }:>FcF
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,C“: Seily € F und x wie zuvor.
Der Strahl h := {y + B(xz — y)| B > 0} erfiillt h C {g; = B;} Vj € J.

Weil gj(z) < B Vj & J liegt x € int (;¢,{g; = B;}.
Damit existiert aber ein z € hN M mit z € [y, z].

Es gilt fi(z) = a; und fi(y) < a; und fi(z) < ai, sowie fi(ay + (1 —a)z) = f(z) fir
ein a € (0,1).
a; = fi(z) = afily) + (L —a) fi(z) = fily) = o, fi(z) =i =y e F

(b) Falls M = R", so hat M keine Seiten.
Es sei also

k
M=(\{fi<u}, k=1 (%
=1

Ist F = MN{fi, = i, } firein i, € {1,...,k}, so gilt F'=MN{fi, < ai,}N{fi, >
a;, } und F ist polyedrisch nach Definition.

Jeder andere Seitentyp ist nicht-leerer Schnit solcher Mengen, also auch polyedrisch.

(c) Es sei M in der Form (x) gegeben und F' = M N(;c {fi = i} = M N, 1 fi <
(Xi} N ﬂiel{fi > Oéi} mit @ # I C {1, .. .,k)}. (**)

Fiir jede Seite F’ von F gilt also

F=rFn(W{fi=a}=Mn () {fi=a}

jeJ i€IuJ

mit J C {1,...,k}.
Also ist F’ Seite von M.

(d) Es seien F'.F Seiten von M, F’' C F. Dann existieren I,I' C {1,...,k} mit
k
F=({fi<a}n[[{fi = ai}
i=1 iel

=
=M

F'=Mn ﬂ{fZ:Otl}

iel’
Es gilt:

F=FnF=Mn({fi=a}n({fi=ai}=Fn [ {fi=ai}

iel iel i€l



6. Aufgabe

»(1)=(ii)“: Es sei s Extremalstrahl, d.h.

SZMﬂm{fiZOéi} mit I C{1,...,k}
el

(O = (i < i)

Weiter sei € s und y,z € M mit z = ay + (1 — a)z.

Fiir i € I gilt: a; = fi(z) = a fi(y) +(1 — ) fi(2) = fily) = i, fi(2) = a

=Y,z €S
,(i1)=(1)*“: Wir definieren
I:= {ZE {1,,k}|sC {fZ:al}}

und

F ::Mﬂm{fi :Oéi}

el
z.z: 1 #0 F=s

Falls I = @, dann existiert « € s mit = € (\*_,{f; < a;} = int M.
Dann existieren aber y,z € M mit y,z ¢ s und z € [y, 2|, was ein Widerspruch zur
Voraussetzung ist.

Also I # @.
Nach Definition von F ist s C F Kklar.

z.z.: ' Cs

Seiy € F und z = 2% + u® (wobei s = {20 + Bu°| 8 > 0}).
Wir betrachten den Strahl

hi={y+px—-y)ls =0}

Fir ¢ e I gilt: h C {fz = Ozi}, also h C ﬂiej{fi = Oéi}.
Wie zuvor: fi(z) < a; Vi & I.

Also gilt = € ﬂigj{fi < ).
Damit existiert aber ein z € h mit z # z und = € [y, z]. Wegen (ii) folgt daraus,

dass y, z € s.

Also gilt F' C s.
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7. Aufgabe

M C R™ mit M nichtleer, geradenfrei, polyedrisch

»,="“: (Sei M ein Kegel.)
M # @, M polyedrisch, M geradenfrei = vert M # &

Sei x € vert M.

Falls x # 0, so gilt 0 € M, 2z € M und es gilt z € [0,2z]. Widerspruch zu x
Ecke!

Also muss x = 0 sein. [Also: vert M = {0}]

,="“: Sei vert M = {0}.
Nach Vorlesung: (x) M = conv {{0} Uexth M}
[exth ist die Vereinigung aller Extremalstrahlen]

Ist M = {0}, so ist M Kegel. Also gelte nun exth M # &.
Es sei s € exth M, also s = {20 + Bu®| B > 0}, 20 € R?, ¥ € 5"~ L.
[S" ! = {u € R": ||ul| = 1} Einheitssphiire]

20 € vert s = 20 ist 0-Seite von s
Aufgabe 5 . .
e 20 ist 0-Seite von M

= 20 € vert M
= =0
D.h. jeder Extremalstrahl ist von der Form {pu°| 8 > 0} fiir ein u° € S7~L.

1

Seien u!,...,u* € 871 die Richtungen der Extremalstrahlen. Dann gilt:

k
M = conv {{0} u | J{Bul| B > 0}}

=1

und man rechnet einfach nach, dass M Kegel ist.

8. Aufgabe

OE. ¢y #0fiiri=1,...,m.

Wir definieren M := conv {y!,...,y™}.
Dann gilt: 0 ¢ M. Denn andernfalls:

m
0=70F1y + ...+ Bwmy™ mit §; >0 und Zﬁizl
i=1
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OE. 51 >0 1 2 m .
= =—(a«a + + « mit o; >0
Yy (a2 y my") ;
_B _8m
B1 1

Also gilt —y' € V = Gerade, die von y' und —y' aufgespannt wird, liegt auch in
V. Widerspruch!

Es sei xp € M mit ||zg|| = mingens ||z

Wir definieren f := (-, o).

Dann gilt: f(z) > 0¥z € M. Ansonsten Widerspruch zur Wahl von z!(")

V =UssoaM C {f >0} und V\{0} C {f > 0} und wir haben die Behauptung.

Anmerkung (1) : Man kann sich das anschaulich klar machen. Im zweidimensionalen
zeichne die Gerade {f = 0}. Sei z € M in der Halbebene, in der x( nicht liegt, z.B.
z € {f <0} (dann f(z) < 0). [z,20] C M und schon findet man einen Punkt der
niher am Nullpunkt ist als zg. [...]

Zusatzaufgabe

Musterlésung online.
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4 Ubung vom 19.05.

9. Aufgabe

Gegeben: A € R™*" Rang A < k und ein LP

f = max
Ax = D
x > 0

zu zeigen: Existiert ein zuldssiger Punkt x, so gibt es auch einen zulédssigen Punkt
y mit hoéchstens n+1 positiven Komponenten und f(z) = f(y).

Beweis:
Es sei x ein zuldssiger Punkt von (LP) und f = (p,-), p € R™.
Wir setzen

- A ~ b
A= e RmHDxn . — e R
(pT> f(z)

und M = {y e R"|Ay = b, y > 0}. M # @ (dax € M), polyedrisch und geradenfrei
(wegen der Vorzeichenbedingung).

Satz d. V. 77 . . . . .
5V M besitzt eine Ecke, wir bezeichnen diese als y

Satid- Vo it A = (al]...|a™) ist {a’|y; > 0} Lu.

Aus der Voraussetzung ergibt sich Rang A < Rang A+ 1<k + 1.
Dann folgt |{a’| y; > 0}| < k + 1 (weil die Menge Lu. sein soll), und wir erhalten:
Hochstens k+1 der y; konnen echt grofler als Null sein.

Fiir y gilt: Ay = b, f(y) = f(x), y > 0 (da y zuldssiger Punkt ist)

Und wir haben die Aufgabe gelost. :)
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10. Aufgabe

(a)

—A
Arxz =0,z > 0,z # 0 lésbar < 1 1 ,T > 0 losbar
1
Faghes _AT | ,u) < 0 unlosbar
1
t
B AT < | fiir alle ¢ < 0 unlosbar
t

& AT# < 0 unlésbar

NR: i
A= (ail|...lan),u= (%)
Dann folgt (aus der ersten ,, Ungleichung“): firi =1,...,n

—al u4+t>0 & dla<t
[Die nichste Zeile folgt dann, wenn man noch die zweite ,,Ungleichung® beachtet.]
(b) Es sei A = (a]...|a").

[ATu <0,ATy # 0 losbar < Az = 0,2 > 0 unlésbar]
& [ATu <0,ATu # 0 unlésbar < Az = 0,z > 0 lésbar]

ATy <0, ATu # 0 unlésbar
& ATy <0und ({a',u) < 0 oder ... oder (a™, u) < 0) unlésbar

< Keines der folgenden Systeme ist losbar fiir i = 1,...,n:
—ATy > 0
(al,u) < 0
Farkas . .. .
& Jedes der folgenden Systeme ist 16sbar (i = 1,...,n):
-Ax a’

"
AV
o
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I}I@RAQJ“:O, x > 0 losbar

NR:
(i) Seien die Systeme

-Ax

"
AVAN
o

i=1,...,n 16sbar und sei 2’ eine entsprechende Losung.

1
ri=a .. 42"+ | ] >0
1

Dann gilt: Az = —a' —... —a" +a' +... +a" =0
(ii) Sei > 0 eine Losung von Az = 0 mit z = (z1,...,Zy).
Az =0 < zial+... 4 2,0a" =0 ()

Seiie {1,...,n}.
Aus (%) erhalten wir

=1
i
Wir setzen . . . .
T (SE Uy Niea R LS I )
und es gilt: Az’ = —a' & —Az' =a’
11. Aufgabe
V sei ein endlich erzeugter Kegel, d.h. es existieren y!,...,y* € §"71 mit V =

{ary' + ... + apy®| a5 > 0}
[S"1 = {u € R": |u| = 1} Einheitssphire] a)

Ve = {zeR": (z,oqyt + ... +ay®) <0 fir alle a; > 0}
= {zeR": (2,y) <0 firi=1,...,k}

k
- Ny <o) +)

V' ist nicht leer (0 € V°), polyedrisch und ein Kegel.
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Wir definieren

L::Ug

g Gerade
gCcvVvo

Dann ist L ein linearer Unterraum.
Ve,yeVe: x+yeVe, dax+y:2(%ac+%y) e Ve°) (%)
L ist endlich erzeugt.

Wir definieren weiter: U := V° N L*.
Dann gilt: U ist nicht leer, polyedrisch und geradenfrei. Damit ist U endlich erzeugt
(Satz der Vorlesung).

Noch zu zeigen: V° = L + U (dann ist V° endlich erzeugt)

Klar: L+ U C V° wegen (+)
Sei also x € V° und z := py 1 (x) (Orthogonalprojektion).
Dann gilt: z—z € Lund 2z = _z + (2 —x) € V° wegen (x)
eve v
e (o]

Damnist ze Uundz=_2z +(x—2)eU+1L
cU clL

b) Es gilt V = {aqy' + ... + oy a; > 0} und A = (y!]...|y%).

beV>® & (bz) <0 fiirallezeV®°
s [z <O0firi=1,...,k = (bz) <0
"SF [ATu>0 = (bu) >0
Fagkas Jr >0,z = (x1,...,25): Az =0
& Elxl,...,:ckZO:b:x1y1+...+xkyk
& beV
12. Aufgabe
f(x)=(z,p) = max g(u)=(u,b) = min
(PP) Ax < b (DP) ATy > p
x > 0 u > 0

Wahlt man

A= 3)e=(0) )

so sind (PP) und (DP) beide nicht 16sbar.
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f(x)=z2 = max g(u)=—uz = min
(PP) T — I S 0 (DP) Ul — U 2 0
—r1+x2 < -1 —ur+uy = 1
x > 0 u > 0

Anmerkung: Beide haben keine zuldssigen Punkte. Die beiden Nebenbedingungen
schlieflen sich jeweils gegenseitig aus.
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5 Ubung vom 26.05.

Musterlosungen online.



18 6 UBUNG VOM 02.06.

6 Ubung vom 02.06.

17. Aufgabe

Essei A € R™" be R™, M :={x € R"| Az = b,x > 0}.

M+

f(x)=(0,z) = max
& Ax b (PP) ist 1osbar mit Maximalwert 0
X

AV
o

Al4, Du<a:1>ita'tssatz <b, 1)> min

AT (DP) ist losbar mit Minimalwert 0

vl
o

min

0

(b, v)

AT (DP) wird durch v=0 geldst

AV

s WweRm™: ATy >0 = (bv) > (b,0) =0

18. Aufgabe

a) Es sei f; = (v*,-) mit |[yf|| =1 firi=1,...,k.
Fiir p € [0,00) und z € R™

By(2) C{fi<ai} & z+oy €{fi <}
——

Kugel um z mit Radius p

Also ist By(2) C M < a; > (2 +'Qyi,yi> =(z,y)+o(i=1,...,k)
[Beachte: (z+ oy",y") = fi(z + oy'); Iyl = 1]

Unser gesuchtes LP ist:

flo,z) =0 = max
(z4+oy'y") < « |firi=1,...,k
o > 0

1

Wir setzen z = 2! — 22, dann ergibt sich:
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flo,2',2°) =0 = max
T T
Loyt =y 0 ai
. 1 .
. z < :
: = | |

A vk

o =2 0

zl,z2 > 0

[Bemerkung: z! soll alle positiven Komponeneten von z und sonst nur 0 enthalten,

22 alle negativen Komponenten und sonst nur 0. (Im Prinzip: 2! = 2%, 22 = 27)]
Als duales Programm erhalten wir:
g(v) = Zle vioy; = min
1 . 1 g(v) = Zle v;a; = min
k
1 k 0 Yimvi =2 1
Yy Yy vz . g k i
yk —yk : Yiviy = 0
0 v > 0
v > 0
b)
o(M) ist endlich & (PP) ist losbar

Dualitétssatz

Q

& (PP) und (DP) besitzen besitzen zuléssigen Punkt
e (DP) besitzt zuldssigen Punkt
k k
& Jv1,...,v >0 Zvizl,Zviyi:O
i=1 i=1
& 0 € conv {y',...,y"}

(¥) (PP) besitzt den zuliissigen Punkt (p, 2!, 22) = (0,0,0) [Beachte: alle a; > 0]

19. Aufgabe
(a) Sei x = (x1,...,26) mit x4 = x5 = x6 = 0.
1 2 =2 T 1 0 0 T 4
Gauf
0 =2 1 ||a|={-3] ~> [0 1 0][a]=
8 =5 0 T3 22 0 0 1 T3 1

Also: 20 = (4,2,1,0,0,0) ist einziger Punkt mit Az = b und x4 = 25 = 26 =
20 € M; a',a?, a® sind L.u. = 20 ist Ecke von M.
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(b) Wir betrachten:

1 1 2 T4 6 1 0 0 T4 9
Gaufl
-1 1 1 z5 | = =3 ~> 010 x5 | = 3
3 2 -1 Tg 22 0 0 1 T -1

Es gibt keine zuldssigen Punkte mit z1 = z9 = z3 = 0.

20. Aufgabe
(a)(i) Weil b > 0 ist, gilt (0,b) € M.
Av+y=0b < (AlEy) @) =b

Die Spalten von E,, sind Lu. = (0, b) ist Ecke.

(ii) Es sei (x,y) Ecke von M.
Beh.: x ist Ecke von M

Es seien #1,22 € M und o € (0,1) : = = az! + (1 — a)2?.

Wir setzen y' = b — Az! und y? = b — Ax?. Es gilt:

Da (x,y) Ecke von M’ ist, ist dies dquivalent zu

N () =()-(e)

Also ist x Ecke von M.

(b) Anmerkung: Wir fithren die Schlupfvariablen y1,y2,ys ein und betrachten M’.
Wir wissen aus (a)(i), dass (0,b) Ecke von M’ ist. Hieraus folgt das erste Tableau.
Dann fithren wir einen Eckentausch durch, wobei wir hier die Pivot-Spalte frei wihlen
konnen und deswegen eine einfache Spalte aussuchen. Ziel ist es, eine Ecke von M’
zu bekommen, bei der drei der ersten 5 Komponenten von 0 verschieden sind. Nach
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(a)(ii) sind die ersten 5 Komponenten der Ecke von M’ nédmlich Ecke von M. Diese
ist dann nicht entartet.

Ty Ty ®3 x4 Tz Y1 Y2 ys |4
2 1 1 1 -2 1 0 014 3
2
1 4 2 3 0 1 0|2
2 5 1 -4 o 0 1|3 3
1 5 0 3 1 1 -1 0 |2 %
1 4 1 2 3 0 1 0]2 2
9 0 -2 9 0 -1 1|1 1
0 -4 0 8 1 0 -1]|1
0 -13 1 0 -12 0 2 -1 |1
1 9 0 -2 9 0 -1 1|1
4 8 1 1 1
¢ -5 0 1 -5 5 0 —51|5
0 -13 1 0 -12 0 2 -1|1
37 29 2 3 7
L5 0 0 %5 5 -1 5|3

Die Ecken (x,y) von M’ sind nach jeweils einem Schritt (0,0,2,0,0, 2,0,1), (1,0,1,0,0,
1,0,0) bzw. (£,0,1,1,0, 0,0,0).

Aus (a)(ii) folgt, dass (%,O,l,%,()) Ecke von M ist, und diese Ecke ist nicht entartet.
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7 Ubung vom 09.06.

21. Aufgabe

Musterlésung online.

22. Aufgabe
1 2 1 1 24 Gaub 1 0 -13 0 —-12|1
11 -4 -2 3|2 |~ o1 & o 2 %
4 8
12 5 —4 6|3 00 -4 1 -%|!
Also ist 20 Ecke.
Wir 16sen:
f(f’f):—3$1—5$2—4x3—5x4—6x5 = min
1
1 0 —-13 0 -12 x9 1
37 29 _ 7
Z5
Lly...,L5 Z 0
r1 Ty X3 X4 s
1 0 -13 0 -12 1
37 29 7
0 1 5 0 %5 |5
4 8 1
0 0 -5 1 =33
0 0 -10 0 -21] 11
60 67 113
L5 39 0 0 |5
5 37 7
0 55 5 O 1 35
8 36 17
0 55 5 1 0 %
105 487 166
0 55 39 O 0 | 3

Also ist 2! = (452,0,0, 35, 55) Losung mit f(z') = 4.

23. Aufgabe

Phase I: Wir 16sen
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min

™M —~ AN
DD D
+ + +
N <t
S 8K
+ +
- o T
ymg
I+ &
=8 +
S~
8 8]
9+2
=
)
_1
g
o

S o © O

-15

[<x]|Taop] | Ialian]|Ta}

21 — X9+ T3 — x4 + Y3
T1,22,T3,T4,Y1,Y2,Y3

Y2 Y3 xr1 T2 T3 T4

Y1

o™
O no— o 1_70

- o O

O
o _ o

PO .oy

allle

I O e

20 = (3,1,1,0) ist Ecke.

Phase 1II:

3x1 4+ xo — 3x3 — 14

f()

T2 XT3 T4

z1

Damit ist 2° Losung.
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24. Aufgabe

a) Wie in Aufgabe 20(a) zeigt man:
Wenn (x,y) Ecke von M’ ist, dann ist x Ecke von M.

Sei b1 = max bz
i=1,....,n
1 ... ITp Y1 Ym
ail .. Q1 -1 0 0 b1
0
: 0
Am1 Amn 0O 0 —1|by,
T Tn Y1 Ym
a1 a1n 10 --- - 0 by
a1 —as1 -+ ap—az, —1 1 0 - 0 | b —0bo
0
0 :
al] — Qml ... QA1p — Qmn -1 0 -- 0 1 bl—bm

Idee wie bei 2-Phasen-Methode: Wir betrachten

9(T1, . Tny Y1y Ymy Z) = 2 = min
ail a1n T n z by
a1 — a1 ... Qip — A9p : : Y2 b1 — bo
— ) _l’_ : —
ail —amil ... Qln — Qmn Tn, Y1 Ym by — by,
Tlyeo s Ty Yly oo s Ym, 2 = 0

Dieses LP ist losbar, da
(‘r17"'7$naylay27'"7ymuz) = (07"'70707b1 _b27"‘7b1 _bmybl)

im zuléssigen Bereich liegt und g auf dem zuléssigen Bereich nach unten beschrinkt
ist.

1. Fall: Das Minimum ist echt grofer als Null.
>M=0 =>M=0
= urspriingliches Problem nicht 16sbar
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2. Fall: Das Minimum is gleich 0, d.h. es gibt eine Ecke der Form

($17"‘7xn7y17"'7ym7\ 0 /)

z

Dann ist (z1,...,Zn,Y1,---,Ym) Ecke von M’ und (zy,...

b)
Ty T2 X3 Y Y2 Y3
2 1 1 -1 0 04
1 2 1 0 -1 015
3 2 2 0 0 -1]6
[Beachte: b3 = Zr:nlazx3 b; ]
Ty X2 T3 Y Y2 Y3 Z
1 1 1 1 0 -1 0]2
2 0 1 -1 01
3 2 2 0 0 -1 1|6
3 2 2 0 0 1 0]-6
-1 0 1 -1 0 01
2 0 1 0 1 -1 01
12 0 0 -2 1 1|4
1 2 0 0 2 -1 0]-4
-1 1 0 1 -1 0 o0f1
2 0 1 0 1 -1 01
1 0 0 -2 0 1] 2
-1 0 0 2 0 -1 0]-2
11 0 1 -1 0 o0]1
30 1 -2 1 0 1|3
1 0 0 -2 0 1 1]2
0 0 0 0 0 0 1[0

= 20 = (0,1, 3) ist Ecke unseres zuliisigen Bereichs.

, ) Ecke von M.

Anmerkung: Korrigierte Tableaus! (Tableaus aus der Ubung falsch!)
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8 Ubung vom 16.06.

Musterlosungen online.
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9 Ubung vom 23.06.

29. Aufgabe

Gegeben: Bewerber By, ..., B,,; Posten P1,..., P,
Wir definieren

1, B ist fiir P; geeignet
QG5 1=
0, sonst

{1, B; erhilt P;
0, sonst

Das Zuordungsproblem hat die Form

f(x):z Q4 54,5 = Imnax
Z)J i
zi; < 1i=1,....,m
(ZP) =
m
Zl'i,j < 1j:1,...,n
=1

zij < 0Vij

Wir definieren ein Netzwerk (NW):

K = {Bjli=1,....m}U{P;| j=1,...,n}U{Q} U{S}
B = {(@B)i=1,....m}u{(B;,Pj)|i=1,.... m;j=1,...,n}
U{(P;,S) j=1,...,n}
Auf dem Bogen (Q, B;), (P;,S) seien die Kapazititen jeweils 1, auf den Bogen
(Bi, Pj) seien sie gerade « ;.
Fiir jeden Fluss von (NW) gilt:

n

m
(*) Vi : Z Yij = YQ.,; Vi Zyi,j =Y;8
~ i=1

=t Fluss von B; zu P;

1. Es sei y zuléssiger Fluss in (NW). Mit (x) folgt fiir y:

n m
Zyi,j =YQi < 1, Zyi,j =yjs < 1.
j=1 i=1

Da y; ; > 0 ist, ist y auch zuléssig in (ZP).
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Es sei x zuléissig in (ZP). Aufgrund der Nebenbedingungen von (ZP) erfiillen die x; ;
auch (x).

Wir setzen
Yij = oy firi=1,....m, j=1,...,n
Dann gilt:
Tij S 1=yij < Qg 1
~—

Kapazitit des Bogens B; zu P;

Setzen wir weiter
n m
vai =) vijund yis =D yij
j=1 i=1
firi=1,...,mund j =1,...,n, so ist (x) erfiillt, y ist also zulédssig in (NW).

2. Es sei y zuldssiger Fluss, ygs ¢ ist zu maximieren. Weiter sei x der zu y gehérende
Punkt in (ZP). Dann gilt:

_ e oS, -
f(x)—z Qi Ti,j Z ;yw ZyQ,Z Ys.Q

BTy s —a ( i=1
=Q4,5Yi,=Yi,j

30. Aufgabe

Als (NW) erhalten wir:

Joe 1 Revolver

Anmerkung: Jeder Bogen hat Kapazitat 1!!

Das ist ein maximaler Fluss in (NW), also eine Losung unseres Zuordnungsproblems
(ZP) und die Losung ist eindeutig.

]
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31. Aufgabe

Wir wéhlen A, B € G beliebig und betrachten das (zunéchst ungerichtete) Netzwerk
mit Anfang A, Ende B und die zughorigen Kanten aus G. Die Kapazitéit setzen wir
iiberall auf 1. Auflerdem ersetzen wir jede ungerichtete Kante durch zwei gerichtete
(jeweils mit gleicher Kapazitit wie die alte Kante).

Jeder disjunkte Kantenzug von A nach B ermdglicht den Transport einer Einheit
von A nach B und umgekehrt. Die Behauptung folgt also, falls der maximale Fluss
grofer als m+1 ist.

Nach dem Satz von Ford-Fulkerson ist dies dquivalent dazu, dass die minimale
Schnittkapazitit mindestens m+1 ist.

Es sei (K1, q) ein beliebiger Schnitt unseres Netzwerkes mit A € K1, B € K. Die
Schnittkapazitit ist dann

RKLK2) = Y ag=#lig)e O |i€kijeks)

i,j€C Kantenmenge
i€E,JEK g

Annahme: k£(K1,K2) <m

Dann gibt es nur m Kanten, die Punkte aus K; mit Punkten aus Ko verbinden.
Wenn diese m Kanten entfernt werden, kann kein Punkt aus X1 mit keinem Punkt
aus Ko mehr verbunden werden. Dies gilt insbesondere fiir A und B. Also ist der
urspriingliche Graph nicht m-zusammenhéngend. Widerspruch!

Also ist k(Ky,/KC2) > m + 1. Dies gilt auch fiir die minimale Schnittkapazitdt. Also
folgt die Behauptung.

32. Aufgabe

Anmerkung: Eigener Losungsweg, eventuelle Abweichungen vom vorgestellten
Losungsweg in der Ubung!

Startfluss X =0

Durch scharfes Hinsehen zunéchst (auch mit Markierungsverfahren moglich):
+2, ¢ +2

1—2—6

1237245 %6

1546

Markierungsverfahren:

1 2 3 4 5 6
1 1

4 5
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1 4 5

6 — 1532026

1 4 5

6 — 13 s e
3 4

1 4 5

6 = Der Algorithmus ist am Ende, weil 6 nicht markiert wurde.
3

Damit ist dies ein maximaler Fluss im Netzwerk:

)

0

O O O O O

2

O O O N O

4

o O O O O

3

o O O = O

S O W oo

O Ut = O O

mit i ~%j i,j=1,---,6
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10 Ubung vom 30.06.

33. Aufgabe

a) Aus Vorlesung wissen wir:

o Wert des Spiels ist 0.

e Optimale Strategien sind fiir beide Spieler gleich.

n
D :={zx € R"| Z x; =1, x > 0} sei die Strategiemenge beider Spieler.
i=1

z.z.: Fiir 29 € D gilt: 20 ist optimal fiir P, < Cz? <0
Beweis:

20 ist optimal fir P, < ¥ ist optimal fiir P, und P,
& (20, 2°) ist Sattelpunkt

(szf}”) yTo® < 207 020 < 207 Oz fiir x,y €D
e e’ <0, 0< (xOTC’x)T fir alle x € D
s 2T Oz <0 fur alle z € D
s C-2'<o0
b)
Py zeigt 1 2 3 1 2 3
P sagt | gerade gerade gerade ungerade ungerade ungerade
P, zeigt  P» sagt
1 gerade 0 3 0 —2 0 —4
2 gerade -3 0 -5 0 4 0
3 gerade 0 5 0 —4 0 —6
1 ungerade 2 0 4 0 -3 0
2 ungerade 0 —4 0 3 0 )
3 ungerade 4 0 6 0 -5 0
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n
Wir such nun z € R” mit >0, > x; = 1, Cx < 0. Dies liefert:
i=1

(1) 3.1:2 - 2:64 - 4:66 § 0
(2)  baxg—4dxg—6xg < 0
(3) —4xo 4+ 3x4+5x < 0
(4) —3x1 —drz+4x5; < 0
(5) 201 +4x3 — 325 < 0
(6) 4x1 +6x3 —bzrs < 0

Loésung:

» 5((1) 4 (2)) “: dzg — 34 — 5ag < 0 @) 49 — 3x4 — Hx6 = 0.

w (2)+2-(3) “ —3wo + 224 + 426 <0 (:1>) —3x9 + 224 + 426 =0
Gauf liefert. (2, x4, 76) = (2,1,1) mit a > 0
Analog zeigt man fiir (4),(5),(6)
(x1,23,25) = B(1,1,2) mit 5 >0
6
Mit ;x =1=4(a+p),dh f=1—aundac(0,3).

Insgesamt: Die optimale Strategie fiir jeden Spieler ist von der Form:

mit 0 < a <

OO = O
> =

34. Aufgabe

1) Auszahlungsmatrix modifizieren um echt positive Eintrige zu erhalten.
Dies liefert:

C =

TN
[N )
— s

2) Aus der Vorlesung wissen wir, dass
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flz)=x14+2z2+23 = max
1
(Pr) Cx < [ 1
1
T > 0
=
f(x) = -] —T2 —T3 = min
21 x1 1
(1) 2o | +C | 22 = 1
Z3 x3 1
Z15%2,23,X1,22,T3 Z 0

Das Simplex-Verfahren liefert eine Lésung von (P;) und damit auch von (Pp),

namlich: ) ) .
¥ = (5,0, ) mit f(z') = 3

Der Wert des Spiels mit Auszahlungsmatrix C ist damit 3. Damit ist der Wert des

urspriinglichen Spiels 0.

Eine optimale Strategie fiir Spieler P; ist nach Vorlesung dann

Das Dualprogramm liefert eine optimale Strategie fiir P, z.B.

21
7§7§)

y=(0
35. Aufgabe

a) O.E.: i=m.

Es gelte also fiir C =

m—1 m—1
" < Zajc] mit oj > 0 und Zajzl.
j=1 j=1

Es sei 5 erwarteter Gewinn des Spiels mit Auszahlungsmatrix C=cm.

10 sei optimale Strategie fiir Spiel mit Matrix C.
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Nach Vorlesung existiert optimale Strategie 20 fiir Spieler P; und es gilt:
5@, E) < 5(37),;;0) < $(y~0,§) fiir alle Strategien 7, x.
Wir wollen zeigen :3° = (y~0 ,0) ist optimale Strategie des urspriinglichen Spiels.

Z.Z.:

oy, 20) < oy, 20) < o(y°, x) fiir alle Strategien z, .
Dabei ist ¢ der erwartete Gewinn bzgl. des urspriinglichen Spiels.
Beweis:

() gilt, da wir uns nach Konstruktion von y° in der Situation des modifizierten
Spiels befinden.

zu (xx): Fiir alle Strategien y von P gilt:
$y,2°) = (y,Cz%) = (CTy,a0)
= (yict .. ymc™, 20)

Vor. m—1 L
< <y1c1 +...+ ym_lcm*1 + Ym Z a;ct, 20)
=1
= <(y1 + Oélym) cl + ...+ (ym—l + am—lym) Cm_171'0>
—
u G

= (C7F,20)

= (5.Ca9)

= ¢(y,2%)

< ¢(y0,20)

= ¢(y",a0)

:U: (Zﬁv"'vgmfl)

b) Es sei CU) die Matrix, die aus C entsteht, wenn man die j-te Spalte streicht.
Dann gilt: Ist die j-te Spalte von C grofler oder gleich einer Konvexkombination

der {ibrigen Spalten, so ergibt jede optimale Strategie (x1,...,2j—1,%j41,...,Zp)
von P; bzgl. C9) eine optimale Strategie (x1,...,2j-1,0,2j41,...,2y,) von Py bzgl.
C.
36. Aufgabe
A B C
116 1 5
213 8 -2
319 5 1
415 7 -3
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Nach Aufgabe 35(b) wird die 1.Spalte gestrichen. (Betrachte Spalte C!)
B C

1[1 5
218 -2
3156 1
417 -3
Nach Aufgabe 35(a) wird die letzte Zeile gestrichen. (Betrachte Zeile 2!)

B C
1[1 5
218 -2
3195 1

1 5

Und wir erhalten C = [ 8 -2

5 1

Hier gilt: 3.Zeile=2(1.Zeile)+2(2.Zeile) (Deshalb streichen wir die 3.Zeile!)
Wir addieren noch 3 und erhalten dann

~ 4 8
C‘(n 1)

Aus der Vorlesung wissen wir nun, dass das

—X1 — T2 = min
(LP) 41 +8x2+ 21 = 1
1z +224+20 = 1
r1,%2,21,22 = 0
eine optimale Strategie fiir Spieler 1 liefert.
Losung von (LP) ist 2’ = (ﬁ, 1—12) mit f(z) = —%.

Das urspriingliche Spiel hat den Wert 3 und eine optimale Strategie fiir P ist

%= (0,4, 1).

Das Dualprogramm von (LP) liefert fiir Spieler 2 die Strategie y° = (%, %, 0,0)
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11  Ubung vom 07.07.

37. Aufgabe

Es bezeichne (i) die Strategie ,i Mann gehen iiber den Strand, der Rest iiber das
Hinkelsteinfeld“.

Gallier
Roémer | (0) (1) ... (n)
© |1 0 - 0
(1) 1 :
. 0 . 0
(n) R |
m+1)] 0 - 0 1

Man rechnet einfach nach:
Der Wert des Spiels w ist echt grofler als 0.

Damit sind die Strategien fiir Romer und Gallier Losungen von linearen Program-
men.

Fiir die Gallier

9(z) = Yjgrj = max
ZTo S 1
To+x1 < 1
(DP) s
Tp1+x, < 1
T, < 1
T0,---,p > 0
Fiir die Romer
fly) =Y y; = min
Yoty = 1
(PP) :
YntYnt1 < 1
Yisoo oy Yny1 = 0
Summe der Nebenbedingungen in (DP) liefert:
2
2-g(z) <n+2&g(x) < n—2k

n gerade: Wir suchen nun einen zuléssigen Punkt x’ mit

n+2
2

g(a') =
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Fangen wir mit z{; = 1 an, so liefern die Nebenbedingungen den Vektor
¥’ =(1,0,1,0,...,1,0,1)

Der Punkt ist zulédssig und optimal, also

o 1 2 2 2 2

= "= 0 0,...,——,0,——
“ g(a:’)x (n—i—27 n4+2"777 " Tn+2 Tn+2

)

eine optimale Strategie.

Der Wert des Spiels ist ”TJ“Q

Wihlen wir ¢/ = (%, %, cey %), so ist dies zuldssiger Punkt von (PP) und es gilt
f) =g(a").
Dann ist
1 1
0_
v (n+2"“’n+2)
optimale Strategie.
n ungerade:
n+1
<
9(z) = —,
Setzen wir 2’/ = (3, ..., 1), so gilt:
N nt1
9(@') = —;
Damit ist
1 1
2’ = ( )

n+1" " 'n+1
optimale Strategie und der Wert des Spiels ist n%rl
Ebenfalls ist ¢y = (0,1,...,0,1,0) Losung von (PP). Damit ist

0 2 2

=(0,——,...,0,——,0
y (7n+17 77n+17)

optimale Strategie.
Fiir den Wert w,, gilt:

n‘l
wn‘l

NIH DN
o= O
Wl >~
wlH Ot

Ab n > 4 sind die Chancen fiir die Gallier besser.
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38. Aufgabe

Hilfsmittel: Satz von der monotonen Konvergenz

Es seien a,b € R,a < b. Weiter seien g, : [a,b] — R mit

e gn(x) — g(x) fir alle x € [a, b]

o g, < gpy1 fiir alle n € N oder
gn > gny1 fur allen e N

Dann gilt:

’ gn(x)dz "= b g(x)dx
J J

Es sei nun f: R — R konvex.
Dann gilt:

(i) Die Folge

ist monoton fallend in n (gemifl Vorlesung) und konvergiert punktweise gegen

fr@).

(ii) ¢~ gn(t) ist Riemann-integrierbar, da f stetig ist.
f’ ist monoton wachsend und damit auch Riemann-integrierbar.

(iii) f besitzt eine Stammfunkton F.
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Es sei 0.E. > 0.

/0 ’ fr(t)dt = / ' lim g, (t)dt

Hilfsmittel

n—o0 0

S|

n—00 1
= Fla)-F(0)
= fl@) - f(0)

Ersetzt man f(t 4+ 1) durch f(t — 1), erhilt man die Aussage fiir f~.

39. Aufgabe

(a) Die Menge 0f(x) kann man schreiben als:

of(x)= [ {veR": <v,u> gay/)—@}

yeR™ fest fest fest

Als Schnitt von konvexen, abgeschlossenen Mengen ist df(z) also selbst abgeschlos-
sen und konvex.

Es sei v € 0f(z) und y :=x + ol

Dann gilt:
ol = (v W — )
veDf(x)
2 f(rHﬁ) ~ ()
< max f(z+z2)— f(x)
zesn—1

IA

R firein R >0

[S"1 ={u € R": |u| =1} Einheitssphire]

Also ist df(z) € R - B"™ und damit beschrankt.
[B" ist die n-dimensionale Einheitskugel.]
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(b) Es gilt:

v € df(x) Yy eR": (v,y—x) < f(y) — f(2)
Vu e R"u#0,t>0: (v,tu) < f(x +tu) — f(x)

u) < [z +tu) — f(x)
t
(s u)

T ¢ T

(v
Vu e R" u#0,t>0: (v,
Vu e R" u#0: (v,u) <

(c) Ist f differenzierbar, so gilt: f'(z;u) = (Vf(z), u).

v e df(x) ) Vu e R", u#0: (v,u) <(Vf(zx),u)

< YueR"u#0: (v—-Vf(x),u

< YueR"u#0: (v—Vf(z),u
& v=Vf(r)

Anmerkung: () Umformung ok, weil die Ungleichung fiir alle u € R™,u # 0 gilt
(also zu u® # 0 auch fiir —u® # 0).

40. Aufgabe

f konvex < Vz,u e R": g(t):= f(z + tu) ist konvex in t

Vz,u € R": ¢'(t) = (Vf(z + tu),u) ist monoton wachsend in t

Vz,u € R", t; <ta: (Vf(z+tiu),u) < (Vf(z+ tau),u)

Vz,u € R", t; <ty: (Vf(z+tiu) — Vf(z +tau),u) <0

Vz,u € R", t1 <ty: (Vf(z+tiu) — Vf(z +tau), (t1 —t2)uy >0
N

<0

t oo

@*

Ve,y e R": (Vf(y) =V f(z),y—z)>0
(%) u:=y—x,z:=uz,ty =0,t2 =1 [einsetzen und umformen]|

Anmerkung: f differenzierbar < g differenzierbar (...)
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12 Ubung vom 14.07.

41. Aufgabe

Es sei f(z) :=sup{g(x) : g: R" — R affin,g < f}.
Klar: f < f (nach Definition)

Z.Z.: fz f

Bew.: Annahme: Es existiert ein 20 € R” mit f(z°) < f(°)
Dann gilt _

0 7@+ £a)

RTL+1
2 )€

z =

und liegt nicht in epi f.

Nach dem Trennungssatz aus der Vorlesung existiert eine Hyperebene
H = {h=a} c R"! mit

h(z) <aundepi f C {h>a}
Wir schreiben nun h in der Form

h(( 2 _, Tng1)) = (U, ) + Tpy1 - Unt1

—~—
€Rn
Es gilt:
£ iL'O xo f $0 .CI}O
() h((m07 f()‘;f())) - <u,x0> + f();f()unﬂ <a

(i)  h((z,r)) = (u,z) +7r-uUpt1 > a Ve € R" r > f(x)

Nun gilt w,4+1 > 0 wegen (ii).
Annahme: 4,41 =0

(i1)
Dann: (u,z) = (u,z) + f(z) - upt1 > a > {(u,2°) + w CUpyr = (u, %)
Widerspruch (mit z = 2° — u; Kette gilt V2 € R")!

Also gilt up41 > 0.
Nach (ii) gilt fiir jedes z € R™:
() + [(@) - s = @

o 1

= f(x) > cu,x)y =: g(x)

Un+1 Un+1
g ist affin, ¢ < f und nach (i) gilt:

i £(20 20 ~
o@) = - (L ] (f‘ )+ )-un+1)>f(fc0)

Up41 Un+1 Un+1

Widerspruch zur Konstruktion von f
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42. Aufgabe

Es sei 2° Losung von (KP).
Z.Z.:

(i) Vf(z)=Vf(a)

x ist Losung & { (i) (20 — 2, VF(z0)) = 0

»<="“ Da f konvex ist, gilt:

Vorl. (4)

Fa0) = f@) 2 @2, Vi) L 0 -2, V) @
D.h. f(z) = f(z°), weil 2° Lésung ist.

,=“ Es sel a € [0, 1].

f(a:o) < flax + (1 — a)xo)

< af(@)+(1-a)f(2")
f@®) + (1 - a)f(a?)
(a?)

Also ist f konstant auf der Verbindungsstrecke von x und .
Daraus folgt (ii), da f an der Stelle 2° in Richtung z — 2° konstant ist.

Q

I
~

Es fehlt noch (i).
Dazu definieren wir h: R" — R,

y— fly) — (y—a", V("))

Es gilt:

e h ist konvex, stetig differenzierbar und
Vh(y) = Vf(y) - V(")
[Ableitung der linearen Funktion (y — 20, V f(20)) ist Vf(2°).]
o h(z) = f(z) = f(z°)

[wegen (ii) und x Losung]

Annahme: Vh(z) = Vf(z) — Vf(2°) #0
Wir betrachten die Abbildung g : R — R, A — h(z + Aw) mit w = Vh(x).
Es gilt:

e (N = (Vh(z+ \w),w)
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o ¢/(0) = (@) >0

Da g’ stetig ist, existiert 6 > 0, so dass g auf [—4, 0] streng monoton wachsend ist.

D.h. g(0) > g(—0).

= h(m)0> h(z — 6w) = f(z — 6w) — {(z — dw) — 2°, Vf(z))
ML fa - sw) — F(a°) < (@ — ) — 2, V()

Widerspruch zu f konvex.
[Fiir konvexe Funktionen gilt: f(y) — f(x) > (y — =, Vf(z))]

43. Aufgabe

Es sei 20 zulissig.
Z.Z.:

2 ist keine Losung < Jv € R™, |jv|| =1 : { <Z)

(i)
(i): sup{a>0: 2% +ave M} >0
(ii): (v, Vf(2?)) <0

,=* 10 ist keine Losung und M # @, also existiert # € M mit f(z) < f(a).
Wir setzen

poe T 20
-l =20
Dann gilt:
sup{fa > 0: 2° +ave M} > ||z — 20
D.L. (i) gilt.
(0. @) = T —gr (@ — 2%, V1 (a%) < 5 (f(@) — fa7)) <0
(e ||iﬂ—$||—<z0—/

Also gilt (ii).

,<="“ Es sei v so, dass (i) und (ii) erfiillt sind.
Wegen (ii) existiert ein & > 0 mit

(0, Vf(z° 4+ av)) <0 Ya €0,d],
da a > (v, V(2" + av)) stetig ist.
O.E.:a<sup{a>0: 2+ av e M}.

Es gilt:
F(2°) = f(2° + Gv) > ((2° = (2° + Gv)), VF(2° + awv))
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& fla¥) > f(w0+dv)—<&/<v,Vf(w0+dv))

>0 20
>0
= f(29) > f(2° + av)
= 20 keine Losung.
44. Aufgabe
(a) z.z.: (SB) & (SB*)
,=“Setze ' =z fiiri=1,...,m.
<= Wir setzen
1 «— ;
_ 7
= L3
=1
1 Ui . 1 .. Vor.
. < () < —g:(z7) < 0
g;(x) < m;%@ ) < mgj(ﬂl? )

firj=1,...,m.
[9;(x%) < 0 fiir jedes x?, weil die z° zuléissig sein sollen.]

(b) z.z.: (SB) & (K)

»= Essei u € R™,u>0,u# 0, d.h. es existiert j € {1,...,m} mit u; > 0.
Nach Voraussetzung existiert ein x > 0 mit g;(x) <0 firi=1,...,m.

(u,g(x)) = ¥ wigi(x) < u; gi(x) <0
= el < 2 u)

»<=" Es seien
A =conv{g(z): x>0} CR™
B={veR™: v<0}
A ,B sind nichtleer und konvex.

Falls AN B # @, dann existiert ein z < 0 mit z € A4, d.h. es existieren z',..., 2" €
k

Rz .. 2% > 0,a1,...,0, > 0mit > a; = 1:
i=1

k .
Z aig(a’) =z
i=1

Wir definieren:

k
T = E o; "
i=1
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Es gilt:

e x>0

. g(x) < é aig(a’) = 2 <0

Annahme: ANB =9
Dann existiert Hyperebene H = {(u°,-) = a},u’ # 0,a € R, die A und B trennt,
d.h.

Ac{@® ) >a}und B c {(x° ) <a}

Da 0 € cl B ist, muss a > 0 sein.
Esseiie {1,...,m} und k € N.

t.=(0,...,0, —k ,0,...,00e Bc{@’ )<
v':=(0,..., , ) {(u”,-) <a}
i-te Stelle

W ud) = —k-ud <«
iG{l,g} bel. w0 >0
Wir haben nun: Vx € R™, 2 > 0 ist

g(z) € AC {(u°,) = a}

d.h.

Widerspruch zu (K)!
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13 Ubung vom 21.07.

45. Aufgabe

a) Essei D= {(z,y) eR?: = > -1,y > —1}.
Die partiellen Ableitungen 2. Ordnung von f sind:

fu = —ala—1(z+1)"2(y+1)°
f2 = —b(b—1)(z+1)*(y+1)"?
fio=fo = —ab(z+1) Yy 1)t

Es gilt nach Vorlesung:

f ist auf D konvex < A := ((fi;)) ist positiv semi-definit

—~
1=
Z

EW von A sind groflergleich Null
SpurA>0und det A >0

fir+ f22 >0, firfar — fia >0

& fu120,f220>0, fi1for > o

(I

[(%): A symmetrisch = A diagonalisierbar]

e 11205 —ala—1)>0a<1
e fo>0&0<1

o fuifor > fiy & abla—1)b—-1) >a’* & a+b<1

Also ist f auf D konvex genau dann, wenn a + b < 1. [Beachte: a,b > 0]

b) Es liegt ein konvexes Optimierungsproblem vor.
(2°,4°) > 0 und zulissig.

Wir definieren g(x,y) = = + 2y — 2.
Wir zeigen nun: Es existiert ein u® > 0, so dass (2%, 9", u°) ein Sattelpunkt von

ist.

))-

Die Slater-Bedingung (S) ist erfiillt (z.B. durch (0,0
uY > 0 existiert mit

Also ist (2°,%°) genau dann Lésung, wenn ein u
o, 9%, u) < @(°, 9%, u°) < B(w,y,u’) fitr z,y,u >0

Man rechnet nach: g(z%,y%) = 0.
Also ist die linke Ungleichung immer erfiillt.
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Wir definieren h(x,y) := ®(z,y,u") mit u° fest.
Es gilt: h ist konvex und differenzierbar in D.

Damit gilt:
h(ZE, y) - h(xoa yO) > <(:I:7 y) - (:1:07 yo)a Vh((lfo, y0)>

[z,y € D beliebig]

D.h.: Ist Vh(2°,4°) = 0, so ist (z°,%°) Minimum von h auf D.
Es gilt:

Vh(z%,y%) =0 « fi(a% ) +u’ =0
ala®,5°) + 200 = 0

b 5 |
0,0y _ a2 a+b—1 L _ 0
fila®u’) = —at ()P u
) 5 atb1y !
Pala®, ) = 2+ (=a?(5)" () ) L -2
Setzen wir ) .
0 _ arZ\by_ < yNa+b—-1
W = () ()

so ist V(2% y?)

,4°) = 0.
Damit ist (2%, 5%, u%) ein Sattelpunkt von @, also (2°,4°) Losung von (KP).

46. Aufgabe

Vfi(x)=p+2Cx
Nach Vorlesung gilt:
2% > 0 ist Losung von (QP) < Ju’ >0

(i) Vf(x) + ATuO > 0
(Vf(x) +ATu% 2% = 0
(ii) Az’ = b
Setzen wir V f(z) = p + 2Cz ein, so erhalten wir:
2% > 0 ist Losung von (QP) < Fu® > 0,w" > 0:
(i) 2020+ ATu® —w® = —p
<w07 (L‘0> =0
(ii) Ax® = b

Und wir haben die Aufgabe gezeigt!
[w? = Vf(2°) + ATu® Schlupfvariable]
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47. Aufgabe

Musterlosung online!
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14 Ubung vom 28.07.
48. Aufgabe

Existiert nicht!

49. Aufgabe

Musterlosung online!

50. Aufgabe

Entspricht Aufgabe 5b der Klausur vom Herbst 2003.
[Klausur mit Losung online!]
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