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. Beispiele

1 Produktionsplanung

Produkte P,..., P,
Hilfsmitte Hy,..., H,
Eine Einheit von P} benétigt a;, Einheiten von H;. Eine Einheit von P ergibt Gewinn

Dk
Ziel: max Gesamtgewinn G

Wenn x;, Einheiten von Py hergestellt werden ist

n
G =Y pri
k=1

[G ist die Zielfunktion; G — max ein lineares Optimierungsproblem]

Restriktionen [Nebenbedingungen]:

n
Zajk:z:k <b; j=1,...,m (Kapazitit von H,)
k=1

:EkZO

2 Mischungsproblem

Nahrungsmittel aus n Zutaten, Zutaten bestehen aus m Grundstoffen
a;, Anteil des j-ten Grundstoffs in der k-ten Zutat

Preis fiir Zutaten: p1,...,p,

b; sei Mindestmenge des j-ten Grundstoffs im Nahrungsmittel

Aufgabe: Gesamtpreis f(z1,...,2,) =

n
PrTE — minimiert

k=1
[lineares Optimierungsproblem)]
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Restriktionen:

n
Zajkkabj j:1,...,m
k=1

kaO kzl,...,n

3 Zuordnungsproblem

N Posten, M Bewerber
a;r Qualifikation des i-ten Bewerbers fiir Posten k
Variable X5, € {0;1} (1 Bj erhélt P, 0 sonst)
Gesamtqualifikation
f(XH, e ,an) = Zaijjk — max
.k

m

Y X<l k=1,...,n

j=1

n
Y X<l j=1,....m
k=1

Xjp >0
[Ganzzahlige Optimierung]
4 Transportproblem
Lager Ly,..., L, mit Kapazitiaten ai,...,an,

Verteiler Vi ..., V, mit Bedarf by,...,b,
Transportkosten c;; von L; zu Vj

Transportplan: X;; Menge L; — V

f(X1, o, Xom) = Zcinij = min
i7j

n

ZXU <a

=1

m

ZX,']' = bj

i=1



XijZO

[lineare Optimierung (ganzzahlige Optimierung)]

5 Preiskalkulation

Waren Wy,..., W,

Preis 1 ..., x,
9x(x1, ..., x,) Verkaufszahl von Wy
Gesamterlos:

n
> g(wr, ..., wn) - 2 = max
k=1

gk(x1, ..., xn) < by (Lagerbestand)
x>0

[nichtlineare Optimierung]



Il. Vorbemerkungen

R" >z = (x1,...,2y) (Zeilen- oder Spaltenschreibweise)
verschiedene Punkte: z!, ..., 2

Standardskalarprodukt: (z,y) := z1y1 + ... + Tpyp = 27y
Euklidische Norm: ||z|| = (22 + ... + 22)
Metrik d

(S

Notation: <y & x;<y; i=1,...,n

M C R™

aff M affine Hiille von M
int M Inneres von M

cl M Abschluss von M
bd M Rand von M

dim M Dimension von M (=dim aff M)

rel int M relatives Inneres der Menge M, also das Innere in der affinen Hiille von M

f: R*"=>R:
f linear & f(azx + By) = af(x) + Bf(y) Ve,y e R"; o, € R
f affin & Ja € R: f — « linear

f linear & f(z) = (p,z), x € R™ fiir ein eindeutig bestimmtes p € R"
[(R")*,="R"]

Schreibweise: {f = a}:={z e R": f(z) = a}
Hyperebene E C R": F = {f = a} fiir geeignetes lineares f und oo € R

Aquivalent: E = {(p,-) =a}, a e R,p € R, p # 0



Darstellung ist nicht eindeutig!

{(p.) = a} = {{ror, ) = ok = {la, ) = ks flall =1

el 1ipl






1. Lineare Optimierung

§1. Lineare Programme

Definition 1.1 Ein lineares Programm (kurz: LP) (im R™) ist gegeben durch eine
lineare Funktion f = (-,p),p € R", eine (m,n)-Matriz A (reell) und ein b € R™.

Das lineare Programm ist die Aufgabe, f zu maximieren unter den Nebenbedingungen
Az <b und z > 0.

Schreibweise:

flx) = mazx
(LP) | Az < b
r > 0

Anmerkung: Die Nebenbedingungen nennt man auch Restriktionen. Die Bedingung = > 0
heifit Vorzeichenbedingung.
Beachte: = >y < —x < —y; f(x) = min & —f(z) = max

Bemerkungen:
Es gibt verschiedene dquivalente Formen von (LP).
1) Das lineare Programm

f(x) = min
(LP) | Ax > b
x > 0

kann auf die Form (LP) gebracht werden, indem f,A;b durch -f,-A,-b ersetzt wird.

2) Auch das lineare Programm

f(x) = max
Ax = Db
x > 0
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lasst sich auf die Standardform (LP) bringen:
Ar=b & Axr<b, —Ax < —-b
A b

Das geht auch umgekehrt!!
Az <b & Az +y=bycR™ y>0
Y1, - - -, Ym Schlupfvariable

Damit ist

f(x)=(xz,p) = max
(LP) Ax < b
x > 0
dquivalent zu:
Fe=((2).(5 ) = max
x
(A | En): y = b
xy =2 0
3) Vorzeichenbedingungen:
Ax < Db|. . A b
< > 0 dquivalent zu e < | ---

— —-FE, 0
Vorzeichenbedingungen kénnen 0.B.d.A. eingefiihrt werden.
x=(r1,...,2p) ER™fliri=1,...,n

z} = max(0, z;)
xz; = —min(0, z;)

sz=z" -z =(,...,x}) = (27,...,2;); 27,27 >0
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= flat,a™) = f(a* —f*) = max

flx) = max |, . z

Ax < b dquivalent zu (A |-A) ( - ) < b
T, 2= > 0

In (LP) [Standardform] heifit f die Zielfunktion.
Die Menge M = {z € R": Az <b, © > 0} heifit zuléissiger Bereich. Jedes = € M heifit
zuldssiger Punkt. Ein € M mit f(z) = max f(y) heiBt Losung von (LP).

ye

Exisitiert eine Losung x von (LP), so heifit (LP) losbar.
(LP) ist unlosbar, wenn entweder

1. M=o oder
2. M # @, aber f auf M nicht nach oben beschrankt ist.
Aufgaben:
1) Wann ist (LP) losbar?
(insbesondere ist (LP) losbar, wenn M # & und f auf M nach oben beschrinkt ist?)

2) Anzahl (Struktur) der Losungen?

3) Wie finden wir Losungen?

§2. Polyedrische Mengen

Definition 2.1 Fine Menge M C R™ heifst konvex

s x,ye M,ae[0,1] = ax+ (1 —a)y € M|
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Bemerkungen:

1. M konvex < Vk € N folgt aus 2, ..., 2% € M,ay,...,a; € [0,1] mit oy +...+ap =
1, dass
r=ar' + ...+ aprf € M (x heift Konvexkombination der x!, ..., z*.)

Beweis:

»,<=" Setzte k = 2

»=" Vollstandige Induktion nach k
k=1: trivial

E—k+1(k>1):

k+1
Sei # = ajzt + ... + app2 mit 2t € Moy € [0, 1],20[1- =1
i=1

OBdA (5] 7£ 1

xr° +

a2 9 4 k41 xk+1)
1-— (651 1-— a1

sz=oz'+ (1 —a)(

~~

=y ist Konvexkombination von k Punkten in M.

M konvex

I:V>y€M 2 =t + (1 —aq)y € M.

2. Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist wieder konvex.

Bezeichnung: Sei M C R” beliebige Menge

Dann heifit conv M = m N die konvexe Hiille von M.

NDM
N konvex

Es gilt: conv M= {2 = ajz' +... + gz : k e N,2' € M, 05 € [0,1],

Eal‘:1}::N

Beweisskizze: Sei N die rechte Menge
,C“ Die Menge N ist konvex und N D M = N D conv M.
5,2 Sei R C R™ konvex, R D M

é'>RDN:>NC ﬂ R =conv M

RDM
R konvex



§2. POLYEDRISCHE MENGEN 11

Beispiel fiir konvexe Mengen:

1. Strecken:
[2.9] == faz + (1 —a)y: a € [0,
(z,y) ={ar+(1-a)y:ae (0
Analog halboffene Strecken [z,y

1]} abgeschlossene Strecke (von x nach y)
1)} offene Strecke

)7, (z,9]

2. Kugeln: B,(z) :={y € R" : |ly — z|| < a},z € R",a > 0 abgeschlossene Kugel
mit Mittelpunkt x und Radius «
Analog: offene Kugel

3. Lineare und affine UR
Ist {f = o} Hyperebene, so ist

{f<a} und {f>a} konvex
SN—— N——

abg. Halbraum abg. Halbraum

Analog offene Halbraume {f < a}, {f > a}
Zur Erinnerung: {f < a} ={z ¢ R": f(z) < o}

4. Endliche Durchschnitte von Halbraumen [ohne weitere Angabe stets abgeschlossen]

k
M = ﬂ{fz < a;}
i=1

sind konvex.
Ein solches M hiefit polyedrische Menge. Ist M beschrinkt, so heiit M (konvexes)
Polytop.

Bemerkungen:
1. Endliche Durchschnitte von polyedrischen Mengen sind polyedrisch.
2. Ist
M = m M;, M; polyedrisch, |I] < oco.
i€l

so lassen wir I = @ zu und setzen dann M = R", d.h. R” ist polyedrisch.

3. Der zuléssige Bereich M eines (LP) ist polyedrisch:

M = {Az < b,z > 0}
(@)’

b= (b,...,bm), A=
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= M= ({(al) <b}n(){z; >0
Q{<f> } Ql{g()}
2 g5

Satz 2.2 M C R" kompakt = conv M kompakt.

Beweis: (nur fiir endliches M, allg. Fall als Ubungsaufgabe mit Satz von Carathéodory)
Sei M = {z!,..., 2%} = conv M = {aqa! + ... + ag2¥ : ; € [0,1],> i = 1} conv M

beschrankt: M C B,(0) = conv M C B,(0).

conv M abgeschlossen: Seien 37/ € conv M, v’ i Y
J — eyl ek s
vy =ajr +.. oy, =12,
k
aji € 0,1, aji=1, j=1,2,...

i=1
Weil [0, 1] kompakt ist, ex. Teilfolge j,, r = 1,2,... und Zahlen

. r—00 rT—00
Q1,0 Mib a1 — @1, QG > O
=ag,...,a €0,]]und oy + ...+ =1

= (" = ajuz’ + . 4 apa®) S (y = ot L+ apa®)
= y € conv M.

Satz 2.3 Ist M C R™ konvex mit dim M = n, so gilt int M # &.

Beweis: Wegen dim M = n existieren affin unabhingige Punkte 29,..., 2" € M.

Sei S:=conv{z?, ..., 2"} (n-Simplex)

Beh.: y := n%rlxo +...+ n%rlm” ist innerer Punkt von S

(= wegen S C M die Beh.)

1 0

Dazu: 2! —2°, ..., 2"~z ist Basis von R” = Jedes z € R" hat ,, Koordianten“ (o, . ..

mit z — 2% = ay (2! — 2%) + ... + a, (2" — 20)

n
(:>x:a0x0+...+anx” mit Zaizl)
i=0
Affine Koordinaten!!!

1 1
n+1 gl

Vv
n Komponenten

)

g:x— (aq,...,q,) ist stetig und g(y) = (
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= Zu jedem £ > 0 ex. Umgebung U®)(y) mit g(U®)) (n%rl — &, n%_l + )"
Wabhle ¢ € (0, ar) = U cs
=y €int S

Definition 2.4 Sei M C R™ abgeschlossen und konvex. Ein x € M heifit Ecke (oder
Extremalpunkt) <
Aus z=ay+(1 — o)z, y,2 € M, a € (0,1) folgt immer x =y = z

Beispiel:

My

M;: keine Ecken, vert M = @
My: 3 Ecken, |vert M| =3
Ms: ,nur“ Ecken, vert M = bd M

Sei vert M die Menge aller Ecken von M.

Definition 2.5
k
Sei M = ﬂ{fz < ai}
i=1

eine polyedrische Menge (M # R™). Wir setzen M; := M N{f; = a;},
i=1,... .k

Jedes nichtleere M; und jeder nichtleere Durchschnitt der M; heifit Seite von M. Ist die
Dimension der Seite gleich m, so sprechen wir von einer m-Seite, m € {0,...,n — 1}.

Satz 2.6 Sei M C R" polyedrisch. Dann gilt: {x} 0—Seite < = € vert M.

Beweis:

k
=1
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,=" Sei {x} 0—Seite.
Angenommen z = ay+ (1 —a)z, y,z € M,a € (0,1). Git z € {fy =} = y,z € {fi =
a;} = yz € 0-Seite {z} =>y=2z==x

Anmerkung:

{a}=Mn({fi=o5}, TC{L,... K}
jel
Folgendes geht nicht:

»<=%“ Sei x Ecke und 0.B.d.A

l k
xeﬂ{fi:ai}ﬂ ﬂ{fi<ai}CM, 1<Ii<k

i=1 i=1+1
1.Fall: 1=k: i
T € ﬂ{f}':ai}CM
i=1
affiner UR E
* B dim E=0 = {x} 0-Seite
2.Fall: | < k:
k
Es existiert ein € > 0 mit = € B.(z) C ﬂ {fi < a;}
i=1+1
l
=7z € ﬂ{fl = a;} NB:(x)
i=1
—E
x Ecke

=" dim E=0, d.h. E={x} = {x} 0-Seite.

Bemerkung: Seiten einer polyedrischen Menge M sind wieder polyedrisch und es gilt

n—1
bd M = | J UF (F m-Seite von M)

m=0
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1-Seiten:

N

r 1 L
T T T

Strecke Extremalstrahl Gerade

Definition: Die 1-Seiten von M, die Halbgeraden sind, heiflen Fxtremalstrahlen von M.

Korollar 2.7 FEine polyedrische Menge M C R™ hat nur endlich viele Ecken und Fx-
tremalstrahlen.

Satz 2.8 Sei M C R” polyedrische Menge. vert M # @& < M geradenfrei.

Beweis: ,=“ Sei vert M# &, x€ vert M. Angenommen es existiert Gerade gCM.

= ¢’ C M [M enthélt konvexe Hiille von g und x]
Widerspruch zur Eckendefinition!

»<=* Vollstéindige Induktion nach n (dim R"™)
n=0: klar!,

n=1: ok (s.u)

F—— oder

n-1 — n:

k
=1
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O.B.d.A. setzen wir voraus, dass keiner der Halbriume {f; < a;} wegelassen werden
kann! d.h. fiir jedes ig € {1, ..., k} gilt:

Ni, = ﬁ{fi <a}2M
Sei M;, :=M N{fi, = ai,}
Sei x € N;,\ M, y eM
@ig — fiy(y) Jio(x) — g

T fio(@) = fio(y) v fio(®) — fin (y) Y
= fio(2) = ayy, dh. z € i{z/ C A{fi, = @iy}

polyedrische Menge im Rn—1 Rn—1
= M, nichtleer, also Seite von M, polyedrisch und geradenfrei.
L vert M;, # @. Aber: vert M;, C vert M (Ubungsaufgabe)

{fio = O‘io}

Satz 2.9 Sei M C R™ nichtleer, polyedrisch und geradenfrei. Dann ist M die konveze
Hiille der Ecken und Extremalstrahlen von M.

Aquivalente Aussage:
exth M = Vereinigung der Extremalstrahlen von M.
M = conv (vert M Uexth M)

Beweis: [korrigierte Version]
Vollsténdige Induktion nach n.
n=1: ok (s.u)

T
[
.-
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n-1 — n: O.B.d.A. dim M=n.

Es gilt: M D conv (vert M Uexth M)

Beh.: ,C*

bd M # @. bd M ist nicht konvex!

[Angenommen bd M konvex (2:}3) dim bd M < n-1 = aff bd M C E Hyperebene. Nach
(2.3) existiert x € int M, x¢ E. Sei g Gerade || E = g ¢ M Wid.!]

Beh.: M = conv bd M

(,D“ klar!)

»C“: Weil bd M nichtleer und nicht-konvex ist, existieren v, w € bd M mit [v, w] ¢ bd M.
= Jy € (v,w) mit y € int M

Sei z € int M = Jr,u € bd M mit x € [r,u] = Beh.

Also gilt M = conv bd M
Sei x€ bd M = xe Mj, je {1,...,k}

k
[Wenn M = ({fi < ai}, M; =M N{f; = a;}]
i=1

= M; # @, polyedrisch, geradenfrei.

v

= M; = conv (vert M; Uexth M;)
—_——  ——
Cvert M Cexth M

= M C conv (vert M Uexth M)

Korollar 2.10 Jedes Polytop M # & ist die konvere Hiille seiner Ecken.

Interpretation von 2.9: vert M ={z!,... 2%}
S1,..., Sy Extremalstrahlen = S; = {2" + au’: a > 0}, |[uf]| =1
= Jedes x € M hat die Form

r=oazt 4.+ ot + o (@ ) oA G (2T pu™)

mit a; >0, a1+ ... +apym =1
=z =oz 4+ ... +agz” + frul + ...+ Bpu™ mit @ > 0, ZOTZ':L Bj >0
Also gilt:

M:{a1x1+...+akazk+ﬂ1u1+...+ﬁmum: a; >0, B >0, Z%’Zl} ()

wobei 2!, ..., 2" Ecken von M, k > 1; u!,...,u™ Richtungen der Extremalstrahlen von
M, m > 0 mit m=0 < M beschrankt.
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Mengen der Form (x) heiflen endlich erzeugt. Also ist eine polyedrische Menge endlich
erzeugt.

Weitere Interpretation: Sei P:= conv {z!,..., 2"} (Polytop)
V= {fut + ... 4 Bpu™: B; >0} =: pos {ut,...,u™}, ||| =1
= V ist ein konvexer Kegel.

Korollar 2.11 Sei M # &, polyedrisch, geradenfrei.
= M=P+YV, P=conv vert M, V=pos{u',...,u™}
u? Richtungen der Extremalstrahlen von M.

Hierbei ist V={0} < m=0 gesetzt!

§3. Losbarkeit linearer Programme

f(x)=(z,p) = max
(LP) Ax < b
x > 0

M={Ax<b, x> 0} = M polyedrisch, geradenfrei.

(LP) unlosbar, falls M = @& oder falls sup f(x) = oc.
xe M

Satz 3.1 Gegeben sei (LP) mit M# @, f # 0, f sei auf M nach oben beschrinkt. Dann
qgilt:

1. (LP) ist losbar
2. Die Menge der Lisungen ist eine Seite von M
3. Es existiert eine Ecke von M, die Lésung ist.

Beweis:

1.Fall: M beschrankt = M kompakt, also existiert max flz)=:c
Te

(weil f stetig ist)

= M N {f =c} Seite des Polytops M, also auch Polytop.
——

Hyperbene
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2.Fall: M unbeschrankt (2':11>)

M:{a1x1+...+akxk+ﬁ1u1—i—...—i—Bmum: a; >0,8; >0, Zai:l}

(2 Ecken und 4’ Richtungen der Extremalstrahlen)

Sei ¢ := sup f(x) < co. Sei x € M, x=. ..
zeM

k m
= flo) =) aif(@') + > Bif(u!) <c
i=1 j=1

Beh.: f(u/) <0, j=1,...,m
Bew.: Wihle a1,...,a; fest, 8; >0, B, =0, r=1,...,m, r #j

Sei d := Zozzf(x’) ER= Bif(u!) < c—d"Z? f(w’) <o0.

=1,..k

k m k
Alsor f(2) = Y aif(@) + Y Bif(w)) <} aif(a') < max f(a')
=1 7j=1 i=1
<0

= (a), (¢)

(b) Sei ¢ := igf{éfkf(fvi) = max f(z)

= Losungsmenge M N {f = ¢} Seite von M.

Bemerkung: (a) Satz gilt auch fiir (LP) in der Form

f(x) = max f(x) = min
Ax = b und auch fir| Ax > b

x > 0 x > 0
Br gilt nicht fiir (LP) der Form| (09 = Max |,
r gilt nicht fiir er Form| = !

(b) Eine Satz (3.1) entsprechende Aussage wird falsch, wenn f nicht linear oder M nicht
polyedrisch ist!

Satz 3.2 Sei M = {x € R" : Ax = b, x > 0} (mit (m,n)-Matriz A) der zulissige
Bereich eines (LP) und sei x € M. Dann gilt:
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z Ecke von M < Die Menge {a’ xj > 0} der Spalten a’ von A, fiir die die Komponente
xj von x = (x1,...,%,) positiv ist, ist linear unabhingig.

Beweis: ,=* Seinen 0.B.d.A
Tl T >0, 21 =...=2, =0
Wir miissen zeigen, dass a',...,d" Lu.
Sei also aja! + ... + aza® =0, aj € R

Angenommen (a1, ...,ax) # (0,...,0).
Wahle € > 0 mit x; £ ea; >0,i=1,...,k
Setze y := (x1 + eaq, ..., xp +ag,0,...,0) >0
z:= (1 —eay,..., T, —eag,0,...,0) >0

@14 Lo Weiter ist
= T = 5y + 52. Welter 1s

k
Ay:Ax+€Zajaj:b =yeM
j=1
0

k
Az:Ax—szajaj:b =zeM

j=1
Widerspruch mit () weil x Ecke! = (a1,...,a3) =0, d.h. a',...,d" Lu.
»<=“ 0.B.d.A. sei wieder z1,...,2p >0, 2gy1=...=x, =0

Sei al,...,a" Lu. Sei z = ay+ (1 — a)z mit y,z € M, a € (0,1)
=y=>0,220
Y11= =Yn=0, zpr1=...=2, =0

k
:Z(yj—zj)aj:Ay—Az:b—b:O
j=1

a*,...,a" lu.

= yi—2zj=0,j=1,....k =y=2z=2= x Ecke.

Bemerkungen:

(a) Sind x,y Ecken von M, so folgt: {i:x; >0} # {i:y; >0} (x #y)

(b) Da insgesamt 2" verschiedene Familien von Indizes aus {1,...,n} existieren, gibt es
(wegen (a)) maximal 2" Ecken von M.

Satz 3.3 (Lemma von Farkas) Es gilt: M = {Az = b, v > 0} # @ < Aus ATu >
0 (u € R™) folgt (u,b) >0
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Beweis: ,=“ Wegen M # & existiert € M. Sei ATu>0=
(u,b) = (u, Az) = (ATu, 2) >0
~——

>0 >0

»,<=“ Angenommen M = &
Sei N:={y e R™: 3z € R", © >0, mit Azr =y} = b¢& N.

Beh.: N ist ein abgeschlossener konvexer Kegel

N konvexer Kegel: Sei 3,3/ € N, 3,3 >0
= 2,2’ € R" mit 2,2’ >0, Az = Y, Ax = y’_

= Br+ '’ >0,A(Bx + B'z") = BAx + B’ Az’ = By + By
= By +pB'y € N.

N abgeschlossen: Sei (y7);en eine Folge mit 3/ € N und y’ I y € R™. Zu jedem
z € M hat die Menge M, := {z € R" : Ax = z, x > 0} mindestens eine und hochstens
2™ Ecken.

= Es existiert (nach Ubergang zu Teilfolge) eine l.u. Menge {a’,...,a’} von Spalten
von A mit zugehorigen Ecken

- >0, firje {i,..., i}
=0, sonst

k
= Z:rfra” = yj, 7=12...
r=1
= Fiir 4/ — y konvergiert Losung 2/ — x mit x > 0 und Az = y, also folgt y € N.
Damit ist N abgeschlossen.

Wegen b ¢ N existiert ein y € N mit ||y — b|| = in]fv ly — 0ol >0
ye

Seiu:=y—b#0

= (y,u) = 0 und (y,u) > OVy € N.

sowie (b,u) < 0

Also gilt: 0 < (y,u) = (Az,u) = (z, A7) fiir ein > 0 mit Az = y.
Jedes x > 0,z € R”, kommt hierbei vor, wenn y ganz N durchlauft.
= ATG >0

Ve (u,b) > 0. Widerspruch!

=M # @.

Bemerkung: Lemma von Farkas kann als Alternativsatz interpretiert werden:
Az =b, x>0 16sbar & ATu >0, (u,b) < 0 ist nicht l6sbar.



22 KAPITEL 1. LINEARE OPTIMIERUNG

oder: Genau eines der Systeme
e Ax =b, >0 (z € R")
o ATu>0,(u,b) <0 (u€R™)

ist 1osbar!

§4. Dualitit

Lineares Programm -
Primalprogramm (PP) im R"™

f(z) = (z,p) = max
Ax < b M={xeR": Ax <b, x >0}
x > 0

Dualprogramm (DP) im R™

g = (wh) = mm
ATy > p N={ucRm: ATu>p, u>0}
u > 0

[(DP) ist auch ein lineares Programm|]

Satz 4.1 (Dualitétssatz fiir LP) Seien (PP) und (DP) gegeben mit zuldssigen Berei-
chen M bzw. N. Dann gilt:

(al) Firxz e M undu € N gilt: f(x) < g(u)
(a2) Sind M, N nichtleer, so sind (PP) und (DP) losbar.

(a3) Sind x € M,u € N mit f(z) = g(u), so sind x und u Lisungen.
(schwache Dualititsaussagen)

(b1) Ist (PP) lésbar, so ist auch (DP) lésbar und max flx) = mijrvlg(u)
re ue

(b2) Ist (DP) losbar, so ist auch (PP) losbar und max flx) = mi]IV1 g(u)
re uec

(starke Dualititsaussagen)
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Beweis von (al) (a2) (a3):
(al) v € M,u € N = f(z) = (z,p) < (x, ATu) = (Az,u) < (b,u) = g(u)
(a2) (a3) folgen aus (al) und Satz 3.1

Hilfssatz 4.2 Sei A eine (m,n)-Matrix. Dann ezistieren x € R™, v € R™ mit Ax = 0, © >
0, ATu >0 und x + ATu > 0 (alle Komponenten > 0)

Beweis: Sei k € {1,...,n}. Wir betrachten fiir A = (al: ... ia"}

(*k) zn: zia' = —a® (im R"1)
i=1,
ik
x>0, 1 £k
(kesp)(al,u) >0, i=1,... .k, i #k
(a*,u) >0 (im R™)

[(%) ist dquivalent zu g;f = b mit passendem A, Z,b (...)
(%*) ist dquivalent zu ATu > 0, (u,b) < 0]

Nach Lemma von Farkas ist genau eines der Systeme (k) bzw (sx) losbar!
Sei I} :={k € {1,...,n}: (%) losbar }, Iy := {k € {1,...,n} : (xx;) losbar}
=>=INnlh=2, Ul = {1,...,n}

Fiir k € I, existiert also ein zF € R™ mit :z:l,j =1, AzF =0, 2 >0

Fiir k € I, existiert ein u* € R™ mit ATu* >0, (a¥,u*) >0

Setzte T := Z 2k = Z uF

kely kels
Falls I} = @ sei x =0, falls Is = & sei u =10

éAx:ZA:rk:O, >0, ATu>0,24+ ATu>0
kel

Hilfssatz 4.3 Sei B eine (n,n)-Matriz mit BT = —B.
Dann existiert ein y € R® mut By >0,y >0, y+ By >0

E,
Beweis: Setze A = (E,: — B) = AT = --- | [A (n,2n)-Matrix]
B

HllfS&:at>Z4'23x€R2”, uweR mit Az =0, >0, ATu>0, 2+ ATu>0

IL‘l

Seiz=| -+ |, 2 eR"=2'—B2?2=0, 2z1,22>0, u>0, Bu>0
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und ' +u >0, 22+ Bu >0
Setze y =22 +u=y >0, By=B2?> +Bu=2'4+Bu >0
y+By=x>+u+ Bz’ +Bu=2>+Bu+z2'+u>0

Wir wenden (4.3) an auf (Beachte: A (m,n)-Matrix)
0

—-A b
B=| AT 0 —p |,B(m+n+1,m+n+1)— Matrix und B = —BT

-7 pT 0
u

(4.3) s :

=’ es existitiert y = | =z mit y >0, By>0, y+ By >0
. \T—/ \‘2/—/ \T—/
t

l:x>0, u>0,t>0
2: —Ax +tb >0, ATu—tp >0, —(u,b) + (x,p) >0
Bu—Ar+tb>0, x4+ ATu—tp >0, t — (u,b) + (x,p) >0

Lemma 4.4 Sei in der obigen Situation t > 0.
Dann existieren Lsg. x° von (PP) und u® von (DP) mit f(z°) = g(u°)

0 — %:v, ud = %u (x und u wie oben bei 1, 2, 3)

Beweis: Setze x
:1> 20,10 > 0.
Aus 2 folgt: Az® < b, ATu0 > p.

Also folgt: 20, u® zulissig!

Aus 2 folgt weiter: (u°,b) < (20,p), also f(2°) > g(u®)

Nach den schwachen Dualititsausagen gilt f(2°) < g(u®) also f(2°) = g(u®), somit sind

20,140 Lésungen.

Weiter gilt: u® — Az% +b >0, 20 + ATu —p > 0.

Lemma 4.5 Sei in der obigen Situation t = 0. Dann gilt:
(a) Wenigstens einer der Bereiche M, N ist leer.

(b) Ist M # &, so ist f auf M nicht nach oben beschrinkt
(c) Ist N # @, so ist g auf N nicht nach unten beschrinkt

Beweis: (a) Angenommen es existiert ' € M, v’ € N

. 3 1 2
mit e b33 0 ) S (u,b) > (u, A’y = (ATu,2’) > 0
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2 1
> (u', Az) = (ATu/,z) > (p,x) Widerspruch! = Beh!

(b) Sei M # @, 2’ € M, € > 0. Betrachte 2’ + ex.
1 2

' +ex >0, A(a' +ex) = A/ +cAx <b+0=0

=2/ +ex € MVe >0

f@ +ex) = (a\p)+e(z,p)
3
> (2',p) +e(u,b)
> (@) + efu, A7)
= (o, p) +e(ATu, 2')
> (@) — (@)
= (z,p) > 0= f(2' +ex) =3 400

(c) analog
Anmerkung: Damit sind die starken Dualitéitsaussagen bewiesen!

Zusammenfassung: (Folgerungen von Farkas)
Zu A, p, b existieren x, u, t mit:

>0, u>0,t>0

bt — Az >0, ATu—p>0, (bu) < (x,p)

bt — Az +u>0, ATlu—p+2>0

1.Fall: t=0 = (PP) und (DP) unlésbar!

2.Fall: t > 0= z°:= %a:, u’ = %u Losungen.

Satz 4.6 Seien z € R", u € R™ zuldssige Punkte von (PP) bzw (DP). Dann gilt:
(a) z,u Lisungen < (b— Az,u) =0,(ATu—p,z) =0

(b) Es existieren Losungen 20 von (PP) und u® von (DP) mit bt — Az® +u® > 0,
ATy —p+2Y >0

Beweis:
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z,u Losungen

(b) Siehe Fall 2 oben!

f(z) = g(u)
0=g(u) - f(z)
= (u,b) = (z,p)
= (u,b) — (Az,u) + (Az,u) — (z,p)
= (ATu —p,2) + (b — Az, u)
>0 >0
(b— Az, u) =0, (ATu—p,z) =0

Bemerkung: Die Bedingungen aus (4.6)(a) heilen Komplementaritéitsbedingun-

gen.

Interpretation: Sind (PP) und (DP) lésbar und x, u Losungen, so gilt:
Ist x; > 0, so muss in der i-ten Restriktion von DP Gleichheit gelten!
Umgekehrt: Ist die i-te Restriktion von (DP) mit ,,>* erfiillt, dann ist ; = 0.

Analog mit u und Ax < b !!!

Beispiel:
f(z) =3z1 +4x2+ 323 = max
3x1+2x2+23 < 4 (a)
(PP) r1+2x9+223 < 6 (b)
x1, 22,73 > 0
g(u) =4uy +6uy = min
3up +uz > 3(1)
(DP) 2u; +2us > 4 (2)
uy +2uy > 3 (3)
uy,ug > 0

Ubungen = Losung: u° = (1,1)

Folgerungen: Es existiert Losung 2° von (PP), 20 = (29, 29, 29)
mit: (1) mit ,>“, also 2 =0, 23,29 > 0
ul > 0,ud >0 = 20 erfiillt (a),(b) mit ,=“

Schlielich: g(u") = f(z°) :
429 + 329
229 + )
2568 + 256%

10
4 =a9=1, 29=2
= 6

Wie dualisiert man andere Standard-Formen?
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f@) = {ep) = max @) =tmp) = e
(PP) Ax = b < (PP) Ax ; b
x > 0
= x > 0
A b
e <o
—A —b
U b
g(u,w><<~-),(-- >><u,b><wb> — min
= (DP’) w —b
ATy —ATw > p
uw > 0
u
(AT AT)(...)>p
w
o G = (@0 = mmn
&Y (DP) ATg > p
uw € R™
Dualprogramm von (DP)?
f(x) = (z,p) = max
(PP) Ax < b
x > 0
90w = (u,b) = min ) = —(wbh) = (b = max
(DP) ATy > p < (DP) ATy < -p
u > 0 u > 0
Dualprogramm von (DP’)
f(z)=(x,—p) = min f(x) = (z,p) = max
(-ATYTz > b |& (PP) Az < b
x > 0 x > 0
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§5. Das Simplex-Verfahren

Standardform fiir Simplex-Verfahren

F@) = (@p) = min
(LP) Ax = b
x > 0

O.B.d.A. setzten wir voraus: Rang A=m<n!!! (A(m,n)-Matirx)

Nach den Sétzen 3.1 und 3.2 ist, im Fall der Losbarkeit von (LP), immer eine Ecke x
von M Losung und die Ecken korrespondieren zu lL.u. Spalten von A: {a’: z; > 0} lL.u.
Generelle Voraussetzung: Alle Ecken von M sind nicht-entartet, d.h. wenn x € M
Ecke ist, gilt [{i € {1,...,n} :2; >0} =m

Dann gilt: Zu jeder Ecke von M existieren m l.u. Spalten a’ von A: @', ..., a" die lL.u.
sind. Das bedeutet es existiert eine regulére (m,m)-Matirx B

(aus Spalten von A) mit

T

m

= Ecke von M hat die Form

x=(0,...,0, x5 ,...,0, 23, ,0,...,0,z; ,0,...,0)
~—~ ~~ ~—
>0 >0 >0
[a™, ... a'] lL.u., also Basis von R™
= B=(a":---a’) regulir und x ist gegeben durch

i =

) {(Blb)i fiir i € {i1, ... im}

0 sonst

a’,...,a" heit Basis (zur Ecke x)

Jedes € R™, das durch () gegeben ist, wobei B=(a':---:a"m) regulir ist, heiit Ba-
sislésung.

Basislosung x ist genau dann Ecke von M, wenn = > 0 ist

(:>$Z'j >0, j= 1,...,m)

Eckentausch (Pivoting):
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0.B.d.A. (nach Umnummerierung) sei

z=(x1,..., Tm,0,...,0) Ecke ( zur Basis a*,...,a™)
~— ~~
>0 >0
Gauf3-Algorithmus liefert Tableau
! L Tm Tm+1 Z Tn b
1 0 = - . 0 Cl,m+1 Cln 1,0 > 0
0 . .
1 Ck,l
0
o - .- 0 1 enms Cmm | €mo >0
Basislosung (Ecke): (c1,0,...,¢m,0,0,...,0)

Frage: Wann kann man o in der Basis a

1

(ke{l,....m}, le{m+1,...,n}), so dass wieder Ecke entsteht?

al,... . ab 1 4l

Transformationsgleichung

,ab=1al ab o™ ist Basis < ¢y # 0.

fiir das neue Tableau (Pivot-Gleichungen)

,...,a™ durch a' ersetzten

/ Ck,j -
Gj = Cij—CugiFk |
(*) C/ R Ck,jy ]:0,...,n
k,j Ck,l
Tableau:
x1 Tk Tm Tm+1 X T b
/ / / /
1 €1k Clmgr 0 0 o, | Cp
1 0 0
/
Chk 1 Ck,0
0 : 1 0
/ / / /
Cm,k 1 Cm,m+1 0 Cm,m cm,O
Basislosung
/ / / / /
(€105 ++5Ck—1,000, 1,005 Cm0, 0550, o ,0,...,0)

l—teStelle
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Basislosung ist Ecke < ¢, > (>)0, i=1,...,m
Dazu mufl gelten: c¢;; > 0
ko _ Ci0
Ckl — Cil

Vi # k mit ¢;; > 0 (fiir ¢;; < 0 ist die Bedingung automatisch erfiillt)

Ck,0 . Go

— = mim —

C ik mit C;
kil ¢i.1>0 2

Der Tausch a¥ <5 a! liefert neue Ecke x’.
Cko . Cio
< ¢y > 0 und ol = rggl et
Cz‘,l>0
(ck,; Pivot-Element)

[ Pivot-Spalte]

Beispiel zum Eckentausch: Siehe ausgeteiltes Blaitt!

at - @™  gmtl a” b
1 Clymt1  **+ Cip €10
Ck,l
1 Cm,m+1 T Cm,n Cm,0
0 —

0 --- 0 Frnt1 fu | —f@0) = fo
Lemma 5.1 Sei 29 Ecke zur Basis a',...,a™ und seil € {m +1,...,n}. Genau dann
existiert ein k € {1,...,m}, so dass a',. .. Jab 1 al af Y a™ Basis einer Ecke x!

ist, wenn ein i € {1,...,m} ex mit ¢;; > 0. Dabei ist k festgelegt durch

k0 i Gi0
Ch,1 ¢ >0 Cil
f(x) = <$vp>7 p= (p17 T 7pn)
Sei wieder 29 = (1,0, .., Cm0,0,...,0) Ecke (zur Basis al, ..., a™).
Sei x zulédssig
— Ax=b, d.h.

n
x; + E Ci7jszci70i:1,...,m
j=m+1

n m m n n
= (@) =) ampr = crobr— Y Y CrjZiprt Y Tepr
r=1 r=1

r=1 j=m+1 r=m+1
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==+ Y (=D enpr)ay
j r=1

Jj=m+1

Lemma 5.2 Sei 2° Ecke zur Basis a',...,a™ und f; = pj — Y% cripr (j = m +

1,...,n). Ist f; > 0Vj € {m +1,...,n}, so ist 2° Lésung von (LP).

Seinun f; <0,l€ {m+1,...,n} und ein ¢;; >0, i € {1,...,m}
Lemma 5.1

2237 Es existiert ein k € {1,...,m}, so dass x! Ecke zur Basis
al,...,a* 1 al,d**t . amist (= 2l =), > 0)

——
<0
Lemma 5.3 Sei 20 Ecke zur Basis a',...,a™ und sei f; <0,
le{m+1,...,n}, derart dass ein i € {1,...,m} existiert mit ¢;; > 0. Dann existiert

eine Ecke x' mit f(x!) < f(«0).

letzter Fall: f; < 0 aber ¢;; <0Vie {l,...,m}

Betrachte z = (z1,...,2m,0,...,0,2;,0,....,0) mit
n m
f@)=fa")+ > fimg, fi=pj— Y cripr
j=m+1 r=1
mit
r=a>0, z,= ¢, —cp-a, i=1,...,m
N~~~ SN——
0 <0

=x>0,Ax=0b

= M ist unbeschriankt!

Weiter gilt f(z) = f(z°)+ fi x1 =F —o0
S~

<0 a
= {ist auf M nicht nach unten beschrankt.

Lemma 5.4 Sei 20 Ecke zur Basis a',...,a™ und f; <0, fir ein
le{m+1,...,n}. Gilt dann ¢;; < 0 Vi € {1,...,m}, so ist der zuldssige Bereich M
nicht beschrankt und f ist auf M nicht nach unten beschrinkt. Damit ist (LP) unlésbar.
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Pivot-Transformation:

/o Ckyj I Ckij .. ;— ; —
Chj = ars Cij = Cij — o5 Cily 1= 1,....m, i1#k, j=0,...,n

. . . . . . Ck .4
Fiir die neuen Grofien f]{, j=0,...,n gelten die analogne Gleichungen: f]’ = fj— % fi

Beweis: j =0

fo=—f@a") =—f@") - 2 fi
——

o °k,0
k1l
jed{l,....,n}:
m
fio= pi= D cpr =y
2k
“ Ch.i Ch.i
_ L . R _ R
= Py ;(CT‘,] Cr Cr,l)pr ck,lpl
= Pj - Z Cr,jpr _Cij‘j(pl — Z C7-7lp7«)
r=1 kil r=1
fi fi
Beispiel:
f(Z) =71 +2T3 + 473 = max
N 31 < 2
(LP) Ty + Ty + 273 < 4 (Az <))
3xg + 4x3 < 6
T1,72,73 > 0
flxy,...,26) = —x4 — 225 — 426 = min p=(0,0,0,—1,—2,—4)
T+ T4 = 2
(LP) To + T4 + x5 + 276 = 4 (Egﬁ)x =Arx=10>
x3 + 3x5 + 4xg = 6
X1,X2,T3,T4,T5,T6 2 0
a' a® a® a* & d Db
1 0 0 1 0 02
0 1 0 1 1 2|4 2 Ausgangsecke 2’ =(2,4,6,0,0,0)
3
0 0 1 0 3 6 3
o o0 0 -1 -2 410

m

fi=pi—Y_cijpi

=1
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a a> @ a* d® a|D

1 0 0 1 0 0]2 2

0 1 _1% _3% 0 % 1 Ecke (2,1,0,0,0,3)
0O 0 3 0 3 1]5

0 0 1 -1 1 016

a' a® @ a* & Db

1 -1 L 0 3 0]1

0 1 _1% 1 _3% 0 ; Ecke (1,0,0,1,0,3)
0 0 g 0 5 179

o 1 5 0 & 0]7

Ecke (1,0,0,1,0,%) Losung. von (LP) mit f, = =7
= (1,0, 3) ist Losung von (LP) mit fiaz =7

Auffinden der ersten Ecke:

Einfacher Fall:

f(z) = min (oder max)
(LP)) Ax < b mit b > 0!
x > 0

ry 0

f(y7$):<(i>,< >> = f(z)=min
TP p
(LP) v+Ax = b

yx =2 0

Dann gilt: (b,0) ist Ausgangsecke von (fﬁ) (ﬁ) liefert auch sofort das erste Tableau

mit frn41 =pi,..., fm+n/ipn-
Ist (y°,2%) Losung von (LP), so ist #° Losung von (LP).

Allgemeiner Fall: 2-Phasen-Methode

f(x) = min
Sei (LP)| Ax = b
x > 0

mit zulédssigem Bereich M.
O.B.d.A. kann b > 0 vorausgesetzt werden!!!

| fyr)=yi+...+Ysn = min
yvyx > 0

mit zulédssigem Bereich M

Satz 5.5 (a) (fIS) ist losbar.
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(b) frmin >0 M =0

(¢) Ist fomin =0 und (0,z) Ecke von M, dann ist  Ecke von M.

Beweis: (a) Es gilt f > 0 auf M und (b,0) € M GY Beh.
(b) ,=* Annahme: M # @, d.h. 3z € M = (0,2) € M und f(0,2) = 0“2 frin = 0
Widerspruch!

»<=“ Angenommen fmm =0 g 3 Ecke x von M = M # @ Widerspruch!

(¢) fmin = 0 und (0,x) Ecke (also auch Losung von (f]g)) 82 pie Spalten von (E,:A),

die zu i mit z; > 0 gehoren sind lL.u. (das sind alles Spalten von A)

(3:'2>) x Ecke von M.

Beispiel:
f = min fy,z) =y1+y2 = min
(LP) 201+ 20+ 223 = 4 (/L\ﬁ) y1+2x1+20+223 = 4
31+ 3x2+23 = 3 Yo +3x1 +3x20+23 = 3
zy, w223 > 0 Y, Y2, c1, 22,23 > 0
Ausgangsecke: (4,3,0,0,0)
ap ax a3 a4 as | b
1 0 2 1 2 4 2
0o 1 3 1 (3 1
0 o -5 -4 -3 |-7
2 4
1 -2 0 -1 L)ij 2
1
0 5 11 |1
0 2 0 1 —%[2
3 T 3 3
PR
-3 3 L 7 013
1 1 0 0 0 0
103
5,0,5)

= Losung von (i\ﬁ) ist (0,0,
)

= (%,0,%) ist Ecke von (L

Anmerkung: Wir erhalten auch gleich das Ausgangstableau fiir (LP). [...]

Bemerkung: Beachte auch ausgeteiltes Blatt zum Simplex- Verfahren!
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§6. Spezielle Lineare Programme

Transportprobleme
Zuordnungsprobleme
Netzwerkflussprobleme

Transportprobleme

Lager Lq,..., L, mit Bestdnden aq,...,anm
Verteiler Vi ..., V,, mit Bedarf by,...,0b,

c;j Transportkosten (pro Einheit) von L; zu Vj
x;j Menge, die von L; nach V; transportiert wird.

Voraussetzung
m n
E a; = E bj
i=1 j=1
m n 3
f(xlla T125-- -, :Emn) = Zi:l Z_j:l CU':L"L] = mn
n .
(TP) Zj:l x’b] = a4, 1=1 , T
Y1ty = b, j= s T
l‘ij 2 0

Allgemeiner wire:

v
iNg
Sa

=

m
>_ai
=1
E xij
J
E xij

A

Zu (3): > unsinnig (unnotige Kosten) = =
Zu (1): Fiktiven Verteiler einfiihren

IN
S
S
—~~
[\
S~—

v
&
~~

w
~—

13

Vint1 mit Bedarf

n

b1 = Zai - ij
i—1 ;

J=1

Kosten ¢; 41 =0 Ve

:>Zai :ij
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Ist x = (...) Losung des neuen Problems, so gilt:

m n+l f m n+1 n+l m

I WIS 3 18

i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1
[Also in (2) auch ,,=“ = Transformation moglich]

Anmerkung: Steht in (1) ,<“ wird ein fiktives Lager mit dem Restbedarf als Bestand
und Transportkosten 0 eingefiihrt.

Kurzform von (TP):

f(x) = min, z=(211,212,...,Tmn) € R™"
Ax = b , b= (a1,...,am,b1,...,b,) € R
1 1
1 1
A= 1 1
1 1 1
1 1 1

(m+n,m-n)-Matrix [bestehend aus oben angedeuteten Blocken, z.B. unten m Einheits-
matrizen E,]

Satz 6.1 (a) Gilt a;,b; > 0 Vi, j, so ist (TP) losbar
(b) Gilt a;,b; € Ny, so ist auch jede Ecke, die Losung von (TP) ist, im Nj*™

Hilfssatz 6.2 Rang A = m+n-1

Beweis:

Seien z*, i =1,...,m +n die Zeilen von A.
= )i 2= Z?E:H 2"

= Rang A < m+n—1E]

Sei

zl

A= :
Zm+n71

Beh.: Rang A = m+n-1 B
Dazu sei s¥ die [(i — 1) - n + j]-te Spalte von A.

Ym 4+ n < mn (zumindest fiir m,n > 2)
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Sei g _ (31”\32”\ . ‘Smn’SH‘ o |81 nfl).
= A (m+n—1,m+n—1)-Matrix
1 1 1
= 1
A= 1
1

= detA=1 :>greguléir:>Rang A=m+n—1 :>Rangﬁ:m+n—1
= Rang A = m+n-1.
Hilfssatz 6.3 Sei B quadratische Untermatriz von A = det B € {0,1,—1}
Beweis:
Sei B (k,k)-Matrix. Vollstandige Induktion nach k.
k=1: ok
k — k+1: Sei B (k+1,k+1)-Matrix (in A).
= Jede Spalte von B enthélt hochstens 2 Einsen
1. Fall: Es existiert eine Spalte mit keiner Eins = det B = 0
2. Fall: Alle Spalten haben genau 2 Einsen.

Seien Z',..., 3" die Zeilen von B, die von dem Block z!,..., 2™ kommen. Weiter

seien 2" ... 2Kt die Zeilen von B, die von 2™t ..., 2™t" kommen.

T k+1 '
=y F=> F=(@,...,1)
=1 i=r+1
=det B=0

3.Fall: Es existiert eine Spalte mit genau einer Eins.

Entwicklung nach dieser Spalte liefert |det B| = 1 - |det B;j| [B;; (k.,k)-Matrix,

enstanden aus B. (...)]
IV = | det B;;| € {0,1}

Beweis von (6.1):
(a) Fir z € M gilt
0<uzi<a;<c Vij

= M kompakt
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Weiter ist x mit

zuléssig. = Beh.
[Beachte: > a; = ) bj]

(b) Sei x Ecke von M.
Sei A wie oben und b= (@1, ..y Qm,y b1y bp_1).
= Az =b, = > 0 (Bereich M)

Sei ¢ = (Z1,...,Tmn) [neue Nummerierung!] und seien Z;,,...,Z; > 0 (und = 0 sonst).
= Die Spalten a',...,a" sind l.u.
Erginze mit Spalten a’+1, ..., a'+»-1 vyon A 7u reguldrer Matrix A.

Az’ = b hat eine eindeutige Losung x’ und die positiven Eintrdge von x’ sind genau die

Zahlen CEil, N 7-%ik~

CRAMERSCHE REGEL

Ty =

det ;1;
det A

[;17[ ist A mit l-ter Spalte ersetzt durch b]

Entwicklung nach der 1-ten Spalte erglbt det A” € 7Z nach Hilfssatz (6.3).
Weiter gilt det A ce{-1L1}=uz,€Z :> z;, € Ny

Beispiel: Siehe ausgeteilte Bldtter!

Zuordnungsprobleme

N Posten, M Bewerber
a;; Qualifikation von Bewerber i fiir Posten j

0.B.d.A. M=N
( falls N > M = N-M Scheinbewerber mit Qualifikation 0 )
M >N M-N  Scheinposten
flxi1,...,xznN) = Z;'\,[kzl ajRTjr = mMax
N _
(ZP) Z]]C\/Zl l‘jk 1, ] = 1, .,N
Zj:lxjk == 1, k’:l,.. ,N
zj = 0, jk=1,...,N
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(Z11,..-,ZNN) € RM*; 2N Nebenbedingungen

[Sei x = (x11, %12, ...,21N,Z21, . ..), dann lautet die Matrix A von (ZP) in der Kurzform
f(z) = max, Ax = b,x > 0]

[(N+N,N-N)-Matrix]
Satz 6.4 Das Zuordnungsproblem (ZP) besitzt eine Losung © = (x11,...,xNN) mit

Tij € {0, 1}.

Anmerkung: Das Zuordnungsproblem ist ein spezielles Transportproblem. Dementspre-
chend folgt Satz (6.4) aus Satz (6.1).

NetzwerkfluBprobleme

Netzwerk (IC, B) mit endlicher Knotenmenge I = {1, ..., k} und Bogenmenge B C Kx K
(gerichtet).

Anfangsknoten (Quelle) 1, Endknoten (Senke) k
Aus 1 fithren nur Bégen hinaus, in k fithren nur Bégen hinein.

Zu jedem Bogen (i, j) € B sei eine Kapazitit ¢;; > 0 gegeben.
FluB ist eine Funktion (7, ) — z;; auf B mit 0 < x;; < ¢;5 (%) und

k k
Zl’ij:ZIjr,jzl,...,k‘ (**)
i=1 r=1

(Konservativitéitsbedingungen)

Dazu wird (4, ) — x;; als Funktion auf K x I angesehen, in dem ¢;; = 0 gesetzt wird,
falls (i,75) & B.
Weiter wird ein fiktiver Bogen (k, 1) eingefiihrt mit

Ci1 > Z Cij

(4,7)eB
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Formal ist NetzwerkfluBproblem gegeben durch (k.k)-Matrix C' = ((¢;5)).
Ein FluB ((x;;)) heiit zuldssig, wenn () und (xx) erfiillt sind.

Problem: Finde zuldssigen Fluf}, der maximal ist, d.h. zp; = max erfiillt.

Losung mit Markierungsverfahren!
Algorithmus geht aus von einem zuléssigen Fluf3 ((z;;)).
Wir setzen ¢;; € Ny (und damit z;; € Ny) voraus.

Zunichst wird 1 mit Marke k versehen.

Schritt 1: Wahle (4,7) € B mit: i markiert, j unmarkiert und z;; < ¢;;. Existiert dies,
so markiere j mit Marke i.

Schritt 2: Wihle (7, j) € B mit j markiert und i unmarkiert und x;; > 0. Existiert dies,
so markiere i mit Marke j.

Wiederhole beide Schritte, bis entweder keine Markierung mehr méglich ist oder k mar-
kiert ist.

Anmerkung: Schritt 1 sucht Bogen, deren Kapazizit noch nicht ausgeschopft ist, Schritt
2 sucht Bogen, bei denen man den Fluss verringern kann. |...]

Die Schritte miissen nicht notwendigerweise abwechselnd ausgefiihrt werden!

Als Startfluss kann der triviale Fluss X = 0 verwendet werden, durch scharfes Hinsehen
kann man aber oft einen besseren Startfluss finden. (Man kann auch direkt den maxima-
len Fluss vermuten und mit dem Markierungsverfahren dann zeigen, dass er tatséichlich
maximal ist.)

Satz 6.5 Sei (K, B) ein Netzwerk mit ganzzahligen Kapazititen und sei X = ((xi5)) ein
zulissiger ganzzahliger Fluss. Wird beim Markierungsverfahren der Knoten k markiert,
so existiert ein zuldsiger Fluss X mit Ty = g1 + 1.

Beweis:

Es existiert eine Kette von Knoten 1,41, ...,1,,k so, dass
11 die Marke 1 hat Bogen (1,41)
i9 die Marke 7 hat

' die Marke © hat ¢ = Bogen (in,im+1) oder Bogen (im+1,im)
i, die Marke 7,_1 hat _
k die Marke 4, hat Bogen (i, k)
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Wir setzen Z;; := x;;V Bogen (4, j), die nicht in der obigen Kette vorkommen.

T = TR+ 1

T, = x1, +1

Tk = xikt+1
Tipimes = Tigime T 1 falls (i, imy1) € B
jim—‘—lim = Tipyiqim 1 falls (im+1,im) eB

= X >0 und Zij < ¢ij Vi, g

Konservativitéitsbedingungen:
Klar fiir Knoten 1 und k. Fiir 4,, folgen die Bedingungen aus

Z'mfl Zm Z.m+1

TLTL | 2
LTt

= X ist zuldssiger FluB

Satz 6.6 Sei (K,B) Netzwerk mit ganzzahligen Kapazititen und sei X = ((Zi7)) ein
zuldssiger ganzzahliger Fluss. Endet das Markierungsverfahren ohne dass der Knoten k
markiert ist, so ist der Fluss X mazimal.

Definition 6.7 Sei (KC,B) ein Netzwerk mit Kapazititen ((c;j)). Eine Zerlegung KK =
KiUKy, KiNKo=2 mitl € Ky, k € Ko heifst Schnitt. Die Grifle

k(K1 Ka) := Z Cij

1€
jeKy
heifit Schnittkapazitit.
Beweis von (6.6):
Zu dem Netzwerk gehoért das LP
Tkl = max
S P Sy A
Tij < Cij Vi,j
zi; > 0 Vi,

Wir stellen (DP) auf: Variable u = (u1,...,ux) € R¥, v = ((vy)) € RF?.

g(u,v) = Y8 cijui; =
ug —up + v > 1
Vi 2
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Nun sei (K1, K2) ein Schnitt. Wir setzen

I
—
=

. Jo, falls i € Ky
U1, fallsie Ky

{1, falls u; —u; =1
Vij =
0, sonst

(:> V1 = 0)

= (u,v) zuldssig fiir (DP)!!!

Nun betrachten wir das Markierungsverfahren, das geendet hat, ohne dass k markiert
wurde.
Sei I die Menge der markierten Knoten, o die Menge der unmarkierten Knoten.

= (K1, K2) Schnitt, zugehoriger Punkt (i, ).
Beh.:  Losung von (LP), (u,0) Losung von (DP)

Nach Satz 4.4 miissen die Komplementaritdtsbedingungen erfiillt sein.
Nach Aufgabe 14 haben sie die Form:

(%) gy (g —ug +vgp — 1)

(%) vij(cij — @ij)

0 V(i J)
Diese sind fiir z, (a,0) erfullt!

(*): Vij = 0 = ok
vij 70 =1 =1=j € Ko,i € Ky = i markiert, j unmarkiert = z;; = ¢;; = ok

(): trivial

Korollar 6.8 (Satz von Ford-Fulkerson) In einem Netzwerk ist der mazimale Flufs
gleich der minimalen Schnittkapazitit.

Anmerkung: Dies war nur ein kleiner Ausschnitt des Repertoires an Netzwerken!
Beispiel: [Bilder siehe Seite 45]
Startfluss: X = 0 [sieche Abbildung]

Markierungsverfahren mit Tabelle
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1 2 3 4 5 6

Markierung;:

Kette: 1-52 %6
= neuer Fluf [..]

Markierung:

Kette: 154756
= neuer FluB [..]

Markierung;: 1 1

Kette: 1-53- 45 46

= neuer Fluf [..]

_

Markierung:

Kette: 1525 g g
]

= neuer FluB [..



44 KAPITEL 1. LINEARE OPTIMIERUNG

Markierung: 2

Kette: 1- 525503754 6
= neuer FluB [siche Abbildung]

2 3 4 5 6

Markierung: é

= Fluf} ist maximal!

Geamtflufl = 12
Entspricht Schnittkapazitiat von ({1},{2,3,4,5,6}).
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Abbildung 1.1.: Netzwerk vor Markierungsverfahren

Abbildung 1.2.: Netzwerk nach Markierungsverfahren
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§7. Ausflug in die Spieltheorie
2-Personen-Nullsummenspiel:
2 Spieler mit Aktionen

P oay,...,a,

Py b.... ,bm} = Auszahlung (an P) a;; € R

2-Personen-Nullsummenspiel ist gegeben durch Matrix A = ((a;;)) (m,n)-Matrix (Matrix-
Spiel). [aij — D> Pg,j > Pl]

Beispiel: (Knobeln)
P

Py Stein | Schere | Papier
Stein 0 1 -1
Schere -1 0 1
Papier 1 -1 0
Beispiel 2:
P P Karo As | Pik As | Pik 2
Karo As 1 -1 -2
Pik As -1 1 1
Karo 2 2 -1 0

[P» gewinnt bei gleichen Farben, P; bei verschiedenen Farben]

Definition: Eine Strategie von P, (bzw. P») ist ein Tupel z = (z1,...,z,) (bzw.

Y= (Y1, ,Ym)) mit 2, > 0und > z; =1 (bzaw. y; >0, 37", y; = 1).
[Wahrscheinlichkeitsvektor]

Man sagt auch gemischte Strategie und bezeichnet mit

i-te Stelle

die reinen Strategien.

m n
O(z,y) =y Az = Z Zaz’jyil‘j

i=1 j=1
erwartete Gewinn von Ps.

Ziel fir Py: Maximiere ®(z,y)
Ziel fiir P;: Minimiere ®(z,y)
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Sei e =(1,...,1) (jeweils mit passender Dimension).
= Optimierungsproblem fiir P;:

Minimiere max ®(z,y)
(Pl) (61:11“7):1
unter x > 0, (e,z) =1

Maximiere min ®(x,y)
x>0
(P2) (e,x)=1
unter y > 0, (e,y) =1

Aquivalente Probleme

Minimiere f(xg,1,...,2,) = xg € R unter
~ r=(x1,...,2y) >0
(1) (e,z) =1

yTAz — 29 <0 Vy>0,(ey) =1

(semi-finites LP) [co Nebenbedingungen]

(P,) analog
Lemma 7.1 Sei A (m,n)-Matrix.

a) Fir festes x € R™ gilt:

max y! Az = max (Az);
y>0 i=1,0sm
(y,e)=1

b) Fliir festes y € R™ gilt:

min y" Az = min (ATy);
x>0 Jj=1,...,n
(z,e)=1

Beweis:

(a) Die Aufgabe f(y) = y’ Az = max unter den Nebenbedingungen (y,e) = 1,y > 0 ist
(fiir festes x) ein LP mit zuldssigem Bereich M = {(x,e) = 1,2 > 0} C R"™.

= M Simplex mit Ecken eq, ..., e, (e; i-ter Einheitsvektor)

= Das LP ist losbar (weil M # @ und M kompakt) und eine Ecke ist Losung.

= Beh.

(b) analog
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= (P1) <> Minimiere max (Az); unter Nebenbedingungen (z,e) =1,z > 0.

i=1,....,m

Aus (7.1) folgt, dass (P;) und (ﬁ) dquivalent sind zu (P;*)

f(xo,21,...,2p) =29 = min
X (x,e) = 1
. LP
(717) —zge+ Ar < 0 m Bedingungen « (LP)
x > 0
Anmerkung: zy = max yT Az, also muss gelten zg > (Az);, i = 1,...,m. Dies ist
y=
(e,y)=1
dquivalent zu
Zo
xoe= | | > Ax
Zo
Analog sind (P;) und (/PZ) aquivalent zu
9o, Y1, ym) =yo = max
(P *) <y7 €> = 1
2 —yoe + ATy > 0 n Bedingungen
y =2 0

Wir schreiben (P;*) und (P*) um, um zu sehen, dass sie dual zueinander sind:

f(zo,21,...,2p) = —x9 = max
(x,—e) = -1
—xpe+Ax < 0
x > 0

9(YosY1y---,Ym) = —Yyo = min
<ya 76) = -1
—yoe + ATy > 0
y =2 0

= (P*)und(Py*) sind dual zueinander.
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AuBerdem besitzen (P1*) und (P*) zuléssige Punkte:

1 1
= (T1,...,2y) = (E’ ce 5) und xg = lzr{laxm(Ax)Z
1 1 o
y= (ylv"'aym): (E7’E) und yO:j:Hilfl’n(A y)j

Dualit@issatz (P1*) und (P*) losbar und gleicher Optimalwert.

Weil (P1*) dquivalent zu (P1) und (Py*) dquivalent zu (P») ist, folgt:
Satz 7.2 (Hauptsatz fiir Matrixspiele) Sei A (m,n)-Matriz. Dann gilt:

min max y’ Az = max min y’ Az
x>0 y> y=>0 z>0
(w,e)=1 (y,e)=1 (y,e)=1 (z,e)=1

Korollar 7.3 (Gleichgewichtssatz von Nash)
Jedes 2-Personen-Nullsummenspiel besitzt einen Gleichgewichtspunkt in gemischten Stra-
tegien, d.h.

Iz eR"geR™, 2,0>0,(z,e) =1,(g,e) =1
mit

(2, y) < (2,9) < ®(x,9)

fir alle x,y > 0, (z,e) =1, (y,e) =1
[(&,9) heifit auch Sattelpunkt. Die Begriffe Gleichgewichtspunkt und Sattelpunkt werden
in der Spieletheorie synonym benutzt.]

Definition: Die Zahl v := ®(Z, ¢) heift der Wert des Spiels. Das Spiel heifit fair, wenn
v = 0 ist.

Definition: Das Spiel heiBt symmetrisch, wenn A = —A” (A schiefsymmetrisch).

Satz 7.4 Ein symmetrisches Spiel ist fair. Beide Spieler besitzen die gleichen optimalen
Strategien.

Beweis:

v = minmaxy’ Az
z oy

= minmax(—zT Ay)
x oy

= —maxminz’! Ay
Ty

=" _—maxminy’ Az = —v
y x

=v=0
[y Az = —yTATx = —2T Ay
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Seien &,y optimale Strategien von Py, Ps. (= & zuléssig fiir P, § zuléissig fiir P;)
Sei x zuléssig (fir P, Py) =

2TAy<iTAj=—v=0=v=g"A2 < §T Az

= Die zuliissigen Strategien # fiir P, und ¢ fiir P; liefern Zielfunktionswert 27 A = 0
= beides Losungen

Beispiel: (Knobeln)
Pi | Stein | Schere | Papier

Py

Stein 0 1 -1
Schere -1 0 1
Papier 1 -1 0

= v = 0, fair

Optimale Strategien & = (3, 3, 3) = § [weil §7 AZ = 0]

Wl

Allgemeines Vorgehen: vgl. ausgeteiltes Blatt

Addiere
1 ... 1

1 ... 1
zu A, ¢ >0, so dass A >0 = Wert v > 0.

|
o = maxminy’ (A+c | : e=v+ec
1 ... 1
=yT Az+c
Beispiel: vgl. ausgeteiltes Blatt
1 -1 =2 . 4 2 1
11 1 | Mg g4y
2 -1 5 2 3

[Wert v — Wert v + 3]

f(xo,z1,22,23) =29 = min
x > 0
* r1+zot+ax3 = 1
(Pl ) dz1 4+ 229 + 23 < X0 (1)
201 +4xo +4x3 < xo (2)
br1+2r2+33 < zy (3)
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(1) folgt aus (3) und kann gestrichen werden!

Setze
I 7
Ti=—, —=T1+T2+
o o

[0, 1,22, 73) =

(p7) 971,72, T3) =T1+ T3 + T3
271 + 472 + 473

BTT + 273 + 373

[zo entspricht dem Wert und ist > 0]

|eo

= Losung (1%, i, 0)

=]

Rest siehe ausgeteiltes Blatt!

3

IAIA I

max

max






2. Konvexe Optimierung

§8. Konvexe Funktionen

Betrachte Funktionen
f:R" = (=00, 0]

g:R" = [—00,00)

Rechenregeln fiir oo

o+a = oo VYae(—oo,o00
a—o0 = —oo Vaé€[—00,00)
a-00 = oo VYae(0,00]
(—a)-c0 = —oo Vae (0,0
0-c0 == 0

Definition 8.1 f:R" — (—o0, 00| heifit konvex = Ve, y € R" Va € [0,1] : f(ax+ (1—
a)y) < af(z) + (1 -a)f(y)

53
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n=1
ACR™ f:A—Rkonvex :& f:R" — (—o00, 0]
_ rec A
mit f(z) = {f(:v) e ist konvex
00 ;x ¢ A
Bemerkungen:
1. f: R™ — [—00,00) heifit konkav :< —f ist konvex.

fist affin linear < f konkav + konvex < f(az+(1—a)y) = af(z)+(1—a) f(y) Vo €
0,1]

denn:

=" klar

»=" f(0) =: y(# £o0)

g9(x) = f(x) =y = g(0) =0,

9(0) = £(0) =7 = f(3(~2) + 32) =y = 3 f(—2) +

[—=
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2. Die Menge dom f = {z € R": f(x) < oo} heifit der Endlichkeitsbereich von f.
f konvex = dom f konvex

f konvex

z,y €dom f= flaz+(1-a)y) < af(z)+(1-a)f(y) <oo

3. Fir f: R™ — (—o0,00] heifit epi f := {(z,7) € R" xR : f(z) < r} Epigraph
von f.

Es gilt: f konvex < epi f konvex

= (x,7), (y,s) €epi f = alz,r)+ (1 —a)(ly—3) = (az+ (1 — a)y,ar + (1 —
a)s) (a €[0,1])

f konvex = flaz+ (1 —a)y) < a f(x)+(1 —a) f(y)
= =

= Beh.
W =“Vr,y e R" «a € [0,1]:

(z, f(2)), (y, f(y)) € epi f ar+ (1 —a)y,af(x) + (1 —a)f(y)) € epi f
= flazx+ (1 - a)y) < af(z) + (1 —a)f(y)

epi f konvex
=

4. fkonvex = V! ... 2F € R" Vay,...,ap € R mit oy >0, o = 1 gilt:
flogzt + ...+ apz®) < arf(zl) + ... + apf(ah)

Beweis mit vollstédndiger Induktion:
k=2: Definition konvex
k—1—ka=rla s a=1-a,ac0,1] =

o' g
floqz! + ...+ apa®) = f(oz(;lacl +...+%x’€_1) + agx®)
f konvex Ol —
< af(Za! LR b f(2Y)
v 1 o1 Ok—1 0 k-1 k
< o) b ) )

5. f,g konvex = f 4 g konvex, af konvex fiir a > 0

Hilfssatz 8.2 f: R" — (—o0, 0] konvex, & # M C R™ Polytop mit M C dom f = f
nimmt sein Mazimum auf M an (in einer Ecke von M)

Beweis

M Polytop (2':1>0) M = conv vert M.

Sei vert M = {z!,... 2F}.

T € M:m:a1x1+...+ak$k,ai >1,> a; =1



56 KAPITEL 2. KONVEXE OPTIMIERUNG

Sei c = max f(z%).
i=1,...,n

k k
= f(x) < Zaif(a;i) < Zaic =c
i=1 i=1

Satz 8.3 f: R" — (—o00, 00| konvez. x € int dom f = f stetig in

Beweis:
Zu zeigen: Ve > 036 >0: Yy e R": |ly—z|| <d=|f(z) — f(y)| <e

Sei € > 0 vorgegeben.

x € int dom f = 3 Polytop M (sogar Simplex) mit = € int M C M C int dom f.
U:=={zeR": |z <6} = 3 offene Kugel B = 2 + U mit Mittelpunkt x und
B Cint M.

Es gilt: f(z) <c¢ (8.2)

=>c—f(x)>0=>3a e (0,1): a-(c— f(z)<e

Sei § = ad. )
Sei |z —yl|<d=ad=y=x+au,ucU.
=y=(1-a)z+alr+u)

=) €0 af @) e flatu)
eBCM

<c, da f(z)<c VzeM

fly) = f@) <alc— f(z)) <e

Esist x = ﬁ(x +au) + (1 — 1J%O{)(ac —u). (Konvexkombination!)

f konvex 1 «
= < — - —
@) < e fletan t o e w)
Yy eBCM

<c

IN

= (1+a)f(z) < f(y) +ac
= f(2) - fy) < alc— f(2) <<

= [fly) - f(z)| <e.

Q

VARVAN
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n=1

Satz 8.4 f: R" — (—00, 00| konver und x € int dom f. Dann existieren in x die rechteﬂ
(obere) Ableitung f*(x) und die linkeﬂ (untere) Ableitung f~(x) und es ist f~(z) <
fH(=).
Fiir x < y,z,y € int dom f gilt

@) <ff@<f W<

fT ist rechtsseitig stetig, f~ ist linksseitig stetig.

Bewelis: Seia < b < c.
c—>b b—a
a c

cC—a cC—a
S—— S—~—

€(0,1) €(0,1)

C_bf(a)—l—b_a

fko:n>vex f(b) <
cC—a CcC—a

fle) (#)

“ )+ P e = P (e) - fla)

cC—a c—a c—a

N f(bl)):i‘(a) < f(Ciig(a) (%)

f(0) = f(a) <

fe) ~ 1) _ f(e) ~ F()

c—a - c—b

= analog:

f(b) — f(a)
b—a c—b

Sei 0 < h < k.
Wir wihlen spezielle a,b,c.

a=zb=x+hc=ac+k

) flz+h) = fl@) _ fla+k)— f(z)
~ I = k

(i)a=xz—k,b=x—h,c==x

¢ f(@) = flz k) < f(z) — flx—h)

k h

yon rechts, rechtsseitig
2yon links, linksseitig
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flx—k)—f(z) _ flz—h) - f(=z)
= 7 < 7

(i) a=x—hb=z,c=x+k
() fl2) = flz = h)

et k)~ )
h = 2

fle—nh)—f(x) flz+k)— f(o)
= ~h = k

Aus (i),(ii),(iii) folgt:
Es existiert f~(x), fT(z) und es ist f~(z) < f*(z).

Seien a, b, c,d € int dom f und a < b < ¢ < d.
Aus (% * x) folgt
fla)— F() _

a—2>b b—c c—

Fira=z,b=ax+h,c=y—k,d=y

=
8
+
S

|
~
—~
&

IN

fly=k)—f(y)
R '

{ {
f(z)

~

+
=
IA

Stetigkeit von f*(x)
Es ist

VYh >0

fly+h)—fy)
) < fHy) < -

. . fly+h) — fly) fsictie f(z+h) — f(x)
= [ (2) Sl}l\r‘rglﬁﬁ(y) < lim - < Y

= yh\IEC fHy) = (=)

= fT rechtsseitig stetig.

— fH(x)

Analog: f~ linksseitig stetig.

[\s: von oben]

Satz 8.5 f: R — R differenzierbar. Dann gilt: f konvex < f’ monoton wachsend

Beweis:
4
=ia <y E Py < iy
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,<=“Seien z,y e R,z <y, € [0,1]. z=ax + (1 — a)y.
Nach Mittelwertsatz existiert ¥1 € [z, az + (1 — a)y], V2 € [ax + (1 — @)y, y| mit

flaz+ (1 - a)y) — (=)

L e S )

fly) — flaxz+ (1 —a)y)
a(r —y)

f(92) =

& (01) < f1(02)

= f konvex

Korollar 8.6 f: R — R zweimal differenzierbar. Dann gilt: f konver < f” >0

f:R" SR

Richtungsableitung von f in € R" in Richtung v # 0,u € R™:

[(z;e) = ==

fi(z) )
Vi@):=| + | =|  |=gradf(z)
fulx) 2L (x)

f zweimal partiell differenzierbar, so existiert Hesse-Matrix

82 f

V(@) = (fi@)n = (5

)nxn

Satz 8.7 Sei f: R" — (—o0,00| konver und x € int dom f = in x existieren alle
Richtungsableitungen f'(z;u),u € R™ u # 0.
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Beweis: Sei g(t) := f(x + tu),t € R.
g konvex, da

glat+ (1 —a)s) = z+ (at+ (1 —a)s)u)

f(
fla(z +tu) + (1 — a)(z + su))
fkogvex af(x+tu)+(1 — a) f(z + su)
— —
g(t) g(s)
€Y 35+ (0)
Wegen

77 0) =i 20700 — ;)

gilt die Behauptung.
Satz 8.8 Sei f: R™ — R differenzierbar. Dann gilt:

f konvex & Vy,x € R" : f(y) — f(x) > (y —z,Vf(x))

Beweis:

5= Sel g(t) = fz +t(y —x)). ¢'(t) = (Vf(z +t(y —2)),y — ).
f konvex-+differenzierbar = g konvex und differenzierbar = ¢'(t) monoton wachsend

= f(y) = f() = g(1) = 9(0) = ¢'(¥) = ¢'(0) = (Vf(2),y — x)
0<9<1)
,<=“ Seien z,y € R" und z = ax + (1 — a)y [ € (0,1)]. Aus der Voraussetzung folgt:
f(@) = f(z) 2 (@ =2,Vf(z)) (1)
fy)=1(z) 2 {y—2V[(z) (2)

a-(1)+(1-a)-(2) ¥

Hesse-Matrix: V2 f(z) := ((fij()))
Sind 2. partielle Ableitungen stetig = fi; = fji, d.h. V2f(z) ist symmetrisch.

V2f(x) heifit positiv semi-definit < Vy € R" :

YV f(@)y = (y, Vf(z) - y) > 0
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Satz 8.9 Sei f: R"™ — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt: f konvex
& V2f(x) ist positiv semi-definit fiir alle x € R"

Beweis:
g(t) = g™ () = FN+tu), z,u € R", u#0

f konvex und zweimal stetig partiell differenzierbar < g konvex und zweimal differen-
zierbar
wegen

Also f konvex < (g@®)"(0) >0
0 < ¢"(0)

[u=(u,...,u,)7]

Satz 8.10 Sei f : R"™ — (—o00, 00| konvexr und x € dom f ein lokales Minimum (d.h.
es existiert eine Umgebung U(z) von z mit f(x) < f(y) Yy € U(x)).

Dann ist z globales Minimum, d.h. es gilt f(z) < f(y) Yy € R™.

Beweis: O.B.d.A. sei U(z) = B(x) die [abgeschlossene] Kugel vom Radius r > 0 um
den Punkt x.
Sei z € R"\B(z). Sei

)
— 1——
Vet T T )
= |ly —z|| = ”Zfixuﬂz —z|| =r, dh. y € B(z).
= ™
- 10—
F0) < ) € T+ 1= T rw

= f(z) < f(2).
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§9. Trennungssdtze

Seien A, B C R"™ konvexe Mengen und H = {f = «a} eine Hyperebene.
H trennt A und B, wenn A C {f < a}, B C {f > a} oder umgekehrt.

Vorbemerkungen zu topologischen Eigenschaften von konvexen Mengen (im R™):

a) M C R™ konvex = cl M, rel int M konvex
Denn:
ry€e M, z=ax+(1—-a)y; Ity e M2 =,y =y
d=ar'+(1—a)y eM =z2€cd M (2" — 2)

x,y € relint M; B(z), B(y) Kugeln in aff M mit B(z), B(y) C M; z = az+(1—a)y
Sei B(z) = aB(z)+(1—a)B(y) = B(z) Kugel um z und B(z) C M = z € relint M

b) Sei M C R™ konvex, = € cl M, y € rel int M = [y,z) C rel int M
Denn:
Sei B(y) € M Kugel um y und 2z’ Folge in M mit z! — .
Sei z =ay+ (1 — a)z,a > 0.
Sei ' so, dass z = ay’ + (1 — ). Fiir groBes i existiert Kugel B(y') C B(y) ¢ M
= Bi(2) = (1 — a)2' + aB(y') C M = z € rel int M
c) M C R" konvex = cl M O (rel int M), rel int M @ rel int (cl M)
Denn:
(1) ,,0“ klar
b)

»C“:Seix € cl M. Seiy € relint M (existiert nach Satz (2.3)). ® [y, z) € rel int M
=z € cl (rel int M)

(2) ,,C“: klar
»D“ Sei x € rel int (c] M). 3 Umgebung (in aff M) U(x) C cl M.
Sei y € rel int M (existiert nach Satz (2.3)) und z € U(x) so, dass z € (z,y].

:>z€clM,y€relintM(:bgaferelintM

Anmerkung: Man kann sich die Aussagen bzw. die Beweise gut veranschaulichen. Hier

allerdings ohne Bilder.
az + (1 — a)y (o.4.) bezeichnet hier immer eine Konvexkombination, d.h. « € [0, 1].

Hilfssatz 9.1 Sei C' C R" konvezr und relativ offen, C # @ und 0 & C. Dann existiert
eine Hyperebene H = {f =0} mit HNC = &. (Genauver: C C {f > 0})

Beweis:
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1.Fal: 0 cl C
S3redC: [le—0 Szl < Iyl vy €l C
Sei H = {f = 0} die Hyperebene durch 0 senkrecht zu x. = (weil C konvex ist)
C Cc{f >0} (oder C C {f <0}).

Anmerkung: f=0< —f =0, f <0< —f > 0 (d.h. die Behauptung gilt auch,
wenn C' C {f < 0})

Angenommen es existiert ein y € C': y € {f > 0}, dann ergibt sich (weil C konvex
ist und damit [y, z] € C') ein Widerspruch zur Wahl von x, denn man kénnte einen
Punkt finden, der ,n&her* am Nullpunkt ist, also eine kleinere Norm hat. (...)

2. Fall: 0 ecl C,aff C=R"

(= C offen) = 0 ist Randpunkt von C

Sei z' — 0,2" € cl C. LRl JH; = {fi = o;} mit 2 € {fi = a;},C C {fi > a;}.

(Anwendung von 1. Fall auf 0 und C' — z') N
[Hi={fi=0},C—2' C{fi >0} = C C{fi >}, q; = fi(ax")]

Sei f; = (-,u®), |u’|| = 1 (0.B.d.A.).

Weil {|| - | = 1} kompakt ist, existiert Teilfolge, die konvergiert: u* — w, [jul| = 1
(0.B.d.A)).

Sei H = {f = (~,u) = 0}

= Jedes y € C erfiillt

fily) = (yu'y > o= (a",u")
I } (i = o0)
(y,u) 0

= (yu) >0,dh. Cc{f>0} “L"Cc{f>0

3.Fall: 0 ecl C,aff C #R"

>2l 5 Hyperebene H={f=0}inaff C=L>0mitC c {f >0}

Setze H=H & L*.

Satz 9.2 (Trennungssatz) Seien A, B C R" nichtleer und konvex mit rel int AN
rel int B = &. Dann existiert eine Hyperebene H, die A und B trennt.

Beweis:
SeiC:=A—-B.[dh.zeCeJrxcAyecB:z=x—1y]
= C konvex

Zwischenbehauptung: rel int C' C rel int A —rel int B
Beweis: p: R" x R" — R", (z,y) — x — y stetig
C=¢p(AxB)

C = p(rel int (A x B)) = ¢ 1(cl C) ist abgeschlossen.
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Weil rel int (4 x B) C o~ !(cl C) gilt, folgt

cl(Ax B)=cl rel int (Ax B) C ¢ cl C)

konvex

=l o(cl(Ax B))Cec C

= ¢l C = cl p(rel int (A x B)) D p(cl (A x B)) D ¢(A x B) D p(rel int (A x B))
= cl p(rel int (A x B)) =cl p(rel int A x rel int B) = cl p(A x B)

= rel int (A x B) =rel int p(rel int A X rel int B)

= rel int C' =rel int (rel int A —rel int B) C rel int A —rel int B

Anmerkung: Bei diesem Beweis der Zwischenbehauptung wurden mehrfach die in den
Vorbemerkungen genannten Beziehungen ausgenutzt.

Wegen rel int ANrel int B =@ = 0 ¢rel int A —rel int B, also 0 € rel int C' (relativ
offen und konvex und # @).

D B existiert Hyperebene H = {f = 0} mit rel int C' C {f > 0}
=Cc{fz20}=fx) = fly) Ve e Aye B [flx—y)=fz)— fly) 2 0]

Setze aw = inf f(x) =
€A
Ac{f=za}
Bc{f<a}
= H = {f = a} trennt A und B.

§10. Konvexe Programme

Definition 10.1 Ein konvexes Programm (KP) ist gegeben durch konvexe Funktio-
nen f,gi,...,9m : R* = R, m € N. (KP) ist die Aufgabe, f(x) zu minimieren unter
den Nebenbedingungen g;(x) < 0,i=1,...,m und x > 0.

Schreibweise:

flx) = min
(KP) | g(x) < 0
x > 0

g: R" =5 R™, g(x) = (91(2),...,gm())
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Bemerkungen:
(a) Andere Versionen:

. f(x) = min
* e < 0
f(x) = min
(ex) 1 gx) < 0
h(x) = 0

[h=(h1,...,hg),hi : R" = R affin linear]

(KP) Spezialfall von (x):
gm+1(l’) = —21,... ,ngrn(x) = -z, =

[‘T >0 gmy1(x) <0,...,gmin(z) < O]

(%) lésst sich in (KP) tiberfiihren:

i=1,...,n, x5 27 >0

. + _ T
Ti<rw —x i T

:>§j($1+,901_,--- zhx )Zgj(xf——xl_,...,xf{

N AN —x,,) ist konvex, j =1,...m

(%) ist Spezialfall von (xx):

() lasst sich in (%) tiberfithren:
h(z) =0« h(zx) <0,—h(z) <0

(und h, —h konvex)

(b) Jedes (LP) ist ein (KP).

(c¢) Ein wichtiger Spezialfall von (KP) ist das quadratische Programm:

@ =@ T Cra) = min
(QP) Ax = b
x > 0

mit p € R"™, C positiv semi-definite (n,n)-Matrix.
[Es existieren dquivalente andere Formen.]
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Beachte:
f konvex < V2f(x) positiv semi-definit < C positiv semi-definit
——
=2C
Definition:

Zu (KP) sei M = {g(z) < 0, x > 0} der zuldssige Bereich. Jedes x € M heifit
zuldssiger Punkt. Ein z € M mit f(z) = mlj\r/} f(y) heiBt Losung von (KP).
ye

Satz 10.2 Sei (KP) gegeben. Der zulissige Bereich M ist konvex und abgeschlossen. Die
Menge der Lésungen ist abgeschlossen und konvex.

Beweis:
M ={gj(z) <0,57=1,...,m, x >0}
Nach (8.3) ist g; stetig, also {gj(x) < 0} abgeschlossen. {g;(x) < 0} ist auch konvex:

gilaz + (1 —a)y) <agj(@) +(1 -a)gj(y) <0, 0<a<l
S~~~ ~—~—
<0 <0

L={zx: f(z)= m11\r41 f(y)} Losungsmenge [L C M!]
ye
= L abgeschlossen, weil f stetig ist. L konvex:
flax+ (1 —a)y) <o f(z) +(1 — ) f(y) < minf
N——— ~—~
eM =min f =min f

= flax+ (1 —a)y) =min f ! [x,y € L]

Bemerkung: f kann auf M nach unten beschrinkt sein, ohne dass das Minimum exis-
tiert.
Beispiel: f(z)=1,2>0; g(z)=1-2,2€R

f(x) = min
(KP) Jg(x) < 0
x > 0

=M={x>1}= f>0auf M = inf f = 0 [aber f(z) # 0 Va € M]

Definiton: Zu
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f(x) = min
(KP) | gx) < 0
x > 0

sei

O: R"xR™ = R, ®(x,u) = f(z) + (u,9(z)) = f(x) + > uigi(z)
=1

die Lagrange-Funktion.
Ein Paar (2°,u%) € R? xR™, 20 > 0,u® > 0 heiBt Sattelpunkt von ® in {z > 0,u > 0},
wenn gilt:

1) (2)
®(2%u) < (2% u’) < ®(x,u’) Yz >0,u>0

Satz 10.3 Ewristiert zu 2° > 0 ein u® > 0 so, dass (z°,u®) Sattelpunkt von ® ist, so ist
2 Lésung von (KP).

Beweis:
(1) = (u, g(z°)) < (u®, g(20)) Yu > 0.
= g(2°) <0 (also 2° zulissig) und (u°, g(z%)) =0

Anmerkung: Weil (u, g(z°)) nach oben beschriinkt ist, muss (u, g(z")) < 0 sein und da-
mit g(2°) <0, da die Ungleichungen jeweils fiir alle v > 0 gelten.

(2) = f(20) + (1. 9(2)) < (@) + (O, glx) ) Ve >0
=0 <0 E/:zul.

=V x zuldssig: f(2°) < f(z) = 2° Losung.

Bemerkung: Beim Beweis wurde die Konvexitéit nicht benutzt, nur die Sattelpunkts-
Eigenschaft. (10.3) gilt also allgemein fiir Optimierungs-Probleme der Form:

f(x) = min
g(X) < 0 g:(gla7gm)
x > 0
Beispiel: Sei
f(z)=—2 = min
(KP)| g(z)=2> < 0
z > 0
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n=1, m=1= M = {0} = fin=0,2°=0

Angenommen (z°,u%) Sattelpunkt = 20 = 0
= ®(x,u) = —x +uz?, (2% u) =0

= &(2%u%) < ®(z,u") = —z +u’2? V2 >0
=0

= w2 > 1 Vo > 0 Widerspruch!!!

Konsequenz:
Zusatzbedingung!

Slater-Bedingung;:
Es existiert ein x € M (zuldssig) mit g(z) < 0 (d.h. gi(x) <0,i=1,...,m)

§11. Sattelpunktsatze

Anmerkung:
(-, u) konvex fiir u > 0 (fest)
O (x,-) linear

Satz 11.1 (Sattelpunktsatz fiir (LP)) Gegeben sei

flx) = mazx
(LP) | Az < b
z > 0

Genau dann ist 2% > 0 Lésung von (LP), wenn ein u® > 0 existiert, so dass (z°,u°)

Sattelpunkt ist von ®:
NR
Oz, u) == f(z) +g(u) — (Az,u)

d.h. ®(z,u) < ®(z%,u’) < (2% u) V2 >0,u>0

Nebenrechnung:
g(u) = min
(DP) | ATu > p
u > 0
f(@) = (z,p), g(u) = (u,b)
®(z,u) = g(u) + (p — ATu, ) = f() + g(u) — (Az,u) = f(2) + (b — Az, u)
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Beweis:
,<=*“: Sei (2%, u%) Sattelpunkt.
O(x,u’) < (2%, u’) Vo >0
= (p—ATu0 z) < (p— ATu®, 2% vz >0

=>p—ATu <0, (p— ATu® 2% =0 ()
®(2%,u) < ®(z% u) Yu>0

AB gy A g0 >0, (b—Az®u®) =0 (%)

)

(4.1) + (4.4) (). 2%, 4° Losung von (LP)+(DP)

,=: Nun sei 2° > 0 Lésung von (LP).
(4.1)

(4.4)

4.1
=’ Es existiert u° > 0 Losung von (DP).

ié Komplementaritéitsbedingung erfiillt:
(2% p— ATul) =0
(u®,b— Az%) =0
= ®(z_u’) = g(’) + (p— AT, z ) < g(u”)

~~ =
>0 <0 >0

- (I)(:L'O,uo) = f(.%'[)) < f(xo) + <b — Axo,v\uf,) - (13(.%'0, u)
>0 >0

Satz 11.2 (Sattelpunktsatz von Kuhn-Tucker) Gegeben sei (KP), die Slater-Bedingung
(S) sei erfiillt. Dann gilt:

Ist 2° Losung von (KP), so existiert ein u® > 0 derart, dass (z°,u") Sattelpunkt von ®

in {x >0,u>0} ist

Beweis: Seien A, B ¢ R™+1,

B:={(y0,--,ym): yo < f(2°),y; <0,j=1,...,m}
= A, B # @, A B konvex, B offen, ANB =g
[Denn: Sei (yo,...,ym) € AN B.

=3 >0: f(x) <yo < f(2°),gj(x) <y; <0,j=1,....m
= x € M mit f(z) < f(z°). Widerspruch!]



70 KAPITEL 2. KONVEXE OPTIMIERUNG

Also folgt aus (10.2) die Existenz einer Hyperebene H = {(-,v) = a},
vEeR™ v £0,a €R mit

() {y,v) <a < (Fv) YyeE B,y A
v = (Vg,...,Um)

Aus (%) folgt v > 0.

[Denn: y = (=1 + f(2°),-1,..., -1, I5; ,—1,...,—1) € B;
~—
j-te Stelle,f——o0

y in (*) = v;8 4 const < «
Der linke Term ist nach oben beschrankt. Mit § — —oo ergibt sich damit v; > 0.]

Seiz > 0. =
y = (f(«°),0,...,0)€cl B
:'7: (f(x)vgl($)77gm(m)) €A
& vof(2%) < a <wvof(x) + Zng](x) Vx>0
j=1
Beh.: vg >0

Angenommen vy =0 =

Zngj(x) >0Vz >0

Jj=1

Wegen v # 0 ist ein v; # 0. Nach (S) existiert ein > 0 mit g;(z) < 0,5 = 1,...,m.
Widerspruch!

Setze u’ = v%(vl, ey Um) =

f(a) < f(x) + (W’ g(x)) Yz >0
D (z,ul)
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Nun seien f, g1, ..., gm stetig partiell differenzierbar. Sei

9P o
Vb = <8x18:cn> (= (Dyy,...,3,,)]

0P 0P
Vb= (= ) = (@y,,...,®
u <8’U/17 7aum> [ ( uy» um)]
Satz 11.3 (Lokale Kuhn-Tucker-Bedingung) Gegeben sei (KP) mit stetig partiell
differenzierbaren Funktionen f,gi,...,gm. Die Slater-Bedingung (S) sei erfillt.
Sei 2% > 0. Dann sind dquivalent:

(a) 2° ist Losung von (KP)

(b) I’ >0:
Vo® (2%, u) >0, (V, (2%, u°),2% =0
V@ (2%, u%) <0, (V@ u’),u’) =0
(c) 3’ >0:
VF(x°) + Zu?Vg] (%) >0
j=1
(VF(®) + > ulVg;(z°),2%) =0
j=1
g(z%) <0

Beweis: (b)<(c):
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(a)<(b): Nach (11.2) [und Paragraph 10] ist (a) dquivalent zu (a’):

Fu® > 0 mit ®(2°,u) < ®(2°,u°) < (x,u°) Yz >0,u>0

(a’)=(b):

0 0y _ 0 ,,0 0
Dy ) =0 u?) o a by >0
h h>0

}:mco—l—h’yZOVh’gh
= ®'(2%,u0y) >0 Vy € R" mit 2° + hy > 0 fiir ein h > 0.
=y =eq,...,en, liefert

(IDxi(:cO,uO) >0,i=1,...,m und @wi(xo,uo) =0, falls 29 > 0

= V,®(2%,u) > 0 und (V,®(z°,u°),2%) =0

Analog fiir V,,® (2%, u°)

(b)=(a’):
®(-,u") ist konvex

@9 ®(z,u’) > (2% u’) + (z — 2°, V&2, u°)) Vz >0

= &(z,u’) > (2%, ul) + (z , V.02, u?)) > &(2°,u%) Vo >0
>0 '
> >0

Analog:

[weil ®(2°,-) affin-linear ist!]
Bemerkungen:

(a)Anwendung: (KP) mit (S)
Finde zuliissigen Punkt z! > 0

Wihle ! > 0 und bestimme
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= a < [+ (ulg6@") < 1)
20 <o

[= unter Schranke fiir f(z°)]

(b) Die Slater-Bedingung erlaubt keine Nebenbedinungen der Form h(x) = 0
(h = (h1,...,hx), h; affin-linear).

Beispielsweise sind LP und QP nicht durch die Satze 11.2 und 11.3 erfasst!
Allgemein gilt ein Sattelpunktsatz (und entsprechende lokale Kuhn-Tucker-Bedingung)
fiir konvexe Programme der Form

f(x) = min
<
(KP) ﬁg; - 8 f,91,...,9m konvex, hq,..., h; affin
x > 0

Hierbei lautet die Slater-Bedingung (S):

dr € M (d.h. z > 0,h(x) = 0) mit g(z) <0

Lagrange Funktion ist hier:

Oz, v, v )= f(@)+ (ug(x)) + (v,h(z))
Rn Rnl Rk
Die Sattelpunkt-Bedingung muss dann in {z > 0,u > 0, v beliebig } erfiillt sein.

[Anmerkung: Im Sattelpunktssatz (u”, v°) statt u.]

Wir betrachten Speziallfall m = 0

f(x) = min
(KP) | h(x) = 0

x > 0
(= speziell: (LP),(QP))
Kein (S)!!
Voraussetzung:

f konvex, h(z) = Az — b, A (n,k)-Matrix mit Rang A = k < n.
Zu jedem i € {1,...,n} existiert ein zuliissiges () mit 2V > 0= 37 € M mit 7 > 0.

i

®(z,u) = f(x) + (u,h(z)) ,z>0, uecRF
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Satz 11.4 z° > 0 ist Losung von (KP)& Fu® € R¥, so dass (2°,u®) Sattelpunkt der
Lagrange-Funktion ist in {x > 0,u € RF}, d.h.

(2% u) < (2%, u’) < &(z,u’)Ve > 0,u € R

[Obige Voraussetzungen sollen gelten!]

Beweis:
“=“: Setze
V(. , u_, v )= f(r)+ (uh(z)) - (v,r)
Rn RE Rn
Sei

A= {(a,y,2) € RYF M 3p € R® mit f(z) <
B={(@72) e R™ 5 < [z
= A,B konvex, ANB =g
[Angenommen («o,y,z) € ANB
= Jz mit f(z) <a< f(2),h(z)=y=0, 2> —-2>0
=2 € M und f(z) < f(x°) Widerspruch!]

O N—
“Q
=
o
Il
<
8
V

|
N
—

Trennungssatz: 3H = {(-,w) = f} mit w # 0,
(@79,%),w) < B <{(a,y,2),w) ¥(@7y,z) € B,(a,y,2) € A
Sei w = (wp, w", w?), wo € R, w' € R¥, w? € R"™.
= awy + F,w') +(Z,w?) < B VZ<0Va< f(z°)
~——

=0

:>‘w020,w220‘

Behauptung: wy > 0.

Angenommen: wy = 0.
1.Fall: w?> =0
= (y,w') > BY(,y,z) € A
= (h(z),w > BvreR®
(Aww)Z,B (b,w') Vz € R"
= (Az,w') =0 Vz € R"
et
== w! = 0 Widerspruch zu (wq, w!,w?) # 0

2.Fall: w? # 0
= Nach Voraussetzung existiert ein zuldssiges £ mit > 0
(f(:f),O, _f) €A = _<57 w2> > B
= -0 Widerspruch!
(f(2"),0,0) ebd B = 0<p
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o._ 1,1 ,0._ 1,2
Setze u” := W, U= sw

0
=ul eRF, WV eR? >0
= (20,00, 00) = F(a°) + (u, h(a)) — (o0, 20)
——

~
(f(2%).0,00€bd B = f(e%)ug < (2 w?) <0
(F@9),0,-2% € A = f o — (" w?) 2§ [ S =

= (2% w?) =0=| (" 2% =0

= f(z°) = U(2%,u%,0%) < f(z) + (O, h(z)) — <\1£,/_x) Vo >0

Weil (f(x), h(x),—x) € A, also

= ®(2%,u’) = f(2%) = ¥(2,u®, ) < U(z,u’, %) <
Weiter gilt:
®(2°, ) = f(2°) + (u, h(2")) = f(2°) = @(2",u°)

Also gilt fiir 2%, u0 :

®(2%,u) = f(2°) = ®(2°,u°) < ®(z,u’) V& > 0 Vu e R

»<="“: Folgt aus Satz 10.3

Lokale Kuhn-Tucker-Bedingung fiir (KP):

f(x) = min
h(x) = 0 f stetig partiell differenzierbar.
x > 0

hj(z) = (Az — bj) = Vhj(x) =j-te Zeile von A

k
= ZU]Vh](I') = ZTU,
j=1
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Satz 11.5 (Lokale Kuhn-Tucker-Bedingung fiir affine Restriktionen) Fiir 2° >
0 sind dquivalent:

(a) 20 ist Losung von (KP)
(b) Fu® € R* mit V,@(z°,u®) > 0,(V,®(2°,u°),2%) =0, V,®(2%,u°) = 0
(¢) u° € RF mit Vf(2°) + ATu® > 0, (Vf(2°) + ATuO, 2% = 0, h(20) = 0

Beispiele:

(a) (LP) f(z) = (z,p) [VF(:) = p]

max

(u, b)

= (DP) 9(u) i

IA
e}

Hier besagt (11.5):

29 >0 Losung < Ju® e R¥ : p4+ ATu® >0, (2% p+ ATu®) = 0,420 = b

2% > 0 Losung < 20 zulissig fiir (LP) und es existiert

u' € R* zulissig fiir (DP) mit (2%, p — ATul) =0

~
Komplementaritétsbed.

Dies ist Satz (4.4) (Variante).

(b) (QP) f(z) = (z,p) + (z, Cx)
= Vf(z)=p+2Cx

Hier besagt (11.5):
2% > 0 Losung von (QP)
& Fu € RF mit p+202° + ATu® >0, (20, p + 2020 + ATu0) =0, 42" = b

w0

< J(u, w?),u’ € R* w® > 0 mit Az® = b,202° + ATu® — w® = —p und (w?, 2°) = 0.

§12. Dualitat

Sei
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=
=
oo
Ne)
VA I
(e}

g:(gla"'agm)

Dualprogramm (DP)
O(z,u) = f(x) + (u, g(u))

Iu) = ;Ig%@(x,u), uelR

= 1 :R™ — [—00,00) konkav

Jd(u) = max
(DP) € dom ¥ | +— konvexe Menge
u > 0
Bemerkungen:
; f(x) = min
(a) Fur (KP) ex) < 0

ist (DP) wie oben, aber ¥(u) = ian. O(x,u).
Ie n

(b)

f(z)=(z,—p) = min | ((z,p) = max)
(LP) Ax-b < 0
x > 0

= d(u) = inf {(z, ATu— p) = (b,)}

) —oo  falls ATy #p
| = (b, ) falls ATu>p

= dom ¥ = {ATu > p}

—(b,u) = max | <> (b,u) = min
~——
9(u)
= (DP) ATu > p
u > 0
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Satz 12.1 Fir (KP) und (DP) gilt:
(a) Ist x zuldssig fir (KP) und u zuldssig fir (DP), so ist 9(u) < f(x).

(b) Ist ° Lisung von (KP) und die Slater-Bedingung (S) erfillt, so existiert eine
Lésung u® von (DP) und es gilt f(z%) = ®(2°,u®) = 9(u?).

Beweis:
(a) f(z) = f(z) + (u, g(z)) = (z,u) > I(u)
<0

(b) Nach Kuhn-Tucker existiert u° > 0 mit

(2%, u) < ®(2%,u’) < ®(z,u’) Yz >0,u>0
—_——
=f(x0)
S (@) = 9%, u0) < () = inf B(a, o)
AuBlerdem folgt -
ir;%q)(:v,u) <020 u) < (20, u’) < 9(u)
O (u)
= J(u) <JIu’) Yu>0
= 1 Losung von (DP)

Bemerkung: Ohne die Slater-Bedingung ist der Satz falsch! Umkehrung gilt im allge-
meinen nicht, d.h. aus (DP) losbar folgt nicht, dass (KP) losbar ist!

Satz 12.2 Sei f(z) = (x,p) + (x,Cx) mit p € R", C positiv semi-definit und M C R"
sei polyedrisch. Ist f auf M nach unten beschrinkt, so nimmt f auf M sein Minimum an.

Beweis:
Nur im Fall M = R" (nur dieser Fall wird in 12.3 benutzt!).
Fiir k£ € N betrachten wir

f(x)=(z, Cz) + ({p, )

(E P Yo < K | o<k

(K P)y, ist losbar, sei x¥ € R" eine Losung.
ah = ﬁkzk7 ||Zk|| =1, BreR, B =>0.
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k— oo

1.Fall: 5, bleibt beschriankt
= 3 Teilfolge By, — 8 >0, iz |zl =1
= Sei 20 = Bz = lim z*.

]A)OO

Seie >0:

= f(2%) = lim f(z") < f@@M)+e Vj>jole)

J—00

< f@)+e Vae {llz] <k} V5= o
20 f(a0) < f(a) Vo € R
= Behauptung.
2.Fall: 3 — oo.
O.B.d.A. 2F — 2z, |2 = 1F]
= @) = BRSO + B (Fp)
— ~—~ ~~
—>xi6ann (z)=a€R  —o0 0

= (z5,02%) = 0= (2,Cz), (zF,p) = 0= (z,p)
Cz=0
=Cz=

Lokale Kuhn-Tucker-Bedingung: Ju* € R mit
2C2* +p+22F >0
(z¥,2C2* + p+22%) = 0

> (2 <K
WO (@) - k) =0

= uF =0 oder ||z¥|| = k&

Setze T = 2 + 2z = ||7|| < ||2"|| +1
~—
<1

= f(@) = (a8, CzF) + (@, p) + 2 (2%, C2) + (2, C2) + (z,p) = f(aF)
—_— ——
(%, u”) 16st die lokalen Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir (K P)g4q
= f(@) = f(a**) = f(a¥)

3Beachte, dass die z* Einheitsvektoren sind und die Einheitssphére kompakt ist!
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= f(@) = f(aF) = f@") = ... = f@*T), r=1,2,...
f[(@) = ||§|1|ii1kf($) vk
= min f(z).

Satz 12.3 (Dualitétssatz fiir (QP)) Sei

(OP) f(ﬂf)=<p,ﬂf>+<x,0j3>€ ; an
Dann ist
Y u) = mazx
(DP) v € dom ¥
u > 0
Y(u) = inf ®(z,u)= inf {f(z)+ (u, Az —b)}
T€R™ TER™
Es gilt:

(QP) ist losbar < (DP) ist losbar.
Sind 2°,u° Lésungen, so gilt f(2°) = ®(2°,u®) = I (uP).

Beweis:

,=: Sei 2° Losung von (QP).

(152 3,0 > 0 mit (2%, u%) Sattelpunkt von ® in {z € R", u > 0}
= f(2°) = ®(2°,u") < ®(z,u’) Vo cR"

= [(2%) = @(2,u’) = I(u)

Weiter ist

I(u) < &(2°,u) < ®(2%u’) Yu >0

also 9(u) < 9(u’) Vu zuldssig
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,<=“: Sei DP 16sbar mit Losung u°.
Nach Satz 12.2 existiert dazu ein 2% mit

—o00 < I(u?) = ian ®(z,u’)
zeR™
(2%, u?)

O (u)

= inf ®
of, #(ow

\Y

Sate (122) O (xy,u) Yu zuldssig

®(-,u) konvex

O(z,u) + (xy —x, Vi P(x,u)) VreR"

=®(z,u), falls Vo @(z,u)=0

= (2°,4%) Losung von

®(r,u) = max
Ve®(z,u) = 0 & p+20z+ ATu =0 (%)
r € R
u > 0

O(z,u) = (x,p) + (z,Cx) + (u, Az — b)

®(z,u) = (v,p+ Cx + ATu) — (u,b)
(:*>)
f(a:,u) = —<ZL‘,C£L'> - <u7 b> = mmax A f(ZL‘,U) = <$aC$> =+ <’LL, b> =
p+2Cx+ ATu =
(KP) r €
(A
(1;}5) F¥ € R™ mit ~
V@ (2% u’, %) =0
Vuff(xo,uo,vo) >0
<Vu:15($0,u0,vo),u0> =0
V@ (20, u’, %) =0

[®(x, u,\vf/) = f(z,u) + (v,p + 20z + ATu)]
€Rn

202° +20v° =0
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b+ A’ >0
(w®, b+ A%y =0
p+ATW +202° =0

Setze T = —v° € R™.

Behauptung: 7 ist Losung von (QP)

Denn: Cz = Ca2®, Az <b, (u,b—AZ) =0, p+ ATu’ +2CT =0

= (7,u”) und v° erfiillen die lokalen Kuhn-Tucker-Bedingungen (von oben) fiir (KP),
auBerdem ist (7, u") zulissig fiir (KP).

(1L5) (7,u°) Losung von (KP).

= o(z,u") = (T,p) + (7,07) + (u°, AT — b) = f()
=0

Aber

o@,u’) = (@ p+ AT +COT) —(u°,b)
——(7,C7)
= _<§7 C§> - <’LLO, b>
= _<:E07 C$O> - <u07 b0>
= @(xo,uo)

Nach Satz 12.1(a) ist f(x) > 9(u®) V zulissigen x von (QP)

= f(x) > ®(2°,u%) = ®(7,u’) = f(Z) V zulissigen x von (QP)
= f(z) > f(z) V zuldssigen x!!

= 7 Losung von (QP).
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