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0.0 Ubung 0, 01.11.2004

0.0.1 Aufgabe 2

a) Uber allen Gipfeln ist Ruh
Uber einem Gifpel ist keine Ruh

b) Es gibt einen Hund der Mohren frifst

Alle Hunde fressen keine Mohren

c) Es gibt einen Topf auf den alle Deckel passen
Fiir alle Topfe gibt es einen Deckel der nicht passt

d)VeeRIycZ:[y<azA(VzeZ:z<y)|ercRVycZ:-[y<azn(VzeZ:z<y))

Es gilt: -[AA B] < —AV -B
= JxeRWeZ:ly>zV(3z€Z:z>y))

0.0.2 Aufgabe 3

a,beN
albeN:&IeeN:ia-c=b
p € N\ {1} :<1 und p sind die einzigen Teiler von p

Satz: Zu jeder natiirlichen Zahl n # 1 gibt es eindeutig bestimmte Primzahlen pq, ..., pr und
li,....0 € N, so dass n = plll - ‘pklk.

a) Die Anzahl aller Primzahlen ist unendlich
Widerspruchsbew.: Ann.: Es gibt nur endl. viele Primzahlen

n:=py-.. pp+1

=p1-...-ppl+1 . B 7 TRV =1
Satziﬂ.m:n}pl*m p1 pel+1=pr-(m—p Dy Dk)

Es gibt also doch unendlich viele Primzahlen
b) Widerspruchsbew.: Ann.: V2e€Q, dh. vV2 = = mit m,n € N. Wir diirfen annehmen, das
es keine Primzahl gibt, die sowohl m als auch n teil.
2

\/izm:>2:m—2:2n2:m2
n n

S2n=m=2n =4m’=>n’=2-m>=2|n

Also v2 ¢ Q

0.0.3 Aufgabe 5

z.2.: A\ (B\C)=(A\B)U(ANC)
Beweis:



0.1 Ubung 1, 08.11.2004

ze A\ (B\CO)
csreAxg B\C
cre A, ~(xeB\C)
sr e A -(reB,xgC)
sxeAxedB)V(reArel)
sz e A\BU(ANC)

0.1 Ubung 1, 08.11.2004

0.1.1 Aufgabe 1

d) M,N Mengen, f: M — N Abb.,, A,BC M

2.2 f(A)\ f(B) C f(A\ B)
Beweis: Fiir f(A)\ f(B) = 0 gilt die Behauptung.
Sei daher im folgenden f(A)\ f(B) # 0

Seiye f(A)\f(B) & FxeA:f(z)=yAVr' #y
= dzcA\B: f(z)=y
< ye f(A\B)
Also gilt: f(A)\ f(B) C f(A\ B)

0.1.2 Aufgabe 3

b) A endliche Menge, |[A| =n
Gesucht: Eine Abb. von P(A) nach {0, 1}4.
Wie definieren wir f 7

f:PA) - {0,1}4
M—  hy: A—{0,1}
x%{ l,xeM
0,z & M

10,1} = P(A)
h— h=Y({1})

Was man ,leicht* sieht: f~'o f =ids4) und fo f~1 = idgo,1}4-
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0.2 Ubung 1, 08.11.2004

0.2.1 Aufgabe 1

b) A # () eine Menge, (G, o) eine Gruppe.
z.Z.: (G4, %) ist Gruppe.
Beweis: GA # (), da A # ()

(1) * is assoziativ
Seix € A, f,g,h € G
((fxg)xh)(x) = (frg)(z)oh(x) = ((f(z)og(z))oh(z) = f(x)og(z)oh(x) = (f+(gxh))(x)

Da x € A bel. gilt (f*g)«h= fx(gx*h)

(2) neutrales Element
Wir def. f: A— G, x> e. Sei x € A bel., dann gilt:
f(n(z)) = f(x). Also ist n das neutrale Element in G4,

0.2.2 Aufgabe 3

Im Hinterkopf: A = Ng; o 7? + und (B, x) = (Z,+)

a) z.7.: ~ ist AR
Beweis:
(1) ~ ist reflexiv: 1 oy; = 1 0y2 = (x1,y1) ~ (21,41)

(13

(2) ~ ist symmetrisch da ,,=* symmetrisch ist

(3) ~ ist transitiv:
(z1,91) ~ (z2,92) und (z2,y2) ~ (z3,Y3)
Es gilt also: 10y = x90ys und zo0y; = T304y = X1 0Y20T20Y3 = L2 0Y] 0T3O Ys =
L10Y3 =yY10x3

g

b) Seien (x1,y1) ~ (w2,y2) und (x2,y2) ~ (2, ¥2)
z.2.: (x1 0 x2,y1 0 y2) ~ (2} oz, y] o yh) (dann wohldefiniert.)
Tioxzpoyjoyy =ajoyioxhoyy =ajoxhoy oy

C) A X A/N 75 0
[(@1,91)]~ X [(w2,92)]~ = [(z1 0 22,41 0 Yo)]~

(1) = ist assoziativ weil o assoziativ ist
(2) [(e,e)]~ ist das neutrale Element bzgl. %
(

3) * ist kommutativ
Sei 1,1 € A, [(y1,21)]~ ist invers zu [(z1,y1)]~, denn



0.3 Ubung 2, 15.11.2004

(1, 90)]~ * [(y1, 1)l = [(z1 091, 21 09l = [(€, €)]~, denn 21 0y 0e = eomy oy

d) f:A— B, z— [(z,e)]~ ist die gesuchte Abb.

0.3 Ubung 2, 15.11.2004

0.3.1 Aufgabe 1

(A, o) endliche Gruppe, e neutr. Element; z € A fest
a) z.Z.: Es gibt ecin kleinstes & € N mit 2* = e.
Beweis: B := {r,2?%,...,2", 2"} C A mit |A| =n
= |B|<n
= Ji,je{l,.,n+1}:i<j und 2' =2/ =2'0a’?
=2/l =¢ und 1<j—-1<n
Damit ist M := {m € N|z™ = e} # . Da (j —i) € M ex. aukerdem k = min M. O

b) z.Z.: B := {z,2?,...,2"} ist eine Untergruppe von A
Beweis:

e B#£(),daz€eB

e Seien y,z € B. Dann 3,5 € {1,...,k} mit y = 2/ und z = 27
. . . . k+i—=j falls 5 < 4
_ _ _ x , falls i < j
yozlleoxkj:x”kj:{ 27 falls i > j
In beiden Fillen yo 2! € B.

e Seien y,z € B. Dann 3i,j € {1,....k},y = 2%, 2z = 27
yoz=2alox) =zt =it =20y

z.Z.: Ann.: |B| < k. Dann 3i,j € {1,...,k} mit i < j und 2' = 27
>z l=¢ und 1<j—-1<k

= |B| =k

0.3.2 Aufgabe 3

a) z.Z.: Die Menge {Bala € A} (mit Ba = {boa|b € B}) bildet eine Partition von A.

Beweis: Fiir alle a € A gilt a € Ba, da e € B und somit e o a € Ba ist.

Damit gilt: Ba # 0 fiir alle a € A und () Ba = a.
acA

Sei a,a’ € A und Ba N Bad' # (). Dann ex. Ba N Ba' und es gibt b,0' € B mit x = bo a und
r=bod =a=b"tobod undd =V"tobe Bo a
\_\g_/ ——
€
= a € Ba' und d’ € Ba
= Ba C Ba' = Ba = Bd'. O
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b) z.Z.: |B| teilt |A]
Beweis:

(1) Wir zeigen: |Ba| = |B| fir alle a € A

h:B — Ba,h — boa ist bijektiv denn h~! : Ba — B,z + x oa~ ' ist ihre Umkehrab-
bildung.
= |Ba| = |B| fiir alle a € A

(2) z.Z.: 3m € N: m|B| = |A]
Wir zeigen aus a), dass A = |J Ba

acA
Wir definieren m := {Bala € A} (die Anzahl der verschiedenen Nebenklassen)

Dann gilt |A| = m|B].

¢) zZ.Vac A:dll =e
Beweis: Sei k die Ordnung von a
B :={a,d?,...,a"}
Wir wissen aus Aufgabe 1: B ist Untergruppe von A. Dann ex. wegen b) ein m € N mit
|A| = mk.

Somit: aldl = g™k = k" m—e O

a" =e
d) z.Z.: |A| > Z : |A| ist Primzahl < {e}, A sind die einzigen Untergruppen von A

Beweis:

»=" Wegen b) gilt fiir jede Untergrupp B, dass |B|teilt| A|.

=" Wegen |A| > 2 gibt es z € A\ {e}. Also ist die Ordnung k von z echt grofsér 1.

{e} S {a,a*} = A (nach Vor.) und k = | A

Falls: |A| keine Primzahl ist, so ex. m # 1 # n mit |A| = mn = e.

{a",a®",a", ...,a™} ist Untergruppe von A und 1|{a",...,a™"} = m < k ist Widerspruch

zur Vor.

Also gilt: |A] ist Primzahl O

0.3.3 Aufgabe 2

b)
12345678
7f=<73548621>
@T(l’B)OW:G g g i El) g ; S)
@7(2,7)07_(178)07r—<; z g j i) 2 ; 2)

& id =112 o 7(13) o 7(15) o 7(27) o 7(18) o 1

o =18 6 127) o 1(15) o (13) o 1 (12)



0.4 Ubung 3, 22.11.2004
0.4 Ubung 3, 22.11.2004

0.4.1 Aufgabe 1

a) Sei f: S, — Zy, ein (Gruppen-)Homomorphismus
22N € 8, f(m) + f(m) = [0]~
Beweis: Sei 7 € ), eine Transposition. Dann gild 7 o7 = id
Also: (0] = f(id) = f(r o7) = F(r) + £(7)
Sei: w € S, bel.

Dann existieren Transposition 7, ..., 7 € S, mit m = 7 o ...circr

Also: f(m)+ f(m)+ f(m1) + f(m2) + . + f(7x) + f(m1) + f(m2) + ...
f(r) + f(m) + f(72) + f(72) + ... = [0]~ O

b) Sei f surjektiv. Dann ex. m € S, mit f(7m) = [1]~. Nach a) [0]. = f(7)+ f(7) = [1]~+[1]~ =

[2]~.
Also teilt m 2. Somit ist m—2.

0.4.2 Aufgabe 2

a)
Sei n € N. 3 teilt n & [n]~ = [0]~ inZs

s [Ya;-109. =[0l~ inZs

n .
s S fai-100. = [0 inZs
=0

n .
o Y Jagde - [10]. = [0 inZs
=0
n .
& 2 lail~ - [AJL = [0~ inZs
=0
n
N S 4 = (0] inZs
1=0
n
= 3 teilt Z a;
=0

b) Analog ([10]. = [~1]~ in Z11)

0.4.3 Aufgabe 3

a) (Hier fehlen noch ein paar Angaben fiir die Menge der Einsen in den Klammern) Die Cha-
rakteristik eines Korpers K ist 0, wenn fiir alle n € N gilt: 14+...+1 # 0 , 0,1 neutr.
—_——

n-mal

EL

(R, +, ) ist ein Korper mit Char 0, also kann 0 nicht die Char von K sein.
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Sei also m € N, die Char von K
par Wir nehmen: m ist keine Primzahl
Wir wissen:

(i) (m-mal)l+..4+1=0
(ii) m ist die kleinste nat. Zahl mit dieser Eigenschaft
(i) 3k, leN:k>11l>1undm=~k-l. (k<m,l <m)

Aus (i) ergibt sich (1+...+1)+(1+...+1)+...+(1+...+1)=0 (! k-mal 1)
s(l+..+1)-1+...+41)=0(-1-k-1)

Wir haben z =14 ...+ 1 # 0 (I-mal) und y = 1+ ... + 1 # 0 (k-mal) gefunden mit x -y = 0.
Dies ist ein Widerspruch zur Nullteilerfreiheit von K. = m muft Primzahl sein.

(Hier fehlen noch ein paar Angaben fiir die Menge der Einsen in den Klammern) Sei p eine
Primzahl und p die Char von K. Wir def.:

0 k=0

f:Fp%K,kH{ 1+..+1 Jke{l,..,p—1}

Sei k,k' € Fp,k+ Kk =rund k- k" =7 mit r,7" € {0,...,p — 1}

FR)+fE) = T+ 4+D)+A+...41) = I+ 4+ D)+ A +...41) = (I+...4+1) = f(r) = f(k+K)

Analog f(k) - f(K') = f(k-K)

0.4.4 Aufgabe 4

10

—29—2 Z3 .
V) Zm = VB G+ =7+i-0

(2) 21+ 23 - (23 — 22) = (i3 — 3v/3) + (12 + 9V/3)

(1) z4z=z2-Zza=a’+0? & (a—- 1)+ =1
Kreislinie eines Kreises um (1,0) mit Radius 1.

(2) Re(iz) = —b,0 < Re(iz) <1
Zeichnung...

(B) |z—z|<3ea?+(b-2)%2<9;3<|z] &9 <a®+1?

Der Teil des Kreises um (0,2) mit Radius 3, der nicht im Inneren des Kreises um (0,0)
mit Radius 3 liegt.



0.5 Ubung 4, 29.11.2004

0.5 Ubung 4, 29.11.2004

Can somebody please tell where the heck I've been 7 Oh, wait, now I remember, good old
Bremen

0.6 Ubung 5, 06.12.2004

0.6.1 Aufgabe 1

Geg: A € R™"™ mit a;; =0, falls 7 > j

a)

b)
)

2.2.: A" =0
Beweis: A" = ((az(f))) Beh.: ag-c) =0,fallsi>j—k+1
(Vollstédndige Induktion)
LA: A" = A = ((ai;)). Nach Vor.:a;; =0 fiiri>j—14+1
LV.: Fiir A* = ((a;5)) gllta )—OfiiriZj—k—i—l
LS. 2.Z. AL = ((aff™V)) erfiillt

af ™ = 0firi > (k+1)+1=j—k
Bew.: Sei g, jo € {1, ,n} mit 49 > jo — k =19 > (jo — 1) +k+1
AR = AK . A, Also gilt:

n
k+1 __ . .
ai()jo - l; a"LOla’l]O

NCE <:>O 0 ) = (k)
k k k k
z 1° 1]0 +...+ alo]o 1 a(]o 1)j0 + alojo ’ aigjo ’ a’jOjO +...+ az n an]o =0
—~
0 0
0 nach I.V. nach Vor. aus A
Damit gilt fiir k =n: A" = ((dl(?)))ag?) =0, falls i > j—n+1 . Also gilt: A" =0
——
Gilt fiir alled,j<{1,...,n}
Il
Wo ist Teil b 7, bzw. was war a 7
P:R — R, t— t3. Dazu gehort dann: ¢ : R™*" — R™" A s A3
0o 0 --- 1
P ist injektiv aber A = h O erfiillt: p,(A) = A% = 0. Damit ist ¢, nicht
0 O 0

injektiv.

11
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0.6.2 Aufgabe 2

Gibbet nicht

0.6.3 Aufgabe 3

a) z.Z.. P(moo) = P(rn)- P(0)

Beweis:
P(m)P(o) = ((Py))
= Pij = i1y - 010(J) + Sir2) - 020(4) + o + Gin(n) - 000 (J)
( dk € {1, ,n} : 5z7r(k) =1 und (5kﬂ.(j) =1

< dJke{l,.,n}:7w(k)=1diund k = o(j)
)1, & Zke{l,.,n}:k=a"10() und k = o(j)
e =00
& i=r(o(j)
0, sonst

= din(o(4))
Also gilt: P(r o) = P(r)- P(o)
b) z.Z.: P(r~') = P(m)"
Beweis: P(r') = ((5,,'(j)
5r1(j) = { 1, falls i = 771(j) & 7(i) = j

0, sonst
P(t)" = ((6:)) und P(7) = ((as; = ((6:;7(5)))
0ij = aji = Ojr(i)0n(s)
Also gilt: P(7~1) = P(w)
c)
(1) z.Z.: P(w) € GL(n,K) fir alle 7 € Sy,:

(2) P ist Gruppenhomomorphismus wege a)

(3) P injektiv < Kern P = {idg; 1}

2.2.: P(n) = Ep = 7 = idgy_pn)

Beweis: Sei P(m) = E, = ((di5))
= Vi,je{l,..,n}: 0y = 0y
= Vije{l,..,n}:7(j) =

12



0.7 Ubung 6, 13.12.2004
0.6.4 Aufgabe 4

a) G={AcGL(4,R)ATJA=J} 2zZ.:G ist Gruppe
Beweis: G C GL(4,R), d.h. wir kénnen das UGK anwenden.
(1) E] JEy=J, als ist By € G und G # ()

(2) Seien A,B € G : (A-B™)T"J(AB) = B~'TATJAB™! = (B~Y)TJB~!. Nach Vors.:
B'JB=J& J=(B") 'JB =B JB1=AB"leG

Damit ist G eine Gruppe O

0.7 Ubung 6, 13.12.2004

0.7.1 Aufgabe 1

a) Grad ¢ == m m = Gradq = Gradr; > Gradre > ... > Grad r, > Grad rp41 >
Grad 742

Falls kein n € N ex. mit k, = 0, dann gilt: k,+1 ex., Grad k,11 >0
Also gibt es m + 2 verschiedene Elemente in der Menge {0, ...,m}.’

b) Der Eukl.-Algo liefert

70 = 5111 + 12

1 = 5912 + 13

79 = s3r3+1r4d
Tn—2 = 8Sp—1Tn—11+7Tn
Trn_1 =8prn +0

Wir zeigen: r, teilt r,,_j fir alle k =0,....,n
Beweis:

LA.: ry, teilt r, = r,_0; rp teilt 7,1 wg. der letzten Gleichung
LV..ry, teilt 7,y und 7, teilt ry,—;
LS.: 2.2y teilt rp_(x—y

Wir wissen: 7, _(r41) = Sn—k * "'n—k + Tn—(k—1)

Nach LV.: 3l,m € K[z] k=1 - und 71y =n -1y

Damit: 7,.(4—1) = Sp—klrn +m - kn = (sp_gl + m)ry,, d.h. vy, teilt 7, 41)

Also ist 1, ein Teiler von rg = p,r1 = ¢ O

c¢) Ist d ein Teiler von p und g, so teilt d auch ry fir alle k& € {0,...,n}

13
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Beweis:

TA: d teilt rg, d teilt 1 nach Vor.
IV: d teilt r,—1 und d teil ro

IS: r—1 = sgrg + ri+1

Nach IV: 3l,m € K[z] : 7p—1 = d und r,,, = md
Damit 7511 = (I — spm)d, d teilt also rg41
Insbesondere teilt d also k

0.7.2 Aufgabe 2

(' + 323 +22° —3) = (2 —2) ( +3)+ (322 + 32 — 3)
S e — —— —— (—

0 r1 S1 T2
1 1
(23 —x) = (3x2+3x—3)(§x—§)+(x—1)
—_—
—_—— ~——

r1 ro T
S92 3

(322 +3zx—3)=(x—1)(3x+6)+_3
—_—— | —— T ———

T2 r3 S3 T4

1= %((82 — 83) + 1)7‘0 + —8185283 — S§1 — 83)7”1
d.h. : 7‘:%52$3+1:%:p2+%$—%

S = —%818283 — %81 — %83
- _1,3_4,2_ 5. __
= —37 3T x—1

0.7.3 Aufgabe 3

01120 01 1 2/ 0
2212 |1 0 -2 =3 2| 3|
2 0111 0 -4 -3 1| -3
1220 |2 1 2 2 0/ 2
122 0 2 120 —18 | 8 100
01 1 2 0] _fo1o -7 3] (ot o
001 9 | -3 001 9 -3 001
000 15| —6 000 15 | —6 000
K=R: K =F3 K = F;
1000 % 100 2|2 10
0100/ ¢ 0102]0 0 1
0010/ 2 0010]0 00
000 1| -2 0000]|3 0 0
2 1
0 0
L—{0+T0|T€F3} L=190
0 1

14

O = O O

o O O

N OO

—4
-7

15
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0.8 Ubung 7, 17.12.2004

0.7.4 Aufgabe 4

A eR™" peR™

Wir betrachten: (i) Az =b (ii)ATAz = A"b
Zu zeigen: (i) 16sbar = (ii) 16sbar und die Losungsmengen sind gleich Beweis:

(i) & drgeR": Axg =0
= drg € R": (ATA) 29 = ATb < (ii) losbar

Und: Da zy sowohl (i) als auch (ii) 16st, reicht es z.z., dass die Losungsmengen der homogenen
LGS’e gleich sind.

Sei 1 eine Losung von Az =0, d.h. es gilt Az =0= ATz =AT-0=0
Also ist 21 Losung von AT Az =0

Sei z9 eine Losung von AT Ax = 0,dh. ATAzy =0
(*)

Az = <y1> =y(*) = 2TATAz=2T =0

Y2
& (Az) (Az) =0y y=0cy?+...+42=0
= y1=y2=..=0
& y=0
<~ A.CCQ =0
Also ist xo Losung von Ax = 0 = Losungsmengen gleich 0

0.8 Ubung 7, 17.12.2004
0.9 Ubung 8, 3.01.2005
0.10 Ubung 9, 10.01.2005

0.11 Ubung 10, 17.01.2005

0.11.1 Aufgabe 1

a) Sei x = (x1,...,2,)" € R™. Dann ist ¢(z) = Az = (a1, ...,an) - (21, ..., ) =21 a1 + ... +
Ty - Ap. Also ist Bild ¢ = {¢(z)|z € R"} = {x1 a1+ ... + zpn - anlx1, ..., 2n € R} = [ag, ..., an).

1 2 -1 -1 0 102 2 o0

— -9 _9 _ _4 _4 9
boa= |21 -2 -2 3 01 -3 -3

8 1 4 4 7 00 0 0 1

7 4 1 1 5 00 0 0 0

15
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Aus der NF lesen wir ab:

3 3
—4 —4
{1 =51,| 0 |} ist Basis von Kerng = dim Kern¢ = 2

0 -5
0 0

1 2 0

. —2 1 -3 . . . . .
Teil a)= { S I I I I } ist Basis von Bild ¢ = dim Bild ¢ =3
4 4 )

0.11.2 Aufgabe 2

a) Nach Tutorium: Die Spalten von A - B sind genau [ay, ..., an] = Rg(AB) < Rg(A).
Andererseits: B-o =0=A-B-2=0=p—Rg(A-B) >p— RgB < RgA- RgB < RyB.

b) Sei B = (b1]...|b,) und U der Losungsraum von A -z = 0.
A-B =0 = by,...,b, sind Losungen von A-z =0 = by,....,b, € U = dim [by,...,b,] =
RgB < dim U.
Die Dimension des Losungsraums erfiillt dim U = n— Rg(A) = Rg(B) < n—Rg(A) = Beh.

0.12 Ubung 11, 17.01.2005

0.12.1 Aufgabe 1

a) Seien
{z1,...,x,} eine Basis von Uy N Uy
{z1,..c®p, Tri1, ..., o} eine Basis von ug
{z1, ...,:zr,x;ﬂ, ,a:;g} eine Basis von Us
also  {x1,..., Ty, Tpy1, ...,a:k,:z;ﬂ, ,a:;c} eine Basis von Uy + U,
Dann ist durch
{:cl, ces Tpy L1y ooy T x;.Jrl + Tty a:;f + xk}
und
/ / / /
{1, e, g, o Ty Tt + 2y g, e T+ T}

eine Basis von U; 4 Uz gegeben.

Dann gilt: Uy & W. = U +Uy;=Us w.
Nun ergénzen wir eine der Basen von U; + Uy durch Hinzufiigen von y1, ..., y2 zu einer Basis
von V und setzen

W= [zpy1 + x;ﬂ, o T+ T

Dann erfiillt W die Behauptung.

b) Gilt dim Uy <dim Uj, so ex. ein Vektorraum U mit der Eigenschaft dim(U; & U) =dim Us.
Nach a) ex. nun ein UVR Wy mit V = (U1 ® U) @ Wy = Uy & Wa.
Setzen wir nun W7 := U & W, so folgt die Beh.
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0.12 Ubung 11, 17.01.2005

0.12.2 Aufgabe 2

Zunéchst bestimmen wir vereinfachte Baesn von Uy und Us

3140 1 010
>

2 240 0110

0 4 3 1 - 0 01 -1

0 211 010 1

} eine Basis von U; und {

— = O

Also ist { } eine Basis von Us.

O = O
— O = O

o
|
—_

Schreiben wir die Basisvektoren in die Spalten einer Matrix und wenden den Gaufs-Algorithmus
an, so erhalten wir:

1 0 0 O 1 0 0 O
01 0 1 01 0 1
~
1 1 1 O 0 01 -1
0 0 -1 1 0 0 0 O
Die ersten drei Spalten sind l.u., d.h.
1 0 0
0 1 1
{ 11’7(1]1°10 }
0 0 1
ist eine Basis von U; + Us und dim(U; + Usa) = 3.

Aus der dritten Zeile lesen wir ab:

0 0
0 1
ay - 1 + as 0 cUiea—aa=0& a1 =a
-1 1
0 0 0
. 0 1 1 . . .
Also ist { Lo } = 1 } eine Basis von Uy N Uy und dim(U; N Uz) = 1.
-1 1 0

0.12.3 Aufgabe 3

a) Ist dim U; = oo fiir ein i = {1,...,k}, so steht auf der rechten Seite unendlich und die
Gleichung gilt..
Andernfalls betrachten wir Basen B; von U; fiir ¢ = 1, .., k. Der Vektor x € Uy + ... + Uy, ldsst
sich als Linearkombination von Vektorn aus By U ... U By, schreiben, also ist B; U... U By, ein
Erzeugendensystem.
= dim(U; + ... + Ug) < |B1 U ...UBg| < |Bi| + ... + |Bg| = dim U + ... + dim Uj,.

Firi=1,...,k sein B; eine Basis von U;.
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b) RA:
Jedes z € Uy + ... + Ui hat eine eindeutige Darstellung x = u1 + ... + ug mit u; € U; fiir
i=1,..,k.
Insbesondere sind also die Vektoren in By U ... U By lL.u.
= dim(U; + ... + Uy) >dim Uy + ...+dim Uy 2 Beh. LA:
Nach a) kann Gleichheit nur dann gelten, wenn B; U ... U By, eine Basis von Uj + ... 4+ Ugist
und B; Nb; = () fir ¢ # j ist. Beziiglich der Basis ist jedes z € U + ... + uy, eindeutig als
Linearkombination darstellbar. Also ist auch die Darstellung @ = w1 +...+ug mit u; € U;(i =
1,..., k) eindeutig.

c) V=RLU = [<(1)>], Uy = [<(1)>], Us = [(1)] erfiillen alle Forderungen.

0.13 Ubung 12, 31.01.2005
0.14 Ubung 13, 07.02.2005

0.15 Ubung 14, 14.02.2005

0.15.1 Aufgabe 3

a)

0 1 0 1 xr1 To + T4

-1 2 0 2 T2 | —x1 + 2x9 + 224
-1 1 0 2 s | T —21 + o + 2,4
-1 1 -1 2 T4 —x1 + 29 — x3+ 224

Y1—Yo+ys—yYs = To+x4+11—2,2 204 —x1+To+204+T1 — T2 +x3—204 = X1 —To+T3— X4

b)
(i) 1-140-0=0
(i) 0+1-14+0=0

(iii) 0-0+1-1-0

(i) dim U =3
(il) W ¢-invariant bedeutet (W) € W
=dmW =1

Wir suchen also z € V mit: ¢(x) = az fir ein a € K
a)=> Ty —Tp+ T3 - Ty =y1 —Y2+tys—Ya=a(Z1 -T2+ T3 —24) S a=1
=0 =0

18



0.16 Ubung 16, 18.04.2005

Also mufs gelten: ¢(z) =«

Lose LGS:

[ S —Y
OO O =
O O = O
o= O O

1
2
-1 2
-2 2

o O O

1

. 1
also: z = 0 , also =z = Uj.

0

Widerspruch zu U & [z] = V.

0.15.2 Aufgabe 4
a) Es gilt: Bild(y o ¢) € Bild v
¥ o ¢ surjektiv < Bild ¢ o ¢ = W = Bild (¢ 0 ¢) = Bild ¢) = Beh.

b) Ann.: Bild ¢ Kern ¢ # {0}
= Jz e U,z # Oy: ¢(z) € Kern ¢, ¢(z) # Oy.
= 3Jz e U,z #0: Y(¢d(x)) = 0w
= Kern(y 0 ¢) # {Ow}
1 o ¢ nicht injektiv."
Also gilt: Bild ¢ @ Kern 9 ist direkt.

z.Z.: Bild ¢ & Kern vy =V
Sei v € V. Dann ex. w € U mit (¢ o ¢)(u) = 9 (v).

Sei v := v — ¢(u) und vy := P(u).
Dann gilt:

(i) ¥(v1) = P(v = d(u)) = ¢(v) = (Yo g)(u) =0 = v1 € Kern ¢
(ii) v = ¢(u) € Bild ¢
(iii) V=1 + V2

= v € Bild ¢ & Kern v.

0.16 Ubung 16, 18.04.2005

0.16.1 Aufgabe 1

2—x 2 1 -1 2—x 2 1 -1
3 3—z 1 1 3 3—z 1 1
a) det(A— XEy) = 3 PR 5 PR .

-3 -2 -1 —x —-1—-= 0 0 —-1-=x
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3—2 2 1 -1 s . 91
2 J—z 1 1
_ —(-1-2)| 2 3-z 1
2 4 -z 1 9 4 .
0 0 0 —-1-=z
3-z 2 1 5-z 2 1
=(-1-2z)-|-142 1—-2 0|=(-1-2) 0 1—z 0
2 4 - 0 4 -z
o—x 1 6—z 1
S TR N e R G TP TR
=(-1—-2)(1 x)’ 0 1—33_( 1—2)*(1—2)(6—x)
Eigenraum zum EW —1: 0 # z € R* ist EV zum EW —1 &
Axr = —x
& Az +zx=0
= (A+E4).1‘:0
< 0#xz € Kern(A)+ Ey
3.2 1 -1 10 3 -1 1 1
3 4 1 1 01 0 1 0 -1
5 04 1 1| oo o o dEa=l 5o f
3 -2 -1 1 000 0 0 1
-3 -1
2 1
ebenso: By = | ) |, Es = 1 ]
-3 1
1 1 -3 -1
o 0 1| 2 1], . y
b) Offensichtlich B = | , ] ist Basis von R*.
3 0 2 1
0 1 -3 1

Definieren wir eine lineare Abbildung ® : R* — R* durch ® : R* — R* 2 — Az so ist die
Abbildung von ® bzgl. der Std.-Basis.

1 1 -3 -1

Bzgl. B hat ® die Abb. Ag = 3 _01 ; 1 dann gilt: A = S~1AS
0 1 3 1
Nebenrechnung:
1 1 1 1 ~1
® —03 =1 —03 & —03 = 4e 8 - 8
0 0 0 0 0

20



0.16 Ubung 16, 18.04.2005

-1
, dann gilt: Ag = S~1AS

o O O
O O = O
O O Owi

1
0
0
c) cist EWvon Amit EVa #0& Az =cx < (A—cE)z =0

0.16.2 Aufgabe 2

Seien A, B € K"*™ mit AB — E,, regular.
Ann.: BA — E, nicht regular.

= dreK'2x#0:(BA-E,)z=0
& 0#xeK':BAr ==
< A0#2eK": (AB)Ax = Ax

Az # 0, sonst: z = B(AX) =B x0=0"

Damit gilt (AB — E,,)(Az) = 0. Also ist AB — E,, nicht regulér. Insgesamt BA — E,, ist regular.

0.16.3 Ubungsaufgabe 2

Es sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e. Weiter sei M =z € G|z ox =e.

a) Zeigen Sie: ist G kommutativ so ist M eine Untergruppe von G.
G: Gruppe: G Menge und o : G x G — G mit folgendenen Eigeschaften:
(i) ao(boc)=(aob)oc,a,be G
(ii) Fee G:Vae G:ace=a=¢eoa
(iii) Va € GIat € G:acal=e=a"ltoa
G heisst abelsch falls zusétzlich gilt:
(i) (iv) Va,be Gaob=boa
Sei M C G: M heisst Untergruppe von G, falls:
(M, o)eine Gruppe ist
Untergruppenkriterium:

M C G ist Untergruppe < (i) M #0

(i) z,yeM:otoye M
& (1) M=#£0

(i) z,yeM:xzoyeM
(i) zeM:az7teM

Beweis: Zu zeigen:
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(1) M #10, gilt da, eoe =e ist, ist e € M

VeeM:z'eM,dennz e M & zox=e
s (rlozjo=a"loe
(2) sr=1"1
srloroxloxl=¢
se=z"lozteM

1

(3) Ve,y e M : x oy € M, denn:

(zoy)o(zoy) = (zoa)o(wo)=coe=c

Also ist M eine Untergruppe von G. U

b) Sei n > 3 und G = S,,, dann ist M keine Untergruppe von G

Spi=7l,...,n—1,...,n: wbijektiv

Verkettung von Abbildungen:

1234 .. n
71_<3214 n)EM
1234 .. n
T2_<2134 n)EM

(riom)o(mom) =3, also # 1, d.h. 71 o ¢ m. Also M keine Untergruppe.

0.17 Ubung 17, 25.04.2005

0.17.1 Aufgabe 1

a) ®:V — V End., ® ist diag., V ist n-dim R — V R.
z.z.: Bs existiert ¥ : V — V End., mit U3 =V oW o ¥ = &.

Beweis: ® ist diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Abbilduntsmatrix von ® der Form

C1 0
Agp =
0 Cn
va 0
Definieren wir Ay := , s0 gilt: Ay o Ay o Ay = As.

0 3/cn

Nach Vorlesung existiert genau ein lineare Abbildung ¥ : V' — V mit Ay und es gilt: ¥3 = ®.
O
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0.17 Ubung 17, 25.04.2005

b) Man rechnet nach: ¢; = —8 und ¢o = 8 sind die Ew. von A.
1
Der Eigenraum zum Eigenwert ¢; = —8 ist E_g = [| 2 |].
1
2 4
Der Eigenraum zum Eigenwert ¢; = 8 ist Eg = [| —5 0 ]]
0 -3

Dann gilt(vgl. Aufgabe 1, Blatt 1):

8 0 0 2 4 1 2 4 1
0 80 =|1-5 0 2 A- -5 0 2
0 0 -8 0 -5 -1 0 -5 -1
B3 S S
2 00 B . B B
(0 2 0 =951'A4S < SBS'=A< (SBSTYH)(SBS™H(SBSH =4
00 —2
B
wahlen wir:
_9 _8 _16
Ho—1 8 3 : 3
B:=5SBS =[-8 —¢ —6§ ,s0 gilt: B> =A

S
oo
o8

0.17.2 Aufgabe 2

A € R™"™ mit Rang A = 1.
v sei eine Spalte von A mit v # 0

a) z.Z.: Jw € R" mit A = vw' und w ist eindeutig bestimmt. Da v # 0 ist, ex. ay,...,a, € R
mit A = (a1v|...]apv)

al
Wenn wir w = | : | setzen, so gilt A =vw'.
anp,
ay
Sei w = : €eR'mit A=v-@'. Firi = 1,...,n gilt: ajv = dv = a; = a; fir
a/Nn

b) A = ((asj)), dann ist Spur(A) = > a;;. In unserem Fall:
i=1
Spur(A) = 3" a;v;, wobei v = (v1, ..., v,) .
1=1

z.Z.: Av = Spur(A)v

Beweis:
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Av=(v-w")=v(w'v) = (w'v) v =Spur(A)v
€R

Weil v # 0 ist also Spur A EW von A. O

0.18 Ubung 18, 06.06.2005
0.18.1 Aufgabe 1

a) < A, B >= Spur(ATB) 2

1

) ajibji  (**)

n n

Lj

o Spur(((eg))) = 3 ca

e ATB= ((Cij)), dann gilt ¢; = Z ajibji wobeil A = ((aU)) und B = ((bl])) sein soll.
j=1

Aus (**) ergibt sich die Symmetrie von < -, - > ebenso wie die Linearitit im ersten Argument
direkt.

(**) n n
Fir < A,A>= 3 > a3 >0und
i=1j=1

<A A>=0& a?l:o , fiir alle i, € {1,n}
& aj; =0 , furallei, je {1,n}

& A=0
b)
2 _ ¢ - 2 BV & & 2 (N5 2 2
[1AZ||* = > ( > aij; )7 < 20 > (ay)t (XD w) =< A, A > ||
i=1 = i=1j=1 i=1
———

j-te Komp. des Vektors Ax
Def
= [JAIP|l2]* = [|Az]] < [|A]] - (||l
0.18.2 Aufgabe 2
Seien || - ||; und || - ||]2 die durch < -,- >1 bzw. < -, >5 induzierten Normen.
Weiter seien z,y € V mit ||z||1 = ||y|1.
Beweis:

=2

Dann gilt: < 24+ 9,2 —y >1=< 7,2 >1 + < 4,2 > — < 2,y >1— < ¥,y >1= ||z[[? = |]y|[? = 0

Daraus folgt: 0 =<z + y,x — y >9= ||9:|]% — HyH%, also ||z||2 — ||yl|2
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0.18 Ubung 18, 06.06.2005

Sei zp € V mit ||zg|i =1l und z € V
lzlly = [lzlly - llzollv = I Halli- 2o | =llzlla = [l=[l-zo [l = [l2ll1 - ||lzoll2
——
=c
Nun gilt aber auch fir z,y € V:

Vorl.

1
<my > = Lzl = lle—yll2) = 3 (@l +ulli = dlle —yllt) = ¢ <y >

| =

0.18.3 Ubungsaufgabe 1

Es seien G, G’ Gruppen und ® : G — G’ und ¥ : G — G’ Gruppenhomomorphismen. Zeigen
Sie:

Ist H C G eine (echte) Untergruppe von G und gilt:

®(a) =V(a) firallea e G\ H
so ist & = ¥. Beweis: Seia € G\ H,be H.
Isaocbe G\ H? Ja, denn:

aobEH}

b-le i (aob)ob ™t =ao(bob H=aecH

eH €H

Also gilt: ®(aob) =2 W(aob) = V(a) o U(b)

Insgesamt:

U(a) o' ®(b) = ¥(a) o W(b)
= U(a) o W(a)o®(b) = ¥la)! o T(b) & ®(b) = V(b)
Also gilt: =¥

0.18.4 Ubungsaufgabe 2

Geben Sie alle Gruppenhomomorphismen von (Zg, +) nach (Z7,+) an.
Ly =A{[z]~: 2 €Z}

V21,29 EZL 21~ 29 21— 2=k -mflireink € Z

[21]~ + [22]~ = [21 + 22]~ (4 ist wohldefiniert)
Sei 2] € [z1]~ und 25 € [22] ~, 2] =21+ k-mund 25 =20 +1-m

A+ =+ kmA4zo+Imle =21+ 20+ (K +1) - m]w = [21 + 22)~
Fir alle m € N ist Z,,, eine Gruppe

Ze ={lzl6 : z € Z} und Zy :={[z]7 : z € Z}
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Fiir alle m € N gilt: (Z,,, +) ist zyklisch.

[Elm = [A]m + .. + [Um

k—mal

D.h.: Fiir jede Gruppe G’ gilt: @ : Z,, — G’ ist eindeutig durch ®(1) festgelegt.
O([0]m) = e
Sei ¢ : Zg — Zg Gruppenhomomorphismus
Dann muss gelten: ®([0]g) = [0]7 (Eigenschaften eines Grp.-hom)
[3]6 + [3]6 = [6]¢ = [0]6, d.h. [3]6 ist selbstinvers
Uzt =U(x)™t dh z =271 soist U(z)™! = ¥(x)
also: selbstinverse Elemente werden auf selbstinverse Elemente abgebildet.

Also gilt: ®([3]~) = [0]~

&([1]g) = [k]7 fiir ein k € {0, ..., 6}
®([3]6) = ([1s+([1]6+[1l6) = P([1]6)+P([Ll6)+2([1l6) = [k]7+[k]7+[k]7 = [3k]7 = [3]7-[k]7 = [0]~

P ISLEOREr 1 0, also ®([1]g) = [0]7

Also ist: ® : Zg — Zr, [k]e — [0]7. Es gibt also nur einen Grp.-homo. von Zg nach Zs. O
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