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In diesem Papier, wird die Fortsetzung der Fouriertransformation auf L? erar-
beitet.

Motivation: Fiir Funktionen f € L*(R"™) muss das Fouriertransformationsin-
tegral

Jan f(E)e™ ™t dt

nicht existieren. Um eine Fouriertransformation fiir Funktionen f € L?(R")
zu definieren miissen wir anders vorgehen. Die Idee ist klassische Analysis. Wir
nehmen zunichst eine dichte Menge X () # X C L?(R™)) auf der die Fourier-
transformation definiert ist. Dann folgt mit dem Fortsetzungssatz fiir stetige
Abbildungen die eindeutige Existenz auf L?(R"™).

Definition
(1) Das n-Tupel a = (ay,. .., ay) wird im folgenden als Multi-Index bezeich-
net.

2) |a| =" a; wird als Ordnung bezeichnet.

(
(3) Fiir t € R™ sei t* := [] .
(4) D =TI(z5)™

Do = i-1oIDe = [[(1 2 )

P(&) := 2 cal® = 2 caly - &0

P(D) i= 5 eaDay P(~D) == X(~1) e, D,
er(z) = elt* = elltrxatttixn) it g c R?

dm,(z) := (2m) "2 dx
(/) (Y) := fly — ) (x,y € R")



Beispiel
In obiger Definition folgt: Vt,x € R™ : P(D)e; = P(t)e;

Beweis

Seien t,x € R™ bel. = P(D)e; = Y cqaDoer(x)

_ Z ca(;)|a\Daei(t1x1+---+t1xn)

=S ca(D)lalilelgfr . tone (x) =3 cat®er(z) = P(t)e n
Beispiel

Der Ausdruck Fouriertransformation wird fiir die Abbildung benutzt, die f auf
f abbildet. Dabei sei angemerkt, dass gilt

ft) = Jgn fe—tdmq, = (f * e:)(0)
Definition (Schnell fallende Funktionen)
Sei S = {f € C*°(R")|supjq<n SuDyepn (1 + [2/*) (Do f)(2)| < 00, N € No}
der Raum der schnell fallenden Funktionen ( |z|*> = 22 ).

Bemerkung: Mit anderen Worten gilt fiir alle f € S, dass PD,f eine be-
schriankte Funktion auf R™ ist und zwar fiir jedes Polynom P und jeden Multi-
Index a.

Folgerung 0.1
S ist ein Vektorraum.

Beweis _

Sei ), ¢ € Sund § := sup| <y SUP,egn (1+]2*) N [(Dath) ()], 0 := sup| < n SUP,cpn (1+
[#f2)¥ [(Dad)(x)] = Vo € B sup gy bz (L+ [2f2)V|(Da(e + 6)(2)] <

ad + 5 < max{|a|, 1} max{d,d} =: v n
Beispiel

o(x) := e*IQ,QS eS.

Beweis

Es gilt ¢/(z) = —2ze~*",¢" () = 2we~* (222 — 1), ... es folgt per Induktion,

dass ¢ (z) = p(x) * e (p Polynom) Vn € Ny. Da lim,_, +__ ¢(™ (x) = 0 gilt

folgt, dass po(™ beschrinkt ist, wobei p ein bel. Polynom ist. n

Satz 0.2
(1) S ist ein Fréchet Raum.

(2) Sei P ein Polynom, g € S, und « ein Multi-Index. Dann sind folgende
Abbildungen stetig und linear:
T,:85—S,f— Pf
T, :S—= S, f—=gf
T5:5 =S, f— D.f




(3) Sei f € S und P ein Polynom, dann gilt

(P(D)f) = Pfund (Pf] = P(~D)J.

(4) Die Fouriertransformation ist eine stetige Abbildung von § in S.

Beweis
(1) Sei (fi)ien eine Cauchyfolge in S. D.h. Ve > 0 Ing € N : ||fr, — fu]] < €
Vn > m > ng. Fir jedes Paar von Multi-Indizes «, 8 konvergiert die Funk-
tion 28 D? f;(x) (gleichmiRig auf R™) gegen die beschriinkte Funktion g,z
(fiir ¢ — o0) =
Jap = 27 D goo(x)

und damit folgt f; — goo = S ist vollsténdig.

(2) Sei f € S. Dann ist offensichtlich D, f € S, Pf € S und gf € S. Die
Stetigkeit der drei Abbildungen folgt aus dem closed graph theorem.

(3) Sei feS= P(D)f €S und
(P(D)f) *ex = fxP(D)ey = f* P(t)e = P(t)[f * e

Wenn man diese Funktionen nun im Ursprung des R™ auswertet, liefert
uns das den ersten Teil von (3). Namlich:

Seit:=(t; + € .crtp),t i= (t1, ... tn), x € R"
h(z) :=e_(x ) —e_4(x) = e~ i((trFe)xn+Ftaxn) _ o—i(tixi++taxn)

= (e~ — 1)e_4(x)

. . . L —iexy _q _ h(m)
Sei weiterhin y(21,€) 1= < — = eyl
Betrachte B
lim,_,o ’y(.’IJl, 6) = lim._,q & i:(ll_l = lim._,o —eTlex1 —
Nun gilt:
e f fRn o OMyp = fRn z f(x m t(x)dm, = fRn x1 f(2)y(21, €)e_¢(x)dm,

Da z1f € L' folgt fiir ¢ — 0 mit dem Satz von der dominierenden Kon-
vergenz

L2 [ f(@)ei(x)dmn



und damit der zweite Teil der Behauptung fiir den Fall P(z) = z;. Der
allgemeine Fall folgt durch Iteration.

(4) Sei f € S und g(z) = (=1)!%lz® f(x) = g € S. Nun folgt mit (3), dass
—_————

:=P(z)
g=D,f, denn

 G=Pf=P(-D)J=D.]
und Pg = (P(D)g), welche eine beschrinkte Funktion ist, da P(D)g €
L'(R") . Das beweist, dass f € S. Wenn fZ — f in § dann folgt f; — f
in L'(R™). SchlieRlich folgt nun direkt fl — f Vvt € R™. Die Stetigkeit
der Abbildung f — f von S nach S, folgt wieder aus dem closed graph
theorem.

Satz 0.3 ~ R
(1) (Tacf) =euf

(2) Sei A > 0 und h(z) = f(z/A) = h(t) = A" f(At)

Satz 0.4 (Das Inversionstheorem)
(1) geS=gx fRngezdmn (z € R™)

(2) Die Fouriertransformation ist eine stetige, lineare, 1-zu-1 Abbildung
von § auf S, dessen Inverse ebenfalls stetig ist.

() f € L'(R"), f € L'(R"), fo(x) = [z feadmn (¢ € R") =
f(z) = fo(z) fast iberall (z € R")

Beweis

(1) Zunéchst gilt die Identitat
S Fodime, = [, fgdm,
Seinun g € S,¢ € S,A > 0 und f(z) = ¢(x/A). Dann gilt
= [on 9(£)0)dmp (t) = [, G(£)O()dmn(t) = [z, A"GA)P(t)dmy, (1)

Nun fiihrt man eine Substitution durch mit v(¢) = ¥£. Es gilt y(R") = R"



und det(y/(t)) = 3
=T(\) = Jgn 9o (%)dmn(y)
= Jar 9200 dma(t) = o G)B(§)dma(y)

Nun konvergiert fiir A — oo, g(£) = ¢(0) und ¢(¥) — ¢(0) beschréinkt.
Satz von der dominierenden Konvergenz =

wa (B)dmn (t) = $(0) Jgn G(y)dma(t)

Sei nun ¢(x) = e~ zl2* Dann gilt die Behauptung fiir den Fall z = 0,
denn

9(0) = 9(0) | S(t)dmn(t) = $(0) fen GW)dMn(y) = Jen 5¥) 0 dmn(y).

_1 =1

=1
Der allgemeine Fall folgt direkt, denn

Sei vorriibergehend ¢g = g. Die Inversionsformel (1) liefert uns schon,
dass ¢ eine 1-zu-1 Abbildung ist, da offensichtlich g = 0 = g = 0. Es zeigt
sich weiterhin, dass ¢?g = g, wobei § = g(—x). Denn

$*9 = 67 = [gn Ge—tdmy = g(—t)

Nun folgt ¢*g = ¢ und damit, dass ¢ S komplett auf S abbildet. Die
Stetigkeit von ¢ wurde schon in Satz 1.2.4 bewiesen. Da ¢! = ¢? gilt,
folgt auch die Stetigkeit von ¢~ 1.

Es gilt zunéchst fir g € S

}R" fU/g\dmn = f]Rn f]Rn ferdmn/g\dmn = fRn ff]Rn /g\ezdmndmn = fRn J/c\gdmn =
» fgdmn,
R

Also:
fRn f0§ dmy = fRn f/g\ dmp,

Aus (2) folgt, dass mit g alle schnell fallenden Funktionen abgedeckt wer-
den. Da D(R™) C S folgt

Jon (fo = )¢ dm, =0 V¢ € D(R")

und (durch eine Approximation (Ubung)) damit gilt diese Identitét fiir je-
de stetige Funktion ¢ mit kompakten Trager. Es folgt fast tiberall fy— f =



Satz 0.5 (Plancherel Theorem)
Es existiert eine Isometrie ¥ : L?(R") — L?(R"), welche eindeutig festge-
legt ist durch R

Uf=f VvfeS

Bemerkung: Man beachte, dass die Gleichheit U f = ferweitert wird von S
zu L*(R™) N L?(R"), da S sowohl dicht in L? als auch in L! liegt. Das liefert
uns die Ubereinstimmung: das Gebiet von W ist L2 f wurde schon definiert
fir f € LY(R™) und Uf = f, falls beide Definitionen anwendbar sind. Daher
erweitert ¥ die Fouriertransformation von L*(R™) N L2(R") zu L?*(R"). Diese
Erweiterung nennt man immer noch Fouriertransformation, und die Notation ]?
wird beibehalten.

Beweis
Es sei f,g € S, dann liefert uns das Inversionstheorem

Jgn f3 dmy, :AIR" g(x) dm,, () fRﬂj F(t)e™t dmn (1)
= Jan f() dmp(t) [, G(2)e™ " dm,(z)

Das letzte innere Integral ist das komplex Konjugierte von g(t).
Das liefert uns die Parseval Formel

fRn fg dmy, :fRn%\dmn (fvges)

Wir spezialisieren nun g = f, dann folgt

Wflle=1Ifll. fes

Nun folgt, da S dicht in L?(R") liegt, dass die Abbildung f — ]?eine Isome-
trie (relativ zur Metric in L?) von & — S ist. Mit dem Satz iiber die eindeutige
Fortsetzung folgt, dass 1 : L2(R™) — L?(R") eine linieare Isometrie von L?(R™)
nach L2(R") ist.

Appendix:

Satz 0.6 (Exkurs: Closed Graph Theorem)
Es gelte:




(1) X und Y sind F-Rdume
(2) ¥:X =Y sei linear

(3) G ={(x,Vx)|r € X} ist abgeschlossen in X x Y

Dann ist ¥ stetig.

Satz 0.7 (Exkurs: Eindeutige stetige Fortsetzung)
Sei X, Y metrische Rdume und A sei dicht in X, f: A — Y sei gleichméfbig
stetig. Dann gilt:

(1) f hat eine eindeutige stetige Fortsetzung F : X — Y

(2) f ist Isometrie = F ist Isometrie und F(X) ist abgeschlossen in Y.




