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Kapitel 1

Mobiustransformationen

Ziel des Kapitels ist es, moglichst viele Transformationen der hyperbolischen Raume zu erhalten.

1.1 Die Riemannsche Zahlenkugel

Definition 1.1.1 (i) Sei C der Korper der komplexen Zahlen und setze C := Cu {o0}. C heifit
Riemannsche Zahlenkugel. Auf ihr wollen wir im Folgenden eine Topologie definieren. Sei

dazu fiir eine komplexe Zahl z € C und € > 0
Uz) ={weC||w—z| <e},
Ucg(0) :={weC| |w|l >¢€}.

(i) Eine Menge U < C heifit offen, falls fiir jeden Punkt x € U ein € > 0 existiert mit
Ue(x) € U.

(iii) 2 € C heift Grenzwert der Folge (2;)nen S C, falls fiir jedes € > 0 ein Ny := Np(e)
existiert, sodass z, € Uc(z) fiir alle n > Ny ist. In diesem Fall sagt mann, dass (z,)nen
gegen z konvergiert und schreibt lim,, . 2, = 2z oder z, Kimi SNy

(iv) Eine Abbildung f : C — C heifit stetig in z € C, falls fiir alle konvergenten Folgen

(Zn)nen S C mit z = lim,,_,o0 25, gilt:
. ! .
f(Jim, =) = 7(e) = Jim, #(en)

f heiftt stetig, falls f stetig ist in allen Punkten z € C.

Beispiel 1.1.2 (i) Die Folge (%)%N < C konvergiert gegen 0.

(ii) Die Folge (n),y S C konvergiert gegen o € C.
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Bemerkung 1.1.3 (Stereographische Projektion) Betrachte die 2-Sphdre
S? = {(z,y,2) e R® | 2® + y* + 2% = 1}.

S? ist abgeschlossen und beschrinkt im R3, also kompakt (nach Heine-Borel). Sei N = (0,0,1) €
S? der Nordpol und definiere

U:Sz\{N}—>C, P—(x,y7z).—>]\me(C_(1$yo>.

—2'1-2

Dann ist o die gewéhnliche stereographische Projektion, welche uns die Identitit S?\{N} =~ C =

R? liefert. Wir kénnen o nun durch

@ T o o(P), falls P # N,

Ql

0, falls P =N
auf die ganze Sphdre erweitern.

Proposition 1.1.4 Die erweiterte stereographische Projektion @ : S — C ist ein Homoomor-
phismus, das heifit o ist bijektiv und 0,0~ sind stetig. Insbesondere ist damit die Riemannsche

Zahlenkugel als stetiges Bild eines Kompaktums ebenfalls kompakt.

Beweis. Ubung (Aufgabe 1.3). L]

Bemerkung 1.1.5 (Kreise in C) Ein Kreis in C ist entweder ein eukidischer Kreis in C =~ R?
oder die Vereinigung einer euklidischen Geraden mit {oo}. Dies wollen wir durch Gleichungen
explizit beschreiben. Betrachte den euklidischen Kreis mit Zentrum zg = xg + 1yo und Radius

r > 0. Dann liegt z € C auf dem Kreis genau dann wenn gilt

r? = |z — z:o|2 = (2 —20)(z — 20) = 2Z — 202 — Z02 + 20%0-

Beschreibt nun ax + by + ¢ = 0 eine euklidische Gerade, so gilt fir z € C mit x = Re(z) = %5

und y = ilm (z) = 252 gerade

b 1 1 _
g(z+z) + §i(z—z) +c= §(a—l—bz’)z+ §(a—bi)2—|—c=: Bz + pzZ+c=0.
Wir sehen damit, dass jeder Kreis in C gegeben ist als Losungsmenge einer Gleichung der Form,
azZ+Bz+pZ+v=0

fir gewisse B € C, o,y € R (mit « = 0 genau dann, wenn der Kreis eine euklidische Gerade ist
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und o # 0 genau dann, wenn der Kreis ein euklidischer Kreis ist). Dabei ist oo eine Lisung, falls

es eine Folge von Losungen (zn)nen gibt mit z, 220, .

1.2 Mobiustransformationen

Eine Abbildung ¢ : C — C heikt Homéomorphismus, falls ¢ bijektiv und ¢, ¢! stetig sind.
Definiere

Homdo(C) := {¢ : C —> C | ¢ ist Homdomorphismus} .

Dann wird Homdo(C) mit der Komposition von Abbildungen zur Gruppe.

Beispiel 1.2.1 Sei p = a,2" + ap,—12""' + ... + a1z + ag ein komplexe Polynom. Dann ist die
Abbildung
_ _ p(z falls z # oo,
¢p: C— C, z — (2)
0 falls z = co.

ein Homéomorphismus genau dann, wenn n = 1. In der Tat ist fiir ¢(z) = %z — g die Abbildung

¢q eine stetige Umkehrabbildung. Ist umgekehrt n = 0, so ist ¢ nicht injektiv und damit kein

Homoéomorphismus. Fiir n > 2 ist ¢ offenbar nicht bijektiv.

Definition + Bemerkung 1.2.2 Es ist
Homdéog (C) := {¢ € Homdo(C) | ¢ bildet Kreise auf Kreise ab }

die Menge der kreistreuen Homéomorphismen. Dabei gilt Homdox (C) & Homdo(C), denn be-

trachte folgende Abbildung:

z falls Re(z) <0,

ASS
al
J

al

Z—> 4 z+iRe(z) falls Re(z) > 0,

o's) falls z = o0.

Dann kann man nachrechnen, dass ¢ ein Homéomorphismus ist, fir den Kreis R u {00} aber

#(R U {0}) kein Kreis in C ist.

Proposition 1.2.3 Fira,be C, a # 0 sei

_ _ az+b  falls z # o0,
p:C—C, z —
0 falls z = co.
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Dann ist p € Homdog (C).

Beweis. Nach ist p ein Homéomorphismus. Es ist also lediglich die Kreistreue zu

zeigen. Sei also A € C ein Kreis. Dann ist A die Losungsmenge eine Gleichung
azZ + Bz + fZ+v =0, a,veR, pgeC.

Betrachte nun zwei Falle:

Fall (a) A ist eine euklidische Gerade, also
A={zeC|Bz+pz+v=0}u{n}.

Wir miissen zeigen, dass die Punkte in p(A) ebenfalls eine Kreisgleichung erfiillen. Sei also
w=az+b=p(z) € p(A) = C. Dann ist (da a # 0) z = < (w — b) und damit
0 = Bz+pBz+~

5o (w—b)+ B (w—b) +

Z(w — “(w —

a a 7
= ﬁw—kgw—éb— <5b> +,

a

a a a
w erfillt also eine Kreigleichung wie gewiinscht.

Fall (b) Ist nun A ein euklidischer Kreis, so ldsst sich analog verfahren. ]

Proposition 1.2.4 Die Abbildung

0 falls z = oo,

Q
al
|
al
1

falls z € C\{0},

o  falls z=0.
st ein kreistreuer Homdéomorphismus.

Beweis. Sei A < C ein Kreis beschrieben durch die Gleichung azz + Bz + BZ + v = 0. Setze
w = J(z) = 1 fiir z € C\{0}. Dann liefert die Gleichung

11 1 -1
a——+p—+B=+7=0
ww w w

durch Multiplikation mit ww

a+ fw + Bw + yww = 0,

was wegen ww € R einer Kreisgleichung entspricht. O
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Bemerkung 1.2.5 Geometrisch ist J die Spiegelung am FEinheitskreis, denn: Fir z € C mit
2| =1 gilt auch |T(2)| = |2| = 1. Ist 2 = re®, so ist

und J(J(2)) = 2, also J = T L.

Definition + Bemerkung 1.2.6 (i) Seien a,b,¢,d € C mit ad — be # 0. Dann heifst

— — az+b
m:C— C, Z
cz+d
Mdobiustransformation.
(ii) Mit der Konvention § = oo fiir a # 0 gilt (mit erzwungener Stetigkeit von m)
+b

m(o0) =m <lim z> = lim m(z) = lim az _—
2—00 2—00 z—w0 cz +d c

(iii) Es bezeichne Méb™ die Menge der Mobiustransformationen.

(iv) Es gilt m(o0) = oo genau dann, wenn ¢ = 0 sowie m(0) = 0 genau dann, wenn b = 0
(beachte, dass wegen der Bedingung an die Koeffizienten niemals beide Félle auftreten).

(v) Gilt ad — bc = 0, so ist m nicht injektiv, also kein Homéomorphismus.

(vi) Polynome von Grad 1 und die Inversion am Einheitskreis sind Mébiustransformationen:

1_0-z+1 a-z+b

= =" - = b= .

Satz 1.2.7 Jede Mébiustransformation ist Komposition von Mobiustransformationen der Form
J(2) =1 und p(2) = az +b.

Beweis. Sei also m(z) = Z‘Zz_tg eine Mobiustransformation.

Fall (a) Sei ¢ = 0. Dann ist m(z) = %*b =92+ % =: p(2).

Fall (b) Sei ¢ # 0. Dann ist

az+b (az+blc acz+bc acz+ad—(ad—bc) a ad—bc

m(z) = = = =2

cz+d (cz4+d)ec  Ez4de 2z + de ¢ Az+de

Mit
p1(2) = 2z + de, p2(z) = (bc — ad)z + %

folgt
a ac — be

¢ 2z +dc

= (p20J o p1)(2),

m(z) =

was zu zeigen war. ]
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Satz 1.2.8 Modbiustransformationen sind kreistreu.

Beweis. Folgt direkt aus und den Propositionen und [T.2.4] O

1.3 Transitivitatseigenschaften von Mobiustransformationen

Erinnerung aus der linearen Algebra: Eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
Vektorrdumen ist durch endlich viele Vektoren (Basisvektoren) und ihre Bilder bestimmt. Analog
wollen wir Mébiustransformationen durch endlich viele Punkte festlegen - und zwar durch genau

drei Stiick.

Definition 1.3.1 Ein Fizpunkt einer Mébiustransformation m € Méb™ ist ein Punkt z € C mit

m(z) = z.
Satz 1.3.2 Sei m € Méb' eine Mébiustransformation. Fiziert m drei verschiedene Punkte in
C, so ist m bereits die Identitdt.

az+b
cz+d’

Beweis. Schreibe m(z) = Wir zeigen nun, dass m hochstens zwei Fixpunkte besitzt, falls

m # id.

a

Fall (a) Sei zunéchst ¢ = 0. Dann gilt nach 2.6 m (o) = oo. Weiter ist m(z) = Gz + g, also gilt

fiir weitere Fixpunkte z € C die Gleichung z = m(z) = 9z + g. Ist § =1, so folgt % =0,

also m = id, ein Widerspruch. Fiir § # 1 ergibt sich ein zweiter und letzter Fixpunkt

_ b
Z_d—a'

Fall (b) Ist nun ¢ # 0, so ist m() # o0. Alle Fixpunkte sind also Losungen der Gleichung
az+b

Z:m(z):cz—i—d — c?+(d—a)z—b=0.

Diese ist quadratisch in C und besitzt ebenfalls eine oder zwei paarweise verschiedene
Losungen.

Insgesamt muss damit eine Mobiustransformation mit drei Fixpunkten die Identitét sein. O

Satz 1.3.3 Die Menge Mob™ st einfach 3-Punkt transitiv, das heifit fiir zwei geordnete Tripel
(21, 22, 23), (w1, wa, w3) von paarweise verschiedenen Punkten in C existiert genau eine Mobi-

ustransformation m € Mobt mit m(z;) = w; fir i € {1,2,3}.

Beweis. wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit einer solchen Mé&biustransformation. Seien also
m1,mg € Mob" mit my(z;) = w; = ma(z) fir i € {1,2,3}. Setze m := m' o my. Dann

ist m ebenfalls eine Mobiustransformation und es gilt m(z;) = z; fir i € {1,2,3}, nach dem
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vorangegangenen Satz ist m also die Identitét, woraus m; = me folgt.

Zur Existenz. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes Tripel (21, 22, 23) von paarweise verschiedenen
Punkten in C eine Mobiustransformation m, € Mob™ gibt, welche dieses auf (0,1, 00) abbildet.
Durch m := mg ' om, erhalten wir die gwiinschte Mobiustransformation. Seien also 21, 22, 23 € C

paarweise verschieden. Wir unterscheiden zwei Falle.

Fall (a) Seien z1, 29,23 € C. Mit dem Ansatz m(z) = gfis und
(1) az1 +b 0 azy +b 1 azz +d
mi\z == = = =
! cz1 +d ’ czo +d ’ cz3 +d

findet man

m(z) = 2225 (22— 23)2 — (22— 23)21 _ oz +f
z2—z2320—21 (22—21)2— (20 —21)23 Yz +94

mit m(z1) = 0, m(z2) = 1, m(z3) = o0 sowie

=By = (22— 23)(—23(22 — 23)) — (—21(22 — 23)) (22 — 21)
= (22 — z3)(21 — 23) (21 — 22)

# 0,

m ist also eine M&biustransformation mit den gewiinschten Eigenschaften.

Fall (b) Ist z; = 00, so geht man analog vor. O

Bemerkung 1.3.4 Tripel sind geordnete Mengen. Fir ungeordnete Mengen {z1, z2, 23} existiert

eine Mobiustransformation wie in zwar, ist aber nicht eindeutig.
Korollar 1.3.5 Mob* operiert einfach 3-Punkt transitiv auf C.
Satz 1.3.6 Die Gruppe Méb™ opertiert transitiv auf der Menge K der Kreise in C.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass ein Tripel von drei verschiedenen Punkten in C einen eindeu-

tigen Krei in C definiert. Sei also (21, 22, 23) ein solches Tripel.

Fall (a) Sind 21, 22, 23 € C nicht kolinear, so existiert genau ein euklidischer Kreis durch z1, 22, 23
(Mittelsenkrechtenkonstruktion) sowie keine euklidische Gerade.

Fall (b) Sind z1, 29, z3 € C kolinear, so gibt es genau eine Gerade durch die drei Punkte.

Fall (c) Ist ohne Einschrankung z; = 00 und zg, 23 € C, so dndert sich nichts.

Seien nun A, B Kreise in C. Wir miissen eine Mébiustransformation m € Mob™t finden mit

m(A) = B. Wahle jeweils drei verschiedene Punkte z1, 29,23 € A und wy,ws,ws € B. Dann

existiert genau ein m € Mob™ mit m(z;) = w; fiir i € {1, 2, 3}. Weiter ist m kreistreu, m(A) und

B sind also beide Kreise, welche wy, wa, ws enthalten, also m(A) = B. O
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Bemerkung 1.3.7 Die Operation aus ist nicht einfach transitiv, denn durch eine

andere wahl der z; oder w; erhdlt man verschiedene Mébiustransformationen mit m(A) = B.

Definition 1.3.8 Eine Scheibe D in C ist eine Zusammenhangskomponente von C\K, wobei K
ein Kreis in C ist. Also ist D eine Kreisscheibe, das Komplement einer Kreisscheibe oder eine
Halbebene. Da wir C mit S? identifizieren kénnen, fallen diese drei Begriffe zusammen und jede

Scheibe D ist topologisch homéomorph zu dem Inneren des Einheitskreises.

Satz 1.3.9 Mob™ operiert transitiv auf der Menge S der Scheiben in C.

Beweis. Seien D = D,,E = E, € S Scheiben in C und 0D = A, 0E = B die Randkreise.
weitere seien D_ := C\{A, D} sowie E_ := C\{B, E}. Nach Satz 3.6 existiert m € M&b™ mit
B = m(A). wegen der Stetigkeit von m und der Kreistreue gilt nun bereits m(D) € {E,, E_}.
Ist m(D) = E, so sind wir fertig. Andernfalls benttigen wir noch eine Mébiustransformation,
die £, und E_ vertauscht und B auf sich selbst abbildet. Betrachte dazu den speziellen Kreis
K =R u oo = R. Dann gilt fiir

0, falls z = oo
J:C—C, z—9q 1 falls z € C\{0},

z?

o, fallsz=0

gerade J (K) = K. Weiter ist 7 (i) = 1 = —i und da J ein Homdomorphismus ist, folgt J (H*) =

H~ und J(H~) = HT. Sei nun K; ein beliebiger Kreis in C und n € M6b™* mit n(A) = K (eine

solche Mobiustransformation existiert nach Satz 3.6). Dann gilt fir M := ntoJon:
M(4) = (™t o T on)(A) = 0~ (T (K)) = n~ (K) = A

und M vertauscht die durch A definierten Scheiben, was zu zeigen war. Damit liefert die Mobi-

ustransformation N := M o m die gewiinschte Eigenschaft N(A) = B und N(D) = E. O

1.4 Das Doppelverhiltnis: Eine numerische Invariante

Eine Funktion f : - C,(21,...,2r) = f(21,--.,2k) heiRt invariant unter M&b™, falls fiir

jede M&boiustransformation m € Méb™ und fiir alle (21,...,2x) € (o gilt

f(m(z1),....m(zx)) = f(z1,...,2k).
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Beispielsweise ist die Abbildung

22, falls zeC

f:C—C, Z—
0, falls z = o0
nicht invariant unter Mob* (Aufgabe 2.3). Was ist die grokte Untergruppe vom Mob™, die f

invariant lasst?

Bemerkung 1.4.1 Da Mob™" einfach 3-Punkt transitiv auf H? operiert, sind fir 1 < k < 3
die einzigen invarianten Funktionen die Konstanten, denn: Sei zum DBeispiel f : c T
invariant unter Mob™ und ¢ := £(0,0,0). Fiir z1, 22,23 € C gibt es m € M&b™ mit m(z;) = 0 fiir

i€{1,2,3}. Dann gilt aber bereits
f(z1,22,23) = f(m(z1),m(22),m(z3)) = f(0,0,0) = c.

Definition 1.4.2 Die Abbildung

(21 — 24) (23 — 22)
(21 — 22)(23 — 24)

[]: ct — C, (21, 22, 23, 24) > |21, 225 23, 24] =

heillt Doppelverhdltnis. Ist z;, = oo fiir ein k, so erweitern wir die Abbildung sinnvoll zu

23 — 22

[0, 29; 23, 24] = lim [2, 29; 23, 24] =
0 Z3 — %4

und analog fiir zo = 00, 23 = 00, 24 = 0.
Proposition 1.4.3 Das Doppelverhdltnis [ | ist invariant unter Mob™ .

Beweis. Nach geniigt es zu zeigen, dass das Doppelverhiltnis invariant unter 7 und

unter linearen Polynomen von Grad 1 ist. In der Tat gilt fiir paarweise verschiedene z1, 29, 23, 24 €
C

[j(zl)7j(ZQ);j(Z3)7'-7(Z4)7] =

= [217 223 %3 2'4]
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sowie fiir p(2) = az +bmit a # 0

[p(21), p(22); p(23), p(24)] = [az1 + b, a2z + bjaz3 + b, az4 + 0]

(az1 — azq)(azs — azz)
(az1 — az)(azs — azq)

[21, 225 23, 24],
woraus die Behauptung folgt. O

Proposition 1.4.4 Seien 2z, 22, 23, 24 vier paarweise verschiedene Punkte in C. Dann liegen

21, 22, 23, 24 auf einem Kreis in C genau dann, wenn das Doppelverhdltnis [z1, zo; 23, 24] reell ist.

Beweis. Ubung (Aufgabe 2.4)). ]

1.5 Mobiustransformationen und Matrizen

Erinnerung: Es ist

GLy(C) = {A - (“ Z) e C2x2

die allgemeine lineare Gruppe sowie

detAzad—bc;éO}

SLe(C) = {A e GL2(C) | det A = 1}
die spezielle lineare Gruppe.

Proposition 1.5.1 Die Abbildung

B : GLo(C) —> Mib*, (“ b) = (m(z) _ a”b)

c d cz+d

st ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern

ker @ := Z = {)\Egz (3 g) ’ )\eC\{O}}_

Insbesondere liefert der Isomorphiesatz
Mébt =~ GL2(C) /z =: PGLy(C).

Beweis. Seien Matrizen A, B € GLy(C) mit

ST

[SYENST!

Q, T
~
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gegeben mit a, b, ¢,d, @,b,é d e C und ad — be # 0 # ad — bé. Dann gilt

waremns = (o(( ) ()

_ a%ifz*‘b 7 (ad + b&)z + ab + bd
ciflzj:g +d (ca + dé)z + b+ dd

ai 4+ bé ab + bd
ci+dé cb+dd

= ®(AB)(z).
Surjektivitét ist klar: Fiir m(z) = %£8 wihle die Matrix

cz+d
b
A — a

Dann gilt offensichtlich ®(A)(z) = m(z). Zu zeigen ist noch die Aussage tiber den Kern. Sei also

A= (a Z) € ker ®. Dann gilt

c
2= id(z) = d(A)(z) = 0
- - ezt d
Setzen wir nun z = 0,1, ein, liefert das 0 = id(0) = ®(A)(0) = g, also b = 0. Analog folgt

0 = id(0) = ®(A)(0) = ¢, also ¢ = 0. Schlieklich liefert z = 1 dann @ = d := A und X # 0, da

wir aukerdem ad — be # 0 bendtigen. Insgesamt erhalten wir also die Behauptung. [l

1.6 Spiegelungen

Wir wollen nun eine umfassendere Gruppe von kreistreuen Homéomorphismen in C haben.

Proposition 1.6.1 Die kompleze Konjugation

_ _ Z=x—1y, fallsz# o
C:C—C, z=x+1y —
0, falls z = o

ist ein kreistreuer homdomorphismus, aber keine Mdbiustransformation, das heifit es gilt C' €

Homéo (C)\Meb™.

Beweis. Wir zeigen zu erst, dass C' € Homoog (C). Sicherlich ist C' ein Homéomorphismus, denn

wegen C~1 = C ist C bijektiv und C(Uc(z)) = U(C(2)) liefert die Stetigkeit von C' und C~1.
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Wir miissen noch die Kreistreue zeigen. Dazu geniigt es, dass Kreisgleichungen unter C' wieder
auf Kreisgleichungen abgebildet werden. Sei also durch X : azz + 8z + fZ + v = 0 ein Kreis
gegeben. Dann gilt

C(X):azz+ Bz + B2+~ =0,

was also einer Kreisgleichung entspricht. Wir zeigen nun, dass C' keine M6biustransformation ist.
Das sieht man schnell ein, denn C fixiert offenbar jeden Punkt in R und hat damit insbesondere
mehr als 3 Fixpunkte. Wire C' eine Mobiustransformation, so wére C' nach [Satz 1.3.2 bereits die

Identitét, was wegen C(i) = i # ¢ nicht wahr ist, weshalb C' keine Mébiustransformation ist. []

Bemerkung 1.6.2 (Geometrische Interpretation) C ist die Spiegelung am Kreis R, denn
es gilt C(z) = z fiir z€ R und C = C71. Ist nun A < C ein beliebiger Kreis, so definiert man
die Spiegelung an A durch Cy := m o C om™", wobei m € Mob"t eine Mébiustransformation
ist, welche R auf A abbildet. Beachte: Diese Definition ist unabhingig von der Wahl von m (vgl.
Aufgabe 3.1).

Definition 1.6.3 Die allgemeine Mdbius-Gruppe ist die von Mob™ und C erzeugte Gruppe
Méb = (M&b ™, C). Das bedeutet, dass jede allgemeine Mobiustransformation m € Méb geschrie-

ben werden kann als m = mqj o...om, mit n € N und m; € Méb™ oder m; = C.

Satz 1.6.4 Es gilt Méb € Homdog (C).

Beweis. Da C' € Homdox (C) nach [Proposition 1.6.1/ und Mob™ < Homdo (C) nach [Satz 1.2.8

ist jede Komposition aus C' und m; € Méb™ ebenfalls in Homdog (C), also Méb < Homéox (C).

O

Bemerkung 1.6.5 In |Satz 1.6.4| gilt sogar Gleichheit, also Méb = Homdog (C). Man hat also
eine Charakterisierung von allgemeinen Mébiustransformationen als genau die kreistreuen Ho-

mdomorphismen der Riemannschen Zahlenkugel C.

Proposition 1.6.6 Jede Mébiustransformation in Méb = (Mob™, C) hat entweder die Form

oder m(z) = gig mit a,b,c,d € C und ad — be # 0.

az+b
cz+d

m(z) =

Beweis. Sei m(z) = ZZZIS e Mob™ und n(z) = fgig = (noC)(z) € Méb mit n = :Z? e Mob™.

Dann sind auch die méglichen Kompositionen
azb
cz+d

(moC)(2) =

(aa + by)z + aB + bo
(ca+dy)z+cB+do

(mon)(z) =

und ebenso n o m von derselben Gestalt. ]
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Beispiel 1.6.7 Betrachte den Kreis S' = {z € C | |z| = 1}. Um eine Mobiustransformation
m € Méb™ mit m(R) = S! zu finden, geniigt es, das Tripel (0,1, 00) auf (—i, 1,7) abzubilden. Mit

dem Ansatz

m(z)_az+b
ez +d
fihrt das mit
b a+b a
—1 = = — 1=m() = — | = —
i =m(0) = .. m() =220 = m(e) =2
zu d = ib, ¢ = —ia und
a+b .a+b

“iatib a—b
Damit erhalten wir a —b =i(a +b), also a(1l —4) = b(i + 1), also b = a%. Wiéhle zum Beispiel

a =1, dann folgt b=1, c =1 und d = ¢ und damit

1z+ 1
z+1°

m(z) =

Um die inverse Mébiustransformation und letztlich die Spiegelung an S' zu bestimmen, gehen wir
zur Matrixschreibweise iiber, um die Rechnung zu vereinfachen. Demnach ist die zu m zugehérige

Matrix ist

die zu m~1! also

also

Die Spieglung an S' ist also

Q| =

= (T 00)(2).

. <1241
iz +1\  igg 1l
z—1

=25 | T TZxl =
Z+1 EH.—i—l

Cor(2) = (mo Com ™)) = moC) () =

Proposition 1.6.8 Jede Mdbiustransformation m € Mob™ kann als Verkniipfung von endlich

vielen Spiegelungen an Kreisen in C geschrieben werden.

Beweis. Ubung (Aufgabe 3.2). Ol
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1.7 H-invariante Mobiustransformationen

Es sei H = Ht = {z € C | Im(z) > 0} die obere Halbebene. Weiter setzen wir

Mo6b(H) := {m € M&b | m(H) = H},
Moéb™ (H) := {m € Mob* | m(H) = H},

M&b(R) := {m € Méb | m(R) = R}.

Nach [Proposition 1.6.6| und durch Normieren kénnen wir annehmen, dass jede Moébiustransfor-

mation m € Mob von den Formen

az+b az+b

(1) m(z) = (2) m(z) = —

cz+d’

mit a,b, c¢,d € C und ad — be = 1 ist. Dabei ist im zweiten Fall m(z) = (/o C)(z) mit /m wie in

(1). Als erstes interessieren wir uns fiir Mob(R).

Proposition 1.7.1 Sei m € Mob™. Dann sind die Koeffizienten von m allesamt reell oder aber

alle rein imagindr genau dann, wenn m € M&b™ (R).
Beweis. Sei zunichst m € Méb™ (R) und schreibe

az +b 1 1 dz—b dz—0b

_ m T = = )
cz+d ad —bc—cz+a —cz+a

m(z) =

Dann gilt nach Voraussetzung m(R) = R, also

m(o0) =

ale

eR, m_l(oo)z—ge]R, m_l(O):—éeR

Wir unterscheiden nun drei Falle.
Fall (a) Sei a # 0 # c¢. Dann sind alle obigen Werte in R und jeder Koeffizient ist ein Vielfaches

von c:

Dann gilt
1 = ad — be = (—m(o0)m (o) + m(o)n 1(0)) e 2 - R

und also auch ¢ € R. Damit ist ¢ € R oder ¢ rein imaginir. Aus den obigen Beziehungen

folgt dann, dass bereits a,b,c,d € R oder a,b,c,d € C\R*.
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Fall (b) Sei ¢ = 0. Dann ist m(2) = %2z + % und damit m(0) = & e R, m(1) = ¢ + % € R und

somit p := § = m(1) —m(0) € R. Es folgt
1 =ad—bc=ad= pd

und mit derselben Argumentation wie im ersten Fall ist d reell oder rein imaginér. Aus
a = pd und b = m(0)d folgt a,b,d € R oder a,b,d € C\R*.
Fall (c) Sei schlieflich a = 0. Dann ist m(z) = ﬁ und damit m(0) = 4 € R, m(1) = c%i e R.

Es ist dann auch ¢ € R und <% € R und p := ¢ € R. Es gilt dann

1 =ad—bc=—bc=—bu

und dieselbe Argumentation liefert die Behauptung.
Sind nun umgekehrt alle Koeffizienten reell oder alle rein imaginér, so sieht man leicht ein, dass

m(R) = R. U

Korollar 1.7.2 Jedes Element m € M6b(R) hat eine der 4 Formen

(1) m(z) =Z§i2, a,b,c,d e R, ad —be =1,
(mym@=Zis abe,deR,  ad—be=1,
(3) m(z) _Z—tcbl’ a,b,c,de C\R*, ad—bc=1,
(4) m(z) —ij__z, a,b,c,de C\R*, ad—bc=1.
Beweis. Folgt direkt aus den Propositionen und O

Als néchstes sollen die Mobiustransformationen klassifiziert werden, welche die obere Halbebene

invariant lassen.

Satz 1.7.3 Jedes Element m € Mob(H) hat eine der 2 Formen
_az+b

(1) m(2) = ad a,b,c,deR, ad —bc=1,
Z+0b
(2) m(2) =%, a,b,c,de C\R*, ad—bc=1.

Beweis. Der Kreis R bestimmt zwei Scheiben H = H* und H~ = C(H") in C. Da M&biustrans-
formationen stetig sind, lisst jedes Element in M&b(R) die beiden Halbebenen invariant oder
vertauscht sie. Daraus sieht man leicht: Ein Element in M&b(R) liegt in Méb(H) genau dann,
wenn Im(m(i)) > 0 gilt. Wir rechnen dies fiir die vier Félle aus direkt nach:

(1) Tm(m(i)) —Im <az‘ + b> m ((az‘ + b)(—ci + d)) ad — be 1

= = > 0
ci+d |ci + d|? |ci + d|? |ci + d|?
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. —ai+b (—ai +b)(ci +d) —ad + be -1
2) 1 =1 =1 = = 0
(2) Im(m(i) = Im <—cz’ n d) m ( | —ci+dJ? citd?  Jeitd? ©

. ai+b (ai 4+ b)(ci — d) —ad + be -1
3) 1 —1 =1 = = 0
(3) Im(m(i)) =Im (a T d) o ( i + dJ? ci+d? e+ d?

. —ai+b (—ai+b)(—ci—d) ad — be -1
4) 1 =1 =1 = -
(4) Im(m(i)) =Im <_c¢ n d) m < | —ci+dJ? |ci + d|? it d? 0

(Beachte: Es gilt stets ad — be = 1 sowie a,b,¢,d € R in (1) und (2) sowie a,b,c,d € C\R* in (3)
und (4)). Daraus folgt insgesamt dann die Behauptung. O

Korollar 1.7.4 Es gilt
Mo6b(H) =~ PSLa(R) u (PSLa(R) o ).

Beweis. Wir zeigen, dass die beiden Typen (1) und (2) aus [Satz 1.7.3|jeweils einer Komponente
der rechten Seite der Behauptung entspricht.

Wir haben bereits in [Proposition 1.5.1| gesehen, dass Méb™ ~ PGLy(C) gilt. Die Normalisierung

ad—bc = 1 gibt uns Determinante 1 der Matrizen und reelle Koeflizienten implizieren auch reelle

Matrixeintrage. Insgesamt folgt daraus
MOb(H)|Typ (1) = PSLQ(R)

Betrachte nun die From (2) in [Satz 1.7.3| und schreibe a = «i, b = Bi, ¢ = 7i, d = i mit
a,3,7,6 € R. Dann gilt ad — gy = i%(ad —bc) = —1. Ist nun o(z) := —C(z) die Spiegelung an

der imaginéren Achse, so ist o € Mob(H). (2) wird dann zu

L az+b  aiz+ B (—a)(-2)+ B .
m(z) = czZ+d yiz+d6i (=) (=2)+6 (moo)(2)
mit
ﬁl(Z) = _Oé’yzjr:fa 047/87776 € R’ (_a)(s - 6(_7) = 1)

also m wie in (1). Das liefert
M&b(H) |1yp (2) = (PSL2(R) 0 o)

und insgesamt die Behauptung. O
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1.8 Konformitat von Mobiustransformationen

Sein C1, Cy differenzierbare Kurven in C, die sich in einem Punkt zg € C schneiden. Der Winkel
¥4, (C1, C2) zwischen C] und Cs in 2 ist definiert als der orientierte (also im Gegenuhrzeigersinn
laufende) Winkel zwischen den Tangenten 77 und 7% von C; und C5 in zp modulo 7. Ein Diffeo-
morphismus f : C — C heift konform oder winkeltreu, falls er den absoluten Wert von Winkeln
zwischen Kurven erhélt. Beachte: Ist m € Mob eine Mébiustransformation und m(zg) = o0, so
definieren wir den Winkel zwischen m(C7) und m(C3) ind m(zg) als den Winkel zwischen Cy

und Cg in 20-

Satz 1.8.1 Modbiustransformationen sind konform.

Beweis. Da Winkel iiber Tangentialvektoren definiert sind, geniigt es zu zeigen, dass fiir beliebige
sich in zg € C schneidende euklidische Geraden X7, X in C und Mobiustransformationen m €
Mob gilt:

Fm(z0) (M(X1),m(X2)) = 520 (X1, X2).

Seien also X7, X5 sich im Punkt zg schneidende euklidische Geraden in C und wihle Punkte
2k € Xp mit z, # 2 fiir k € {1,2}. Fir die Steigungen s;, der Geraden X}, erhalten wir

Im(zx — 20)

= tan6
Re(zr — 20) Tk,

Sk =

wobei 0 den Winkel zwischen zp — zg und der reellen Achse bezeichne. Insbesondere erhalten
wir also

{ZO (Xl, XQ) = 92 - 91 = arctan s — arctan sj.

Nun wird M&b(C) erzeugt von Transformationen der Form

() f(z)—az+b, (i) T() =+ (i) C) =%

z
Es geniigt also, Konformitét fiir diese drei Abbildungen zu zeigen.
(i) Sei m(z) = f(z) = az+bmit a,be C, a # 0. Schreibe a = pe’®. Da f(ow0) = oo, sind f(X7)
und f(X3) wieder euklidische Geraden in C. Die Bildgeraden f(X}) verlaufen durch die
Punkte f(z9) und f(z;) und besitzen die Steigung

(20)) N Re(a(zi — 20) - Re(eiB (2 — 20)) = tan(0y + 3).

_ Im(f(zk) — f(20)) _ Im(a(zp, — 20) _ Im(e" (24 — 20))
f
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(iii)
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fiir k € {1,2}. Dann folgt fiir den Winkel
%:f(ZO)(f(Xl),f(Xg)) = arctante — arctant; = 6y — 0 = ¥, (X1, Xo).

Sei m(z) = J(z) = 1. Dann gibt es drei Félle zu betrachten: 7 (X1) und J(X») sind zwei
euklidische Kreise, zwei euklidische Geraden und ein euklidischer Kreis und eine euklidische

Gerade. Wir betrachten lediglich den ersten, die beiden anderen Fille verbleiben als Ubung
(Aufgabe 4.3). Seien also die Geraden X}, gegeben durch die Gleichungen Sz + 8,z +1 =0

mit Gy € C. Mit z = x + iy erhalten wir also

Br(x +iy) + Br(x —iy) + 1 = (B + By) + vi(Be — By) + 1 = 2Re(By) +iyIm(By) +1 =0

und damit ist die Steigung von X}, gerade

Re(5)
Im(By)

Sk =
Die Bildkreise sind gegeben durch
1 -1 R _
j(Xk):Bk;+ﬁk%+1=0 — Bpz+ Brz+2zZ=0.
Umformen liefert die Gleichung

T(Xk) |z + Bel* = (2 + Br)(Z + By) = Bl

das heift J(X}) sind Kreise mit Zentrum — ) und Radius |5g|. Die Steigung der Tangente

in J(X%) in O ist
~ Re(Bk) _ _
ty = Tm(B0) tan 6y, = tan(—0y),

es folgt also
F0(J(X1), T (X2)) = =02 — (—01) = — %0 (X1, X2).

Aus Symmetriegriinden gilt bereits
X 7(20) (T (X1), T (X2)) = X7(e0) (T (X1), T (X2)),

woraus die Konformitédt von J in diesem Fall folgt.

Ubung (Aufgabe 4.3). O



Kapitel 2

Differentialgeometrie und Geometrie

von Drelecken

2.1 Ebene euklidische Geometrie

Es bezeichne (-,-) das Standardskalarprodukt in R?, fiir @ = (aj,a2) und b = (b1, bo) gilt al-
so {a,by = aiby + aghy. Es sei E? = (R2,(.,-)) das Modell fiir zweidimensionale euklidische

Geometrie. Der Tangentialraum in p € E? ist
T,E? = {p} x R? = {(p,v) | ve R?} = R2
Die Linge eines Tangentialvektors (p,u) =: u ist
Jul = /s .

Der Winkel zwischen 2 Tangentialvektoren u, v € T/pIE2 ist

_ {u,v)

ol

cos ¥ (u,v)

Ist ¢ : [a,b] — R? c(t) = (z(t),y(t)) eine differenzierbare Kurve, so ist die euklidische Léinge

Lo(e) = f:

(motiviert durch Polygon-Approximation). Beispielsweise hat das parametrisierte Geradenseg-

von c definiert als

Y= @ OF + )t

ment g : [0,1] — R2, g(t) = (1 — t)p + tq fiir beliebige p, ¢ € R?

1
Le(g) = fo Ip— gldt = Ip — dl.
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Lemma 2.1.1 (i) Die euklidische Linge einer differenzierbaren Kurve ist unabhdngig von der
Parametrisierung.
(i) Die euklidische Léange einer differenzierbaren Kurve ist invariant unter euklidischen Iso-

metrien, also Translationen, Rotationen und Spiegelungen.
Beweisidee. Subsitutionsregel und |[(I - ¢)'| = |1 - || = ||¢/|| fiir Isometrien I.

Definition 2.1.2 Fiir zwei Punkte p, ¢ € E? definieren wir
Qpg :={7:[0,1] — R? | v(0) = p, v(1) = q, 7 ist stiickweise differenzierbar }.

Lemma 2.1.3 Die kiirzesten Verbindungskurven zwischen zwei Punkten in E? sind genau die

Geradensegmente.

Beweis. Seien p,q € E? und bilde nun durch geeignete euklidische Isometrien das Punktepaar

(p, q) auf ((0,0), (0,1) ab. Dann ist nach [Lemma 2.1.1| Die Lénge aller Kurven in €2,,; unverandert
und es gilt

1 1 1 1
Le(c) = J VEO? + (f0)2dt > f V)2t > f Wy (£)]dt > f Y (B)dt =1
0 0 0 0

fir alle Kurven c € ;. Das Minimum L. (c) = [ wird mit der Geraden angenommen. Ist umge-
kehrt ¢ eine ldngenminimierende Kurve zwischen p und ¢, so gilt in der obigen Ungleichungskette
Gleichheit an jeder Stelle, also 2/(¢) = 0 und |y/(t)| = ¥/(t), woraus wiederum folgt, dass ¢ eine

Gerade ist. 0

Satz 2.1.4 Auf E? definere die Lingenfunktion
de : R? x R? — R, (p,q) = de(p,q) = infeeq,, Le(c).

Dann wird (E?,d.) zu einem metrischen Raum.

Beweis. Nach [Lemma 2.1.3| gilt dc(p,q) = |p — ¢|, womit die Behauptung unmittelbar folgt.

Alternativ lasst sich die Behauptung auch konzeptionell zeigen. Dazu zeigen wir die erforderlichen
Eigenschaften einer Metrik.
(i) Fiir die Symmetrie beachte, dass fiir jede Kurve ¢ : [0,1] — R?, ¢ — ¢(t) in ,, die Kurve
¢:[0,1] — R2, t — ¢(1 — t) in ©Q ist und dieselbe Lénge besitzt, also d.(q,p) < dp, q)-
Analog folgt aber auch die umgekehrte Ungleichung, insgesamt also die Symmetrie.

(ii) Seien p,q,r € R Dann gilt

QrgoQpri={c1oca | c1 € Qpg, c2€ Qpr} S Ny,
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also auch dc(p, q) < de(p,7) + de(r, q).
(iii) Fiir die Definitheit betrachte p = ¢ € R%. Dann verbindet der konstante Weg cg : [0, 1] —>
R2, ¢t — p die beiden und besitzt wegen ||c’(t)|| = 0 fiir alle ¢ Linge 0, also dc(p,p) = 0.

Ist hingegen p # ¢, so gilt nach [Lemma 2.1.3] dass das Geradensegment g : [0,1] — R?,
t— (1 —t)p + tq den Abstand realisiert und Lénge |g — p| > 0 hat. ]

Definition 2.1.5 (i) Eine Isometrie eines metrischen Raums (M, d) ist eine bijektive Abbil-
dung ¢ : M —> M mit d(¢(p), d(q)) = d(p,q) fiir alle p,q € M. Die Isometrien von M
bilden eine Gruppe Isom(M).

(ii) (M, d) heikt homogen, falls es fiir je zwei Punkte p, g € M eine Isometrie ¢ € Isom (M) gibt

mit ¢(p) = g.
(iii) (M,d) heikt 2- Punkt-homogen, falls es fiir je zwei Punktepaare (p1, p2), (g1, ¢2) mit d(p1, p2) =
d(q1,q2) eine Isometrie ¢ € Isom(M) gibt mit ¢(p1) = g1 und ¢(p2) = P(q2).

Korollar 2.1.6 (i) Translationen, Rotationen und Spieglungen sind Isometrien von E? =
(R%,d,).
(ii) Die euklidische Ebene E? ist 2-Punkt-homogen. Insbesondere gilt

E2 ~ Isom(E?) /StabISO(W)(O)'

Beweis. (i) Folgt aus|Lemma 2.1.1}

(ii) Seien (p1,p2), (q1,q2) zwei Paare von Punkten in E2?, ohne Einschriinkung gelte ¢; = (0,0)
und g2 = (0, ). Fiihre dann zuniichst die Translation 7 : R? — R2, v +> v — p; durch
und erhalte T'(p1) = ¢1 = 0 und T'(p2) = pa — p1. Fiihre anschliefend eine Drehung D um
(0,0) durch mit D(p2 —p1) = (0,@) und D(0) = 0. O

2.2 Zweidimensionale sphéarische Geometrie

Die Sphére mit Radius R > 0 um 0 € R? ist definert als
S*(R) := {(z,y,2) e R* | 2* + y* + 2* = R*} c R
Es sei weiter fiir p, q € S*(R)

Qpq(S*(R)) 1= {c € Qyq | c(t) € S*(R) fiir alle t € [0,1]}
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Fiir ¢ € Qp(S?(R)), c(t) = (z(t), x(t), 2(t)) sei die sphdirische Linge definiert durch

1 1
¢) == f I (6)]dt = f VEOE + 0 1 (7(0)dr.
0 0

Die zu ihr assoziierte Lingenfunktion ist analog wie im Euklidischen definiert als
ds : 82(R) x SQ(R) — R, (p7 q) g ds(p’ CI) = infceﬂpq(SQ(R))LS(C)'

Lemma 2.2.1 Die sphirische Linge einer differenzierbaren Kurve aus S?(R) ist invariant unter

Rotationen von R3.

Beweis. Sei D : R3 — R? eine Rotation von R? um 0. Dann gilt
(Dz, Dxy = | Dz|? = [2]? = (z,2),

da D orthogonal ist. Wegen der Linearitat von D folgt auferdem (D o ¢(t)) = D o ¢/(t) und

damit

[(Doc®)]le = [Dod®)le =),

woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 2.2.2 Die kiirzesten Verbindungen zwischen Punkten auf S*(R) sind gerade die Grof-

kreise, also Schnitte von S?(R) mit 2-dimensionalen Untervektorridumen von R3.

Beweis. Seien p,q € S?(R) beliebige Punkte. Dann existiert eine Rotation von R3, die p auf
= (0,0, R) und q auf ¢* = (0,y, z) abbildet. Nach [Lemma 2.2.1| geniigt es also, die kiirzeste
Vebindung zwischen p* und ¢* zu finden. Wiihle hierzu geographische Koordinaten ¢, § auf S?(R).

Damit konnen wir jede Kurve ¢ € (x4, schreiben

sin O(t) cos ¢(t)
c(t) = R- | sin6(t)sin ¢(t)
cos O(t)
und damit
0’ (t) cos O(t) cos p(t) — ¢’ (t) sin O(t) sin p(t)
d(t)=R-| 0 (t)cosB(t)sin(t) + ¢ (t)sinO(t) cos p(t)
—0'(t) sin O(t)
Also ist

I @12 = R*((0'(1))* + (¢/ (1)) sin® O(t))
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und wir erhalten fiir die Lénge von ¢

f |¢(8)[2dt = R f\/e + (/(1))2sin 0()dt>RJ §(t) dt = R (6(1) — 0(0)).

Das Groftkreissegment zwischen p* und ¢* realisiert jedoch genau diese Lange. Fiir jede weitere
Kurve ¢ dieser Linge gilt Gleichheit an jeder Stelle, also insbesondere ¢/(t) = fiir alle ¢ € [0, 1],

womit ¢ ebenfalls ein Grofikreis ist. O

Satz 2.2.3 (S%(R),d;) ist ein metrischer Raum (also ein Modell fiir die 2-dimensionale sphdri-

sche Geometrie).

Beweis. Ubung (Aufgabe 6.1)).

Korollar 2.2.4 (i) Rotationen von R?® eingeschrinkt auf S*(R) sind Isometrien, d.h. O(3)
Isom(S?(R)).
(ii) (S*(R),ds) ist 2-Punkt-homogen.

Beweis. (i) Folgt aus |[Lemma 2.2.1}
(ii) Ubung (wurde schon im Beweis von [Lemma 2.2.2 benutzt): Sind (p1, p2) und (g1, g2) zwei

Paare von Punkten auf S?(R), so wende zunichst eine Rotation A € O(3) mit Ap; = ¢

und anschliefend eine Rotation B € Stabys)(p1 = q1) mit B(Ap2) = g2 an. O

2.3 Zweidimensionale hyperbolische Geometrie

Ziel soll es sein, auf der obere Halbebene H? = {z € C | Im(z) > 0} eine Lingenmessung fiir

stiickweise differenzierbare Kurven (also eine Lingenmetrik d,) zu definieren, sodass Méb(H?) <

Isom(H?, dj). Dies fithren wir konstruktiv durch. Sei dazu A = <CCL Z) € SLy(R) und T4 die

zugehorige Mobiustransformation

az+b

Ty : H? — H? — T =
A ) z A(Z) C2+d

in M6b(H). Sei weiter
v : [a,b] — H?2, t—(t) = x(t) + iy(t)

eine differenzierbare Kurve in H2 sowie
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die Bildkurve. Dann gilt fiir Tangentialvektoren der Bildkurve

_dw

dw .\ _ dw dy
Cdt

_dw a(cy(t) +d) — (ay(t) +b)c (1) = V(t)
dvy dt

w'(t) = () (1) = S

sowie fiir den Imaginérteil der Bildkurve

| 1m0 ()
Im(w(t)) = —(w(t) — w(t) = — =
m(w(t)) = 5wt =0l = o @+ dP = Jer(t) + dP
Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 2.3.1 (hyperbolische Lingenmessung nach Poincaré) Sei v : [a,b] — H?,
t— y(t) = z(t) +iy(t) eine differenzierbare Kurve. Dann heifst

POk, (VTGO
b= [ s e, y(0 &

hyperbolische Linge von ~y.

Lemma 2.3.2 Die hyperbolische Linge eine differenzierbaren Kurve z in H? is invariant unter

Mébiustransformationen von Méb(H?). Insbesondere gilt fiir alle A € SLa(R) also Ly(T4 0 2) =
Lp(2).

Beweis. Nach obigen Formeln gilt fiir A = (a b) € SLy(R)

[(Taon)®)lle _ Jw'®le WMl ley® +dP _ [V ®)le

Im((Ta09)(t) — Im(w(®)) — [(ey(t) +d)?le Im(y(t)) — Im(y(t))’

fiir alle ¢ € [a, b], es folgt also die Behauptung.

Bemerkung 2.3.3 Die Definition der Ldinge von Kurven bewirkt, dass Vektoren derselben eu-
klidischen Ldinge hyperbolisch ldnger sind, falls sie ndher an der reellen Achse liegen. So wird
beispielsweise die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten, welche beide der reellen Achse
nahe sind, nicht etwa durch eine horizontal verlaufende Kurve realisiert, sondern vielmehr durch
einen nach oben ragenden Bogen. Wir werden spdter einsehen, dass die kiirzesten Verbindungen,

die sogenannten Geodditischen, gerade die Halbkreise sind.

Analog zur ebenen und sphérischen Geometrie definieren fiir p, g € H?
Qpg(H?) := {c € Qpy | c(t) € H? fiir alle t € [a,b]}

sowie

dn(p,q) = _ Qiprqlfw) Li(c).
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Satz 2.3.4 (H2,dy,) ist ein metrischer Raum, also ein Modell fiir die zweidimensionale hyperbo-

lische Geometrie.

Beweis. Wir zeigen die erforderlichen Figenschaften einer Metrik.
(i) Aus fritheren Argumentationen folgt mit €, = Qg, die Symmetrie d(p, ¢) = d(q, p) fiir alle
p,q € H.

(i) Analog ist wegen Q,,(H?)oQ,, (H?) < Q,,(H?) die Dreiecksungleichung dy,(p, ¢) < dp(p.r)+
dy(r, q) fiir alle p, ¢, r € H? erfiillt.

(iii) Mit dem konstanten Weg folgt dj(p,p) = 0 fiir alle p € H2. Es bleibt zu zeigen, dass fiir
p # q € H? folgt, dass dy(p, q) > 0. Seien also p,q € H?, p # q und c € Q,,,(H?). Wihle einen
euklidischen Ball B.(p) um p mit Radius e, sodass Bc(p) € H? und q ¢ Bc(p). Da c stetig
ist existiert nach dem Zwischenwertsatz ein (minimales) ¢ € [0, 1], sodass ¢(d) € dBc(p)
(und wegen der Minimalitit ¢([0,6]) € Be(p)). Weiter gilt Im(c(t)) < Im(p) + € fiir alle
t € [0, 4] und es folgt

o) = [ A0k gy f l@Ole 4, o €

o Im(c(t)) o Im(p) + € ~ Im(p) +e

also

d = inf L z — Y
h(paQ) CEQIPI;(HQ) h(c) Im(p)+e

was zu zeigen war. O

Erinnerung 2.3.5 (Gruppenoperationen) Seien G eine Gruppe, X eine Menge sowie eine
Gruppenoperation - : G x X — X, (g,x) — g - = gegeben.
(i) Fiir zp € X heift G - zg := {g -z | g € G} Bahn von xy.
(ii) X heifst homogen, falls es nur eine Bahn gibt.
(iii) Fir zo € X heilt Gy, :={9€ G | g-xo = mo} Stabilisator von x.
(iv) (Bahnensatz) Fiir zp € X gilt G-z9 = G /G, -

Beweis von (iv) Wir geben die Bijektion explizit an. Definiere
¢:G/G$O—’G'IE07 gG:Eo'_)g'$0'

Dann ist ¢ offensichtlich surjektiv und fiir g,h € G mit g - x¢ = h - x¢ gilt (h~1g) - zg = x0, also
h=tg =: k € G4,. Dann folgt aber

g Gzy = hk Gzy = h Gy,

¢ ist also injektiv, was den Satz beweist. O
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Korollar 2.3.6 FEs gilt:
(i) M&b(H?)  Isom(H?, dp,).
(ii) (H?,dy) is 2-Punkt-homogen.

Beweis. (i) Fir T4 mit A € SLo(R) folgt die Aussage aus der Definition von dj und
2.3.2| Es bleibt noch zu zeigen, dass o(z) := —Z eine hyperbolische Isometrie ist. Seien also
p,q € H? und c € Qg (H?) mit () = z(t) + iy(t). Dann gilt

[(eod)@le _ [=2"®) +iy' Bl _ [«'®) +iy'@le _ )]

Im((ooc)(t))  Tm(—a(t) + iy(t)) y(t) Im(c(t))’

also

ooy @)
d = inf U dty = inf
o0)0@) = _int A [ e Ty ) = it |
womit o eine Isometrie ist.

(ii) Wir zeigen lediglich, dass (H?,dj) homogen bzgl. SLo(R) ist - die 2-Punkt-Homogenitét

IOl )
J, oty 22} = w009

verbleibt als Ubung (Aufgabe 6.2). Wir haben eine Gruppenoperation

. 22 _f[a b oA _az+b
: SLo(R) x H H=, (A_<c d),z) A z.—TA(z)—CZ+d.

Dann heift Homogenitit von H? bzgl. SLy(R) gerade Transitivitit der Gruppenoperation,
dass es also nur eine Bahn gibt. Hierfiir zeigen wir, dass fiir die Bahn von ¢ gilt SLy(R) -7 =

H?2. Aus der Disjunktheit der Bahnen folgt dann die Behauptung. Fiir z = z + iy € H?

wahle
1 0
0 1 0 7
Dann gilt
1 0 1
Ai= ( x) vy L= < x)-(iy)—xﬂ'y,
0 1 0 75 0 1
woraus nun die Homogenitit von H? folgt. O

Beispiel 2.3.7 Wir wollen mithilfe des Bahnensatzes eine algebraische Beschreibung der Halb-

ebene erhalten. Nach

betrachte fir A = (
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Mit 1 = ad — be = a? + b? erhalten wir

—sinf cos6

(SLa(R)); = { ( cos Sin@) ’ 6 e [0, m} ~ SO(2)
Damit erhalten wir die Darstellung
H? = SLa(R) -i = SL2(R) /(SLy(R)); = SL2(R) /SO(2).
Eine analoge Darstellung erhalten wir auch in der ebenen und sphérischen Geometrie:

E2

lle

0(2) x R? /O(2),
§? = 50(3) /S0(2)

wobei die Stabilisatoren des Ursprungs bzw. des Nordpols herangezogen wurden.

2.4 Kiirzeste Verbindungen in (H?, d,)

Satz 2.4.1 Kiirzeste Verbindungen bzw. Geodditische zwischen Punkten in H? sind geeignet para-
metrisierte euklidische Halbkreise mit Zentrum auf der reellen Achse oder euklidische Halbgeraden

parallel zur imagindren Achse.

Beweis. Seien p,q € H?, p # q. Sei K der eindeutige euklidische Kreis mit Zentrum auf der reellen
Achse bzw. die eindeutige euklidische Halbgerade orthogonal zur reellen Achse durch p, q. Nach
Satz und existiert eine Mobiustransformation T4 € M&b(H?) mit A € SLy(R), welche
K auf die imaginiire Achse abbildet. T4 ist eine Isometrie von (H?2,d},), lisst also insbesondere
Langen und Abstinde invariant. Wir konnen also ohne Einschréankung p = ia und ¢ = b fiir

b > a € R annehmen. Sei nun
e Bl — Bt c(t) = a(t) + (1)

eine differenzierbare Kurve mit ¢(«) = ia und ¢(f8) = ib. Dann gilt fiir die hyperbolische Lénge

von ¢

B ! 2 / 2 B 1,/ B,/
Lu(e) = f VI <t>>y & VOP 4 J YOl S f YO g~ iyl - ml,
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Diese Lange wird aber gerade durch das Geradensegment

g:[Ina,lnb] — H?, t el
realisiert. Fiir jede weitere minimale Kurve gilt Gleichheit an jeder Stelle, also insbesondere
2/(t) = 0 fiir ¢ € [«, 8], womit diese auch ein geeignet parametrisierter Teil der imaginiren Achse

als Bild besitzt. ]

Bemerkung 2.4.2 (i) Isometrien bilden Geoddtische auf Geoddtische ab.
(i) Urspringlich sind Geraden bzw. Geoddtische in einem metrischen Raum (M,d) definiert

als abstandserhaltende Abbildungen g : R — M, t — g(t), das heifit mit

d(g(t1),9(t2)) = dr(t1,t2) = [ta — t1]

fiir alle t1,ty € R (Parametrisierung nach Bogenlinge). Eine Parametrisierung der imagi-

ndren Achse (diese ist eine Geoddtische) nach Bogenlinge ist gegeben durch

t
L1
g:R— HZ, tHetizL—i_EZTAt(i), Ay = (e

SRR
)
[N )
N+
N——

denn es gilt

dp(g(t1), g(t2)) = dp(e'ti, e2i) = Ine’2 —Ine* =ty —t;

fiir alle t1,to € R, t1 < to.
(iii) (H?2,dy,) ist eine zweidimensionale, nichteuklidische Geometrie, das heifit das Parallelenazi-

om gilt nicht.

Satz 2.4.3 (Explizite Abstandsformel) Seien z,w € H?, z # w. Die kiirzeste Verbindung

zwischen z und w habe Endpunkte z*,w* auf der reellen Achse. Dann gilt
dp(z,w) = In[z, 2*; w, w*].

Beweis. Sei A € SLa(R) sodass die Mobiustransformation T4 € Méb(H?) die Geodétische zwi-
schen z und w auf die imagindre Achse abbildet. Nach eventuellem Anwenden weiterer M&bi-
ustransformationen der Form

VXHO_p0, s= (Y0 |esnm)

S HEHE, (s s(() = A= 220
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fir A > 0 (Streckung) und

L2 2 N _ b _0c=1
e R

(), V= (0 ‘1) e SL(R)
10
(Vertauschung von 0 und c0) kann man annehmen, dass
Ta(z) =1, Ty(w) = ri, Ta(z*) =0, Ty(w*) = o
fiir ein r > 1. Nach dem Beweis von Satz 2.4.1 erhalten wir
dn(2,w) = dp(Ta(2), Taw)) = dy (i, ri) — ln%i _Inr.

Andererseits gilt fiir das Doppelverhéltnis

[z, 25w, w*] = [Ta(2), Ta(z*); Ta(w), Ta(w*)] = [i,0;ri,00] =

es folgt also die Behauptung. O

Satz 2.4.4 (Weitere explizite Abstandsformeln) Fiir z,w € H? gilt

(i)
dp(z,w) =1 :z:z: J_r }z:ﬂ
(ZZ) ‘z — w’z
cosh (dn(z,w)) = 1+ op S o)
) sinh (1d (2 w)) - £ -]
9 % 2¢/Im(z)Im(w)
(iv) cosh <1d (z w)) = |z — w|
g 2¢/Im(z)Im(w)
(v 1 2 vl
tanh <2dh(sz)> T le—w|

Beweis. Wir beweisen exemplarisch (iii). Der Rest folgt durch Umformen (Ubung, |Aufgabe 7.1)).
Fiir die linke Seite gilt fiir eine Mobiustransformation 74 mit A € SLa(R)

sinh (;dh(z,w)> _ sinh (;dh(TA(z),TA(w))> .
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Aber auch die rechte Sseite ist invariant unter Mébiustransformationen, denn ist A gegeben durch
A= (a b) , so gilt
c d

az+b aw+b
[Ta(2) — Ta(w)| =

cz+d cw+d

(az +b)(cw + d) — (aw + b)(cz + d)
(cz + d)(cw + d)

azd + bcw — awd — bcw
(cz + d)(cw + d)

_ z—u
lcz + d||cw + d|
und mit
Im(T4(z)) = Im (ﬂ) =Im <(CLZ ;zbl(cdj; d)> = |CI;1_£ZC§‘2
schlieflich

[Ta(2) — Ta(w)] |2 — wl I L

24/Im(T4(2))Im (T4 (w)) 2|Cz—|—d||cw—|—d|\/ (z) Im(w) 24/Im(2)Im(w)

lcz+d|? |cw+d]?

also die gewiinschte Invarianz. Sei also L die eindeutige Geodétische durch z und w und Ty €
Mob(H?), welche L auf die imaginiire Achse abbildet. Dann geniigt es nach obigen, die Aussage

fir z = ia, w = b fiir b > a € R zu zeigen. es gilt aber dy,(ia, ib) = lng und

sinh (;dh(ia,ib)) _ % <e“‘\/f _em > (\[ () th—a_ o IZ(;;}I’II(U))’

was zu zeigen war. ]

2.5 Alle Isometrien von (H?, d},)

Wir haben in [Satz 1.7.3| bzw. [Autgabe 3.4] bereits gesehen:

Mob(H?) = PSLy(R) U (PSLy(R) 0 o) .

Korollar 2.11 besagte Mob(H?) < Isom(H?, d). Wir zeigen nun, dass die Mobiustransformatio-
nen bereits alle Isometrien der Halbebene sind.

Satz 2.5.1 Es gilt Isom(H?, d},) = Mob(H?).

Beweis. Es ist noch Isom(H?,dj,) € M&b(H?) zu zeigen. Sei also ¢ eine beliebige Isometrie von

(H2, dy), das heikt fiir alle z,w € H? gilt dy(¢(2), p(w)) = dp, (2, w). Wir wissen bereits, dass ¢
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Geodaétische auf solche abbildet. Die imaginére Achse I ist eine hyperbolische Geodétische, ¢(T)
also ebenfalls. Dann existiert jedoch eine Mobiustransformation m € Mob(H?) mit m(¢(I)) = 1.
Nach weiterem Anwenden von Mobiustransformationen der Gestalt z — Az fiir ein A > 0 sowie
z — 1 gilt ohne Einschrinkung (m o ¢)(i) = i sowie (mo ¢)([i,0)) = [i,00) und (mo¢)((0,4]) =
(0,7]. Da m, ¢ Isometrien sind, wird I also von mo¢ punktweise festgehalten. Sei nun z = x+iy €

H? ein beliebiger Punkt der Halbebene sowie w := (m o ¢)(z) = u + iv. Nach Satz 2.13(iii) folgt

dann
|2 — | = dp(z,it) = dp((mo ¢)(2), (mo @) (it)) = dp(w,it) = woitl
24/Im(z)Im(it) 2+4/Im(w)Im(it)

also

|z +i(y —t)] _ lu+i(v—1)]

2\/yt 24/vt

und schliellich
(z> + (y—t)*)v _ (W + (v =1)*)y

12 12

Fiir ¢t — o folgt ¥ = v und damit auch 22 = u?. Letzteres impliziert z = +u.
Fall (a) Gilt x = u, so ist (mo ¢)(z) = w = u +iv = x + iy = z, wegen der Stetigkeit von

(m o ¢) also bereits m o ¢ = id. Damit ist ¢ = m~! eine Mobiustransformation.

Fall (b) Gilt x = —u, so ist (mo ¢)(2) = w = u+iv = —x + iy = —%Z = o(z) und wegen
der Stetigkeit wiederum m o ¢ = ¢. Damit ist auch in diesem Fall ¢ = m~! o ¢ eine
Moébiustransformation und es folgt die Behauptung. O

2.6 Das Einheitskreismodell der hyperbolischen Geometrie

Betrachte die Einheitskreisscheibe D? = {2z € C | |z| < 1} < C. Erinnerung: Die Mobiustransfor-

mation
12+ 1
z+1

m:C— C, Z—

bildet die obere Halbebene H2 auf D? ab. Insbesondere bildet m auch R auf S! ab.

Definition 2.6.1 Fiir eine Kurve ¢ : [a,b] — D? mit c(t) = x(t) + iy(t) definieren wir die

hyperbolische Lingenmessung in D? durch
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Mit der bereits bekannten Notation
Qpg(D?) 1= {c € Qyq | c(t) € D? fiir alle t € [a,b]}
erhalten wir durch
dp :D* xD* — R, (p,q) = dji(p,q) := infeeq,, m2) L} (c)

eine Langenmetrik auf D?.

Bemerkung 2.6.2 Die Punkte in S, dem "Rand” von D? sind gerade dadurch charakterisiert,
dass sie unendlichen Abenstand von allen anderen Punkten in D? besitzen. Wir bezeichnen daher

S' auch als den Rand im Unendlichen von D?. Analog ist R der Rand im Unendlichen von H?.

2.7 Riemannsche Metriken und Winkel

Definition 2.7.1 Sei U < R? offen und Sym(2) die Gruppe der positiv definiten, symmetrischen,

reellen 2 x 2-Matrizen. Dann ist eine Riemannsche Metrik g auf U eine Abbildung

U — Svm — () > alp) = [911(Zy) g12(z,y)
g:U—35m@),  »p=(y)-90) (g;(:ﬂ,y) gzz(x,y)>’

wobei die Funktionen g;; differenzierbar sind. Dann definiert g(p) ein Skalarprodukt auf T,U =
{p} x R? = R2. Damit haben wir eine Lingen- und Winkelmessung auf 7; »U gegeben: fiir u,v €

T,U gilt

fuly == Vo@) w0 = /T glpu,  cos x(u,v) = VIR

lulplvly

Fiir eine differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] — U gilt ¢/(t) € ToyU und mit

b b
Ly(c) = f Vale®)(@(t). ¢ (t)) dt = f I/ () leey dt

einen Léngenbegriff fiir differenzierbare Kurven.

Beispiel 2.7.2 (i) Die euklidische Metrik auf R? ist gegeben durch die konstante Riemannsche

Metrik
g(p) = g(x,y) = (é ?)



2.8 DER HYPERBOLISCHE FLACHENINHALT 39

(ii) Die hyperbolische Metrik auf H? ist fiir (z,y) € H? gegeben durch

Lo 1 (10
—_ 2 [ —

(iii) Die hyperbolische Metrik auf D? ist fiir z € D? gegeben durch

T 0 4 10
2) = [ TP - .
7 ( 0 <1|i|2>2> (1= [2%)* (O L

Offenbar unterscheiden sich die beiden hyperbolischen Metriken von der euklidischen nur um

einen konformen Faktor.

Definition 2.7.3 Der Riemannsche Winkel zwischen zwei sich schneidenden Kurven ist der

Winkel zwischen den Tangentialvektoren um Schnittpunkt.

Proposition 2.7.4 Der Riemannsche Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geoddtischen in

D? oder H? stimmt mit dem euklidischen Winkel iiberein. (Ohne Beweis.)

2.8 Der hyperbolische Flacheninhalt

Der hyperbolische Flicheninhalt einer Teilmenge A < H? ist definiert als

1
(A :=J — dzdy,
(4) P

falls das Integral existiert.

Satz 2.8.1 Der hyperbolische Flacheninhalt ist invariant unter Isometrien.

Beweis. Nach [Satz 2.5.1| und [Korollar 1.7.4] geniigt es zu zeigen, dass fiir 7' € PSLa(R) gilt

fiir alle Teilmengen A < H? (denn der Flicheninhalt ist invariant unter o). Wir erinnern uns an

den Transformationssatz aus der Analysis: Fiir einen Homéomorphismus ¢ gilt

| swas= | o) 1aet Do(x) .
o) U

Schreibe nun

az +b ax + b+ iay
(z =2 +iy) cz+d cx +d+icy
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(ax + b + iay)(cx + d — icy)
(cx + d)? + (cy)?
(ax + b)(cx + d) + acy? + i(ay(cx + d) — cy(azx + b))
(cx + d)? + (cy)?
(ax +b)(cx + d) + acy®  ay(cx + d) — cy(ax + b)

(cx + d)? + (cy)? ! (cx + d)? + (cy)?
B acx?® + adx + bex + acy® + bd ; Y
B (cx +d)? + c?y? (cx +d)? + c?y?

Fasse T also als Abbildung

(ax + b)(cx + d) + aczy Y >
(cx+d)?+ (cy)? ' (cx+d)?+ (cy)?

TR SR, (ny) — (Ti(ey), To(y)) = (

auf. Fiir die Jacobimatrix gilt

cx+d)2—c2y? 2cy(cx+d
6T1 (95 Y) 6T1 (x Y) (((cz:_d))2+c2yy2)2 ((Cx+€l()2:;2;2)2
DT(J}, y) B (9T (9T - —2cy(cz+d) (cx+d)2—c?y? ’
G (95 y) G2 (95 Y) (et d)2+2yD)?  ((catd) 2+ c2y?)?
also
1
det DT = .
¢ (z,y) ((cx + d)? + c?y?)?
Mit h(z,y) = % folgt wegen
cx + d)? + 2y?)?
(hoT)(z,y) = LD+ V)
Y
schlieflich
p(r) = [ dady
T(A) Y
= | (nom)@w) det DT ()] dady
A
2.2\2
J (cz + d)? + c°y?) 1 dudy
A ((cx + d)? + c2y?)?
dzdy
- |7
= u(4),
was zu zeigen war. ]

Definition 2.8.2 Ein hyperbolisches Polygon P mit n Seiten ist ein von n Geodéatischen be-
schrankte Teilmenge von A = H2 UR bzw. von D° = D U S'. Schneiden sich zwei der Geoditi-
schen in einem Punkt S, so heiftt dieser Schnittpunkt Fcke von P. Beachte: Ecken im Rand im

Unendlichen sind erlaubt (wéhrend es fiir Seiten nicht erlaubt ist).

Beispiel 2.8.3 Im folgenden wollen wir hyperbolischen Dreiecke (3-Gone) diskutieren. Dabei

unterscheiden wir, wie viele der 3 Ecken auf dem Rand im Unendlichen liegen.
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(i) Sind keine Ecken im Unendlichen, so haben Dreiecke die Gestalt

|

(iii) Sind zwei Randpunkte im Unendlichen, so erhalten wir

\\\
N _
\\ N /// |
N
\ \ 4 I
’
\ \ , !
\ \ / I
\ \ / I
1 (I I
L - 1

(iv) Sind letztlich alle drei Ecken im Rand im Unendlichen, so ergeben sich Bilder

Satz 2.8.4 (Satz von GauRk-Bonnet fiir hyperbolische Dreiecke) Der Flicheninhalt eines

hyperbolischen Dreiecks ist allein durch die Winkel bestimmt. Genauer gilt fiir ein Dreieck A mit

Winkeln «, B, die Gleichung
/’L(A) :71'—0[—5—’}/,

also insbesondere a + 5+ v < .

Beweis. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall (a) Es gibt eine Ecke E von A im Rand R U {co}. Nach Anwendung einer Mébiustransfor-
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mation gilt ohne Einschrdnkung F = c0. Nach Anwenden von z — z + k fiir ein k € R und

2 +— Az fiir ein A € R liegt die Seite ¢ auf S'. Dann erhalten wir folgendes Bild:

Fiir den Flécheninhalt gilt dann mit b = cos 3, a = cos(m — «)

1
f — dady
A

1
5 dady

A
1(A) ”
b roo
L V1—z2 yi

J, 7=
— dx
o V1—22

B 1
- | 71—00529(*81110)(19
= —(B-(r—a))
=71T—a—fF—"7.

Fall (b) Es sei nun keine Ecke auf dem Rand im Unendlichen. Durch das Verldangern einer Seite

bis auf den Rand erhalten wir zwei neue Dreiecke A; und As wie abgebildet:

Dabei ist Ay das von den Winkeln «, 5+ 46, € und Ay das von den Winkeln 4, m —, € Dreieck
und beide haben eine Ecke im Rand im Unendlichen. Mit Fall (a) folgt dann

wA) = p(A1) —p(Ag) =(r—a—(B+6) —(r—6—(m—7))=m—a— -7,

was zu zeigen war. ]
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2.9 Trigonometrie der hyperbolischen Ebene

Erinnerung: Im Euklidischen haben wir folgende Identitéten fiir ein Dreieck A mit Winkeln

a, B,y und Seiten a, b, ¢ gegeniiber von «, 3,7:

(i) Sinussatz: Es gilt
a b c

sina sinf  siny’

(ii) Kosinussatz: Es gilt

? = a® +b? — 2abcosy

(fiir die Beweise Siehe [Aufgabe 1.1]).Im Hyperbolischen gelten &hnliche Beziehungen.

Satz 2.9.1 Sei A ein hyperbolisches Dreieck mit Seiten a,b,c und Winkel o, 3,7.

(i) Sinussatz: Es gilt
sinha  sinhb  sinhc

sin sin 3 siny

(ii) 1. Kosinussatz: Es gilt
cosh acoshb — cosh e

cosy = sinh a sinh b

(11i) 2. Kosinussatz: Es gilt

cos acos B + cosy
coshe = - - .
sin asin 3

Beweis. (ii) Wir benutzen das Einheitskreismodell. Seien E,, Ej, und E, die entsprechenden

Ecken gegeniiber von a,b und c¢. Ohne Einschrankung sieht A aus wie folgt:

also E. = 0, Im(E,) = 0 und Re(E,) > 0. Wir benutzen die aus der Ubung bekannte

Formel

1
dy(0,7) = In l rr

- T
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fir0<r<1. Da
2

tanhl‘zl—m

konnen wir schreiben

b .
E, = tanh —, Ey, = e tanh g,
2 2
wobei wir die Kurzschreibweisen
b =d;(0, E,), a = dj (0, Ey)

benutzen. Weiter ist
coshe = cosh (dj(FEq, Ep))

1 2
= 2sinh (2dz(Ea,Eb)> +1

|Ea _Eb‘Q

= B B

+ 1.

Die Giiltigkeit der letzten Gleichung macht man sich dadurch klar, dass sie fiir £, = 0,
Ey = r > 0 gilt und beide Seiten invariant unter Mobiustransformationen sind. Nun folgt

|Ea - Eb|2

(AR e

coshe = 2

= cosh acoshb — sinh asinh b cos~y,

wobei man fir die letzte Gleichheit E, = tanh% und Ep = tanh § einsetzt und Additi-
onstheoreme verwendet. O

Wegen (ii) gilt

sinh ¢ 2 _ sinh? ¢ _ (sinh a sinh bsinh ¢)?
sin~y o (COSth}TSh-b_thShC)Q ~ (sinh asinh b)2 — (cosh a cosh b — cosh c)?2
sinn a sin
B Z(a,b,c)
" N(a,b,c)’

Um (i) zu zeigen, geniigt es also zu zeigen, dass (*) symmetrisch in a,b,c ist. Fiir den
Zihler ist das offensichtlich, fiir den Nenner folgt mit cosh? # — sinh? z = 1 und den Kurz-

schreibweisen C' = cosh, S = sinh und A = N(a,b,c) — N(b, ¢, a) beispielsweise

A = 5(a)’S(b)* — (Cla)C(b) — C(e))?* = 8(b)*S(c)* + (C(b)C(c) — C(a))?
= S(a)QS(b) C(a)?C(b)* = C(c)* = 5(b)*S(c)* + C(b)*C(e)* + C(a)
= S()? (S(a)* — S(c)?) — C(b)* (C(a)® — C(c)?) + C(a)* — C(c)?
= S(b)* (S(a)* — S(c)?) + (C(a)* — C(c)*) (1 — C(b)?)
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S(b)* (S(a)® — S(c)?) — (C(a)* = C(e)?) S(b)?
S(1)? (S(a)? — S(c)? — C(a)? + C(c)?)
= S(b)*(-1+1)

= 0.

Die anderen beiden Symmetrien zeigt man analog.

(iii) Setze A := cosha, B := coshb, C := cosh c. Dann folgt aus (i)

AB —-C
cosy = ,
T VR VB -1
wobei erneut die Identitit cosh? z — sinh? z = 1 benutzt wurde. Damit erhalten wir
. s (A2-1)(B2-1)- (AB - C)? D
—1— — —
S s (A2 1)(B2—1) (A2 1)(B2 1)

mit
D:= (A2 -1)(B*-1) - (AB—C)> =1+ 2ABC — (A® + B*> + C?).

Aus dieser Gleichung folgt D > 0 sowie Symmetrie von D in A, B, C. Entsprechend erhalten

wir Formeln fiir cos «, cos 3, sin « und sin 3:

BC - A 5 CA-B
COS ¥ = s COS =
VB2 —1/C2 -1 VC?2 —1/A2 -1
. vD in vD
sino = R smp =
VB2 —-1/C% -1 VAZ —14/C? -1

und es folgt
cos a.cos 3 4 cos 7y (BC — A)(CA—B) +(C?>-1)(AB - O) ' VA2 —1V/B2 - 1(C? - 1)

sin asin VAZ —1V/B2 - 1(C? - 1) vDvD

_ (BC—A)(CA—-B)+(C*—-1)(AB—C)
B D
B ABC? — B>C — A’C + AB + ABC? - AB - C® - C
B D
_ C(2ABC —B*—-A*-(C?—1)
B D
= C’

die Behauptung. ]

Satz 2.9.2 (Parallel-Winkel) Sei A ein hyperbolisches Dreieck mit Winkeln o = 0,8 = § und
einer endlichen Seite a. Dann gilt fir den 3. Winkel p(a) := B,

1
cosha’

sinp(a) =
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Beweis. Durch Isometrien kénnen wir das Dreieck auf folgende Weise annehmen:

das heifst, der Winkel 0 wird in der Ecke im Unendlichen angenommen und «a ist auf dem Ein-

heitskreis. Nach der hyperbolischen Abstandsformel aus [Satz 2.4.4 gilt dann

Tl if*

h
cosha STmz

L (250 (33 - 6))°
2sin B,
sin 3, + 2sin? (g — %)
sin B,

a2 ()

sin B,

1
sin 8,

was zU zeigen war. O

2.10 Hyperbolische Dreiecke sind diinn

Satz 2.10.1 Sei A = pqr ein Dreieck mit Eckpunkten p,q,r in H? und x € pq. Dann existiert
ein Punkt y € pr U qr, sodass fiir den hyperbolischen Abstand dp(z,y) gilt

dn(w,y) < (1 + V).
Dabei ist § := In1 + /2 eine uniforme, vom Dreieck unabhingige Konstante. Fiir
Ug(ﬁ) = {Z € H? ‘ dh(z,ﬁ) < (5}

besagt der Satz gerade
pq < Us(pr) v Us(qr).

Achtung: Diese Aussage gilt im Euklidischen nicht!
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Fiir den Beweis benotigen wir die folgenden drei Lemmata:

Lemma 2.10.2 Seien g1, go vertikale Geodedtische in H?. Falls p € g1 gegen die reelle Achse
geht, wachst der Abstand dp(p, g2) monoton.

Beweis. Ohne Einschréankung sei go = iR die imaginéire Achse.
At

92

Ist p’ nun naher an der reellen Achse als p, so gilt, da z — Az eine Isometrie ist

dn(g2,1") = dn(25,7) = dn(20,) = dp(p, Xi) = dn(g2,p),
woraus die Monotonie folgt. O

Lemma 2.10.3 Seien p,q Punkte auf einem geoditischen Halbkreis in H? mit
p = (Acos ¢, Asin @), q = (Acosf, Asinf)

mit 0 > ¢. Dann gilt
sin (1 + cos @)

RS T EORP)
dn(p: ) = In sin ¢(1 + cos )

Beweis. Da z — Az Isometrie ist, gilt dy(p,q) = dp(p’,¢’) mit

p’ = (cos ¢, sin @), q = (cosf,sinf).
p’, ¢ liegen auf dem Einheitskreis, welchen wir parametrisieren durch

c:]0,2nr] — C, t — c(t) = (cost,sint)

mit |/ (¢)] = 1 fiir alle ¢ € [0, 27]. Das abstandsrealisierende geodétische Segment ist dann gerade

c|[¢,9) und es folgt

P 0 . 9
ol 1 sint

o) — o (o) — ”C(dt:Jdtzl

n(p, q) n(P',q) s sint P sint n1+cost P
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und damit die Behauptung. O

Lemma 2.10.4 Sei g eine Gerade in H? und p € H?, p ¢ g. Dann gilt fir den Lotfuflpunkt p’ € g

dn(p,g) = min dn(p,q) = dn(p,p").

Beweis. Sei q € g, sodass die Geodétische ¢ zwischen ¢ und p mit g den Winkel a # 7 einschlieft

(¢ also kein Lotfufspunkt). Dann gilt nach dem Sinussatz

inh inh d /
sinhc = SH;, ¢ = St h(p’p) > Sinhdh(p7p,)7
b S1n &«

also gerade ¢ > dj(p,p’), was zu zeigen war. O

Beweis von Satz 2.10.1. Sei A = pgr < H? ein hyperbolisches Dreieck, ohne Einschrinkung sei
dabei pg < S!' und Re(p) = Re(r) (Jedes Dreieck ist kongruent zu einem solchen speziellen

Dreieck).

Die folgenden Operationen vergréfsern das Dreieck und damit den Abstand von x zu pr u qr:
(i) Bewege r in Richtung co. Dann bleibt der Abstand von x zu pr unverdndert, wihrend der
Abstand von = zu gr grofer wird.
(ii) Verschieben von p in Richtung p’ = —1 bzw. ¢ in Richtung ¢’ = 1 (entlang des Einheits-
kreises) vergrofert A und die beiden Abstédnde ebenfalls.

Wir erhalten also ein ideales Dreieck (mit groftmoglichen Abstédnden):
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/

p=-1 ¢ =1

Im néchsten Schritt iiberlegen wir uns, fiir welche Wahl von 2 der Abstand von z zu p/r’ U ¢/r’

maximal wird.

(iii) Nach [Lemma 2.10.2| vergréfert sich der Abstand von z zu p/’r’, wenn man x in Richtung
¢’ verschiebt monoton. Analog vergrofert sich der Abstand von z zu ¢/r/, wenn man z in
Richtung p’ verschiebt monoton. Der maximal Abstand von z zu beiden Seiten wird also

gerade durch = = i realisiert.

Damit ist nach der Abstand von z zu der Vereinigung der beiden Seiten gerade die

Lénge des geodétischen Segments zwischen = = i und f, dem Lotfulpunkt auf (beispielsweise)

/0!

pr.

Nach |Lemma 2.10.3| gilt also

- 3 1
(e T = [
z sin Y
T sing B sing

1+cos% 1+cos§
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1
0—In—Y2
1+ %

In(1 4+ v/2).

Da durch die Wahl von A = p'¢’r’ ein Dreieck mit groftmoglichen Absténden gegeben ist, folgt
die Behauptung fiir alle hyperbolischen Dreiecke. O

2.11 Lineare isoperimetrische Ungleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir einen weiteren Unterschied zwischen der euklidischen und hyper-
bolischen Geometrie betrachten. Betrachte zunéchst den euklidischen Fall:

Es bezeichne gﬁ(RQ) die Menge aller relative kompakten Gebiete des R? mit stiickweise glattem
Rand. Fiir Q € G%(R?) bezeichne A,(Q) den euklidischen Flicheninhalt von A sowie L¢(0Q) die
euklidische Lénge der Randkurve 0€2. Dann gilt die euklidische, quadratische isoperimetrische

Ungleichung
1

A.(Q) <
() < -

L2(09)

mit Gleichheit genau dann, wenn €2 kongruent zu einem Ball mit Radius R um 0 ist. Zur Herlei-

tung der Ungleichung betrachte die euklidische isoperimetrische Konstante

. L.(09)
IL(R?) := f )
(R%) 0eg% (22) Ac(Q)

Schétze nun wie folgt ab: Sei l := L.(0€2) und wihle xg € 0S2. Unterteile dann 02 in Segmente der
Lange 1 und erhalte durch Verbinden der durch die Einteilung entstehenden Punkte "Dreiecke"
mit Seiten ~ d, d, 1, wobei wegen der Dreiecksungleichung d < [ gilt. Dann kénnen wir die Fliche
von (2 stiickweise aufaddieren und erhalten

d l2
— ] — _ < _
Ae(Q) = E {Dreiecke} = 1 5

1
5 = 5L20Q).

Fiir die euklidische isomperimetrische Konstante gilt folglich I.(R?) = 0.

Fiir den hyperbolischen Fall definieren wir analog

mit den entsprechenden hyperbolischen Gréfen. Sei nun Q € G% (H?). Zur Vereinfachung nehmen
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wir an, dass 021 der Graph
o = {(z, f(x)) e H? | x € [a,b]}

einer Funktion f sei.

00y
o
a b
Dann ist
P VI (@) b1
Lp(092) = Lp(0) + Lp(0Q2) = Lp(0€) = . f@) do = o f(@) o
sowie
b 0 b o0 b
R N e N - I
a \Jr@) v al Ylf@ o F(@)
also

Ap(2) < Lp(09).
Dies hat eine lineare isoperimetrische Gleichung zur Folge und es gilt

= 1.

. Ly (09)
I, (H?) = f
n(H) Qeg}r%(HQ) Ap(9)

Indem wir in das Einheitskreismodell der hyperbolischen Geometrie wechseln, zeigen wir im
Folgenden, dass die Abschitzung fiir Bélle optimal ist, Gleichheit also gerade durch Bélle (wie
im Euklidischen) auftritt. Fiir R > 0 sind hyperbolische Bille bzw. Kreise mit Radius R um 0
gegeben durch

Br(0) := {z e R? | d}(0,2) < R} < D?

0Br(0) := {z e R? | d}(0,2) = R} = D?

Beachte: Mengentheoretisch entspricht 0Bgr(0) gerade einem euklidischen Kreis mit Radius p,
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wobei der Zusammenhang zwischen R und p gegeben ist durch

P2d 1
sz r2=1n +p’
o 1—7 1—-0p

also

_eR—l _coshR—l
pieR—i-li sinh R

Dann gilt fiir die Fliache von Bg(0)

2T rp 27 2 2 4 2
An(BR(0)) :f A drdazf P ap ="

o Jo (1—12)? o 1=p° 1—p?
und mit
121 coshR—1 2_2(coshR—1)
r= sinh R ~ sinh?R
also
47 p? p?sinh? R (cosh R —1)? R
An(B = =2 = =2 hR—1)~2
n(Br(0)) 1—p? Teosh R — 1 TcoshR -1 m(cosh B —1) ~ 2me

fir R » 1, wobel psinh R = cosh R — 1 genutzt wurde. Fiir die Lénge der Kreislinie dBg(0)

rechnen wir

27

2p 4mp (psinh R) sinh R _ R
Ly(0B = = =2 =2 hR~2 .
n(0Br(0)) Jo 2 do =2 L 7 sin e
Insgesamt gilt damit
Lh(aBR(O)) . 27w sinh R R—0 1

Ap(Bgr(0))  2m(coshR —1)

und damit gilt fiir die hyperbolische isoperometrische Konstante

I,(H?) = I,(D?) = 1.



Kapitel 3

Hyperbolische Parkettierungen und
Fuchssche Gruppen

3.1 Parkettierungen und Gruppen

Die allgemeine Situation ist die folgende: Gegeben sei ein metrischer Raum (X, d) sowie eine
abgeschlossene Teilmenge P < X. Eine Parkettierung bzw. Pflasterung von X mit Fundamen-

talbereich P ist eine Uberdeckung X = U;e; P mit einer abzéhlbaren Indexmenge I, sodass

el
gilt:
(i) Fiir jedes i € I ist P; = T;(P) fiir eine Isometrie T; € Isom(X). Insbesondere sind alle P;
kongruent zu P.
(ii) Fiir je zwei i # j in I gilt P A Pj = &.
Beispiel 3.1.1 (i) R? lisst sich beispielsweise durch gleichseitige, kongruente Dreiecke oder

Quadrate parkettieren. Auch Variationen sind mdoglich, haben aber eine geringere Symme-

trie zur Folge. Die Symmetriegruppe der Parkettierung

von R? besitzt beispielweise Z? als Untergruppe, denn sie ist invariant unter Translationen
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in z- und y-Richtung. Allgemeiner gilt fiir eine Parkettierung P
G := {Ti}ier) < Isom(X) n Sym(P).

(ii) Die Sphiire X = S? lisst sich durch die vier Viertelsphiren parkettieren.
(iii) Betrachte Die Parkettierung

Dann ist die Symmetriegruppe gegeben durch die zyklische Gruppe G der Ordnung 6,

erzeugt von den Rotationen T um den Winkel %.

Operiert nun umgekehrt eine Gruppe G auf X, so erhalten wir eine dazugehorige Parkettierung
auf X (Modell fiir den Bahnenraum). Dies wollen wir im Folgenden explizit beschreiben. Sei
(X, d) ein zusammenhéngender, metrischer Raum und G < Isom(X) eine Gruppe von Isometrien
von X. Dann operiert G diskret auf X, falls jede Bahn G-z := {g -z | g € G} € X diskret ist,

das heifst fiir jedes x € X ein ¢, > 0 existiert, sodass

fir alle g € G\{eq}.

Beispiel 3.1.2 (i) Z operiert diskret auf R durch Translationen:
CZXxR—R, (ki) k- t=k+t.
(ii) Analog opertiert Z? diskret auf R? durch
172 x R? — R?, ((k, D), (x,y) — (k1) - (z,y) = (z+ k,y+ 1)
(iii) Betrachte nun die hyperbolische Isometrie
T :H? — H?, z— 2z.

Dann ist (T) = {..., T2, 771,id, T,T?,...} = Z und erhalten dadurch eine diskrete Ope-

ration auf H? (Achtung: Funktioniert im Euklidischen nicht, da z > 2z keine euklidische
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[sometrie ist).

(iv) Die Gruppe PSL(Z) < PSL2(R) operiert diskret auf H? (siehe spiter).

Satz 3.1.3 (Dirichlet-Parkettierung) Sei G eine abzdhlbare Gruppe, welche diskret auf einem
metrischen Raum (X, d) operiere und p € X ein Punkt in X, der durch kein Element aus G\{eg}

fiziert werde. Dann ist der Dirichlet-Bereich von G zentriert in p

D,(G) = {zeX |dx,p) <d(z,g-p) fir alle ge G}
<d

= {zeX |d(zp) (g - x,p) fir alle g € G}

ein Fundamentalbereich P fiir eine Parkettierung P von X . Dabei gilt die Mengengleichheit wegen

der Invarianz von d unter Isometrien.

o

Bemerkung: Jede Bahn von G trifft jeden Punkt von D,(G) genau einmal.

Beweis. Sei D := D,(G) und y € X beliebig. Wir miissen zeigen, dass y in einer Bahn ¢ - D fiir
ein g € G enthalten ist. Betrachte nun die Bahn G -y von y. Nach Voraussetzung ist G - y diskret,
es existiert also yo € G -y mit d(yo,p) = mingec d(g - y,p). Dann ist aber d(yo,p) < d(g - yo,p)
fiir alle h € G, also gerade yg € D. Wegen G -y = G - yg folgt der erste Teil der Behauptung. Es
bleibt noch zu zeigen, dass die Inneren der Translate disjunkt sind. Hierfir geniig es zu zeigen,
dass falls z1,z9 € lo) flir 1 # 9, dass dann x1 und x5 nicht zu derselben Bahn gehoren. Wir
iberlegen uns hierfiir zunéchst, dass falls d(z,p) = d(g - x,p) fir g € G\{eg} gilt, dass dann

d(z,p) = d(z,g~ ' - p) und = damit in der Mittelebene von p und g=1 - p

M(p,g~") = {ze X | d(x,p) = d(z,g~" - p}

liegt. Dann gilt entweder x ¢ D oder x € dD. Insbesondere gilt dann fir x € D also d(z,p) <

d(g-x,p) fiir alle g € G\{eg}. Sind nun also z1 # x2 in derselben Bahn, also 25 = go - x1, so folgt

d(.’lﬂ'l,p) < d(go : :I;lap) = d(.’lﬁ'g,p) < d(g(]_l : :I:Q,p) = d(l’l,p),

ein Widerspruch. ]

Beispiel 3.1.4 (i) Betrachte die Gruppenoperation von Z auf R von oben. Dann wird p = 0
in R von keinem k € Z\{0} fix gelassen und Anwenden von Satz 1.3 liefert den Fundamen-
talbereich Dy(Z) = [—%, %] Die relevanten Mitteleben sind dabei M(0,1) : z = % sowie
M(0,-1):z = —3.

(i) Analog liisst sich dies fiir die Gruppenaktion von Z? auf R? anwenden.
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RN I Qg E

Als Fundamentalbereich er gibt sich nun D(q ¢y(Z?) = {(z,y) € R? | |z| < 5yl <3l
(iii) Das Beispiel aus (ii) ldsst sich verallgemeinern. Fiir zwei linear unabhéngige Vektoren
v1,v9 € R? ist G := {mwv1 + nvy | m,n € Z} = Z?und wir erhalten durch die Mittelebenen-

konstruktion ein Hexagon als Fundamentalbereich.

-
e

(iv) Betrachte T : H? — H?, 2z + 2z. Dann ist i nicht fixiert und G = (T) =~ Z operiert

auf H2. Die Mittelebenen sind diesmal hyperboilsche Geodétische, also Halbkreise und wir

erhalten folgenden Fundamentalbereich:
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Satz 3.1.5 Die Gruppe

SL,7Z = {T _ <“ b) € SL,R
c d

operiert durch Mobiustransformationen diskret auf H?, d.h. alle Bahnen sind diskret.

a,b,c,deZ}

Bemerkung 3.1.6 Die Gruppe SLoR wird mit der von R* induzierten Teilraumtopologie verse-

hen.

Lemma 3.1.7 Sei 2y = x¢ + iyo € H? und K < H? kompakt. Dann ist die Menge

b azog+b
E, =E=<{T=[% LoR | T 2o = K
0 { (c d>682 ‘ “0 czo+de }

kompakt in SLoR.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass E abgeschlossen und beschrinkt beziiglich der von R* indu-

zierten Teilraumtopologie ist. Die Abbildung

U : SLyR — H2 (a b)HaZ0+b

c d czo+d

ist stetig, also ist £ = W™1(K) als stetiges Urbild einer kompakten Menge abgeschlossen. Es

a b
c

bleibt also noch die Beschrianktheit zu zeigen. Dabei ist T = € SLoR beziiglich der

Teilraumtopologie beschrankt genau dann, wenn die Koeffizienten a, b, ¢, d beschrankt in R sind.

Nun ist K beschriankt in H?, das heift es existiert eine Konstante M; > 0, sodass

azg+ b
U(T)| = <M
(T)] czo + d‘ !
fiir alle T = [ ¢ b € SLoR, denn eine beziiglich dj, beschrinkte Menge ist auch euklidisch
c

beschriankt. Weiter ist K kompakt in H?, es gibt also My > 0, sodass

Im¥(z0) = Im 35312 - (azojz?ffz]); Y arij;il;izo B |cj:f(21|2 > Mo
Damit folgt
lezo + d| < IE\IZO
sowie
Im zg

lazg + b] < My|czo + d| < M,

My
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Wegen

lazo + b = |a(zo + iyo) + b = v/(ayo)? + (azo + )% > |ayol

folgt damit

o < Mo, [Imzo
lyo| V' Mo
und
Im z 2z
b = |azo + b — az| < |azo + b + |azo| < M)y 0 <1+|0’>'
M lyol
Analog zeigt man die Beschrianktheit von ¢ und d und erhélt die Behauptung. ]

Beweis von Satz 8.1.5. Sicherlich ist SLyZ diskret in SLoR.Sei nun 2o € H? und € > 0. Die Menge

S = {T:(“ 2)eSLQZ‘T-zozaZO+beB€(zO)}

c czp +d
B fa b _azo+b
= {T-(C d)eSLQR‘T ZO—CZO+dEBe(Zo)}ﬁSL2Z

ist als Durchschnitt einer kompakten mit einer diskreten Menge endlich. Durch verkleinern von
€ erreicht man

Bc(2z0) N Be(T - 29) = Be(z0) n'T - Be(20) = &

fiir alle T' € SLoZ\{id}, was den Satz beweist. O

Im Folgenden wollen wir nun den Dirichlet-Bereich fiir SLoZ konstruieren.

Bemerkung 3.1.8 Ist (X,d) ein metrischer Raum und p,q € X, so ist die Mittelgerade gegeben
durch
Mpq = {ZL‘ €eX | d(pa .fL') = d(Q7$)}

Diese entspricht im Euklidischen der Mittelsenkrechten. Sind nun p,q € H? beliebige Punkte, so
lassen sich wegen der 2-Punkt-Homogenitdt der hyperbolischen Ebene p,q in die spezielle Lage

p =z und q = —Z dberfihren:

p MT
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Durch die expliziten Abstandsformeln rechnet man nach, dass in der speziellen Lage die Mittel-

gerade gerade durch die imagindre Achse gegeben ist.

Fiir die Konstruktion des Dirichlet-Bereichs benttigen wir einen Punkt, der nicht fixiert wird.

Lemma 3.1.9 Fir A\ > 1 gilt T(\i) # \i fir alle Mobiustransformationen T € SLoZ\{+id}.

a b

Beweis. Sei T = d) € SLoZ, das heifit es gilt a,b, ¢, d € Z sowie ad — bc = 1. Fixiert T nun
c

Ai, so erhalten wir

Aai+b  (aXi+b)(d—c)hi)  bd+ acA? i

Ni = T(M) = _ _ .
P=TWN) =50 a X2 1 2 ) CIRRp PRy VR

Koeffizientenvergleich liefert zum einen ¢2\? + d? = 1, woraus wegen A > 1 bereits ¢ = 0 und
damit d = +1 folgt. Weiter ist bd + acA\?> = +b = 0, also auch b = 0. Die Normiertheit impliziert
schlieRlich a = d, also T' = +1,, womit die zu T assoziierte Mobiustransformation also bereits

die Identitat ist. ]

Wir kénnen nun also p = A¢ als Zentrum fiir den Dirichlet-Bereich wahlen.

|

Satz 3.1.10 Das geoddtische Dreieck

A:{zeH2 | |2| = 1, |Rez| <

N

ist der Dirichletbereich Dy;(SLoZ) von SLoZ zentriert in Ai.

Beweis. Die Isometrien
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sind in SLeZ (und erzeugen die Gruppe sogar) und es gilt

S(0)=0, SO =w,  S(i)—1i S()\z’):%i.

Die drei Mittelgeraden von T'(Ai), T~1(\i), Ai und S(\i) sind gerade die Seiten von A.

\
\
~.
’

19))
—
>
<.
N~—

[ e e
—_

Dies zeigt bereits Dy;(SL2Z) < A. Angenommen es gelte keine Gleichheit. Dann ist A kein

Fundamentalbereich, also iiberlappen sich die Translate von A, das heiftt es gibt z € A und

R € SLoZ sodass R(z) € A SeiR= [ Z) Dann gilt
c

lcz +d* = *z)? + 2|ed|Rez + d?

4 d* —|cd|

vV

(el = [d])* + ed]

=1

)

wobei die letzte Gleichheit gilt, da der Term ganzzahlig, nichtnegativ und verschieden von Null
ist, denn andernfalls wiire |c| = |d| und 0 = |ed| = |c|? und damit ¢ = d = 0, ein Widerspruch zu

ad — bc = 1. Damit erhalten wir die strikte Ungleichung

ImR(z) = 5 <Imz.

ez +df?
Dasselbe Aurgument mit z und h ersetzt durch R(z) und R~! liefert aber auch

Imz = ImR ' (R(2)) < Im R(2),
ein Widerspruch. Somit folgt A = D);(SL2Z). O

Bemerkung 3.1.11 Analog wie im Beweis von[Salz 3.1.5 zeigt man: Eine diskrete Untergruppe
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von SLoR oder PSLoR operiert diskret auf H? und liefert einen Dirichletbereich fiir eine Parket-

tierung von H?. Solche Gruppen heiflen Fuchssche Gruppen.

3.2 Dreiecksgruppen und zugehorige Parkettierungen

Sir betrachten zunéchst die Spiegelung an Geodétischen in den uns drei bekannten Modellen der
Geometrie. In der euklidischen Ebene E? ist die Spiegelung an der euklidischen Geodétischen

go : © = 0 (der y-Achse) gegeben durch
0go 1 B2 —E%,  (z,y) =~ (~2,y).

Ist g nun beliebig, so wihle eine euklidische Isometrie ¢ € Isom(E?) mit ¢(go) = g und setze
0g:=¢@¢o0y 0 ¢~ L. Dan ist o4 die Spiegelung an der Geraden g. Man sieht leicht ein, dass diese
Definition unabhéngig von der Wahl von ¢ ist.

Auf der Sphire S? verfahren wir analog. Die sphirischen Geoditischen sind gerade die Grofkreise,

also speziellen Grofkreis wihlen wir gg in der z-z-Ebene. Dann ist durch
. Q2 2
Ogo 1S —S ) (x,y,z) = ('Ia 7y’z)

die Spiegelung and gg gegeben. Fiir einen beliebigen Grofskreis g wahle eine sphérische Isometrie
¢ mit ¢(go) = g und setze o, := ¢ o g, 0 ¢~ 1. In der hyperbolischen Halbebene funktioniert
das genau so: Als spezielle hyperbolische Geodétische wéihlen wir die imaginédre Achse iR. Die

Formel
|z — w|?

1
. hQ L N o
St <2dh(z’ w)> 4 ITm zImw
zeigt, dass die Abbildung

0902H2—>H2, Z—> —Z

eine hyperbolische Isometrie ist, die gy punktweise festhilt und 030 = id g2 erfiillt, also eine Spie-
gelung an gg ist. Ist g nun eine beliebige hyperbolische Geodétische, so wihle eine hyperbolische

Isometrie ¢ mit ¢(go) = g und setze oy := dpo oy, 0 dp~ L.

Proposition 3.2.1 Seien g1, g2 zwei sich in einem Punkt p schneidene Geoddtische in E? (bzw.
in S? oder ]HIQ) sowie 01,09 die Spieglungen an g1, gs. Dan ist o1 009 eine Drehung um p um den

Winkel 2% (g1, g2)-

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir den euklidischen Fall; der sphérische und hyperbolische

verbleiben als Ubung. Es sei ohne Einschrinkung p = 0 und gy, g2 seien euklidische Geoditische
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gegeben durch
g1 = {(x>tan9) | T e R}a 92 = {(l'atand}) | Te R}v

mit 4, A € [0,5) und ohne Einschrinkung gelte ¢ > §. Es ist dann %,(g1,92) = ¢ — 6. Wir
wollen die Spiegelungen an g; und g nun wie oben beschreiben. Wir suchen also Isometrien A
und B, welche gg auf g; und gs abbilden. Diese sind aber gerade gegeben durch Drehungen um

die Winkel § — 7 bzw. ¢ — 7, also durch die Matrizen

A [cos(@=3) —sin(0-3) s [cos(@=3) —sin(v-3
sin (9— %) cos (6?— %) 7 sin (w— g) cos (1/1— 5
Mit
-1 0
Ogy = ( 0 1)
folgt
4 -1 cos(0—%) —sin(0—%)\[—1 o) [cos(6—3) —sin(6d—3%)
g = o g (@] =
” % sin (0 — g cos (0 — g) 01 sin (9 — g) cos (9 — g)
_ — cos? (9 — %) + sin? (9 — g) —2sin (0 — g) cos (9 — g)
—2sin (9 - g) cos (9 — g) — sin? (9 — g) + cos? (9 - g)

—cos(20 — ) —sin(20 — 7)
—sin(20 —7)  cos(20 — ) 7

und genau so
—cos(2¢p — ) —sin(2¢ — )
—sin(2¢ — )  cos(2¢ — )

Ogy =

Damit ist die Hintereinanderausfiihrung der beiden Spiegelungen gerade

—cos(20 — ) —sin(20 —7) \ [ —cos(2¢p — ) —sin(2¢ — 7)

01002 =
—sin(20 — )  cos(20 — 7) —sin(2¢ — )  cos(2¢ —7)
B cos(2(¢ — 6)) sin(2(y —0))
—sin(2(¢ — 0)) cos(2(y —0))
was also der Drehung um den doppelten Schnittwinkel entspricht. O

Sei nun A = ABC ein euklidisches (bzw. sphérisches oder hyperbolisches) Dreieck mit Winkeln
«, 3,7 und Schenkeln a, b, c. Wir spiegeln nun das Dreieck an den Seiten von A. Als eine not-

wendige Bedingung dafiir, dass sich dadurch eine Parkettierung des zugrundeliegenden Raumes
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ergibt, miissen sich die Innenwinkel «, 8 und v jeweils zu 27 vervielfachen, d.h. la = 27 fiir ein
l € N, n > 3 und ebenso fiir 8 und ~. Weiter fordert man, dass sich die von 2 Spiegelungen
erzeugten Drehungen ebenfalls zu 27 vervielfachen, also 2ka = 27 fir £ > 2 und analog fiir 5

und . Dies fithrt zu folgender Definition:

Definition 3.2.2 Sei A = ABC ein euklidisches (bzw. sphérisches oder hyperbolisches Drei-
eck) mit Schenkeln a, b, c und Winkeln o = 7,8 = & v = T fiir [,m,n > 2. Dann heift die von
den Spiegelungen oy, 0y, 0. erzeugte Gruppe Dreiecksgruppe und wird notiert als A(l,m,n) :=
(04,0p,0.) € Isom(X), wobei X = E? (bzw. X = S? oder X = H?). Es gelten folgende Relatio-

nen in A(l,m,n):
=a§ =idy, (acoab)l =idy, (0c00,)™ =1idy, (0q00p)" =idx

Im Folgende wollen wir die Moglichkeiten fiir [, m, n untersuchen. Dies miissen wir fiir jede Geo-

metrie separat tun.

Satz 3.2.3 (Satz von Gauk-Bonnet fiir euklidische Dreiecke) Ist A € E? ein euklidisches

Dreieck mit Innenwinkeln o, 8,7, so ist a + 8+ v = .

Eine euklidische Dreiecksgruppe erfiillt also

1 1 1
-4+ —4+-—-—=1
Il m n

mit [,m,n > 2. Es ergeben sich durch sukzessives Steigern der Konstanten die 3 Losungen

Ay = A(2,3,6), Ay = A(2,4,4) sowie Az = A(3,3,3). Diese liefern folgende Parkettierungen:

VAVAS

Fiir den sphérischen Fall betrachte zunéchst folgende Proposition:

Proposition 3.2.4 (Satz von GauB-Bonnet fiir sphirische Dreiecke) Ist A C S? ein sphi-

risches Dreieck mit Innenwinkeln o, 8,7, so ist a+ 5+ v > .
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Beweis. Fiir zwei Grofkreise auf der Sphére, die sich im Winkel o < 7 schneiden bezeichne

M () die eingeschlossene Fliche. Fiir diese gilt M (a) = M (S%) - 5=. Weiter ist
Sh=2(M(a) + M(B) + M(v)) — 24,

also

AR = A(S%) = 4R*(a + B + ) — 2A(A),

und folglich
0< A(A) =2R*(a+ B+~ —n),

woraus o + 3 + v > 7 folgt. O

Fiir die Sphére erhalten wir also als Bedingung fiir eine Dreiecksgruppe

1 1 1
-+ —+-—>1
I m n

mit [,m,n > 2. Durch sukzessives Steigern der Konstanten erhalten wir die Losungen A;, =

A(2,2,n), Ay = A(2,3,3), Ay = A(2,3,4) und Ay = A(2,3,5) fiir n > 2 beliebig.

Fiir H? wissen wir bereits, dass gilt o + 8 + v < 7, die Bedingung fiir Dreiecksgruppen ergibt
sich hier also zu
1 1

1
-+ —+-<1
I m n

fiir [, m,n > 2. Hierfiir gibt es unendlich viele Losungen. Beachte: [ = m = n = o0 ist erlaubt.

Bemerkung 3.2.5 Wir haben nun fir die euklidische, sphdrische und hyperbolische Geometrie
jeweils eine Version des Satzes von Gaujf$-Bonnet gesehen. Doch was haben diese mit dem Satz
aus der Topologie zu tun? Fir eine zweidimensionale, kompakte, orientierbare Mannigfaltigkeit

M mit Rand 0M, Gaufkrimmung k und geoddtische Randkrimmung kq auf 0M gilt:

2mx(M) = |

K dA+J kg ds.
M oM

Betrachte M = A = A(a, 3,7) € X mit X € {E2,S?, H?}. Aus der Differentialgeometrie wissen
wir, dass diese drei Riume von konstanter Kriimmung 0,1 bzw. —1 sind. Weiter ist die Fulercha-
rakteristik eines Dreiecks sicherlich 1 und die geoddtische Kriimmung des Randes verschwindet

tberall aufler in den Ecken. Damit ergibt sich das Integral zu

27 = f K dA+J kg ds = p(A)k+kg(A)+kg(B)+kg(C) = p(A)s+ (m—a)+ (71— B) + (1 —7).
A oA
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Wir erhalten damait

(i) Im Euklidischen 2r =7 —a+7— [+ 71—, alsom =a+ B+,

(i) Im Sphérischen 2 = p(A)+ 7 —a+7m1—B+7—7, also w(A) =a+ f+~v—m und
(11i) Im Hyperbolischen 2m = —pu(A) +m—a+71—B+7—7, also w(A) =7 —a— 5 — 7,

also gerade die drev vorgestellten Versionen.

Bemerkung 3.2.6 Man kann zeigen: Hyperbolische Dreiecksgruppen operieren diskret auf H?

und induzieren also hyperbolische Parkettierungen (Siehe z.B. [Caratheodory, Funktionentheorie

11, S: 159 ff]).






Kapitel 4

Hohere Dimensionen und weltere

Modelle

4.1 Hohere Dimensionen

Fiir die euklidische Ebene E? = (R?,d,) ist der n-dimensionale euklidische Raum E" = (R?,d,)
mit

de :R™ XRn—)Rv ('x:y) '_)de(xvy) =

D — yp)?
k=1

die naheliegende Verallgemeinerung. Durch Nullsetzen der Koordinaten 3, ...,n sehen wir in ihr

die ebene euklidische Geometrie. Analog kénnen wir die zweidimensionale sphérische Geometrie

auf S? auf

n ., n+1
S" = {x:(xl,...,mnHeR

n+1
Z T3 = 1}
k=1

iibertragen. Auch hier findet man S? wieder. Fiir die zweidimensionale hyperbolische Geometrie
haben wir bereits das Halbebenenmodell

2 2
dry + dzj

2

H? = {(x1,22) € R? | zo > 0}, dsi = .
2

kennengelernt. Fiir eine differentierbare Kurve c : [a,b] —> H?, c(t) = (z1(t), z2(t)) liefert dies

eine Langenmessung

' b/ ()2 + (25(t))2
1) = [ 1y an = [ VEAOEEEOR
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ein Modell fiir die n-dimensionale hyperbolische Geometrie ist dann kanonisch gegeben durch
H" = {(x1,...,2,) € R" | 2, > 0},

dem oberen Halbraum. Fiir das Wegelement gilt

P da?
d 2n _ Zk‘:l k
SH l‘% )
wir erhalten fiir eine differenzierbare Kurve ¢(t) = (¢i(t),...,cn(t)) also durch

’ n P V2 (6 (1)?
an=J c(t)|E dt:J =Lk g
H ( ) . H ( )Hc(t) . Cn(t)
eine Langenmessung. Diese liefert eine Langenmetrik

dgn : H" x H® — R, (p,q) — dun(p,q) == inf Lhyp(c)'
ce€dpq (H™)

Damit wird (H", dgn) zu einem metrischen Raum. Dieser ist ein Modell fiir die n-dimensionale
hyperbolische Geometrie.
Weiter hatten wir bereits das Einheitskreismodell fiir die ebene hyperbolische Geometrie ken-

nengelernt. Dieses lésst sich ebenfalls verallgemeinern zu
n
D" = {(21,...,2n) €R™ | X 2} < 1},
k=1

wobei fiir das Wegelement

gilt. Damit wird (D", dpn ) zu einem metrischen Raum, dem Finheitsballmodell der n-dimensionalen

hyperbolischen Geometrie.

Bemerkung 4.1.1 (i) Wir werden sehen: Die beiden vorgestellten Modelle (H",dgn) und
(D™, dpn) sind isometrisch.
(ii) H™ und D™ enthalten (viele) Kopien von H? D? (beispielsweise durch Nullsetzen von Ko-

ordinaten,).
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4.2 Das Hyperboloidmodell

Definiere auf R"*! die quadratische Form

n
* - Rn+1 % Rn+1 N R’ (x7y) T kY = 2 LYk — Tn+1Yn+1-

k=1

Definiere fiir ¢ € R dann L = {# € R"™ | z x & = ¢}. Lo heift auch Nullkegel. L? , spielt in
der speziellen Relativitdtstheorie eine wichtige Rolle (Lorentz-Minkowski-Raumzeit). Fiir unser

hyperbolisches Modell setze

L' :=1L" :={x = (z1,...,%p41) eER*"™ | 22 + ...+ 22 — 22 , =1}

Im Folgenden wollen wir eine Langemessung auf " definieren. Fiir eine differenzierbare Kurve

c: I —L" t—c(t) = (c1(t),...,cne1(t)) gilt c(t) x c(t) = —1 fiir alle t € I, also
—1=c(t)xc(t) = c1(t)® + ...+ cu(t)? — cupr(t)?
Ableiten auf beiden Seiten liefert
0=ci()er(t) + ...+ ()en(t) = car(B)enia(t) = (1) x c(t).

der Tangentialraum an ¢(¢) in p € L™ ist also

T,L" {c(0) e R"™ | ¢: (—€,€) — L™ ist differenzierbar mit ¢(0) = p}
= {zeR" | zxp=0}
= p,

der Orthogonalraum von p beziiglich der quadratischen Form x.

Lemma 4.2.1 Die quadratische Form % auf R"* eingeschrinkt auf den Tangentialraum T,L"

von L™ m Punkt p ist positiv definit fiir alle p € L™.

Beweis. Sei p = (p1,..-+Pn,Pnt1) = (D, Pn+1) € L” mit p € R” und z = (Z,xp41) € TpL" mit

& € R™. Sei weiter mit {-,-) das Standardskalarprodukt auf R™ gegeben. Wir betrachten zwei

Félle.

Fall (a) Es gilt 2,11 = 0. Dann ist 2 = (Z, ) und * ist damit wegen der positiven Definitheit
von (-, -y ebenfalls positiv definit.

Fall (b) Sei nun 11 # 0. Dann gilt auch = = (Z,2,41) # 0. Wir miissen also zeigen, dass
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x +xx > 0. Nach Definition des Tangentialraums ist

O=z*p==x1p1 + ...+ TpPn — Tnt1Pn+1 = (&, D) — Tpt1Pn+1

und da p € L™ weiter

~1=pxp="pp)— Phi1-
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir (-, -) ergibt
(&2 )pp) = <j7]3>2 = ($n+1pn+1)2 = $i+1(1 +<{p, D))

und damit

(‘/L‘ * x)<ﬁvﬁ> = (<i‘vi> - 1%4-1) @7ﬁ> = SC%_H > 0.

Da {p,py > 0, folgt = » x > 0, was zu zeigen war. O

Bemerkung 4.2.2 (i) Aus|[Lemma 4.2.1 folgt, das % fir alle p € L™ ein Skalarprodukt auf

(i)

T,L" definiert, also eine Riemannsche Metrik ist. Das Wegelement
n
ds?, = Z da? — dx%H
k=1

induziert fir differenzierbare Kurven ¢ : I — L™, ¢(t) = (c1(t),...,cnt1(t)) eine Langen-

messung

Ie) = |\ 3 (0 = (1)
k=1

Diese liefert eine Abstandsfunktion dpn, womit (L™, dpn) zu einem metrischen Raum wird,

dem Hyperboloidmodell fiir die n-dimensionale hyperbolische Geometrie.

Die Kurve
c:R—L" t — ¢(t) = (sinht,0,...,0,cosht)

ist eine isometrische Einbettung (d.h. c¢(R) ist eine hyperbolische Geodatische), denn fiir

jedes t € R ist c(t) * ¢(t) = sinh?t — cosh?t = —1 sowie
I ()2 = cosh?t — sinh?t = 1,

also

to to

I ()| dt = J dt =t — s = d(s, 1),

t1

don(c(ty), elts)) = f

t1
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das heifst ¢ ist eine abstandstreue Kurve, also eine Isometrie.

4.3 Die Modelle sind isometrisch

Satz 4.3.1 Die metrischen Riume (H", dyn ), (D™, dpn) und (L™, dpn) sind isometrische Modelle

der n-dimensionalen hyperbolischen Geometrie.

Beweis. Fiir den Beweis wollen wir ein weiteres Modell angeben und anschliefsend explizite Iso-

metrien in die drei obigen Modelle angeben. Betrachte die obere Hemisphére

K" .= {(xl, o Tpy1) € R

n+1
2
Zl’iZL Tn+1 >0

i=1
mit dem Wegelement

2 2
dzi{ + ... +dx;

2
mn+1

dS]%gn =

Diese wird zu einem metrischen Raum (K", dgn). Betrachte nun die Abbildung

a: K" — H":={(1,29,...,2011) € R"™ | 2,11 > 0}
2x9 2%p+1
= e — =y=|(1 e =: e
T (xlv 7$n+1) O[(.T) ) ( ) T + 17 ) T + 1) (y17 7yn+1)
Dann ist a gerade die Zentralprojektion von (—1,0,...,0) aus.
xn-{-l |

K’ﬂ
Tn+1

I

Die Formel fiir « ergibt sich direkt durch den Strahlensatz. Definiere nun

n
Tp+1 = 0, fo < 1}

i=1

ﬁ:Kn — D" = {(:cl,...,an)ER”H
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T Tn
Tpp1 + 177wy + 1

o= (@) = 6@ =y = 0) = (gnvvvmen)

Dann ist 8 die Zentralprojektion von (0, ...,0,—1) aus:

Tn+1

KTL

I

Auch hier ergibt sich die Formel unmittelbar. Definiere schliefslich noch

T T 1
~v:L" — K", a::(:nl,...,an)ny(l)::y:( e, >=(y1,...,yn+1)
Tn+1 Tn+1 Tn+1
Auch ~ ist die Zentralprojektion von (0,...,0,—1) aus. Wir zeigen nun (exemplarisch): Fiir eine

differenzierbare Kurve ¢ : I — K", t — (z1(t),...,zp+1(t)) gilt
Lyn(cvoc) = Lgn(c),

das heit « is laingentreu. Daraus folgt mit den Definitionen der Metriken bereits dyn (a(p), a(q)) =
dgn (p, q) fiir alle p, g € K", also dass « eine Isometrie ist. Parametrisiere nun die Bildkurve aco ¢

durch

(0= 22O ) = 220,
Es gilt dann
, dyr(t) 220 () (21(t) + 1) — 2z (8) 2 (¢) 2 , x(t)
O = =T e S mm el (x W= o+ 1‘””1(’”) '
Wegen B
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folgt
n+1
Z xi(t)z =1- l‘l(t)z
=2
und
n+1
a1 ()2 (t) = = ), wi(t)wi(t)
=2

Damit erhalten wir

1
Baod = |

Fiir die Integranden rechnen wir mit xy := x(t):

1 El(y,')z (x1 + 1)2 4 Til <x/- o $,1>2
yr21+1 s ' 4x%+1 (1‘1 + 1)2 = ' 1+ 1
! 2

n+l \ =2 =2 2
1
Tp+1 =2
1 (" 2x1 (1 —z1)(1+ 1)
T (D T+ (x1 +1)

3
+
—
—~
8
=~
N—
V)

S
Il
N

[
8

-
AN
TS
I T
= =

—~

2

e
N——

woraus die Behauptung folgt. Fiir 8 und -y verfahre analog.

4.4 Isometrien und Geodatische des Halbraum-Modells

Satz 4.4.1 Die folgenden Selbstabbildungen sind Isometrien von (H™, dgn):

(i) Euklidische Drehungen um die x,-Achse.
(ii) Translationen parallel zur Hyperebene x, = 0.

(11i) Streckungen x — Ax fir A > 0.

73
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Beweis. (i) Eine Rotation um die z,-Achse ist gegeben durch eine Matrix

R:(S1 ‘1)) cOm), AecOm—1).

Ist ¢ : I — H" eine differenzierbare Kurve mit ¢(t) = (x1(t),...,x,(t)), so ist

Lygn(Roc) = Jl ZROC t)? dt
1 n

wobei die Linearitét von R sowie R € Isom(E™) benutzt wurde.

(ii) Eine Translation in (z1,...,z,—1)-Richtung ist gegeben durch die Abbidung

T,:H* — H™, (X1, yxy) = (T1 + a1, Tyl + A1, Tp)

mit (aq,...,a,-1,0) € R™. Dann gelten jedoch erneut (T, o ¢)'(t) = /() sowie aolc)(t) =
%(t), woraus Ly (¢) = Lgn (Ty, o ¢) folgt.
(iii) Ein Streckung ist durch eine Abbildung

sy H* — H", (1, xn) — (Az1, ..o Axy)

gegeben Dann gilt

n
Z syoc)
sAoc —

und es folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.4.2 Mit|Satz 4.4.1 hat man viele Isometrien: (H", dyn) ist homogen beziiglich der
Isometriegruppe: Fiir pg = e, und beliebigem p € H" strecke py um den Faktor p, und verschiebe

ihn anschlieffend um (p1,...,pn—1,0). Dann ist
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Man kann zeigen: Die Isometrien aus|Satz 4.4.1| sind nicht alle Isometrien von (H™, dgn).

Lemma 4.4.3 Der Teilraum U < H" gegeben durch die Gleichungen x; = 0 firie€ {1,...,n—2}

mit der von H" induzierten Riemannschen Metrik ist isometrisch zu (H2, dys2).

Beweis. Die Riemannsche Metrik von H" ist

1 dz? + ...+ dz?).
1 n

ds?, = —
H" 2
Ty

Die auf U induzierte Metrik ist dann

1
ds¥n |y = - (dz2_) +da?),
n

welche bis auf die Indizies mit der Metrik der hyperbolischen Ebene iibereinstimmt. O

Lemma 4.4.4 Die Projektion
pr: H" — U ~ H?, (21, ... 20) — (0,...,0,Zp_1,2n)

verkiirzt die Ldnge von Kurven. Insbesondere sind Geoddtische in U bereits Geoddtische in H™,

das heifst U ist total geoddtisch.

Beweis. Sei c: [0,1] — H", ¢(t) = (z1(t),...,zn(t)) eine differenzierbare Kurve. Dann ist

(proc)(t) =(0,...,0,2,-1(t), xn(t))

und damit

Lyn(c) =

woraus die Behauptung folgt. O

Satz 4.4.5 Die Geodditischen in H" sind (parametrisierte) Halbgeraden senkrecht zur Hyperebene
xn = 0 oder parametrisierte Halbkreise orthogonal zur Hyperebene x, = 0. Insbesondere gibt es

durch zwei verschiedene Punkte genau eine Geoddtische.

Beweis. Seien p,q € H". Es seien p/, ¢’ die Projektionen von p, g auf die Hyperebene H,, : z,, = 0.
Betrachte nun die zu H,, orthogonale Ebene o = pp/qq’. Gilt p’ = ¢/, so wihle eine beliebige
Gerade ¢ in H, durch p/, ansonsten setze ¢ = p’q’. Nach existieren Translationen
und Rotationen in Isom(H"), welche o auf U abbilden. Da U isometrisch zu H? ist, ist auch o

isometrisch zu H?. Weiter ist nach [Lemma 4.4.2| o total geoditisch. Damit ist die Geoditische
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durch p und ¢ gegeben durch die Geodétische durch p und ¢ in U, welche ein Halbkreis oder eine
Halbgerade orthogonal zu g ist. O

Bemerkung 4.4.6 (i) Wie H? kann man auch Kopien von HF fiir k < n in H" konstruieren.
Setze dazu x1 = ... = x,_ = 0.

(ii) Geoddtische in anderen Modelle erhdlt man durch folgende Proposition: Die Zentralpro-
jektion o, B,y aus sind kreis- und winkeltreu (vgl. Cannon). Damit zeigt man:
Geoddtische in D" sind euklidische Kreissegmente in D™, welche orthogonal zu oD = S™
sind. Geodatische im Hyperboloidmodell sind gerade die Schnitte von L™ mit zweidimensio-

nalen Untervektorriumen des R"T1.

4.5 Alle Isometrien des Hyperboloid-Modells

Seien x,y € R"*!. Das Lorentz-Minkowski-Produkt von x und v ist definiert als

n
TxyY = Z TrYk — Tn+1Yn+1-
k=1

Dies definiert eine symmetrische Bilinearform
B :R" xR L R, (x,y) — B(z,y) =z *y
und die zu B assoziierte quadratische Form
Q:R"™ R, x— Q(x) = B(x,z) =x+*x
auf R+,

Bemerkung 4.5.1 Die Bilinearform B ist nicht ausgeartet.

Beweis. Es gelte B(z,y) = 0 fiir alle y € R**!. Sein £ = {e1,...,e,41} die Standardbasis des

R+, Dann gilt fiir z € R"*! insbesondere

0= B(z,e) =x*e; =z, 0= B(r,ent1) = T* €1 = —Tnyl,
also z; = 0 fiir alle i € {1,...,n + 1} und damit x = 0. O
Das Hyperboloidmodell der n-dimensionalen hyperbolischen Geometrie ist nun gegeben durch

L" = {zeR" | Q(z) =z %z = -1, zp41 > 0}.
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Definition 4.5.2 (i) Eine lineare Isometrie f : L™ — L" ist die Einschrdankung einer li-

nearen Abbildung F : R"*! — R"*! die das Lorentz-Minkowski-Produkt erhilt. Fiir

z,y € R"™ gilt also B(F(x),F(y)) = F(z) * F(y) = 2 *y = B(x,y) und insbesondere
QF(2)) = Q(x).

(ii) Eine Riemannsche Isometrie f : L™ — L™ ist ein Diffeomorphismus, sodass fiir differen-

zierbare Kurven ¢y, ca mit ¢1(0) = ¢2(0) = p e L™ gilt

dsta (f(p) ((f 2e1)(0), (f 0 ¢2)'(0)) = dstn(p) (€} (0), ¢5(0)),

das heifft f lasst die riemannsche Metrik invariant.
(iii) Eine topologische Isometrie f : L™ — L™ ist ein Hom6omorphismus, der die Abstands-

funktion dp» invariant lasst, also

din (f(2), f(y)) = dun(z,y)

fir alle x,y € ™.

Satz 4.5.3 FEine reelle (n+1) x (n+1)-Matriz M mit Spalten my, ..., my,1 definiert eine lineare
Isometrie von L™ genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen gelten:
(1) Fir alle Indizes i,j € {1,...,n+ 1} gilt m; x m; = e; x e, wobei € := {e1,...,en41} die
Standardbasis der R"*1 bezeichne.
(2) Der letzte Fintrag in der Spalte my41 ist positiv.
Dabei ist die erste Bedingung (1) dquivalent zu

(1°) M ist invertierbar mit inverser Matriz M~ = JM™J, wobei

Beweis. Offensichtlich ist J die Abbildungsmatrix des Lorentz-Minkowski-Pridukts beziiglich der
Standardbasis, denn es gilt

1, fiir i = j, 4,5 € {1,...,n}
eixej=Ji=9 -1, firi=n+1=j
0, fiir i # j

Also gilt fiir z,y € R**1: 2 xy = 27 Jy. Somit ist Max My = 2T MTJMy und M ist invariant
genau dann, wenn 27 M7 JMy = x xy, also genau dann, wenn M7 JM = J. Der (4, j)-te Elntrag

von MTJM ist m; » m; und jener von J ist e; x e;. Da J invertierbar ist, folgt aus (1), dass M
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ebenfalls invertierbar ist, denn es gilt
det M = det m;; = det(m; » m;) = det(e; x ej) = det J = —1.

Bemerkung 4.5.4 Die linearen Abbildungen aus definieren eine Gruppe OF(n,1)
O(n, 1), wobei
O(n,1) = {M e RODX0+D | prT gar = g}

eine semi-orthogonale Gruppe ist. Diese ist ein Spezialfall von

O(p,q) = {M e R(P+a+1)x(p+g+1) | MTJM = J}

I, 0
0 —I,

J =

Satz 4.5.5 Sei f:L" — L™ eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist eine lineare Isometrie.
(ii) f ist eine Riemannsche Isometrie.

(111) f ist eine topologische Isometrie.

Insbesondere ist also Isom(H"™) = OF(n,1). Weiter gilt fir p,q € L™
p*q = —cosh (du(p, q))

Beweis. "(i) — (it)" Sei zunéchst f eine lineare Isometrie, das heifit es gibt eine lineare Abbil-
dung F : R"*! — R"*! welche * erhilt, LL in sich selbst abbildet und F|p» = f erfiillt. Die
Riemannsche Metrik dsﬂ%n ist in jedem Punkt x € L™ ein Skalarprodukt im Tangentialraum

T,L", gegeben durch
ds?.(z) : T,L" x T,L" — R, ds?,. (2)(c}(0), c5(0)) = ¢;(0) * & (0)

Fiir miissen zeigen, das f dieses Skalarprodukt invariant lasst. Es gilt fiir £ € L™ und

(0),,(0) € T, IL™:

dstn (f(2)) ((foc1)'(0),(foe2)'(0)) = dsin (f(x)) ((df ©c1)(0), (df ©))(0))
2

= dsin (F(2)) (( dFocl ), (dF o ¢4)(0))
= dsin (F(2)) (F F(c5(0)))
= F(c)(0)) » F(c5(0))
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c1(0) » &5(0)

dstn (2)(c1(0), ¢5(0)),

also ist f eine Riemannsche Isometrie.
"(i7) — (#i7)" Sei nun f eine Riemannsche Isometrie. Dann gilt fiir jede differenzierbare Kurve

¢ € Qg (L")

Lin(foe) = | (st (70 O) (£ o). (o 1)

Il
~ Pl
oL
VAl
o

3
—
Q
—~
~
~—
~—
—
Q
~
—~
~
~
Q
—~
~
~—
~
oL
~

und fiir p,q € L™ also auch di (f(p), f(¢)) = din(p.q).

Fiir die fehlende Implikation zu zeigen, beweisen wir zunéchst die Abstandsformel. Seien p, ¢ € L™
beliebig, t = dpn(p,q). Den Abstand erhélt man durch Integration der Riemannschen Metrik
entlang der eindeutigen Geodétischen zwischen p und g. Diese Metrik ist nach obigem aber
invariant unter linearen Isometrien, wir konnen also p und ¢ zunéchst durch eine lineare Isometrie
in eine spezielle Position iiberfiihren und anschliefend erst die Distanz berechnen. Sei dazu my
der Einheitstangentialvektor (bzgl. ds?,(p)) im Punkt p an die Schnittkurve [p, g, 0] n\L"™ (welche
gerade die Geodétische zwischen p und ¢ ist). Weiter sei my,,+1 = p. Beachte: m; und m,, 1 sind
orthogonal bzgl. . Nach dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren kénnen wir my, my41
zu einer »-ONB {my,ma, ..., my, mp4+1} von R™*! erweitern, sodass also gilt m; *xm; = e; x¢;
fiir alle 4, j. Nach Satz 4.7 definiert die Matrix M = (mq|ma|...|mp4+1) € O (n, 1) eine lineare
Isometrie. Die inverse Abbildung M ~! ist ebenfalls eine lineare Isometrie von " und bildet p
auf e, 1 und [p,q] = [m1,mus1] € R*™! auf den Unterraum o = [e1, e,41] ab. Der Schnitt
o n L™ ist ein Hyperbel-Ast durch die Punkte M ~!(p) = e,,1 und M~1(q). Da t = dp=(p,q) =
dpn(M~Y(p), M~1(g)) und die Geoditische von ej nach e, 1 nach Bogenlinge parametrisiert ist,

kénnen wir annehmen, dass M ~!(q) = (sinht,0,...,0,cosht). Dann gilt
pxq=M"1(p)x M (qg) = (0,...,0,1)*(sinh ¢,0,...,0,cosht) = — cosht = — cosh (dp=(p, q)),

was gerade zu zeigen war. Wir konnen nun die fehlende Implikation beweisen:

"(#91) — (i)" Sei f : L™ — L™ eine topologische Isometrie, es gelte also

din (f(p), f(q)) = din(p,q)

fiir alle p,q € ™. Wihle eine Basis {vy,...,v41} € L™ von R**1 Sei F : Rt — R+l
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die lineare Abbildung gegeben durch F'(v;) = f(v;) fiir alle 4. Dann erhélt F' das Lorentz-

Minkowski-Produkt %, d.h. F|p» ist eine lineare Isometrie, denn: Schreibe die Standarsba-

. 1 .
sisvektoren e; als e; = Z?:l a;;v;. Dann gilt

n+1ln+1

F(e;) x Fej) = Z Z agraj f(vg) * f(vy)
k=1 1=1
n+1n+1

= Z Z Q051 (— cosh (d]Ln (f(vk)v f(vl))))
k=11=1
n+ln+1

= >0 agaj (— cosh (din (vg, vr)))
k=1 1=1
n+ln+1

= Z Z Ak A1V * U]

k=11=1

= €;*€j

Zeige noch, dass F|p» = f. Betrachte dazu f = F~1o f. Dann sind offensichtlich dquivalent:
(1) Flin = f.
(2) f=idyn.
(3) Fiir alle z € L" gilt f(z) —x = 0.
(4) Firallez e L" und i € {1,...,n+ 1} gilt (f(z) —z)*xe; = 0
(5) Firallez e L" und i € {1,...,n+ 1} gilt f(z)*xe; = x x e;.

Dies folgt daraus, dass * nicht ausgeartet ist. Seien also x,4 beliebig aber fest. Dann gilt

fle)xei = f(x) *Til aijV;
j=1

= S Qg <f($) * U])
j=1

= ’il i (f(ﬂU) * f(vj))
j=1

= Til aij <— cosh (dJL" (f(x), f(”]”))
-

= Qjj (— cosh (d]L"(xvvj)))
j=1
n+1

- aij (z * vj)
j=1

was zu zeigen war. ]
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Korollar 4.5.6 (i) (L™, dp») (und damit auch jedes andere Modell der n-dimensionalen hy-
perbolischen Geometrie) ist 2-Punkt homogen. Insbesondere ist L™ homogen, d.h. die Iso-

metriegruppe OF (n, 1) operiert transitiv auf L. Algebraisch erhalten wir
Lr =~ OF(n,1) /Staboﬂn,l)(enﬂ) ~ O™ (n,1) /O(n)

(ii) Geoddtische in L™ sind (parametrisierte) Schnitte von L™ mit zweidimensionalen Unter-

vektorrdumen des R™H1.

Beweis. (i) Der Beweis von Satz 4.5.5 zeigt: Fiir p,q € L™ mit dyn(p,q) = t existiert eine
Isometrie fp, : L™ — L™ gegeben durch eine Matrix M € O (n, 1), die das Paar (p, ¢) auf
das Standardpaar in der Ebene [e1, e,+1] abbildet:

fpa(P) = ent1, fpq(q) = exsinht + e, 41 cosht.

Insbesondere ist p = f;.'(en41), L™ ist also eine OF (n,1)-Bahn. Fiir den Stabilisator von

en+1 gilt

Stabo+ (1) (eny1) = {M e O (n,1) | M(ent1) = eny1}

= eO+n1'M’e(9()

/

lle

O(n)

(ii) Fiir eine parametrisierte Hyperbel 7o : R — L™, 4o(¢) = (sinh¢,0,...,0,cosht) gilt

t2

to
dmmmm%w»=j|%@h@w= Veosh? t — sinh® ¢ dt =t — t1,
t t1

1

das heifit g ist eine Geodétische und es gilt v(R) = L™ n [e1, ent1]. Sei nun f,, die
Isometrie, welche (p,q) nach [e1,e,+1] N L™ abbildet. Dann gilt fiir die Geodétische ~
durch p und q

Y(R) = fH(0(R) = fH([er,ens1] N L") = fH([er, ena1]) N L7,

wobei die Linearitit von f~! und f~!(IL") = L™ ausgenutzt wurde. Damit ist (R) ein

zweidimensionaler Untervektorraum von R”+1, was den Beweis abschliefit. ]






Kapitel 5

Hyperbolische Geometrie im 20.
Jahrhundert

5.1 J-hyperbolische Raume nach Gromov

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Geoddtische oder ein geoddtisches Segment von x € X nach
y € X ist eine Abbildung ¢ : [0,]] — X, ¢(0) = =, ¢(l) = y, sodass fiir alle t; < ty € [0,!]
gilt: d(c(t1),c(t2)) = to — t1. Fiir das Segment schreiben wir [z, y]. Ein metrischer Raum heift

geoddtisch, falls es zwischen je 2 Punkten stets ein geodatisches Segment gibt.

Beispiel 5.1.1 Die Standardraume E™, S H"” sind alle geodéatisch. Dabei sind E” und H" sogar
eindeutig geodatisch, die Geodatischen zwischen je zwei Punkten sind also eindeutig. Zwischen

antipodalen Punkten auf der Sphére hingegen gibt es unendlich viele Geodétische.

Sei nun § > 0. Ein geodéatischer, metrischer Raum (X, d) heifst §-hyperbolisch, falls alle geodéti-
schen Dreiecke in X d-diinn sind, d.h. fiir alle x1,z9, 23 € X und ein Dreieck A beschreibende

geodétischen Segmente [z1, 2], [z2, 23], [x1, z3] gilt
[zi,25] = Us(A\[ws, x;])
Fiir eine Teilmenge Y € X ist dabei
Us(Y)={zre X |dz,y) <o fireinyeY}

die §-Umgebung von Y. (X, d) heifst Gromov-hyperbolisch, falls (X, d) d-hyperbolisch ist fiir ein
0= 0.
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Beispiel 5.1.2 (i) Sei (X,d) ein beschrankter metrischer Raum, d.h. es gilt

(iii)

(iv)

(v)

diam(X) = max d(z,y) < 0.
z,yeX

Dann ist X ist Gromov-hyperbolisch mit 6 = diam(X), dem Durchmesser von X. Damit
ist 0-hyberbolisch eine Eigenschaft der "Grob-Geometrie" ("large scale").

Kombinatorische Rédume (als eindimensionale Simplizialkomplexe) mit der induzierten Léan-
genmetrik (d.h. jeder 1-Simplex besitzt die Lange 1): Erinnerung: Ein kombinatorischer
Graph G besteht aus Ecken F(G) (0-Simplices) und Kanten K (G) (1-Simplices). Ein Baum

ist ein Graph ohne Kreise, wobei ein Kreis ein geschlossener Weg ist.

Die Metrik auf einem Graphen ist fiir z,y € F(G) definiert wie folgt:

dg(xz,y) = inf  L(c)

¢ Kantenzug

wobei in Kantenzug zwei Ecken verbindet und jede Kante isometrisch zu [0, 1] ist. Man
kann als Verfeinerung auch den Abstand fiir Punkte auf den Kanten definieren. Man sieht
leicht, dass Baume 0-hyperbolisch sind.

Die euklidische Ebene E? ist nicht Gromov-hyperbolisch, da Dreiecke beliebig grof werden
kénnen.

Ein Graph, der kein Baum ist, kann trotzdem J-hyperbolisch sein (fiir 6 > 0):

Es gibt auch Graphen, die nicht d-hyperbolisch sind:
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(vi) E" ist nicht Gromov-hyperbolisch fiir n > 2. E! hingegen ist 0-hyperbolisch.
(vii) Die klassischen hyperbolischen Raume (H", dgn ), (L™, dp») und (D™, dp» ) sind §-hyperbolisch
fiir 6 = In(1 + +/2) (bereits gezeigt fiir n = 2, n > 3 als Ubung (Aufgabe 13.1)).

Wir wissen nun, dass kombinatorische Baume 0-hyperbolisch sind. Gilt auch die Umkehrung?

Nicht ganz! Die Ebene R? ausgestattet mit der SNCF-Metrik

lz = yle, falls z = Ay fiir ein A e R
dsncr (7, y) =
[z]e + |y, andernfalls

ist O-hyperbolisch, aber kein Baum.

Definition 5.1.3 (i) Sei (X,d) ein geodéatischer, metrischer Raum. Ein topologisches Segment
zwischen z,y € X ist ein Homéomorphismus v : [0,1] = I — y(I) € X mit y(0) = x und

(1) =y.
(ii) Ein reeller Baum (oder R-Baum) ist ein geodétischer metrischer Raum (X, d) mit der
Eigenschaft, dass es fiir je zwei Punkte x,y € X genau ein topologisches Segment zwischen

x und y gibt.

Satz 5.1.4 Ein geoddtischer metrischer Raum ist 0-hyperbolisch genau dann, wenn er ein R-

Baum ist.

Beweis. "<" Sei (X,d) ein R-Baum, z,y,z € X und [z,y] U [y, 2] U [z, 2] das durch die drei
Punkte eindeutig festgelegte geodétische Dreieck. Wir zeigen exemplarisch [z,y] < [y, 2] u
[z, z]. Angenommen es gelte [x,y] E [y, z] U [z,2z]. Wahle dann einen Teilweg [2,1/] <

[z,y] sodass [2/,y'] N ([z,z] U [y,2]) = {2/,y'}. Dann ist der der Weg 2’2y’ jedoch ein
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von [2,y'] verschiedenes topologisches Segment zwischen 2z’ und 3, ein Widerspruch zur
Eindeutigkeit.

Sei nun (X, d) 0-hyperbolisch. Da in einem 0-hyperbolischen Raum geodétische Segmente
eindeutig sind, ist lediglich zu zeigen, dasss jedes topologische Segment auch ein geodéati-
sches Segment ist. Seien z,y € X und 7 : I —> 7(I) ein topologisches Segment, das x und
y verbindet. Weiter sei [z, y] das eindeutige geodétische Segment zwischen = und y.

Beh. (a) Fiir jedes € > 0 gilt [z, y]| < Uc(Bild 7).

Mit der Behauptung folgt: Bild v = [z, y]. Denn als homéomorphes Bild eines Intervalls
ist Bild (v) vollsténdig. Fiir alle z € [z,y] existiert also ¢, € I mit d(z,7(t,)) < 1. Die

Dreiecksungleichung liefert dann fiir n < m

Ay (tn), 2 (b)) < =

(7(tn)) ey st also eine Cauchyfolge und konvergiert, da Bild « vollstandig ist. Damit gilt

n—0o0

v(tn) — ~(t*) fir ein t, € I. Es folgt

1
*\\ _ 1: . 1
d(z,7(t)) = lim d(z,7(tn)) < lim — =0,

n—oo

also z = ~(t*). Insgesamt gilt also [x,y] < Bild v und schlieklich Bild v = [z,y], was zu

zeigen war. Es bleibt noch die Behauptung zu beweisen.

Bew. (a) Sei € > 0. Da Bild v als stetiges Bild eines Kompaktums ebenfalls kompakt
ist, existieren N € N und Punkte © = zg,21,...,2ny_1,z5 = y auf Bild v, sodass
d(xi—1,7;) < 2efir alle i € {1,..., N}. Das eindeutige geodétische Segment [z;_1, z;]
liegt dann in einer e-Umgebung von {z;_1,z;}, also auch in einer e-Umgebung von

Bild . Da X nach Voraussetzung 0-hyperbolisch ist, folgt (mit Induktion)
N
[#,y] = [wo,2n] < | J[#i1,2:] < U (Bild v),

=1

woraus die Behauptung folgt. O

5.2 Quasi-Isometrien und Quasi-Geodatische

Definition 5.2.1 Sei f: (X,dx) — (Y, dy) eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen.

(i) f heilt topologische Isometrie, falls

dX(xay) = dY(f(x)hf(y))
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fiir alle z,y € X.
(ii) f heifst \-Bilipschitz-Abbildung, falls eine Konstante A > 1 existiert, sodass

%dx(x,y) S dy (f(2), f(y)) < Adx(z,y)

fiir alle x,y € X. Insbesondere sind 1-Bilipschitz-Abbildungen gerade topologische Isome-
trien.

(iii) f heifst (A, €)-quasi-isometrische Einbettung, falls Konstanten A > 1, € > 0 existieren, sodass

S (@9) — € < dy ((2), f(0) < Mx(,9) + €

fiir alle z, y € X. Insbesondere sind (A, 0)-quasi-isometrische Einbettungen gerade A-Bilipschitz-
Abbildungen.

(iv) f heit (A, €)- Quasi-Isometrie, falls f eine (A, €)-quasi-isometrische Einbettung ist und zu-
satzlich eine Konstante D > 0 existiert, sodass jeder Punkt von Y in einer D-Umgebung
von f(X) C Y liegt, das Bild also "D-dicht" ist. Insbesondere ist f fiir D = 0 surjektiv.

(v) Zwei metrische Raume (X,dx) und (Y,dy) heifen quasi-isometrisch, falls eine Quasi-

Isometrie f: (X,dx) — (Y,dy) existiert.

Im Folgenden werden wir quasi-isometrische Invarianten bestimmen, um das Klassifikationspro-

blem l6sen zu kénnen.

Beispiel 5.2.2 (i) Ein metrischer Raum (X, d) ist quasi-isometrisch zu einem Punkt genau
dann, wenn diamX < oo.

(ii) Z mit der von R induzierten Metrik ist quasi-isometrisch zu R (mit f : Z > R, A =1,e =0
und D = 1). Genau so sind Z"™ und R" quasi-isometrisch.

(iii) die stetigen Funktionen C(R, dg) sind quasi-isometrisch zu R.

(iv) Aus der geometrischen Gruppentheorie: Jede endlich erzeugte Gruppe G = (S) definiert
auf natiirliche Weise eine Metrik auf G, wodurch G zum metrischen Raum (G, dg) wird
(beachte, dass die Metrik vom Erzeugendensystem abhéngt). Ist S’ ein weiteres Erzeu-
gendensystem, so sind die resultierenden metrischen Raume (G,dg) und (G, dg/) quasi-

isometrisch.

Was passiert nun mit Geodétischen unter Quasi-Isometrien? Erinnerung: Ist (X, d) ein metrischer
Raum, so ist eine Geodétische eine isometische Einbettung v : I — X fiir ein Intervall I <
R. Analog ist eine (A, €)-Quasi-Geoddtische in einem metrischen Raum (X, d) eine (), €)-quasi-

isometrische Einbettung ¢ : I — X, wobei I < R ein Intervall in R oder in R n Z ist, das heifst
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es gilt
1
X|t — | —e<d(ct),c(t)) <At —t| +¢

fiir alle ¢,#' € I. Falls I = [0,00) = RY, so heiRt ¢ geoditischer Strahl. Beachte: Fiir € # 0 ist eine
(), €)-Quasi-Geodétische nicht zwingend stetig! Wir werden sehen: In hyperbolischen Raumen
sind Quasi-Geodétische jedoch "nahe" bei Geodéatischen (man nennt dies Trapping oder Stabilitdt

von Geodétischen). Dies wird zeigen, dass Hyperbolizitit eine quasi-isometrische Invariante ist.

Bemerkung 5.2.3 Beachte: Trapping gilt in der eukldischen Ebene E? nicht: Die Spirale

tcos(logl+t
c:[0,00) — E2, t— (log )
tsin (log1 + t)

ist ein quasi-geoddtischer Strahl, kann aber nicht durch einen geoddtischen Strahl "eingefangen”

werden.

Sei nun (X, d) ein metrischer Raum und ¢ : [a,b] — X eine stetige Kurve. Wir definieren die

Léinge von ¢ durch

l(c) := sup 2 d(c(ts), c(tiz1)-

a=to<..<tn=b =g
¢ heifst rektifizierbar, falls (c) < oo.

Bemerkung 5.2.4 (Parametrisierung nach Bogenlinge) Sei c: [a,b] — X rektifizierbar

mit 1 :=[(c). Weiter sei
A:a,b] — [0,1], t— A(t) =1 (clpay) -
Dann ist ¢ : [0,1] — X mit ¢ o X = c rektifizierbar und es gilt | (6|[a7ﬂ) =t.
Beweis. Siehe Bridson-Haifliger, S.13. ]

Satz 5.2.5 Sei (X,d) ein §-hyperbolischer, geoddtischer metrischer Raum und ¢ : [a,b] — X
ein stetiger, rektifizierbarer Weg in X mit Anfangspunkt p = c(a) und Endpunkt ¢ = c(b). Sei
Weiter [p, q] ein geoditischer Segment, das p und q verbindet. Dann gilt fiir alle x € [p, q]:

d (z,Bild ¢) < §|logy I(c)| + 1.
Beweis. Ist I(c) < 1, so gilt

d(z,Bild ¢) < d(z,p) < d(p,q) <I(c) <1< d[logy l(c)| + 1,
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die Behauptung ist also klar. Sei also I(¢) > 1. Nach Bemerkung 2.4 kénnen wir ohne Einschrén-
kung annehmen, dass ¢ eine Abbildung ¢ : [0,1] — X ist, die Bild ¢ proportional zur Bogenlénge

parametrisiert, das heifst es gilt
d(e(t), (') = l(e)|t — t']

fir t,¢' € [0,1]. Wiahle N € N so grof, dass

l(c)

2N+1 2N :

Betrachte nun das Dreieck

p=c(0) 0 =c()

Dann ist A; ein geodétisches Dreieck, dass die Seite [p, g] enthélt. Sei nun x € [p, ¢] = [¢(0), ¢(1)].
Da X o-hyperbolisch ist, konnen wir y; € [c(O), c (%)] V) [c (%)] derart whalen, dass d(x,y;) < 0.
Falls y; € [c(O), c (%)], betrachte ein weiteres Dreieck

s (o) o QL))

1

2)] als gemeinsame Seite mit

Dann ist Ay ebenfalls ein geodétisches Dreieck und besitzt [¢(0), ¢ (

Aj. Ist hingegen y; auf der anderen Seite, also y; € [c (%)], so definiere Ag wie folgt:

s s (f Q)] ) L))

In jedem Fall existiert wieder wegen der Hyperbolizitat von X ein y2 € Ag\A; mit d(y1,y2) < 0.

Diese Konstruktion setzen wir iterativ fort: Im n+ 1-ten Schritt berachte das geodétische Dreieck
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A, 11, das die Seite [c(tn), c(t),)] mit A, gemeinsam hat und y, enthélt. Weiter sei ¢(t,+1) die

tn+tl,

dritte Ecke des Dreiecks mit t,41 = 5

. Wann wahlen wir yn4+1 € Appi\[e(tn), e(t],)] mit

d(ym ynJrl) < J.

Im N-ten Schritt erhalten wir somit einen Punkt yx mit

d(z,yn) < d(x,y1) +d(y1,y2) + ... +d(yn—2,yn-1) + d(yn—1,yn) < N§,

der auf einem geodétischen Segment der Lange 12(—1%) (beachte, dass ¢ nach Bogenlédnge parame-

trisiert ist, also sukzessives Halbieren der Intervallenlinge auch eine Halbierung der Bildkurve
herbeifiihrt) mit Endpunkten in Bild ¢ liegt. Sei y derjenige Endpunkt, der am néchsten bei yy
liegt. Dann gilt

11(c)

l

IN+1"°

Nach der Wahl von N ist

Qll\(,i)l <1 und 2V <(c), also N < logy l(c) und damit

. l(c
d(z,Bild ¢) < d(z,y) < N6 + 215,31 < dllogy l(e)| + 1,

was gerade zu zeigen war. O
Bemerkung 5.2.6 Eine vergleichbare Aussage in E? gibt es nicht.

Definition 5.2.7 Sei (X, d) ein metrischer Raum und A, B € X Teilmengen von X. Dann ist
HAd(A, B) := inf{e > 0 | A U.(B), B < U(A)}
der Hausdorff-Abstand von A und B.

Satz 5.2.8 (Stabilitdt von Quasi-Geodéitischen) Sei (X,d) ein d-hyperbolischer, geoddti-
scher, metrischer Raum, c : [a,b] — X eine (A, €)-Quasi-Geodatische mit Anfangs- und End-
punkten c(a) = p, ¢(b) = q und [p,q] ein geoddtisches Segment, dass p und q verbindet. Dann

existiert eine Konstante R = R(0, A, €), sodass
Hd([p, ¢], Bild ¢) < R.

Bevor wir die Aussage beweisen, leiten wir die wichtigste Folgerung her. Ein (), €)-quasi-geodétisches

Dreieck besteht aus drei (), €)-Quasi-Geodéatischen ¢; : [0,7;] — X (i € {1,2,3}) mit

q1(T1) = 2(0),  q2(T2) = ¢3(0),  g3(T3) = 1 (0).
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Das Dreieck heiflt K-dinn fiir eine Konstante K > 0, falls fiir jedes i € {1, 2, 3} gilt: Jeder Punkt
x € Bild ¢; ist in einer K-Umgebung von A\Bild ¢; enthalten.

Korollar 5.2.9 FEin geoddtischer, metrischer Raum (X, d) ist Gromov-hyperbolisch genau dann,
wenn fir jedes A = 1 und jedes € = 0 eine Konstante M > 0 existiert, sodass jedes (X, €)-quasi-

geoddtische Dreieck M -diinn ist.

Satz 5.2.10 Seien (X,dx), (Y,dy) geoddtische, metrische Riume und f : Y — X eine (A, €)-
quasi-isometrische Einbettung. Dann gilt: Ist X §-hyperbolisch, so ist Y &' -hyperbolisch fiir ein
0=0.

Beweis. Sei A € Y ein geodétisches Drieieck in Y. Wir miissen zeigen, dass A mit einer uni-
formen Konstante diinn ist. Es bezeichnen ¢; ([0, 1]), c2([0, 1]), ¢3([0, 1]) die Seiten von A. Dann
ist f(A) ein (A, €)-quasi-isometrisches Dreieck mit Seiten (f o ¢1)([0,1]), (f o ¢2)([0,1]) und
(f o ¢3)([0,1]). Nach Korollar 2.9 ist f(A) M-diinn fiir eine Konstante M := M (X, ¢e) = 0, das
heift es gibt (beispielsweise) fiir z € Bild ¢; ein y € Bild ¢p UBild 3, sodass dx (f(z), f(y)) < M.

Da f eine (A, €)-quasi-isometrische Einbettung ist, gilt weiter
dy (z,y) < Mdx(f(z), f(y)) + e < AM + e =0
und analog fiir die anderen Seiten. Damit A ¢’-diinn, was zu zeigen war. O

Lemma 5.2.11 Sei (X, d) ein geoddtischer, metrischer Raum und c : [a,b] — X eine (A, €)-
Quasi-Geoditische. Dann existiert eine stetige (X, €')-Quasi-Geoddtische ¢ : [a,b] —> X mit
(i) ¢ und ¢ haben dieselben Anfangs- und Endpunkte, das heifit es gilt c(a) = (a) sowie
c(b) = d(b).
(ii) € =2(\+¢).
(111) Fir alle t,t' € [a,b] gilt
L(C ) < kad (< (), (8) + ko,

wobei k1 = A\ + €) und ko = (A +3)(A +¢€).
(iv) Fiir den Hausdorff-Abstand der beiden Quasi-Geoddtischen gilt

Hd (Bild ¢, Bild ¢) < A +e.

Beweis. Es sei ¥ :=7Z n (a,b) u {a,b} = {a = so,51,...,5n—1,5, = b}. Fiir s € ¥ setze /(s) :=
¢(s). zwischen aufeinanderfolgenden Punkten c(s;) und ¢(s;+1) wéhle ein linear, proportional zur
Bogenlange parametrisiertes geodatisches Segment. Definiere anschliefiend ¢’ als die Verkettung

dieser Segmente. Zu den einzelnen Eigenschaften:
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(i) Nach Definition von ¢ gilt ¢/(a) = ¢(a) sowie ¢ (b) = ¢(b).

(iv) Fiir die Lange jedes Teilsegments gilt

U(Csis0011) = (€ (50),¢ (si41)) = d(c(si), e(si11)) < Ad(si, si41) +€ < A+ e

Da jeder Punkt von Bild ¢ u Bild ¢ in einer %—Umgebung von ¢(X) = (%) liegt, folgt

bereits die Behauptung.
(ii) Fir beliebiges t € [a, b] sei [t] derjenige Punkt von ¥, welcher am néchsten zu ¢ ist. Da ¢

eine (), €)-Quasi-Geodétische ist und ¢([t]) = ¢/([t]) gilt, folgt

AW < d () +a (D) +d (] ()
A ) ) + A

= (e[ e[1]) + A+ e

Mr([t],[t']) +e+ X+ e

AM[E] = [E]] + X+ 2

A

N

N

M =t + =]+t = [t]]) + X+ 2€

A

At =21 +1) + X+ 2¢

At =] +2(\ + ¢).
Wir erhalten aullerdem

1
X|t—t’|—2(A+e) < S (t=t]=1) = (A +2¢)

—

[t = [ell + 2] =[]+ [[E] = ] = 1) — (A + 2¢)

+][t]—[t’]|+;—1) —(A+2¢)

—

=[] —e—(A+e)

c([t]), e([t'D) = (A +€)
(D). ¢([¢]) = (A +¢)
< d(([t]), (1)) + d(d(t), ¢ (1)) + d('(¢)-<([t])) = (A +¢)

(), ¢ () + Ate

=d (c’(t), c/(t')) ,

QU S T S =0 o S S S
—~
N | —

>
+
™

—(A+e¢)
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wobei die erste Ungleichung wegen

1 , 1., 1 1., 1,

—(t =t =1)=(A4+2¢) = —|t—t/|———(A+2€) = —|t—t/|-A—(\+2¢) = —[t—t/|-2
)\(|t '] = 1) —(A+2¢) )\\t | 5 (A+2e) /\|t '] —=A—(A+2¢) )\]t t'|—2(A+e)
gilt. Fiir € := 2(\ + €) gilt also

1
th —t| =€ <d(e(t),ct)) < Mt —t'|+¢€

fir alle t, ¢’ € [a,b], ¢ : [a,b] — X ist also eine (A, €)-quasi-isometrische Einbettung und
damit (A, €)-quasi-geodatisch.

(iii) Fiir ganze Zahlen m < n € [a, b] gilt

n—1 n—1
() = Z d(c(i),c(i + 1)) = Z d(c(i),c(i+1)) < (A +e€)|n—m)|

sowie

l (c’|[a7n]) <A\+e)(m—a+1), l (c’|[n,b]) <A+e)b—n+1).

Fiir ¢,¢ € [a, b] folgt also

L) < L) + 1 aen) + (€ lene)
< (M +e) ([t] —[¢]+ 2)

Auferdem gilt
/ ey 1 / / 1 !/ /
d(d(t),d(t)) = X\t—t|—e > X([t]—[zt]—l) —€
und damit

) < A+ ([ -]+ 2)
AN+ €) < ([0 - [1-1) +
AN+ ¢€) (

< MA+ed (), () + (A +e)(3+ )
k‘ld (C/(t), Cl(t/)) + /6‘2,

> w

([e]-[¢]—1) — e’) + (A +e)(3+ A€

>l= >

was zU zeigen war. O

Beweis von Satz 2.8 Zunéchst ersetzen wir die Quasi-Geodétische ¢ durch eine stetige Quasi-
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Geoditische ¢’ wie in Lemma 2.11. Sei [p, ¢] das geodétische Segment zwischen den Endpunkten

von ¢ bzw. ¢. Weiter sei

D := max {d(z,Bild '}

z€[p,q]

und zp € [p, ¢] ein Punkt, in dem das Maximum angenommen wird.

Der offene Ball mit Radius D und Zentrum zg trifft dann Bild ¢’ nicht. Idee: Benutze Satz 5.2.5,
um eine Schranke fiir D zu finden, die nicht von der Kurve abhéngt (sondern nur von A, € und 6).
Wiéhle hierzu y € [p, z0] < [p, ¢], sodass d(y,xo) = 2D. Ist d(p,z9) < 2D, so wahle stattdessen
y = p. Analog finden wir einen Punkt z € [z, ¢]. Wahle weiter ¢/, 2’ € Bild ¢ mit d(y,y’) < D
und d(z,2') < D sowie geoditische Segmente [y,y'] und [2/, z]. Sei nun v der parametrisierte
Weg, welcher zunéchst entlang [y, '], dann ¢’ und anschliefend [2/, z] 1duft. Dann liegt Bild ~
nach Konstruktion auflerhalb des D-Balls um zg. Es gilt

d(y',2") <d(y,y) +d(y,2) +d(z,2') < D+ 4D + D = 6D.
Aus Lemma 2.11 (iii) folgt nun
1(v) <d(y, ) + kid(y', 2') + kg + d(z,2") < k16D + ko + 2D
und Satz 2.5 liefert wegen D = d(zo, Bild )
D — 1< 0|logyl(7)| < d|logy (k16D + ko + 2D))|

Diese Ungleichung zwischen eine linearem Term in D und einem logarithmischen Term in D kann
nur erfiillt sein, falls D beschrankt ist, das heifit Satz 5.2.5 liefert implizit eine obere Schranke

fiir D, welche nur von A, € und § abhéngt. Sei Dg eine solche Schranke.

Beh. (a) Es gilt Bild ¢ < Up/([p, q]) mit R’ = Do(1 + k1) + 2.
Bew. (a) Betrachte ein maximales Teilintervall [a’,b] S [a, b], sodass ¢/ ) aukerhalb der Do-

Umgebung Up, ([p, q]) liegt (existiert kein solches, so folgt die Behauptung mit R’ = Dj).
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Jeder Punkt von [p, ¢] liegt per Definition von Dy in Up,(Bild ¢’), das heift es gilt

[p,q] € Up, (Bild ¢|[5 4 v Bild [y ) -

95

Da Intervalle zusammenhéngend sind, existieren w € [p, ¢, t € [a,a’] und ¢’ € [V, b], sodass

d(w,d(t)) < Do, d(w,(c'(t')) < Do.
Mit der Dreiecksungleichung folgt insbesondere
d(c(t),d () <d(d(t),w) + d(w, (') < 2Dy
und nach Lemma 2.11 (iii) gilt damit
{ (C/|[t,t’]) < k:ld(c'(t), Cl(t/)) + ko < k12Dg + ks.
Fiir beliebiges z = ¢/(t) € Bild ¢ gibt es also ¢’ € [a,a’] U [V, b] mit
/ e 1 ko
d(C (t),c (t )) < 5 (k'12D0 + k‘g) = k1Dg + ?

und es folgt

k k
A(z, p,)) < d(z,70) < d(z,¢/(#)) + d(¢ () < kDo + -2 + Do < Do(1 + k) + =

also z € Ur/([p, ¢]) und damit Bild ¢ < Ug/([p, q]).

Wir konnen den Beweis nun abschliefen. Nach Lemma 2.11 (iv) gilt
Hd (Bild ¢, Bild ¢/) < A + ¢

und da Hd eine Metrik auf der Menge der abgeschlossenen Teilmengen von X bildet folgt

Hd ([p, ¢],Bild ¢) < Hd ([p, ¢, Bild ¢) + Hd (Bild ¢, Bild ¢) < R’ + A + € =t R = R(\, ¢, ),

die Behauptung des Satzes.

5.3 Hyperbolische Gruppen

O

In diesem Abschnitt soll auf Verbindungen zwischen Geometrie und Gruppentheorie eingegangen

werden. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe mit G = (S fiir ein Erzeugendensystem S = {s;|i €
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I} mit endlicher Indexmenge I und S~! = S, das heiftt fiir alle g € G gibt es s1,...,5; € S mit

g = s1--- s (Beachte, dass S keineswegs eindeutig ist).

Beispiel 5.3.1 Fiir G = (Z,+) wihle S = {—1,1} oder S = {—3,—2,2,3}. Wegen ggT(2,3) = 1
gilt (S) = Z.

Dies wollen wir nun geometrisieren (nach A. Cayley, 1878): Zu G = {S) assoziiere einen Gra-
phen, einen Cayley-Graphen Cay(G,S) zu (G, S) mit G als Menge der Eckpunkte sowie Kanten

zwischen g, h € G genau dann, wenn es s € S gibt, sodass h = gs.

Beispiel 5.3.2 Betrachte zu néchst (Z,+) = {({—1,1} =: {(S). Dann existiert zwischen zwei
ganzen Zahlen m,n € Z eine (nicht orientierte) Kante genau dann, wenn sie sich um ein Element
in S unterscheiden, also genau dann, wenn |m — n| = 1. Der zugehorig Cayley-Graph Cay(Z, S)

sieht dann wie folgt aus:

----® T T T T T T o - --
m—4 m—3 m — 2 m—1 m m+ 1 m—+ 2 m+ 3 m—+ 4

Beispiel 5.3.3 Betrachte nun (Z,+) = ({—3,-2,2,3}) =: (S) Wir erhalten dann ein den
Cayley-Graphen Cay(Z, S)

Beispiel 5.3.4 Sei G = (Z?,+) mit S = {+e1, +es}. Der zugehorige Cayley-Graph hat dann
die Gestalt

Beispiel 5.3.5 Fiir die freie Gruppe Fy = F(a,b) in zwei Erzeugern mit S = {a, b} erhalten wir
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einen Cayley-Graphen

Nun wollen wir auf einem Cayley-Graphen eine topologische Struktur definieren. Definiere hierfiir

die Wortmetrik auf G bzw. auf Cay(G, S)
ds(g,h) := min {m e Ng | es existieren s1,...,5, € S mit g~ h = sy --- sm} =dgs(e, g 'h).

Dann ist dg eine linksinvariante Metrik auf Cay(G, S) und entspricht der kombinatorischen Gra-
phenmetrik. Eine Gruppe G = (S) wird so zu einem geometrischen Objekt. Allerdings héngt die
geometrische Struktur von der Wahl es Erzeugendensystems S von G ab. Welcher Zusammen-
hang besteht zwischen den entstehenden metrischen Raumen? Wir haben einen entscheidenden

Satz:

Satz 5.3.6 Sei G eine Gruppe sowie S, S Erzeugendensysteme fiir G. Dann induziert die Identi-
tatsabbildung idg eine (X, 0)-Quasi-Isometrie zwischen den metrischen Riumen (Cay(G,S),ds)
und (Cay(G, g),dg).

Beweis. Vorlesung iiber Geometrische Gruppentheorie oder Ubung. O

Eine geometrische Eigenschaft einer endlich erzeugten Gruppe entspricht also einer Eigenschaft
eines Cayley-Graphen, welche invariant unter Quasi-Isometrien ist (Gromov, 1987). Wir fithren

nun die Definition einer hyperbolischen Gruppe ein:

Definition 5.3.7 Eine endlich erzeugte Gruppe G = (S) heifst hyperbolisch, falls der Cayley-
Graph Cay(G, S) als metrischer Raum d-hyperbolisch ist fiir ein 6 = §(S) = 0.

Nach Satz 5.4 ist Hyperbolizitat eines geodétischen, metrischen Raums eine Quasi-Isometrie-

Invariante, Hyperbolizitat einer endlich erzeugten Gruppe ist also eine geometrische Eigenschaft.

Beispiel 5.3.8 (i) F» = F(a,b) ist o-hyperbolisch, da sein Graph ein Baum und damit 0-
hyperbolisch ist.
(ii) Z?2 ist nicht hyperbolisch, wie wir in Beispiel 5.1.2 bereits gesehen haben.

Eine wichtige Beobachtung: Jeder metrische Raum (X, d), der quasi-isometrisch zu (Cay(G, S), dg)
ist, ist auch quasi-isometrisch zu (Cay(G, S), dg) ist. Die Frage ist nun: Wie findet man zu ei-
ner gegebenen Gruppe G = {(S) einen zu (Cay(G, S), ds) quasi-isometrischen metrischen Raum

(X,d)? Eine Antwort bietet der folgende Satz:
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Satz 5.3.9 (Satz von Schwarz-Milnor) Sei G eine endlich erzeugte Gruppe, welche auf ei-
nem geoddtischen, metrischen Raum (X, d) durch Isometrien operiere. Weiter existiere eine Teil-

menge B € X mit diamB < o0 und

(i) X =Upec 9 B
(ii) Die Menge S ={g€ G |g- Bn B # J} ist endlich.

Dann gilt: Fiir alle x € X ist die Bahn-Abbildung
¢ :G—G-x < X, g—g-T

eine Quasi-Isometrie.

Beweis. Siehe Vorlesung iiber Geometrische Gruppentheorie oder Ubung. O

Beispiel 5.3.10 Die Gruppe (Z?2, +) operiert auf R? durch Isometrien via

2 7% x R? — R?, (m,n) - (z,y) — (xr +m,y +n).

Offenbar gilt
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sowie

S = {(m,n)eZ®| (m,n)-B+#

= {(17 0)7 (_17 0)7 (07 1)7 (07 _1)7 (17 1)7 (_17 _1)7 (17 _1)7 (_17 1)}
Satz 3.9 liefert also eine Quasi-Isometrie.
Beispiel 5.3.11 Mit Dreiecksgruppen konnen dhnliche Konstruktionen durchgefiihrt werden.

Welche Quasi-Isometrie-Invarianten gibt es noch?

e 7.B. Wachstumsfunktionen (quadratisch, exponentiell,...)

e isoperimetrische Ungleichungen
Aus der Topologie betrachten wir nun die Klassifikation von kompakten, orientierbaren, 2-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten ("Flachen"): Hier fiir bezeichne das Geschlecht g eine Fliche
die Anzahl der "Henkel" der Mannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem ¢ bis aus Homdomorphie
genau eine solche Fliche Fy: Fiir ¢ = 0 erhalten wir die Sphére, g = 1 entspricht dem Torus
(welcher durch das Anbringen eines Henkels an die Sphére hervorgeht), fiir g = 2 die Sphére mit
zwei Henkeln usw.

e Fiir g = 0 ist Fy die 2-Sphére. Sie hat konstante Kriimmung 1.

e I} ist der flache Torus T2 = R? /72, Er ist lokal euklidisch (als Quotient der eukldischen

Ebene), hat also konstante Kriimmung 0.

e Fiir g > 2 gilt wegen des Satzes von Gaufs-Bonnet, welcher
J kdA = 2nx(Fy) = 27(2 — 29)
Fg

besagt, dass Fj; negativ gekriimmt ist. Mann kann zeigen, dass Fj als Quotient von H?

nach einer direkten Gruppe realisiert wird.
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B  Ubungen

Ubungsblatt 1

Aufgabe 1.1 Fiir zwei Strahlen g(¢) := tv + w und h(s) = su + w mit u,v,w € R?, 5, € Rxg
ist der Winkel im Schnittpunkt w definiert als die eindeutig bestimmte Zahl n € [0, 7| mit

v, u)

ol ful

cosn =

Es sei nun A = AABC ein Dreieck in der euklidischen Ebene E? mit Kanten der Linge a,b, ¢
(jeweils gegeniiber von A, B, C') und sei & = ¥xCAB der Winkel bei A, sowie 8 und v die Winkel
bei B bzw. bei C'. Zeigen Sie

(i) den Kosinussatz:

& = a® +b* — 2abcosn.

(ii) den Sinussatz:
a b ¢

sina sinf  siny’
Lésung. (i) Es seien g(t) = tv + C und h(s) = su + C mit v,u € S, t € [0,b], s € [0,a] die
parametrisierten Kanten von C' nach B bzw. nach A. Dann ldsst sich die Kante zwischen

B und A schreiben als

mit r € [0, ¢] und es gilt

¢ = [k(o)?
= [h(a) —g(b )H2
= (h(a) —g(b), h(a) — g(b))
= (h(a), h(a)) = 2h(a), g(b)) +(g(b), g(b))

= a®+b* —2abcosn,

was den Kosinussatz beweist.
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(ii) Nach dem Kosinussatz gilt

a? =b* + 2 — 2bccos a,

also

(a® = b — ?)? = (2 — becos a)? = 4b*c? cos? av.
Genau so gelten
(b? — a® — *)? = 4a*c? cos® B3, (c® — a® — b*)% = 4a®b* cos? .

Es folgt schliefilich

sin? o 1 —cos? o

sin? 3 1—cos?f3

4a%b%c%(1 — cos? a)
4a2b%c2(1 — cos? B)

4a?b%c? — a?(a® — b — ¢?)?
4a202¢2 — B2(b2 — a2 — )2
(
(

4a2b?c® — a?(a* + b* + ¢* — 2a%b? — 2a2c? + 2b2c?)
4a2b%c? — b2 (a* + bt + c* — 2a2b? + 2a%c? — 2b%¢?)

a2(—a4 — b — * + 2422 + 2022 + 2b2c2)
b2(—a* — bt — c* + 2a2b% + 2a2c? + 2b%¢?)

b2’

Da sin|[[g ] = 0 folgt damit

sina sing3’

Die zweite Gleichheit folgt analog. O

Aufgabe 1.2 Sei

fiir z € C\{0},
J:C—C, z—>J(z):=1 oo firz=0,

0 fiir z = 0.
Zeigen Sie, dass J stetig ist.

Lésung. Wir zeigen Folgenstetigkeit auf allen drei Teilgebieten, auf denen J definiert ist. Sei

(2n)nen eine konvergente Folge mit z, ~— z in C.
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z = 0. Ist (z,) eine Nullfolge, so gilt i 22%, 0 und damit

lim () = lim — — o = J(0) = J ( lim zn) :

n—00 n—o 2,

J ist also stetig in z = 0.

z = o0. Sei nun also z, ———=» 0. Dann gilt offenbar J(z,) = &+ =% 0 = J(o0) und damit die
Stetigkeit in z = o0.

z € C\{0}. Klar. U

Aufgabe 1.3 Beweisen sie [Proposition 1.1.4] indem Sie zeigen, dass die stereographische Pro-

jektion 7 : S?> — C ein Homdomorphismus ist.

Losung. Es gilt

_ o(P)= £ +i-L fir P # (0,0,1),

ve fiir P = (0,0, 1).

mit der gewohnlichen stereographischen Projektion o. @ ist damit stetig auf S2\{N}. Sei nun

(271 = (‘r'ﬂ?yn7 Zn))nEN mit Zn m’ N = 070, 1) Dann gﬂt

o is also stetig. Weiter ist durch

< 2x 2y x2+y2—1

r2+y2+1) $2+y2+1, $2+y2+1> fur z # w?

7:C—§? z=x+iy —71(2) =
(0,0,1) fir z = 0.

eine stetige Umkehrabbildung fiir @ gegeben, denn fiir z = z + iy € C gilt

w2+ 4+ 122+ + U a2+ 2+ 1
2z 22 +y2 -1\ 2y a2 +y2—1\""
= = (1-=" ) 4 1—
2 +y?+1 22 +y?+1 1+ a2 4 y? w2492+ 1

2 2 1+. 2y 2 -
= (3
2+y?+1\22+y2+1 I1+22+y?2 \ 22 +y2+1

Gor(s) = U( 2x 2y m2+y2—1>

T+ 1y
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und fiir (x,y,2) € St gilt

(too)(x,y,2) = T <1fz +21y—z>
2 2
_ = o et e !
- 2 2 ) 2 2 ) 2 2
Ty toe Tl (et t! oy taoge T
_ 2z(1 — z) 2y(1 — 2) 22 +9y? — (1 —2)?
o\ 2 (1 -2V 222+ (1—2)2 22 92 4 (1 — 2)2

22(1—2) 2y(1—2) 2—22+2(1—2)?
2—-2z  2-2z "7 2— 22

(z,y,2).

Insgesamt folgt also, dass @ ein Hom6omorphismus ist. O
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Ubungsblatt 2

Aufgabe 2.1 Ein topologischer Raum X heift kompakt, wenn zu jeder Uberdeckung X =
U,e; Ui durch offene Mengen U; € X eine endliche Teiliiberdeckung X = | Ji_, U;, existiert.
Zeigen Sie ohne die stereographische Projektion zu verwenden, dass C mit der in der Vorlesung

beschriebenen Topologie kompakt ist.

Lésung. Wir bemerken zunichst, dass eine Teilmenge U < C mit oo ¢ U offen in C ist genau
dann, wenn U < C offen ist. Ist «0 € U, so ist U offen genau dann, wenn U¢ kompakt ist,
denn: Ist o0 € U, so gibt es ein € > 0 mit U, = {z € C | |z| > ¢} € U. Damit ist UY < B, als
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Teilmenge wieder kompakt. Wir zeigen nun, dass C
kompakt ist. Sei dazu {U;};cs eine offene Uberdeckung von C. Dann gibt es einen Index i; € I mit
0 € U, C\Uj, ist also kompakt. Da {U;}ep 5,y dann C\U;, iiberdeckt, gibt es ig, ..., i, € I\{i1}
sodass | Jp_y Ui, = C\U;,. Damit ist

@ = C\Ull U Uil = U Uik,
k=1

C ist also kompakt. ]

Aufgabe 2.2 (i) Es sei die Bewegungsgruppe der euklidischen Ebene definiert als
O(2) x R? := {(A,b) € O(2) x R?}

mit der Verkniipfung
(A,b) o (C,d) :== (AC,b+ Ad).

Zeigen Sie, dass diese Gruppe auf der euklidischen Ebene E? via
i R? x (0(2) x R?) — R?, (A,b) - x:=Ax+b

transitiv operiert.
(i) Bestimmen Sie eine Mébiustransformation, die die obere Halbebene H? auf die Einheits-

kreisscheibe D? abbildet.

Losung. (i) Wir zeigen zunéchst, dass - tatséchlich eine Gruppenoperation definiert. Offenbar
ist das neutrale Element der Bewegungsgruppe gegeben durch ep(g)xgr2 = (I2,0). Dann gilt

eo@)xrz - ¢ = x. Sind nun (A,b), (C,d) € O(2) x R?, so erhalten wir weiter

(A,0)0 (C,d)) -z = (AC,b+ Ad) -«
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ACz + b+ Ad

A(Cz+d)+b
(Avb) ' ((07 d) ' .73) )

das heift, - operiert auf E2. Fiir die Transitivitéit seien yi, y» € E? beliebig. Dann gilt

(I, =1+ y2) - y1 = y1 + (=1 + y2) = vo.

(ii) Die Idee ist es, den reellen Kreis R auf S' abzubilden. Aus Stetigkeitsgriinden muss dann
bereits m(H?) € {D?, C\D?} gelten. Fordert man dann noch |m(i)| < 1, so ist m bestimmt.

Wir haben den allgemeinen Ansatz

az+b
cz+d

m(z) =

mit a, b, c,d € C, ad—be # 0. Bilde das Tripel (0, 1, c0) auf das Tripel (1,7, —1) ab. In beiden
Tripeln liegt die fiir uns relevante Scheibe links des orientierten Weges 0 — 1 — o0 bzw.

1 —>1—> —1, d.h. es gilt damit tatséichlich m(H?) = D?.Unsere Bedingungen liefern

b a+b b+a a
1= = - = m(l) = = 1= _ 4
m(0) 7 i=m(1) rd_b—a’ m(o0) >
also wegen ersterem b = d sowie letzterem a = —c. Die Zzweite Bedingung besagt a + b =

i(b — a), was beispielsweise fiir b = 1 und a = i erfiillt ist (beachte, dass diese Wahl nicht

eindeutig ist). Damit ist m gegeben durch

az—i—b_ 1z+1
cz+d —iz+1

m(z) =

und es gilt tatsiichlich [m(i)] = 0 < 1, also m(H?) = D?. O
Aufgabe 2.3 Zeigen Sie, dass die Abbildung

_ _ oo falls z = oo,
f:C—C, z —

22 sonst

nicht invariant unter Méb™ ist. Bestimmen Sie auferdem die grofte Untergruppe von Mob™,

welche f invariant lésst.

Lésung. Betrachte die Mobiustransformation J(z) = % Dann gilt offenbar

f(m(®)) = f(0) =0 # o0 = f(o0).
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Um zu bestimmen, welche Mobiustransformationen f invariant lassen, machen wir den allgemei-

nen Ansatz
az+b

cz+d

m(z) =

fiir gewisse a,b,c,d € C und ad — bc # 0. Einsetzen von gewissen Bedingungen in fom = f

liefert

f(0) =0 & flm(x) = £(2) = 5,

also ¢ = 0,

F0 =02 smoy =1 (5) = 5.

also b = 0. Wegen ad — bc = ad # 0 gilt aukerdem a # 0 # d, also m(z) = §z.Weiter ist *

a22

a2

a

= f2) = fm(=) = £ (52)) =

also a? = d? und somit a = d oder a = —d. Mehr Bedingungen gibt es nicht, also ist {id, —id} =

Z /27, die grokte Untergruppe von Méb™, welche f invariant ldsst. O]

Aufgabe 2.4 Beweisen Sie|Proposition 1.4.4|aus der Vorlesung: Seien z1, 29, 23, 24 vier paarweise

verschiedene Punkte in C. Dann liegen z1, 22, 23, 24 auf einem Kreis in C genau dann, wenn das

Doppelverhéltnis [z1, zo; 23, 24] reell ist.
Lésung. Als Erinnerung sei erwihnt, dass Kreise in C von der Form
K={2eC|azz+Bz+pz+7=0}

sind, wobei «,y € R, 8 € C Konstanten sind.
"<=" Sei zuniichst [21, z2; 23, 24] € R sowie K der von z1, 29, 23 eindeutig festgelegte Kreis in C.

Sei weiter m € Méb™ eine Mébiustransformation mit
m(z1) =0, m(zg) = 1, m(z3) = 0,
sodass also m(K) = R. Da das Doppelverhiltnis invariant unter Mob™ ist, gilt

R 5 (21,295 23,24] = [m(z1),m(z2);m(z3), m(24)]
= [0,1;00,m(z4)]

(0 —m(z))(0 = 1)
(0 —1)(00 —m(2))

m(z4),
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wobei die iiblichen Konventionen £ = 1 und o0 — 1 = 00 genutzt wurden. Damit ist
m(z4) € R = m(K) und damit z4 € K, was zu zeigen war.

"—" Seien nun 21, 22, 23, 24 auf einem Kreis K in C sowie m € Mob™ eine Mébiustransformation
mit m(K) = R. Nach obiger Rechnung gilt dann [z1, 22, 23, 24] = m(z4) € R, woraus die

Behauptung schliefslich folgt. O
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Ubungsblatt 3

Aufgabe 3.1 Es sei

_ _ z falls z e C,
Cc:C—C

y Z >

o falls z =

die Spiegelung am Kreis R. Weiter sei A < C ein beliebiger Kreis und m € Mob eine Mobi-

ustransformation, welche R auf A abbildet. Die Spiegelung an A definiert man nun als

Cp:=moCom™ L.

Zeigen Sie, dass C'4 wohldefiniert ist, also nicht von der Wahl von m abhéngt.

Liosung. Seien m,n € Moéb Mobiustransformationen mit m(R) = A = n(R). Dann ist M :=
n~! om e Méb(R). Wir zeigen zuniichst, dass M und C' kommutieren. Dazu betrachten wir die

4 Formen, welche M nach Korollar 1.7.2 annehmen kann.

(i) Sei zundchst M (z) = ijg mit Koeffizienten a, b, c,d € R und ad — bc = 1. Dann ist

az+b> —a§+b=(MoC)(z),

(CoM)(2) = <cz+d Ccz+d
alsoCoM =Co M.

(ii) Im Fall M(z) = g_tg mit a, b, c,d € R und ad — be = 1 folgt

az—i—b) —az+b=(MoC)(z).

(CoM)(z) = <cz—|—d ez +d

(iii) Ist M(z) = ‘ZZZIS mit reinimaginédren Koeffizienten a,b,c,d € C\R* und ad — bc = 1, so

folgt

(CoM)(z) = <Zj:2) = :g:s — (Mo C)(2).

iv) Ist schlieRlich M (z) = <+t mit a,b,¢,d € C\R* und ad — bc = 1, so erhalten wir
( ) cz+d 0

(CoM)(z) = (ZIZ) — :Z’j:z — (Mo C)(2).

Damit erhalten wir mit m =no M

moC’om_l:noMoCo(noM)_1 =noCoMoM tont=noCont,

die Definition der Spiegelung an A ist also unabhéngig von der Wahl von m. O
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Aufgabe 3.2 Beweisen Sie [Proposition 1.6.8 Es sei Méb := (Mob™, C) die allgemeine M&bi-

usgruppe, wobei C' die Spiegelung am Kreis R bezeichne. Zeigen Sie, dass sich jedes Element
von Mob als Komposition endlich vieler Spiegelungen an Kreisen in C schreiben ldsst. (Hinweis:
Es geniig dies fir die Transformationen C, J und f(z) = az + b mit a,b € C,a # 0 zu zeigen.

Warum?)

Losung. Es ist C'(z) = Z bereits eine Spiegelung sowie

mit der Spiegelung am Einheitskreis 7 (z) = % ebenfalls Komposition von Spiegelungen an Krei-
sen. Es bleibt also noch die Aussage fiir f zu zeigen. Hierfiir gehen wir in Polarkoordinaten
a = r1e", b = r9e'? und nutzen, dass sich f als Komposition einer Rotation, Streckung und

Translation schreiben ldsst. Die Rotation ist gegeben durch fi(z) = €*®1z. Setze

3 P
ma(z) = €2 2, my(2) = e V7 2.

Dann ist

(maoCo mgl) (2) = &% (d%z) — %17 = fi(2),

f1 ist also eine Spiegelung. Die Streckung ist gegeben durch fa(z) = r12. Betrachte die Spiegelung

am Einheitskreis

1z +1 _ 1z—1
mi(2) = mll('z):—zﬂ‘
sowie
14/T12 + /71 _ 12 — 4/T1
me) =S M (S e
Dann gilt

—iz—1 |
= T

Z—1—Z—1
- Comy!
(ms 0 G om, >(—iz—1—z’z+1)

(mgoComgz?) <1>

= (m3oC) (ﬂ\?ﬁ)

i |
(mgoComsz'omioComi')(2) = (mzoComy') <ZZZ+>
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()
= mgs _
—1—iy/rz
. —i—+/T12
Z\/ﬁflfi\/rilz +4/m
—i—4/T12 .
T
ATL =112 — \/T1 — 1112
—1—/T12 — 1+ 4/T12

= =z

= f2(z)7

also ist auch die Streckung Komposition zweier Spiegelungen. Betrachte nun noch die Translation

f3(2) = 2z + b = 2z + rye®2. Setze dazu

my(z) = ei(¢2+g)z, mzl(z) = e_i(¢2+%)z
und "
o ro 1 z— Fe'P?
m5(Z) = €Z(¢2+2)Z + *674)2, m5 (Z) = m
Dann folgt

(msoCo mstomgoCo mzl) (2) = (msoComyt) (ei(@*%) (ei(¢2+%)§>>
= (msoComg') <—62i¢2§)

__p2ipa5 _ T2 ig2
— (m5 o) e. Z 27re
ez(¢2+§)

—e2i02; _ 12 omit2
= ms , =
e—l(¢2+§)

—e 22, _ T2 ,—i¢
_ ei(¢2+g)< e 722 226 ' 2) _i_rlei(ﬁz

e—i(¢2+§) 2

— _ p2idn <—e—2i¢2z _ %e—im) 4 12

= 2+ roe'??

= f3(2).

und auch f3 ist eine Verkettung von Spiegelungen an Kreisen. Insgesamt kann also m = fso fao fy
als Komposition endlich vieler Spiegelungen an Kreisen von C geschrieben werden, was zu zeigen

war. ]
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Aufgabe 3.3 Sei SLy(R) := {4 € R?>*2 | det A = 1} die spezielle lineare Gruppe. Zeigen Sie,
dass SLa2(R) von den Matrizen der Form

(1 =z _ [0 -1
To: (o 1)’ S (1 o)

fiir x € R erzeugt wird.

Léosung. Zunéchst stellen wir fest, dass

1 =z 1 vy 1 z+4+y
T, T, = -

2
2 0 -1 -1 0 3 -1
— = S° =57
5 (1 0) < 0 —1) ’
Weiter ist fiir z,y,z € R

_ (1 =z 0 -1 1 y 0 —1 L z)\_(l-2y ayz—o—2

Es sei also
b
A=Y Lo(R
<c d>ES2()

und

beliebig mit ad — bc = 1.

Fall (a) Sei zunéchst ¢ # 0. Dann wéhle y = ¢ und erhalte
a=1—xy=1-—=xc, d=1—yz=1-—cz,

also x = 1_7‘1 und 1;0‘1. Fiir b gilt dann automatisch wegen ad — bc = 1

ad—1 (I—ay)l—yz)—1 1—azy—yz+ay’z—1
c Y Yy

b= =xYz — T — 2,

es gilt also

a b) — Tyu ST.ST

A L [ I R T

/\/ﬁ—\
IS8
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Fall (b) Sei nun ¢ = 0. Dann gilt 1 = ad — bc = ad, also insbesondere a # 0. Wegen

sa- (0 ) (o 8- (0 )

A=g51(0 —d) _ g (0 —d}) @ g3p g7 o7,
a b a b a a

wobei Fall (a) genutzt wurde. O

Aufgabe 3.4 Es sei 0 : C — C, z — —% die Spiegelung an der imaginiren Achse. Zeigen Sie,
dass gilt:
Méb(H) = PSLa(R) u (PSLa(R) o 0) .

Lésung. Siehe Korollar 1.7.4 O
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Ubungsblatt 4

Aufgabe 4.1 (i) Bestimmen Sie all Mobiustransformationen m € Méb(H) mit m(i) = 1.
(ii) Bestimmen Sie all Mébiustransformationen m € Méb(H), welche die Parallelen zur imagi-

naren Achse auf solche abbilden.

Liosung. (i) Nach Satz 1.7.3 kann m zwei Gestalten annehmen. Wir untersuchen beide ge-

trennt:

(1) Sei zunéchst m(z) = gjig mit a, b, c,d € R und ad — be = 1. Dann erhalten wir

ai+b  (ai+b)(—ci+d)
ci+d  (ci+d)(—ci+d)
1
ac + bd n 1
c? 4 d? 24 d?

i=m(i) =

Koeffizientenvergleich liefert ¢ + d? = 1 und ac + bd = 0, also
0 =acd+bd* = (1+bc)c+bd> =c+ b2 +d?)=b+c

und damit b = —c. Dies impliziert wegen 1 = ad — bc = ad + ¢ auch a = d und somit

M&b(H); := Stabygg ) () 2 {( . 2)

—C

c,deR, ¢ +d* = 1} ~ 0(2).

(2) Ist nun m(z) = %j:g mit a, b, c,d € C\R* und ad — b = 1, so liefert die Forderung
—ai+b  (—ai+b)(—ci—d)
—ci+d  (ci+d)(—ci—d)
1 .
= ~a gz (—ac—bd + i(ad — bc))
ac+bd . 1
2+d At d

i=m(i) =

Koeffizientenvergleich liefert ¢ + d> = —1 und analog wie oben b = —c. Damit ist

Méb(H); 2 {(_Ccl ;)

Insgesamt folgt damit

c,de C\R*, ¢ +d?* = —1} ~ i O(2)

Msb(H); = O(2) Ui O(2)

(ii) Wir verfahren analog wie in (i) und betrachten die beiden Félle getrennt.
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(1) Seim(z) = Zjig mit a, b, ¢,d € R und ad—bc = 1. Betrachte die Gerade g : Re(z) = 0.

Dann sind 0,4 € g und

b . ai +b bd +ac+1
mO) =3 M= e e

Damit m(g) auch parallel zur imagindren Achse ist, geniigt es, dass Re(m(i)) =

Re(m(0)) gilt. Dies liefert

b 1 bd+ ac )
Re<m(0)) = d = 2 1 2 = Re(m(z))a
also
b_bd2+acd_bd2+c(bc+1)_b(cg+d2)+c_ c
o2+ d2 2+ d2 E+d2 T 2+ d?

und damit ¢ = 0. Damit ist wegen 1 = ad —bc = ad somit d =  und m(z) = a®z + ab.
Wir zeigen nun noch, dass dieser Spezialfall bereits ausreicht. Da Geraden auf Geraden
abbilden, wird auch jeder weitere Punkt in g auf die Gerade durch m(0) und m(7)
abgebildet. Sind nun A, u € R beliebig, h : Re(z) = A eine beliebige Gerade, so gilt fir
die Punkte A\, A + iy auf h

Re(m()\)) = Re(a?\ + ab) = a®X + ab = Re(a®*(\ + in) + ab) = Re(m(\ + ip)).
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass

M%@ﬁ;{@ >

wobei wir mit Mob(H)p jene Mobiustransformationen bezeichnen, welche Parallelen

a,beR, a#O},

Q= o~

zur imagindren Achse auf solche abbilden.

(2) Ist nun m(z) = % mit a,b,c,d € C\R* und ad — bc = 1, so gilt

m<o>=§, (i) = —HF _ (Caitb)(ccizd) _—ac—bd+i_adtbe—i

—ci+d —cit+d)(—ci—d) A+ = E+d>

es folgt also dieselbe Rechnung wie in (1).

M%mp:{@ @

wir sind also fertig. L]

Damit ist insgesamt

a,beR, a#O},
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Aufgabe 4.2 (i) Bestimmen Sie die Gruppe aller Mébiustransformationen, die S' invariant
lassen.
(ii) Bestimmen Sie die Gruppe aller M&biustransformationen, die D? invariant lassen.

1z+1

mit Inverser n~1(z) = =2t1 Es
z+1i

Losung. (i) Betrachte die Mobiustransformation n(z) =
gilt n(R) = S'. Fiir eine Mdbiustransformation p € Mob gilt also p(S!) = S! genau dann,
wenn (n~'opon)(R) = R gilt, also wenn p = nomon ™! fiir ein m € M6b(R) gilt. In der Tat

liefert eine weitere Mlbiustransformation 7 € Mob(H) mit 72(R) = S! die Mengengleichheit
—{nomon~! | meMsbR)} = {fomn~t | me Msh(R)} =: A,

denn wegen (n=! o 7)(R) = R konnen wir n=! o i =: s € M6b(R) schreiben. Damit ist fiir

m € M6b(R), also nomon~! e A" auch

- ~ — ~ ~ — ~ <~ /
nomon '=nos tomoson=no(s 'omos)on=nomon 'eA

und genauso umgekehrt. Damit ist

Mas') = { (= E5 ) omo (s 25D [ e von@ |

zZ+1

und wir kénnen die exakte Gestalt einer solchen Mdobiustransformation berechnen, indem

wir die 4 moglichen Gestalten von m € Mob(R) betrachten.

(1) Sei zunédchst m(z) = “ZH’ mit a,b,¢c,d € R und ad — bc = 1. Dann ist die zu p =

nomon~! zugehérige Matrlx

i 1\ fa bY[—i 1) _(a+d+ilb—c) b+c+ila—d)
(1 z) (c d)(l —i>_<b+c—|—z‘(d—a) a+d+z(c—)>’

(a+d+ilb—c))z+b+c+i(a—d) az+p

p(z) = . . =:

(b+c+i(d—a))z+a+d+i(c=b) "~ Bz+a

also

(2) Seim(z) = Z‘Zzig mit a, b, c,d € C\R* und ad — bec = 1. Dann ist genau so

(@a+d+ilb—c))z+b+ct+ila—d)  az+p

PE) = G erid—a)eratdrie—d Br-a

(3) Ist m(z) = %% mit a,b,c,d € R und ad — be = 1, so ist

C@M (ci+d)Z+c+di

z—1

(monl)(z):m<—iz+l> _ a@w (@i +b)z +atbi

zZ—1
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und die zu p = n o m on~! zugehorige Matrix ist

i 1) [ai+b a+bi\_ [d—a+i(b+d) c—b+i(a+d)
1 i) \ci+d c+di b—c+ila+d) a—d+i(b+d)
und damit mit

vi=d—a+i(b+d), d:=c—b+i(a+d)

schlieflich

_(d—a+i(b+d)z+c—b+ila+d)  yZ+6
p(z) = (b—d+ila+d)z+a—d+ilb+d) —~z—6

(4) Ist m(z) = gj:g mit a,b,c,d e C\R* und ad — bc = 1, so folgt analog

(d—a+ilb+d)Z+c—b+ila+d) ~vZ+0
(b—d+i(a+d)z+a—d+ib+d) ~Fz+6

p(z) =
(i) Jede Mobiustransformation, welche D? invariant lisst, bildet St auf S' ab, wir miissen also
llediglich 7 in (i) so wihlen, dass n(H) = D?. Die erfiillt beispielsweise

—z—1

nz) = —— n~Y(z) =

—iz—1"
Dann gilt
Méb(D?) = {nomon~' | me Mob(H)}.

Aufgabe 4.3 Fiihren Sie den Beweis von zu Ende: Es seien X1, Xy © C sich zwei
schneidene euklidische Geraden.

(i) Zeigen Sie, dass J(z) = % konform ist, indem Sie die in der Vorlesung offen gelassenen

Tz
Falle
(1) J(X1),J(X2) sind zwei euklidische Geraden.
(2) J(X1),J(Xz2) sind ein euklidischer Kreis und eine euklidische Gerade.
beweisen.

(ii) Zeigen Sie, dass C(z) = z konform ist.

Lisung. (i) Wir betrachten zunichst einen allgemeinen Kreis X : a2z + 2z + z + v = 0
in C. Dann ist X eine euklidische Gerade genau dann, wenn « = 0 und ein euklidischer
Kreis genau dann, wenn « # 0. Ist X eine Gerade, also o = 0, so ist J(X) gegeben durch
BZ + Bz + 2z = 0, also ist J(X) ein euklidischer Kreis genau dann, wenn v = 0 (also
0 € X) und eine Gerade, falls v = 0 (also 0 ¢ X). Ist hingegen X ein euklidischer Kreis,
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so ist J(X) gegeben durch a + Bz + Bz + 72z = 0, also ist J(X) ein euklidischer Kreis,
falls v # 0 und eine Gerade, falls v = 0. Nun zur Aufgabe: Seien X7, Xo sich im Punkt zg
schneidende euklidische Geraden der Steigung s1, so. In der Vorlesung haben wir gesehen,

dass der Schnittwinkel in zy gerade
¥z (X1, X2) = arctan sy — arctan s;

ist, wobei aus den Gleichungen X}, : Brz + B,z + Y& = 0 die Steigungen s; als s = %

berechnet werden.

(1) Sind J(X1) und J(X2) euklidische Geraden, so gilt 75 = 0 und die Bildkreise sind
gegeben durch J(X}) : Bz + BxZ = 0. Die Bildsteigungen sind dann

S = —s), = — arctan 6,

Re(B8) _ Re(B)
Im(f

B)  Im(By)

woraus also

{j(zO)(j(Xl),j(Xg)) = arctan §o — arctans; = 0y — 0y = —{ZO(Xl,XQ)

folgt.

(2) Ist X ein euklidischer Kreis und X5 euklidische Gerade, so sind die Geradengleichun-
gen X1 : B1z + B1Z+ 71 = 0und Xo : Baz + ByZ = 0. Weiter hat J(X7) die Steigung
(Siehe Proposition 1.8.1) gerade

§1 = —s1 = —arctan 6,
sowie die Steigung von J(X3) nach (1) gerade
§9 = —89 = — arctans.

Damit folgt wie in (1) die Behauptung.
(ii) Fiir eine Gerade g : Bz + Bz + v = 0 ist C(g) : fZ + Bz + v = 0, das Bild also wieder
eine Gerade. Genauso bildet C' euklidische Kreise auf solche ab. Daraus folgt bereits die

Konformitét von C. O
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Ubungsblatt 5

Aufgabe 5.1 Es sei M := R? und dgyy : M x M — R die durch

|za| + o1 —y1| + [y2|  falls 21 # y1,
dKVV((x17x2)7(yl7y2)) =
|[z2 — y2 falls 1 = y1

definierte Abbildung. Zeigen Sie, dass (M, dxyv) ein metrischer Raum ist. Uberlegen Sie sich,

woher der Name kommt.

Lésung. Es sind die Axiome einer Metrik zu zeigen.

(i) Da | - | symmetrisch ist, gilt |21 — y1| = |y1 — 1| und |22 — yo| = |y2 — x2| fiir alle

(w1, 22), (y1,y2) € R? und damit

drvv((z1,22), (y1,92)) = drvv (Y1, y2), (21, 22)).

(i) Da |z| = 0 fiir alle x € R? ist dgyv((z1,72), (y1,92)) = 0 fiir all (z1,22), (y1,y2) €
R2. Weiter ist divy((z1,22), (21,22)) = 0 fiir alle (z1,22) € R2 Ist nun umgekehrt

drvy ((z1,22), (y1,y2)) = 0, so fithrt der Fall 21 # y1 zum Widerspruch
0 =drvv((z1,22), (y1,92)) = |z2| + |21 — 91| + 92| = 21 — 3] > 0

und im Fall 1 = y; folgt 9 — y2 = 0, also (z1,z2) = (y1,y2). Insgesamt ist dxyy damit
positiv definit.
(iii) Es bleibt noch die Dreiecksungleichung zu zeigen. Seien dazu (z1,2), (y1,y2), (21, 22) € R?
beliebig. Wir miissen einige Fallunterscheidungen treffen.
Fall (1) Sei zunéchst z; # 2.
Fall (1.1) Sei y; # 1 und y; # z;. Dann ist

drvv((w1,22), (y1,92)) = |22| + |21 — 21| + | 22|

= |xo| + |x1 —y1 + Y1 — 21| + |22

N

|z2| + |z1 — y1] + [y1 — 21| + |22]

A

|z2| + 21 — y1] + 2|y2| + |y1 — 21] + |22

drvv((z1,72), (Y1,92)) + drvv ((Y1,y2), (21, 22)).
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Fall (1.2) Sei y; = 21 und y; # z;. Dann ist

drvv((x1,22), (21,22)) = |z2| + |21 — 21| + [22]
= [v2 —y2 +y2| + |71 — 21] + [22]
<z =yl + |y2| + |21 — 21] + |22
= |22 —yol + 2] + [y1 — 21[ + [22]

= drvv((z1,22), (Y1,92)) + drvv((y1,92), (21, 22))-

Fall (1.3) Ist y; # 21 und y; = 21, so folgt analog

drvv (21, 22), (21, 22)) = |v2| + |21 — 21| + |22]

|z2| + |21 — y1| + [22 — y1 + 12|

N

|zo| + |21 — y1] + |y2] + |22 — y2|

= drvv((z1,22), (Y1,92)) + dxvv(y1,92), (21, 22))-

Fall (2) Sei nun z; = z;. Dann gibt es zwei Unterfille:

Fall (2.1) Ist y1 = 21 (und damit auch y; = z1), so gilt

drvv((x1,x2), (21,22)) |z2 — 2o

N

|T2 — y2| + |y2 — 22

drvv((z1,22), (y1,92)) + drvv (Y1, y2), (21, 22)).

Fall (2.2) Ist y1 # 1 (und damit auch y; # z1), so erhalten wir

drvy((z1,22), (21,22)) = |x2 — 29
< wo| + |22
< wo| + o1 — w1l + y2| + y2| + ly1 — 21] + |22

drvv((z1,72), (y1,92)) + drvv ((Y1,y2), (21, 22)).-

Damit gilt in allen Féllen die Dreiecksungleichung, womit dgxyy zu einer Metrik und
(M, dgvyy) zum metrischen Raum wird.
Zu zwei gegebenen Punkten in der Ebene misst die Metrik die Lénge des Weges, wenn man
senkrecht von einem Punkt zur x-Achse, dann entlang der x-Achse zum Lotfufspunkt des anderen
Punktes und anschlieftend senkrecht zum zweiten Punkt entlang lduft. Dieser Weg erinnert an
das Strafenbahnnetz in Karlsruhe, wo (fast) all Bahnlinien entlang der Kaiserstrafe verlaufen

und sich erst im Osten bzw. Westen in die verschiedenen Stadtteile abspalten. [l
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Aufgabe 5.2 Zeigen Sie, dass die Translationen T(R?) = {T, : R> — R?, 2 — x +a | a € R?}

ein Normalteiler in der euklidischen Isometriegruppe Isom(E?) = O(2) x R? ist.

Lésung. Wir wenden zunichst das Untergruppenkriterium an, um zu zeigen, dass T'(R?) eine

Untergruppe ist. Sicherlich ist T'(R?) # &, da idg2 € T(R?). Weiter gilt fiir a, b € R?
(TooT p)(x) =Tou(z —b) =2 +a—b=T, () e T(R?),

also ist 7'(R?) eine Untergruppe (beachte, dass T, ! = T_;). Es bleibt noch die Normalteilereigen-
schaft zu iiberpriifen. Sei dazu ® 4 , € Isom(E?) beliebig, wobei ® 4 o(x) = Az + a ein beliebiges

Element der Isometriegruppe von E? ist. Dann gilt @Zla(x) = A2z — A 'a, denn es gilt
(Pago @E}a)(x) =0 ,(Az—A"a)=A(A s - A a)ta=a—a+ta=1

und

(@Z}a 0®.) () =Pay(Ar+a)=A Az +a)-Ala=2r+a—a=uz.
Dann gilt fiir jedes b € R?

(23heTho®aa) (@) = (®3hoTh) (Az+a)

o) (Az+a+0b)

= A YAz +a+b)—Ala
z+ A7

= Tp-1(x),

also @1 0Ty 0®y, € T(R?), was zu zeigen war. O

Aufgabe 5.3 Ein Léngenraum ist ein topologischer Raum X, der hausdorffsch ist, zusammen

mit einer Klasse W von zulissigen Wegen in X und einer Abbildung L : W — Rt U {00} mit

den Bedingungen

(wl) W ist abgeschlossen unter Restriktionen, d.h. wenn 7 : [a,b] — X in W liegt, so auch
Vlje,q) fiir alle a < c < d <b.

(w2) W ist abgeschlossen unter Verkettung, das heift fiir Wege 71 : [a,b] — X, 7y2 :]e,d] — X
in W mit v1(b) = y2(c) ist v := 209 in W.

(w3) W ist abgeschlossen unter Umparametrisierungen.

(w4) W enthalt fir jeden Punkt x € X einen Weg v : [a,b] — X mit x = ~(¢t) fiir ein t € [a, b].

und

(I11) L ist additiv, das heifst fiir jeden Weg v : [a,c] — X gilt L(y) = L(Vl[ap] + L(V|[p,])-
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(12) Fiir jeden Weg v : [a,b] — X ist

L(v,a,-) : [a,b] — R* U {0}, t — L(vy,a,t) = L(y

[a,t] )

eine stetige Funktion.

(13) L ist invariant unter Umparametrisierungen von Wegen.

(14) L vertragt sich mit der Topologie von X, das heifit fiir jeden Punkt z € X und jede offene
Umgebung U, von x gilt

inf{L(v|[ap)) | v € W und y(a) = =, y(b) € X\Uz} > 0.
Auf einem solchen Léngenraum (X, W, L) kann man eine Abbildung
dp: X x X — RTu{o},  (z,y) = nf{L(V|[gp) | ¥ € W und y(a) =z, y(b) = y}

definieren. Zeigen Sie, dass (X, dr) ein metrischer Raum (mit nicht-endlicher Metrik) ist.

Lisung. Fiir den Beweis zeigen wir die Axiome einer Metrik.
(i) Zur Symmetrie: Seien x,y € X. Ist dp(x,y) = 0, so gibt es keinen Weg in W von x nach
y, also wegen (w3) auch keinen von y nach x. Daraus ergibt sich dy(y,z) = © = dp(z,y).
Sei nun dp(z,y) < oo. Fir jeden Weg v : [a,b] — X mit y(a) = x und v(b) = y ist
7 : [a,b] — X, F(t) = v(a + b —t) ein Weg von y nach x (exstiert nach (w3)). Aus (I3)
folgt L(v) = L(¥) und damit dr(y,z) < (z,y). Dasselbe Argument andersherum liefert

die andere Ungleichung und damit dr,(z,y) = dr(y, z).

(ii) Seien x,y,z € X. Wir miissen zeigen, dass d, die Dreiecksungleichung erfiillt. Es gilt

dr(z,2) = inf {L(Y|ap)) | v €W und ~(a)

I

“H

=
[wyl

)
= inf {L(¥|jog)) | v €W und (0) = z, 4(2) = z}
)
= inf {L(Y|jo17) + L(vlpzy) | v € W und 4(0) = =, v(2) = z, v(1) =y}
| v €W und (0) = z,v(1) = y} +
| ve W und (1) = y,7(2) = z}

= dp(x,y) +dr(y, 2).

(
(
< inf {L(v|
(
= inf {L(7]jo,
(

[a.5])
[02])
(02)) | ¥ €W und 7(0) = z, (2
[0.1])
[0,1])
inf {L 7|[1,2])

Dabei wurde in der zweiten Gleichheit die Invarianz unter Umparametrisierungen, in der
dritten Gleichheit die Additivitdt und in der vierten Gleichheit die Abgeschlossenheit unter

Kompositionen benutzt.
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(iii) Da L(y) = 0 ist fiir alle v € W gilt dr(x,y) = 0 fir alle 2,y € X. Zeige nun dr(z,z) = 0.
Wiéhle einen Weg v, : [a,b] — X mit y(¢) = z. Dann gilt

LV [ap]) = LOWag) + LOVjeg) + L0l 1e)
= L(Yl[ap) + L(Vl1e,1)5

also

dr(r,2) < L(Ylieg) = L(OV|[ap)) — L(V][ap]) = 0

und damit dp(z,x) = 0. Seien nun umgekehrt x # y. Wir miissen zeigen, dass dann
dr(x,y) > 0. Da X hausdorffsch ist, konnen wir eine Umgebung U, von x wéhlen mit

y ¢ Up. Dann gilt

dr(z,y) = nf {L(Yly) | v €W und v(a) = z, 7(b) = y}
inf {L(’y\[a’b]) | ~veW und v(a) =z, v(b) € X\Ux}

=>0,

\%

dy, ist also positiv definit und damit eine Metrik. O
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Ubungsblatt 6

Aufgabe

6.1 (i) Beweisen Sie [Satz 2.2.3] indem Sie zeigen, dass (S?(R),ds) ein metrischer

Raum ist.

ii) Zeigen Sie, das ¢ : (S2,ds) — (S*(R), +d,), © — Rz eine Isometrie ist.
R

(iii) Bestimmen Sie den Durchmesser diam S?(R) := sup{ds(x,y) | =,y € S’(R)}.

Losung.

(1)

(3)

(i) Wir zeigen die Axiome der Metrik

ds : S*(R) x S*(R) — R™, (p,q) — ds(p,q) = ceriI(leQ(R)) Ls(c).
Da |d(t)]e = 0 fiir jede Kurve ¢ € Q,4(S*(R)), gilt ds(p,q) = 0 fiir alle p, g € S*(R).
Weiter gilt fiir den konstanten Weg ¢ : [a,b] — S?(R), t — c(t) = p fiir beliebiges
p € S?(R) bereits ¢/(t) = 0, also ds(p, p) = 0. Sei nun umgekehrt p,q € S*(R), p # q.
Wir miissen zu zeigen, dass ihr Abstand nicht verschwindet. Wir gehen hierfiir vor
wie im Euklidischen. Wihle € > 0, sodass der euklidische Ball B,(p) € R? den Punkt
q nicht enthilt und wihle einen Weg ¢ : [a,b] — S?(R) mit c(a) = p und c(b) = q.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es d € [a, b] mit ¢(d) € 0B¢(p) und ¢([a, d]) S Be(p),
das heifst § ist der Zeitpunkt, zu dem die Kurve ¢ den Ball erstmalig verldsst. Dann

gilt fiir die Lénge der Kurve
b o
Lg(c) = inf | (t)]. dt = f I (t)]e dt = ds(p,c(8)) = de(p,c(d)) = €

und damit

dS ’ = inf LS = O?
(¢, 9) CEQpiI(lSQ(R)) (&) >e>

ds ist also positiv definit.

Fiir p, q,r € S?(R) gilt
Qr (S (R)) 0 g (S*(R)) := {y 0 | 7 € Qug(S*(R)), 1€ Qy(S*(R))} < 2 (S*(R))

und damit ds(p,r) = ds(p,q) + ds(q,r), die Dreiecksungleichung.
Da fir jeden Weg auch der umgekehrte Weg existiert und dieselbe Lange hat, folgt

Symmetrie.
1

(i) Wir miissen zeigen, dass fiir p, ¢ € S? gilt ds(p, q) = 7ds(e(p),1(q)) = %ds(Rp, Rq). Es gilt

E
R

1
d - —  inf_ L
s(u(p), (q)) R reon Mo ) s()
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_ ! J\/x 24+ y/(t)2 4 2/(t)? dt

R ’YEQRqu (S2

ot [V CF) y}i“>2+ () o
Al ¢ ((1’?)')1 (7))

> f 2 4 24 2(¢)2 dt
veﬂlfm O

= ds(pa Q)

wobei genutzt wurde, dass fiir v € Qrpre(S?(R)) mit v(t) = ((t),y(t), 2(t)) die Kurve

A(t) = (xg), 1(%)7 iﬁ) eine Kurve in ,,(S?) ist. Genau so folgt

Rds(p,q) = R inf L(v)

YEQpq(S?)
B venlﬁlfS)J VA y (0 + 2102 at
= fVR:r + Ry ()% + (RZ(1))2 dt
-t [ VRO (RO R

\%

inf J\/x 2Hy(6)? 4 2/(t)? dt

'YGQRqu S (R)

ds(u(p), ¢(q)),

die umgekehrte Ungleichung.

(iii) Es ist ds(x,y) = Ls(y) fiir den kiirzesten Weg ~, der entlang eines GroRkreises auf S?(R)
verlduft. Zu zwei Punkten p,q € S?(R) gibt es einen eindeutig bestimmten GroRkreis und
zwei Segmente, die p und ¢ verbinden. Das kiirzere davon ist kiirzer als der der halbe
Umfang, also ds(p, q) < 5 = wR. Andererseits haben Antipodenpunkte genau den Abstand
7R, also gilt diam (S?*(R)) = wR. O

Aufgabe 6.2 Zeigen Sie:
(i) Die Sphére (S*(R),ds) ist 2-Punkt-homogen.
(ii) Der hyperbolische Raum (H?2,dp,) ist 2-Punkt-homogen.

Lésung. (i) Seien (a,b), (x,7y) zwei Punktepaare in S?(R) mit ds(a,b) = ds(z,y). Wir miissen
zeigen, dass es eine Isometrie ® € Isom(S?*(R)) gibt mit ®(z) = a und ®(y) = b. Da

S?(R) homogen ist, kénnen wir ohne Einschrinkung a = z annehmen. Aukerdem operiert
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O(3) transitiv auf der Menge der Vektoren des R® mit Norm R, wir konnen also weiter
a = (0,0, R) annechmen. Wir brauchen also eine Isometrie ® mit ®(0,0, R) = (0,0, R) und
®(y) = b, es muss also ® € Isom(S?(R)), = O(2) enthalten sein. Aus ds(a,b) = ds(x,y) =
ds(a,y) folgt bg = y3 und damit aus

()] (2)
| ()11 ()}

Da O(2) transitiv auf Vektoren des R mit Norm r operiert, gibt es eine solche Isometrie

2 2
2
:b3+

b1
ba
b3

2 9 Al
ty3 = || v
Y3

® € O(2) mit ®(y1,y2) = (b1,b2) und P(b3) = bz = ys3, insgesamt also P(y) = b, was zu
zeigen war.

(ii) Fiir a +i8 € H? gilt mit

[0

VB | e PSLy(R)
VB

@l

A=

[an)

bereits T4 (i) = a + if3, es bleibt noch zu zeigen, dass fiir z,w € H? mit dy(z,7) = dp(w, i)

eine Isometrie ® € Isom(H?) gibt mit ®(w) = 2z und ¢(i) = i. Wir wissen bereits
PSLQ(R)Z = PO(2)

Es sind also z,w auf dem hyperbolischen Kreis mit Radius r := dp(z,1) = dp(w,7) um i,
man kann also z mit einer Drehung um i (welche i selbst fix ldsst) auf w abbilden. Dies

wollen wir im folgenden prézisieren. Betrachte dazu fiir P := ie” die PO(2)-Bahn

> 5T
PO(2) -ie" = {WH’ a? + b = 1}
—bie" +a
(aie” +b)(a +bie") | 5
= { e 4 o2 a”+b" =1
_ {—abezr + a?ie” + b%ie" + ab ’ Q2= 1}
b2e2r 1 2
ab(l —e?) +ie" | 5
= { et & o2 a”+b" =1
ab(l —e*) +ie" | o o
- {a2(1—e2”)+62” b=l
T __ T T T
= {eQe(u—Fiv)—i- %i u? +v? = 1}
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= {sinhr(u +iv) 4 coshr | u? 4+ v? = 1}
= B,(i),
wobei folgendermafen substituiert wurde:
ab(1 — &%) 2e2" — (14 e®)(a?(1 — €?") + )
“= a?(1—e?r) + e’ v (€2 —1)(a?(1 — e?r) + e?7)

(eine aufwiindige Rechnung zeigt, dass a® +b> = 1 genau dann, wenn u? + v? = 1). Daraus

folgt, dass z und w in derselben Bahn sind und damit 2-Punkt-Homogenitit von H2. []
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Aufgabe 6.3 Es sei R > 0 und

Rcos 2t
Rsin 27t + 2R

Yr:[0,1] — R?  te
(i) Skizzieren Sie das Bild von yg fir R=1,R =2 und R = 3.

(ii) Berechnen Sie die euklidische Lénge von vg.

(iii) Zeigen Sie, dass die hyperbolische Linge von vz unabhéngig von R ist.

Léosung. (1) Wir erhalten folgendes Bild:

V3

V2

(i) Es gilt

—2m R sin 27t
Y (t) =

2w R cos 2nr

also |/ (t)|e = 27 R. Fiir die euklidische Léange folgt also

1 1
Le(v) = f Wa(®)]e dt = j OMIR dt — 27 R,
0 0

(iii) Es gilt im(yr(t)) = R(2 + sin27t). Fiir die hyperbolische Lange gilt also

1 / t o 1 2

o Im(yr(t)) 0 2+ sin2mt

was nicht von R abhéngt. O
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Aufgabe 6.4 (i) Berechnen Sie den Fliacheninhalt eines hyperbolische n-Gons.
(ii) Zeigen Sie, dass es ein hyperbolische Achteck gibt, dessen Innenwinkel all 90° betragen.

Losung. (i) sei A ein hyperbolisches n-Eck mit Innenwinkeln ay, ..., a;, und betrachte die n
Dreiecke Aq,...,A,, die entstehen, wenn man die Eckpunkte mit einem beliebigen inneren

Punkt (durch Geodéitische) verbindet.

Bezeichne die Innenwinkel mit f3;,~;, d;, wobei §8; + ;-1 = o fiir 1 € {2,...,n} und oy =

B1 + Yn. Dann gilt
NI WIS

= Zﬂ_ﬁz Vi — 0

(5
oo ($)

(ii) Betrachte das regelméfige Achteck mit Ecken auf dem Rand im Unendlichen (im Ein-
heitskreismodell). Dann gilt «; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,8} und nach Teil (i) u(A) = 67.
Verschiebe nun die Ecken gleichméfig zum Ursprung. Dann gilt u(Ag) — 0 und damit

ZQZ_M_)?’I,

Dieser Vorgang ist stetig un der Zwischenwertsatz liefert uns fiir jedes 0 < a < <f ein

Dreieck mit Innenwinkeln «, also insbesondere auch fiir o = 7. O
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Ubungsblatt 7

Aufgabe 7.1 Beweisen Sie [Satz 2.4.4} Fiir z, w € H? gilt

() -
dh(z,w) = In l_Zl ! l_Zl
(i) P
cosh (dp(z,w)) =1+ T (2)Tm(w)’
(iii) il <1d " w)> _ |z — w|
2 M 24/Im(2)Im(w)
" cosh <1d (z w)) = |z — @
DR 2+/Im(z)Im(w)
N 1 |z — w]
tanh <2dh(z,w)> = P

Losung. (iii)) Wurde in der Vorlesung gezeigt.
(iv) Es gilt

cosh (;dh(z,w)> = \/1 + sinh? (;dh(z,w)>

= \/1 + ﬂ
4Im(z)Im(w)

A/Alm(2)Im(w) + |z — wl?
24/Im (2)Im (w)
A/4Im (2)Im (w) + (Re(2) — Re (w))2 + (Im (2) — Im (w))?
NG
e e (@) + (0 (2) + T ()2
24/Im (z)Im (w)
|z — |

- 24/Im (2)Im (w)

(v) Es gilt nach (iii) und (iv)

sinh (3dp(z,w)) |z —wl
cosh (3dp,(z,w)) |z —w|

tanh (;dh(z,w)> _
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(i) Mit (v) und der Identitét arctanh (z) = £ In (”"3) gilt
In |2 = 2’ * |z —wl = 2arctanh |2 = E|
|z —w| — |z — w |z — |

1
= 2arctanh (tanh <2dh(z,w))>

= dp(z,w).

(ii) Schlieflich gilt mit cosh(2x) = 2sinh?(x) + 1

|z —wf?

cosh? (dj(z,w)) = 2Tm (2)Im (w)

+ 1,
was die letzte Formel beweist. ]

Aufgabe 7.2 (i) Zeigen Sie, dass die Mobiustransformation

1z+ 1
z+1

m (2, dy) — (D%,d5), 2> m(z) =

eine Isometrie ist.
(ii) Zeigen Sie des weiteren die folgenden Formeln fiir die Metrik dj:
(1) Fiir 0 < r < 1 gilt d5((0,0),(0,7)) = In 1L,
(2) Fiir z,w € D? gilt

|1 — 2wl|?

2 (L zZ,w) | = '
cosh <2dh( ) )> (1= 1221 —|w|?)

Lésung. (i) Wir zeigen, dass fiir jeden Weg v : [a,b] — H? gilt Ly () = L} (m o), also

YOI o P 20mer) ()]
Ln(v) —f Tm (7(2)) dt _f 1—[(mory)(®)|?

indem wir Gleichheit der Integranden zeigen. Mit der Kettenregel gilt (mo~y)'(t) = m/(v(¢))~'(¢).

dt = Lj(m o),

m abgeleitet ergibt

d [iz+1 i(z+1)— (iz+ 1) 2
! = -/ S = —
m(z>_dz<z+i> (z+1)? (z +1)%
es gilt also
2mory®l  _ lmwreey @
_ 2 = i
T [mon®F ~ - |20

41 (@)

[y (@) + il = i (@) + 1]
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_ Ay @)
z(t)? + (y(t) +1)? = (2(1)* + (y(t) — 1)?)

_ 41yl
A (t)

_ ol
Im (v(1))’

woraus nun die Behauptung folgt.
(ii) (1) Es gilt m(i) = (0,0) sowie
1+r) 1+l —dl—rtl-r 2
<1—7‘Z> N f%;jiﬂ' “Grmicice - 2 =0

also

d3((0,0), (0,7)) = d} <m(i)’m(1+ri>> :dh<. L+r > L

was zu zeigen war.

(2) Es gilt
cosh? (dj(z,w)) = cosh’ <d2 <m <_,iz—+z'1> o <_ZU—+11>>>

1 - 1
— cosh? (dh< iz + 7 iw + ))
z—1  w—i

zwm (22 ) i (=2

Zwischenrechnungen ergeben

(—iz+1)(w+ 1) — (7w + 1)(z — 1)
(z—1)(w+1)

21 — zw|?

|z —d|[w + 1

2|1 — zw|?

|z —i||w — 1]

sowie mit z = x + 1y
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Im <_lz+. > = Im
z—1

— Im (y+1—iz)(x—ily—1)) I[6pt]= 1 — x?y?
22+ (y—1) w2+ (y—1)
_ 1z
INEEEIEN
ebenso
I —iz+1 1— |w|?
z—1 |lw —i|?
Diese liefern dann
- 2
—iz+l _ (—z‘wﬂ)’ )
z—1 w—1 1— 2w
cosh? (d} (=, w)) = - b
A . — |z — |w
2\/Im (F240) (i)

was zu zeigen war.
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Aufgabe 7.3 (i) Beweisen Sie, dass hyperbolische Kreise euklidische Kreise (mit anderen

Radien und anderen Mittelpunkten) sind.

(ii) Berechnen Sie aukerdem den hyperbolischen Radius fiir einen euklidischen Kreis in D? mit

Zentrum in (0,0) und euklidischem Radius p.

Losung. (i) Sei K ein hyperbolischer Kreis in H? um 7 mit Radius In R fiir ein R > 1. Sei

x = x + iy € H? ein beliebiger Punkt. Dann gilt

ze€ K <= du(i,z) =InR =dy(i,iR)

li—z| |i—iR)|
= =

li—z] |i+iR)|

li — 2> |i—iRJ?
< =

li—22  |i+iR|?

= |il[L+ RPli — 2> = |i[|L - R]*|i — =

— (1+R*1+iz—iz+22) =1—R)>*1+ 2z —iz+i2)

= (1+R*»(iz —iz) + 2R(1 + 22) = (1 — R?)(iZ — i2) — 2R(1 + 2%)

— 4Rzz+ 2iz—2i1z+ 4R =0,
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was einer euklidischen Kreisgleichung entspricht.

(ii) Im Einheitskreismodell haben die Punkte p, ip und —p Abstand ln%ﬁ vom Urpsrung.
Betrachtet man nun einen hyperbolischen Kreis um 4 mit Radius » in H?, so liegen die
beiden Punkte ie” und ie™" auf dem Kreis. Dieser entspricht also einem eulidischen Kreis

—r

mit Mittelpunkt e“r;fr = coshr und Radius er—ze

= sinh r. ]
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Ubungsblatt 8

Aufgabe 8.1 Zeigen Sie: Die Geodétischen in (D2, d}) sind Segmente von euklidischen Kreisen

Orthogonal zum Einheitskreis S'.

Losung. Sei g eine Geodétische in (D2, d}). Sei m : H? — D? die iibliche Isometrie und betrach-
te m~!(g). Dann ist m~1(g) eine Geoditische in (H2, d}), also der Schnitt von H? mit einem
verallgemeinerten Kreis in C, der senkrecht auf R ist. Da g = m(m~1(g)) und m € Méb kreistreu
und konform ist, ist auch g Schnitt eines verallgemeinerten Kreises in C mit D?, der senkrecht

auf m(R) = St ist. O

Aufgabe 8.2 Zeigen Sie, dass Aquidistanten zu einer hyperbolischen Geodétischen h, d.h. Kur-
ven bestehend aus Punkten mit konstantem Abstand zu h keine hyperbolischen Geodétischen

sind.

Ldsung. Sei g zunéchst eine Parallele zur imagindren Achse mit Fuflpunkt z € R und a eine
Aquidistante zu g mit Abstand § > 0. Sei y € H? mit dj(y,g) = J, also ohne Einschrinkung
y € a. Sei my, fiir A > 0 diejenige Mobiustransformation, welche zentisch um z mit dem Faktor

A streckt (also m(z) = A(z — z)). Betrachte den Strahl
A= {ma(y) | A > 0}

der Strahl von z durch y. Wir behaupten jetzt, dass A dquidistant zu g ist.

Der Abstand § von y zu g wird realisiert vom griinen Kreissegment. Ist z € A nun beliebig, so
wird der Abstand von z zu g realisiert vom roten Kreissegment. Die Langer dieser Segmente ist
nach Lemma 2.10.3 ist jedoch identisch, daher ist A = a eine Aquidistante zu g mit Abstand ¢,
aber nicht mehr senkrecht zu R, also keine Geodétische. Ist & nun eine beliebige Gerade, so wihle
eine M&biustransformation m € Mob™ (H?) mit m(h) = g. Dann ist fiir jede Aquidistante a von
g auch m~!(a) eine Aquidistante zu h und keine Geodétische, da sonst auch a = m(m~'(a))

eine Geodéatische wére, was nach obiger Erkenntnis falsch ist. ]
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Aufgabe 8.3 (i) Beweisen Sie Lemma 2.10.4: Sei g eine Geodétische in H? und p € H?, p ¢ g.
Dann gilt fiir den LotfuRpunkt p’ € g

dn(p,g) = min dn(p,q) = dn(p,p").

(i) Um den hyperbolischen Mittelpunkt eines Kreises K in H? zu ermitteln, kann man folgende
Konstruktion (mit Zirkel und Lineal) durchfiihren:
(1) Man zeichne die vertikale Geodétische g durch den euklidischen Mittelpunkt Ze, von
K und erhélt den Schnittpunkt x von g mit der reellen Achse.
(2) Man zeichne die beiden Tangenten an K, die durch z laufen und erhélt die beiden
Beriihrpunkte p, ¢ auf K.
(3) Man zeichne die hyperbolische Geodétische h durch p und ¢ und erhélt den Schnitt-
punkt z von h und g.
Zeigen Sie, dass z der hyperbolische Mittelpunkt Zy, von K ist.

Losung. (i) Sei p’ € g und betrachte das Dreieck A = A(p’pq) mit Innenwinkel a bei ¢q. Nach

dem Sinussatz gilt
sinhdp(p,q)  sinh dn(p,p)

sin 90° sin o

also

dh(pap/) = SinaSinhd(p7p,) < dh(p7 Q),

woraus die Behauptung folgt.

(ii) Es gilt: p und ¢ sind die beiden einzigen Punkte auf K mit maximalem Abstand zu g (denn
p und g haben beide als einziges maximalen Polarwinkel) und Zyy, ist der Lotfulspunkt
von p bzw. ¢ auf g. Sei nun w # Zyy, auf g und innerhalb von K. Angenommen w ist

der hyperbolische Mittelpunkt von K. Wihle r € K, sodass w der Lotfufspunkt von r ist.



UBUNGSBLATT 8 139

Damit ist

dn(g,p) > di(g,r) L dy(w, ) = dy(w,p) > di(g,p),

ein Widerspruch. Ist z aufterhalb von K, so ist z sicherlich nicht der hyperbolische Mittel-
punkt von K. Damit ist Zyy, der hyperbolische Mittelpunkt, was zu zeigen war. O
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Ubungsblatt 9

Aufgabe 9.1 (i) Zeigen Sie, dass das Flichenelement fiir das Kreisscheibenmodell (D?,d5)

in Polarkoordinaten r, 6 gegeben ist durch

4r
dA = —— drdf.
1—rm2 "

(ii) Berechnen Sie den hyperbolischen Umfang L;(0BR) einer hyperbolischen Kreisscheibe mit
Radius R > 0.

(iii) Berechnen Sie den hyperbolischen Flécheninhalt ;1(Bpr) einer hyperbolischen Kreisscheibe
Bpr mit Radius R > 0.

Losung. (i) In (H?,dp) gilt fir A < H?

1
w(A) = f dA = J — dzdy,
A AY

also dA(z,y) = y% Fass die Isometrie

miD? W2, o —2t1
zZ—1
als Funktion
.2 2 2 2

auf. Dann gilt
(2* + (1 —-y)*)°

(dAom)(z,y) =

(1—a% —y?)?
und
Dm(x y) — ag;l (1.7 y) é’a%(:my) _ 1 2(y — 1)2 — 21’2 4x(y _ 1)
| ma(a,y) 2y PO\ dpy-1)  2(y—1)2—22?
Es ist
detDm(ey) = oy (200 =10 = 267~ (haly ~ 1Y)
- Gy A )
4

(22 + (1 —y)?)*
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Die Transformationsformel liefert nun fiir A < D?

wA) = p(m='(A)
= J dA(z,y)
m~1(A4)
= JA m(dA(z,y))| det Dm(z,y)| dedy

4
———— dzdy,
m(a) (1 —a% —y?)?

also dA = W. Ubergang zu Polarkoordinaten liefert die Behauptung.
(ii) Wihle ohne Einschrinkung Br = Br(0) < D?. In der Vorlesung haben wir gesehen, dass
der hyperbolische Radius R dem euklidischen Radius

el -1

entspricht. Definiere nun

Rcost
c:[0,27] — D?, t—
Rsint
Dann ist
—psint
diy=|""
pcost
und

2m 9\/(—psint)? + (pcost)?
Lp(0BR) = Ln(c) = L 1— ((pcost)? + (psint)?)

27
2
=J P
o 1—p

dmp
1—p?

(iii) Wir wéhlen denselben Ball und rechnen

27
A(Br) = n(BrO) = [ [ dras

|
S >,
¥
3
—
—
[
<
o
[EE—
o he)
Q.
>
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Fiir R — o gilt p —> 1 und damit p? ~ p. Fiir die isoperimetrische Konstante gilt dann

1(Br(0))

—p—s1
L(eBp) " ’

was wir in der Vorlesung bereits gesehen haben.

U

Aufgabe 9.2 Sei I eine Fuchssche Gruppe. Zeigen Sie, dass der Flacheninhalt eines Fundamen-

talbereichs eine Invariante der Gruppe I ist: Es Seien P;, Py < H? zwei Fundamentalbereiche fiir

', sodass die Rander hyperbolischen Flacheninhalt Null haben und es gelte u(P;) < oo. Dann

gilt u(P1) = u(P2).

[0}

Liosung. Da p(0F;) = 0, gilt u(P;) = p(P;) fir i = 1,2. Es gilt weiter

P2 | J(PrnvPy).
~yel

Da P, ein Fundamentalbereich fiir I ist, gilt
P2 nyPy = &

fiir alle v # 7 € I, es folgt also

(Pl (U P 07P2> = ZM<P1 m'y%2> = Zu(’yfl(Pl)ﬂ]ODQ).

vyell ~yel vyell

Da auch P ein Fundamentalbereich fiir I ist, gilt () v~ 1(P;) = H? und damit

p(P) = )y (Pr) Py = ((U’Y Pr) ) ﬂng) = 1(P2) = u(Py).

vyel’ ~yell

Analog zeigt man die umgekehrte Ungleichung, woraus die Behauptung dann folgt.

U

Aufgabe 9.3 Bestimmen Sie den Flacheninhalt des kleinsten hyperbolischen Dreieck, dessen

Innenwinkel von der Form 7,7, = mit k,l,m € N\{1} sind.

Losung. Mit der Bedingung

und der Flachenformel

fiir hyperbolische Dreiecke findet man durch sukzessives Probieren k =2, l =3 und m =7. [
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Ubungsblatt 10

Aufgabe 10.1 Sei g € H? eine hyperbolische Geoditische. Die Spiegelung an g ist die Abbildung
og;H2 — H2, welche durch folgende Eigenschaft charakterisiert ist: Fiir alle z € H? trifft das
(eindeutig bestimmte) geoditische Segment zo, () von z nach o4(2) die Geodétische g orthogonal
und wird von dieser halbiert. Zeigen Sie:
(i) Ist go die positive imaginire Achse, so gilt o4 (2) = —Z fiir alle 2 € H.
(ii) Ist g eine beliebige Geodatische und ¢ eine hyperbolische Isometrie mit g = ¢(go), dann
gilt oy = pooy, 0 ¢! und dies ist unabhingig von der Wahl von ¢.

Losung. (i) Esseiz = (Acosf, Asinf) in Polarkoordinaten gegeben. Dann ist der Spiegelpunkt
—Z = (—=Acosf, Asinf) = (Acosm — 6, Asinm — 0) und das geodétische Segment zwischen
z und —7% ist gerade der parametrisierte Halbkreis mit Zentrum 0 und Radius A, schneidet

go also im Punkt m := (0,\) = (/\ cos 5, Asin %) Dann gilt Nach Lemma 2.10.3

sin § (1 + cos 6) 1 1+ cosf

dp(m,z) =1 = .
a(m, 2) nsinG(l—kcos%) . sin 6
und wegen
1+ cosf sin 6
1 0)(1 —cosf) =1 —cos* ) = sin* 0 -
(1 + cosO)(1 — cosh) cos” ) = sin — e T~
folgt
1+ cosf sin ¢ sin7r—9(1+cos£)
d =1 = = 2 :d —Z
w(m, 2) =1n sin 6 BT " cosd nsin%(l%—cosw—ﬁ) n(=zm),

g halbiert also die Geodatische. Weiter ist der Tangentialvektor an der Geodétischen senk-
recht zu go, denn ist —2zz parametrisiert durch ¢ : [0, 7 — 0] — H?, t — A(sint + i cost),
so gilt offenbar m = ¢(0) und ¢/(0) = —1 L 7 || go.

(ii) Sei nun g beliebig und ¢ eine hyperbolische Isometrie mit ¢(go) = g. Fiir z € H? gilt dann

¢~1(2)d~(og(2)) L6 (g)
= ¢ H2)¢7(0g4(2)) L g0
¢~ (0g(2)) = 0y (67(2))

— ¢! 00y =0y, ot

zog(z) Lg —

—1
— Ug=¢oagoo¢ ,

wobei (i) und die Konformitdt von ¢ benutzt wurde. Wegen der Léngentreue von ¢ gilt
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auRerdem d(z,g) = d(og4(z),g) genau dann, wenn d (¢ '(2),90) = d (¢ (04(2)),90) =
d (0g(¢71(2)),90), was wir in (i) bereits gezeigt haben. Auch die Winkeltreue (also der
senkrechte Schnitt) folgt aus der Konformitét. Es bleibt noch die Unabhéngigkeit von ¢
zu zeigen. Sei dazu 1 € Ism(H?) eine weitere hyperbolische Isometrie mit ¢ (gy) = g. Wir

miissen zeigen, dass dann

-1 -1
poog0¢p  =poog 0.

Betrachte dazu m := ¢~ 0 ¢. Dann gilt m(go) = go = iR. Welche Mobiustransformationen

erhalten ¢R? Sicher zum einen C(z) = —Zz. Fiir die weiteren machen wir den Ansatz

mit m(iR) = iR. Dann erhalten wir zwei Falle:

Fall (a) m(0) = 2 = 0, also b = O und d # 0. Damit ist my(z) = 5. Schreibe my (i) = ui

fir ein v > 0. Dann ist
ai
ci+d’

wi =mq (i) =

woraus ¢ = 0 folgt, also mi(z) = §z.

Fall (b) m(0) = % = o, also d = 0 und b # 0. Damit ist mo(z) = aztb - Schreibe

cz

ma(i) = vi fiir ein v > 0. Dann ist

. . )+
m=m2(z)=m —,

Cl

woraus a = 0 folgt, also ma(z) = %.

Wir sehen nun
(Coag 00 (2) = (Coagg)(=7) = O(2) = =2 = g4, (2),

(m1 0 0 0o mTY)(2) = (m1 0 0g) <Zz> — (1 (—dz> -

a
cz cz

(200 0m31)(2) = (ma003) (2 ) = (2 (=2 ) = =7 = ),

also ist auch m € (C, m1, m2) und damit m = m o g4 o m~1. Damit folgt
gboagoogf)_l = ¢o(¢_lo¢))oagoo(¢_lo¢)o¢_1 = ¢O(¢_10090 OT/J)OT/}_I = woggo o¢_1,

was zu zeigen war. ]
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Aufgabe 10.2 Bestimmen Sie die Dreiecksgruppe I'a fiir das Fundamentaldreieck A = (2,3,7)
(Schwarz Dreieck).

Lésung. A is das Dreieck mit Innenwinkeln

T T T

55y Nach Definition ist

LA = (04,00, 0¢ | 0270'1?’02» (Uaaby’ (op0e) »(UaUC)3>
Aufgabe 10.3

(i) Bestimmen Sie einen Dirichlet-Fundamentalbereich D(T';) fiir die Grup-
penoperation von I'1 = 3Z x Z auf E? durch Translationen.

(ii) Bestimmen Sie einen Dirichlet-Fundamentalbereich D(T's) fiir die Gruppenoperation von
[y = (2 — 2z + a) fiir a > 0 auf H2.

1..4/3
271772

(iii) Bestimmen Sie einen Dirichlet-Fundamentalbereich D(I's) fiir die Gruppenoperation von
V3, 1
T3=<z|—> 2 * 2>aquHIz.

Lésung. In allen Teilaufgaben wollen wir Satz 3.1.3 benutzen.

(i) Es wird der Punkt p = (0,0) offenbar von keinem Gruppenelement (z,w) € 3Z x Z fixiert,
wir konnen also durch

nenkonstruktion

D(Ty) = D,(T) = {(z,y) € E? xdc((z,¥),(0,0)) < de((z+2, y+w), (0,0)) fralle(z,w) € Ty}
einen Fundamentalbereich bestimmen. Wie in Beispiel 3.1.4 erhalten wir durch Mittelebe-

[
gerade

on=[43] - 41
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(ii) Als nicht fixierten Punkt wéhlen wir p = i. Durch Mittelebenenkonstruktion erhalten wir

Das gibt uns
D(Ts) = [—gg] % (0,00) = {z eH? x [Re(Z)| < %}
(iii) Wegen
A= \é? ?é _ Cf’sf _Smﬁ € SO(2) = Stabygom(z) (i)
bl 5 Sll’lg COSE

ist, wird ¢ von allen « € I's fixiert, ¢ liegt also auf dem Rand aller Translate jedes Fun-
damentalbereichs. Weiter ist A2 = I, und A* # I, fiir 0 < k < 12, also |T'3| = 12, ein
Fundamentalbereich besitzt also 12 Translate. Wahle p = 2i. Die Punkte v - p liegen auf

T 27

dem Kreis um 4 und sind Schnittpunkte von Geoditischen durch ¢ mit Winkeln &, ...

zu iR>g. Durch Mittelebenenkonstruktion erhélt man wieder einen Fundamentalbereich.
Geht man stattdessen via

1z+ 1
z+1

m : H? — D?, Z—

zum Einheitskreismodell iiber, so ist ¢ = m(p) = %i und 0 = m(i), die Geodétischen von
oben verlaufen also durch den Ursprung, sind also Geraden. Der Ein Fundamentalbereich

ist also durch das Zwolftel des Einheitskreises gegeben. O
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 11.1 Esseire N, r > 2 und

T(r) = {(CCL Z) € PSLy(Z) <‘é 2) ~ ((1) ?) ET}

Zeigen Sie, dass I'(r) fiir » > 3 torsionsfrei ist, also keine Untergruppen endlicher Ordnung

besitzt. Gehen Sie dabei wie folgt vor:
(i) Zeigen Sie: Ist A = I + rB € I'(r) und A™ = I, so gilt rd|lm, wobei d den groften
gemeinsamen Teiler aller Eintrage von B ist.

(ii) Zeigen Sie weiter, dass fiir jedes nichttriviale Element A € I'(r) gilt r = ord(A).

.. . Do 1 1 .
Losung. (i) Sei B := i) B = ¢B- Dann gilt

IL=A" = (,+rB)™
= (I +rdB)™

- <ZL>I§”’“B’“(rd)k

k=0

= I+ rdmB + Z <m> rkd* B*
k
k=2
= I+ rdmB + (r*d?) Z (m) rk=2gk=2 ¥
k
k=2
I, + rdmB mod r2d?,

also rdmB = 0 mod r2d?. Da ggt(B) = 1, folgt rdm = 0 mod r2d?, also r2d?|rdm und
damit rd|m, was zu zeigen war.

(ii) Es gelte nun A™ = I, fiir A € T'(r), A # I,. Sei zunéchst m = p eine Primzahl und
r = 2. Dann folgt nach (i) d = 1 und damit » = m = 2 = ord(A). Sei nun r > 3, also
m = p=r >3 und wieder d = 1. Dann ist mrd = r2. Aukerdem gilt T‘(Z‘) fiir m # k # 0.

Damit folgt

m
Iy=A™ = I+rdmB+r°d® )] (m) rb=2dF 2 gk

I
ey
+
=
[\]
oy
_|._
=
[N~}
QL
[\]
N\
=
N~ |
e
(V)
+
=
(3]
oW
N
13
N
3
N————
3
el
S
o}
Eal
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Dies gibt modulo r3d? gerade r2B = 0 mod 73, ein Widerspruch zu ggt(é ) = 1. Ist m nun

keine Primzahl, so gilt fiir jeden Primfaktor p von m
m\ P
I = A" = (a7)",
ein Widerspruch zur obigen Betrachtung. O]

Aufgabe 11.2 Vervollstandigen Sie den Beweis von Satz 4.3.1:
(i) Zeigen Sie, dass die Abbildung

T In
,BSKn—>Dn, Lly-+oysLn+1 '—>< gee ey ,0)
( ) T T 2o

eine Isometrie ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die Abbildung

T Ty 1

.Tn n

~v:L" — K", (xl,...,q:n)r—>< e ,
Tn+1 Tn+1l Tn+l

eine Isometrie ist.

Lésung. Wir verfahren in volliger Analogie zum Beweis, dass « eine Isometrie ist und zeigen,
dass 8 und v Wegléngen erhalten.
(i) Sei also

c:[0,1] — K", t—c(t) = (z1(t),...,coq1(t)) =t (1, ., Tnt1)
eine differenzierbare Kurve in K" sowie

x1(t) Zn(t)

g e ey

Boc:[0,1] — D", tv—»(

1+ Tn+1 (t)

die Bildkurve. Es gilt

LKn (C) =

sowie

1 2
Lagod = | = ST k(D)2

wir zeigen also Gleichheit der Integranden. Es gilt

) = dyp (14 Tpi1) — 25, 7 1 ( , TRT, >
k= "1, S — .

= = T, —
dt (1 + $n+1)2 1+ Tn+1 k 1+ Tn+1
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Weiter erhalten wir aus ZZ*’% 22 =1 durch Ableiten

/ !
Tn1Tlpy1 = — Z LT

Das Quadrat des zweiten Integranden ergibt sich also zu

_ 4 Z ( 1 (mﬁc* TET), >)2
o 2 T
(1 R e e W xi) o\t 2 L+ 2n41
s L (B el 2
122, ) (1 + Zpi1)? =1 =1 (1 +2n41)? P RS
e = — =
4 1 QTN / 2( 1—ap 2Tp41 >
= Tp)” + (T +
(2xi+l )2 (1 + 2p+1)? <kz1( O (5 T T o
1+zp41
1 = 1—a2 |+ 2z, + 222
= (x/)2+(1,/ )2( n+ n+ )
33121+1 (;;1 g i (1+2p41)?
1 S 1\2 / (1 + xn—&-l)
= xp)° + (z
Th (,;1( W7 (@)’ (1 +2p41)?
1 n+1
- 2 (23)°
Tnt1 \p=1
= A(t)?

Insgesamt folgt damit fiir p,q € K"

dgn(p,q) = inf Lgn(c)= inf Lpn(Boc) > inf ¢) = dpn (B(p), B(q
ke (:9) c€Qpq (K™) ke (c) c€Qpq (K™) o ) ceQMp)B(q)(D")( ) o (8(p) A(0))

und auch umgekehrt, also die Behauptung.

(ii) Wir verfahren analog. Sei
c: [07 1] — L7, t— C(t) = ($1(t)7 ) :En+1(t)> =: (xlv e ,$n+1)

eine differenzierbare Kurve und

, L wn (@) Tn (1) 1 _.
~voc:[0,1] K", t (mn_t,_l(t)"”’wn_;,_l(t)’$n+1(t)> (Y1, Yn)
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die Bildkurve. Es gilt

1 n 1
Lyn(c) — f S (02 — ol (62 dt = J A() dt
k=1

0 0

sowie
n+1

1

1
Ln’yOC:f v, (t)? dt =:
K ) 0 Ynt1(t) 2 Kt

f B(t) dt.

wir zeigen also Gleichheit der Integranden. Es gilt

/ /
y/ _ dyg _ TETn4l — Ty Tk 1 (x/ xn-&-lwk)
k= 34 T - kK
dt JI%H Tn+1 Tn+1
fir k e {1,...,n} sowie
y/ d 1 _ n+1
n+1 1+ -
dt xp1 Th g
Weiter folgt aus
n
2 2 2
Zxk—xn+1——1 == 2$k—xn+1_1
k=1 k=1

durch Ableiten

n

/ /
LTy = ﬂfn+]_$n+1.
=1

b

Dann erhalten wir

B(t)? =

/ 2 / 2
_ .2 1 1 Tp1Tk Lnt1
= Tp41 T LTp — — + 3
he1 n+1 Tn+1 Thi1

_ i () 2 i n+1$k i TR Ty q n (93;z+1)2
k=1 _ n+1 k=1 Ln+1 x%-‘rl

_ S /\2 ( n+1) 2 1 233;&1 !

= Z(ﬂfk) + 72 ($n+1* )* - Jr1"7[/‘n+1$n+1Jr
k=1 n+1 n
n 2 / 2

2 s (T541) 2 (Thi1)

= Y @)+ (@) — = 2(a)” + S
k=1 Trt1 Tnt1
n

= Y(@h)? = (@)
k=1

= A(t)?

woraus wie oben die Behauptung folgt.

UBUNGEN

x;l,+1)2

2
n+1
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Aufgabe 11.3 Es sei L” das Hyperboloid-Modell des n-dimensionalen hyperbolischen Raumes
und qr,(z,y) = T *y := T1Y1 + ... + TpYn — Tpi1Yns1 das Lorentz-Produkt von z,y € R+,
Weiter sei |z]z := v/qr(z, ) und I(z,y) := ||z — y|| L. Zeigen Sie:
(i) qr ist symmetrisch und bilinear.
(i) [ ist symmetrisch und positiv definit auf L™ (Hinweis: Sie kénnen ohne FEinschrinkung
x=(0,...,0,2,4+1) annehmen).

(iii) 1 ist keine Metrik auf L"™.

Losung. (i) BEs gilt fiir z,y € R+

qr(z,y) = Z TkYk — Tn+1Yn+1 = Z YkTk — Yn+1Zn+1 = qL(Y, T)
k=1 k=1

und fiir z,y,z € R** aeR

n

qr(azx +y, 2) (oxp + yr) 2k — (OTps1 + Ynt1)Znt1
k=

= « Z TRRE + Z Y2k — OTn+12n+1 — Yn+12n+1
k

n n
= ( TR — $n+1zn+1> + Z YkZk — Yn+12n+1

k=1

1
n n

1 k=1

= + QL(yv )

(ii) Fir z,y € L™ gilt

Wz,y) =z =yl = Var@ —y,x —y) = V(1) 2qly — 2,y — z) = |y — 2 = Iy, 2).

Weiter gilt freilich I(z,x) = 0. Seien nun (Z,zp4+1) = ¢ # y = (9, Yn+1) € L. Wir miissen

zeigen, dass [(x,y) > 0. Gelte zunéchst x,4+1 = yp+1. Dann ist & # gy und damit
l 2 _ 2 2 2 ~
(z,9)" = (@1 —y1)"+ ...+ (Tn —Yn)” — (Tnt1 = Ynt+1)” = |2 —J[e > 0.
Sei nun also x,4+1 # Yn+1. Dann gilt

2 2 2
0 < (Tpt1 —Yns1)” <= Tpi1 — 2Zp41Yn+1 + Yppr > 0

2 2 2 2 2 2
= Tpi1Ynil — 2Tn41Ynt1 1> 20 Y0 — Thgn — Yngal

= 0< (Tns1¥ns1 — )2 > (22, — Dy — 1)

= Tpi1Ynt1 — 1> \/($721+1 - 1)(y121+1 —-1)

— —-1= \/($%+1 — 1)(y,2l+1 - 1) — Tn+1Yn+1 (*)
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Weiter gilt

l(l’, y)2 =

UBUNGEN

yn+1)2

n

2 (1 — yr)?

k
xi—QZUCkykJrZyk

k k=1
( +1> + (Z Yi — y121+1>
k=1

n
—2-2 (Z TpYk — Cvn+1yn+1> .

k=1

xn+1

I
—

2
~ Yn+1

M=

n+l + 2xn+1yn+1

n
Tp— —2 Z +2Tn41Yn+1

k=1

s |

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert

wir erhalten also

I(z,y)°

was zu zeigen war.

n
Z TEYk S
k=1

n
= —2-2 (Z TEYk xn+1yn+1>

n n
<Z x%) (Z y]%) — Tn+1Yn+1
k=1 k=1

1) - xn+1yn+1>

WV
|
o
|
Do
RS

- 1)(%21+1 -

(iii) Offenbar muss die Dreiecksungleichung verletzt sein. In der Tat gilt fiir

z=(1,

die Ungleichung

lz,y) + Uy, 2)

.,0,v/2), ,0,4/2)

z=(-1,0,...

\/1— (V2-1)2<14+1=2=I(z,2),

\/1— 2—1

also definiert [ keine Metrik auf L".
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 12.1 Ein Punkt z € R"*! heifit zeitartig, falls qr(z) < 0. Seien z,y € R"*! mit

ZTn+1Yn+1 > 0. Dann definiert man den zeitartigen Winkel «(z,y) zwischen = und y durch

fI:*y
cosh x(x,y) = ————.
@9 = Gz

Zeigen Sie:

(i) Es gilt <(z,y) = 0 genau dann, wenn z = ty fiir ein ¢t € R.
(i) Fir z,y e L™ gilt x(z,y) = dpn(z,y).

Losung. (i) Seien zunédchst x und y linear abhéngig, also x = ty fiir ein r € R. Dann gilt

T *y tyxy)  tlyl?

lelelyle — ltylzlyle — tlyl7

)

also ¥<(z,y) = areacoshl = 0. Seien nun x und y nicht linear abhéngig. Dann schreibe

y = ax + = mit einem zu y orthogonalen Anteil z+ # 0. Dann gilt

gy =x*(ar+at) = oz ) +rxrt = oz )

und

y*y = (ax + :cl) * (x + xl) = 2a(x * QSL) +atxat + a2(a: *x) = H.TJ_H% + oz2\|x\|%.

Weiter gilt

n

n

1 1 1

THXT = Z TpTy — Tppl1Tpq S 2 ZL'%
k=1 k=1

()2 = tnprztis.

1=

x>
Il
—

Nach Voraussetzung ist x zeitartig, es gilt also
n
2 2
Z Tk < Tpy1
k=1

und wir kénnen ohne Einschrénkung z, 41, yp+1 > 0 annehmen. Dann folgt

n
132 1
0 < Zpt1 Z (xk) — Tn+1Tpy1 = Tntl
k=1
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also

und damit

wegen der Zeitartigkeit von x also —(z * x) (:1cL * mL) > (. Wir erhalten

(zxy)? =a(@zxa)’ = (@*2) ((yry) — (@ *ah)) > (@*2)(y*y) = |z7ly]7

und damit
cosh x(z,y) = Y 1,

Izl zlylz

was ¥(x,y) # 0 impliziert.
(ii) Aus der Vorlesung (Satz 4.5.5) wissen wir
THxyY
cosh(dir(z,y)) = —(z*y) = E cosh ¥x(z,y).

Injektivitdt von cosh auf [0, 00) liefert dpn(x,y) = x(x,y), was zu zeigen war. O

Aufgabe 12.2 (i) Zeigen Sie, dass fiir P € SLy(R) die Abbildung
bp: L2 — 12 (,y,2) — (2,9, 2)
definiert durch
z’—y' ! _p z—=1Y X PT
' 2ty T z+y
eine lineare Isometrie von L2 ist.

(i) Zeigen Sie, dass o : SLo(R) — O (2,1), P — ®p ein Gruppenhomomorphismus mit
kero = {+1p} ist.

Losung. (i) Bestimme zunédchst die Abbildungsmatrix Mp. Schreibe P = (a 2) mit ad —
c

bc = 1. Dann gilt
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az—ay+br ar+bz+by\ (4 ¢
cz—cy+dr cxr+dz+dy b d

a’z — a’y + abx + abx + b*>z + b%y  acz — acy + bex + bdx + bdz + bdy
acz — acy + bex 4 bdx + bdz + bdy 2z — c*y + cdx + cdx + d?*z + d%y

2abx + y(b? — a®) + z(b*> + a?) x(ad + be) + y(bd — ac) + z(ad + be)

x(ad + be) + y(bd — ac) + z(bd + ac) 2cdx + y(d? — c2) + z(d? + ¢?)
also
2’ = z(ad + be) + y(bd — ac) + z(bd + ac),
’ N (o
y = (" +y) 5 Gt D) =:L'(cd—ab)+%(az—62—02+d2)+g(—a2—b2+62+d2),
/ / ’
G +y);(z ¥)) :x(ab—i-cd)+%(—a2+b2—02+d2)+§(a2+62+62+d2).

Die Abbildungsmatrix ist dann gegeben durch

ad + be bd — ac bd + ac
Mp := | cd — ab a2 =0 —+d? (—a® -V +F+d?)
ab+cd F(—a*+b0*—+d*)  La?+ 0 +F+d?)

Wir zeigen nun, dass M € O7(2,1). Es gilt mgs = %(a2 +b% + %+ d?) > 0 und mit

1 0 0
J=10 1 0
00 -1
rechnet man
b2¢? + a2d? — 2abed 0 0
MpJMLJ = 0 b2+ a’d* — 2abcd 0|=1s
0 0 b2 + a2d? — 2abed

und Satz 4.5.3 liefert die Behauptung.
(ii) Fiir P,Q € SLa(R) mit Abbildunsgmatrizen Mp, Mg € O*(2,1) und (z,y, z) € L? gilt mit

Regeln aus der linearen Algebra

(@(P)oo(Q)) (x,y,2) = o(P) (0(Q)(2,y,2))
o(P)(Mq(z,y,2))
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= (MPMQ)(JJ,@/, Z)
= Mpq(z,y, 2)
= U(PQ)(.T,y, Z)'

Zeige nun noch die Aussage iiber den Kern: Ist P € ker o, so gilt ®p = id, also Mp = I3.
Dann gilt (zum Beispiel)
0 = bd — ac = bd + ac,

also b = 0 oder d = 0 sowie a = 0 oder ¢ = 0. Das sind vier Fille:

Fall (a) a = 0 = b widerspricht my; = 1.

Fall (b) ¢ =0 = d widerspricht m;; = 1.

Fall (c) a =0 = d liefert 1 = 3(—b% — ¢?) < 0, einen Widerspruch.

Fall (d) Dann folgt b = 0 = c. Wegen ad = 1 und 1 = 3(a® + d?), 0 = 1(a® — d?) folgt
a’> =d?> =1, also a = d = +1 und damit P = +1.

Aufgabe 12.3 Fortsetzung von Aufgabe 12.2.

(i) Zeigen Sie, dass sich jede Matrix M € O*(2,1) als Produkt M = R,L,Rz von Matrizen

der Form
cosa sina 0 coshz 0 sinhz
Ry =] —sina cosa 0], L, = 0 1 0
0 0 1 sinhz 0 coshz

schreiben lasst.
(ii) Folgern Sie, dass o : SLa(R) — O7(2,1) surjektiv ist.
(ili) Folgern Sie PSLo(R) = O*(2,1).

Losung. (1) Fir o, 8,z € R gilt

cosa sina 0\ fcoshz 0 sinhz cosf sinfg 0
A = —sina cosa 0 01 O0]] —sinfB cosB O
0 01 sinhx 0 coshx 0 01

cosacos fcoshx —sinasin 8 sinacos B + cosasin 8 coshx cos asinh x

= —sinacos fcoshx — cosasinfS cosacos S —sinasinfcoshz —sinasinhzx

cos Bsinh z sin B sinh cosh x
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Sei nun
mi1 Mi2 M3
+
M = (mi|malms) = | ma1 ma2 mog |€OT(2,1).
m31 Mm32 M33
Dann gilt

2 2 2 2
—1 =mg*mg = miz + may3 —mzz = —mgs,

also mg3 = 1. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also z € R mit mg3 = cosh z. Mit obiger

Gleichung folgt nun
m3s + mas = —1 4+ m33 = —1 + cosh®? z = sinh® z,

also (my3,mo3) € S'(sinh z). Wir kénnen damit & € R so wihlen, dass

mi3 = cos asinh x, meo3 = sin & sinh x.
Setze nun « := —a&. Dann ist
mi3 cos asinh x
m3 = | mog | = | —sinasinhzx
mss cosh z

Nach Definition ist M € O+ (2,1) genau dann, wenn M7 € O*(2,1), es muss also auch die

Gleichung

—1=ml «mI =m3 + md —m3; = m3, + mly — cosh’z

gelten, also

m3, +miy = —1 + cosh? z = sinh? z.

So wie eben konnen wir also 8 € R so wahlen, dass

ms1 = cos Bsinh x, mgo = sin B sinh z.
Es gilt nun also
mi1 mio cos o sinh x
M = mai Mmoo — sin v sinh x
cos Bsinhz sin g sinhx cosh x

Eine weitaus aufwandigere Rechnung zeigt, dass die iibrigen Bedingungen die verbleibenden
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Eintrége ebenfalls eindeutig festlegen.
(i) Sei die lineare Isometrie F' : L™ — L™ gegeben durch A € O%(2,1) und schreibe A =
R,L,Rg. Betrachte die Matrizen

cos % sin g‘ cosh % sinh % cos g sin g
(0% . a a ) X . z z Y ﬁ . B /8
—sing  cosg sinh 3 cosh 3 —sing cosg

in SLy(R). Mit der Formel aus Aufgabe 12.2(i) und den Additionstheoreme ergeben sich

die Abbildungsmatrizen gerade zu

2 a 2

cos” § — sin % 2 cos % sin % 0 cosa sina 0
Mg(pa) = —2cos % sin % cos? % — sin? % 0]l=]—-sina cosa 0|=Ra,
0 0 1 0 0 1
My (pyy = Rg,
cosh? % + sinh? % 0 2 cosh % sinh % coshz 0 sinhz
Mo(q.) = 0 1 0= 0 1 0
2 cosh % sinh % 0 cosh? % + sinh? % sinhz 0 coshz

Setze nun S := P,Q,Ps € SL2(R). Dann gilt

Mo (s) = Mo (PaQups) = Mo(Pa)oo(@u)ors = Mo(Pa)Mo(Qu)Mo(py) = RaLlolls = A,

also ist F' = ¢g = o(S) und es folgt Sujektivitit von o.

(iii) Der Isomorphiesatz sowie die vorangegangen Teilaufgaben liefern
0*(2,1) = Bild (¢) = SL2(R) /Kern (o) = SL2(R) /{+ 15} = PSLy(R),

was zu zeigen war. O



UBUNGSBLATT 13 159

Ubungsblatt 13

Aufgabe 13.1 Zeigen Sie, dass fiir alle n € N der n-dimensionale hyperbolische Raum H"™ ein

S-hyperbolischer Raum mit § = In(1 + +/2) ist.

Lésung. Die Seiten eines beliebigen Dreiecks A € H3 sind auf einer Halbkugelschale senkrecht
zur Ebene 23 = 0, bilden also ein geoditisches Dreieck in K? =~ H?. Dann folgt die Behauptung
per Induktion. O

Aufgabe 13.2 Es sei die Abbildung ¢ gegeben durch

tcoslog(l +1
c:[0,00) — E2, Bl )
tsinlog(l +t)

(1) Zeigen Sie, dass ¢ ein quasi-geodétischer Strahl ist.

(i) Skizzieren Sie das Bild von c.

(iii) Zeigen Sie, dass es keinen geoditischen Strahl in E? gibt, der endlichen Abstand von ¢ hat.

Losung. (1) Es gilt
1 .
) = coslog(l +t) — 137 sinlog(1 +¢)
sinlog(1 + ) + 145 coslog(1 + t)

und damit

tsinlog(1 + 1)\ ? )
— 1+ + ( sinlog(1 +t) +

HOlk

tcoslog(l +t)\?
1+t

(cos log(1 +t) —

2t 2
— cos?log(l+t) — 1+tcoslog(1+t) sinlog(1 +t) + TETE sin?log(1 + t)
+ sinlog(1+ 1) + —21 coslog(1 + f) sinlog(1 + 1) + —— coslog(1 + )
sin” lo coslo sinlo cos” lo
& 1+t & & (14 t)2 &
12
= 14+ —-
(1+1)2
< 2,

also ||c/()|? < v/2. Folglich ist ¢ Lipschitz-stetig mit L = /2 es gilt also

d(c(t), c(t)) < V2t — /|
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fir all ¢,¢' € [0, 0). Weiter gilt

le(t) =) =

tcoslog(1l +t) — ¢’ coslog(1 + t')
tsinlog(1l + t) — ¢ sinlog(1 + t')

= — 2tt’ coslog(1 + t) coslog(1 — 2tt' sinlog(1 + t) sinlog(1 + t')
= >+ — 2t (coslog(1 + t) coslog(1 + t') + sinlog(1 + t) sinlog(1 + ¢'))

1+t
= 2 4+ ¢? — 2t cosl
+ cos log T+ v

> 2+ 12— o

|t =t

\%

1
|t_t/‘7

v

wir erhalten insgesamt damit

;5| — ] < de(elt), e(t) < V2t — 1

fiir all ¢,¢' € [0, 00), ¢ ist also ein geoditischer Strahl.

(ii) Wir erhalten folgendes Bild:

(iii) Sei y ein beliebiger geodétischer Strahl mit v(0) = 0 = ¢(¢). Dann hat v die Gestalt

t
7 : [0,00) — E2, t—
ot
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oder
0
*y:[O,oo)—»EQ, t >
t
oder
0
v :[0,00) — E2, t—
—t

ohne Einschrédnkung betrachten wir den dritten Fall. Angenommen es gidbe ein R > 0 mit

Hd(Bild (7),Bild (¢)) < R. Wihle k € N sodass 7 := ¢(**2)™ — 1 > R. Dann gilt

- tcoslog(l + ¢ tcos T 0
C(t _ g( ) _ 2| _

tsinlog(1 + 7) tsin § t
Dann folgt aber
R<t=4d(0,c(t)) = min d(0,c(t)),

te[0,00)

also ¢(t) ¢ Ur(Bild(7)), ein Widerspruch zur Annahme. O

Aufgabe 13.3 Es seien (X,dx), (Y,dy) und (Z, dz) metrische Rdume. Zeigen Sie:
(i) Wenn es eine (A, €)-Quasi-Isometrie f : X —> Y gibt, so gibt es auch eine (X, €')-Quasi-

Isometrie g : Y — X und ein k > 0, sodass

dx((go f)(z),z) <k,  dy((fog)y),y) <k

firalleze X,yeY.
(ii) Esselen g: X — Y und h: Y — Z (Ag, €9)- bzw. (Ap, €p,)-quasi-isometrische Einbettun-
gen. Dann ist h o g eine (AgAp, €, + Apeg)-quasi-isometrische Einbettung.

(i) Die Verkettung zweier Quasi-Isometrien ist wieder eine Quasi-Isometrie.

Losung. (i) Nach Voraussetzung gilt fiir x1, 29 € X
1
Fdx (@1, 22) — e < dy (f(21), f(22)) < Adx (21, 22) + e

Auferdem gibt es D > 0, sodass Y < Up(f(X)), fiir alle y € Y gibt es also x € X mit
dy (y, f(x)) < D; insbesondere ist f~1(Up(y)) also nichtleer. Definiere nun g durch

g:Y — X, y—azef(Upy)).
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Dann gilt f(g(y)) € Up(y) und damit

dy((fog)(w).y) =dy(f(9(y)),y) <D

sowie

dx((go f)(x),x) = dx(9(f(x)),2) < My (f(g(f(2))), f(x)) + Ae.
Da g(f(x)) € = (Up(f(2))), ist f(g(f(x))) € Up(f(x)) und somit
dx((go f)(x),z) < AD + Xe = (D +e).
Da D < M(D + €), setze k := A(D + ¢) und erhalte
dx((go f)(x),x) <k, dyv((fog)(y)y) <k

fiir alle x € X und y € Y. Es bleibt nun noch zu zeigen, dass g eine (X, ¢')-Quasi-Isometrie

ist. Sei z € X beliebig. Wahle y := f(z) € Y. Dann gilt nach obigenm

dx(x,9(y)) = dx(z,9(f(2))) < XD +¢€) = D,

wir miissen also nur noch zu zeigen, dass g eine quasi-isometrische Einbettung ist. Fiir

Y1, y2in X gilt

dx(9(y1),9(y2)) < Ae+ My (f(g9(y1)), f(9(y2)))
< e+ A(dy (y1,92) +2D)

)\dg(yh yg) + )\(QD + 6),

wobei die zweite Ungleichung aus f(g(y1)) € Up(v1), f(9(y2)) € Up(y2) und der Dreiecks-
ungleichung folgt. Weiter ist

Ax(glu), 9(s2)) = 5y (F(gu), Sloln)) —
> < (dy () —2D) -
= Sdv(yp) — 2D+ 0)
> Sy (y1,0) —~ M2D + ).

Mit A := X und € := A(2D + ¢) folgt also aus den beiden Ungleichungen, dass g eine

(N, €)-quasi-isometrische Einbettung ist, insgesamt also eine (X, €’)-Quasi-Isometrie.
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(ii) Wir haben fiir 21, 29 € X sowie y1,y2 € Y die beiden Ungleichungsketten
1

1 dx (@1, 22) — €9 < dv(g(21), 9(22)) < Agdx (21, 22) + ¢
g

sowie
1
)\*hdy(yhyz) —ep < dgz(h(y1), h(y2)) < Andy (Y1, y2) + €n.

Damit erhalten wir

dz ((hog)(z1),(hog)(x2)) < Andy(g(x1),9(x2)) + €n

AR ()\gdx(l‘l,l'Q) + Eg) + €p

A\

)\g)\hdx(xl, 1,‘2) + € + )\heg

und
dz ((hog)(z1), (hog)(zs)) = Alhdy (9(21), 9(x2)) — €n
> )\lh ()\lgdx(xl,mg) - eg> —€n
= )\gl)\h dx (21, 72) — <)\1h€g + €h>
> )\gl)\h dx (21, 72) — (An€g + €g)

was zU zeigen war.

(iii) Wir schlieffen den Beweis an jenen von (ii) an und zeigen noch die Quasi-Dichtheit von hog.
Seien also D, Dy, = 0, sodass Up,(g(X)) € Y und Up, (h(Y)) < Z. Wir miissen D > 0
finden, sodass Up((h o ¢g)(X)) € Z, fiir jedes z € Z ein x € X mit dz((h o g)(z),2) < D.
Sei also z € Z beliebig und wéahle y € Y und anschliefend x € X mit

dz(h(y), z) < Dy, dy(9(x),y) < Dy.
Dann gilt
dz((hog)(x),z) < dz((hog)(x),h(y))+dz(h(y),z)
< Andy(9(2),y) + €n + Dy
< MDg+ep+ Dy

D,

was den Beweis abschliefst. O
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