inoffizielles Skript

Geometrie der Schemata
(Algebraische Geometrie II)

Gehalten von Prof. Dr. F. Herrlich im Sommersemester 2012

getippt von Aleksandar Sandic*

7. August 2018

* Aleksandar.Sandic@student.kit.edu






Inhaltsverzeichnis

Vorwort

1 Schemata
1 Garben . . . . ..
2 Affine Schemata . . . . . . . ...
3 (Allgemeine) Schemata . . . . . . . . ... Lo
4 Abgeschlossene Unterschemata . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... ..
) Faserprodukte . . . . . . . ...
6 Punkte . . . . . . .
7 Endlichkeitseigenschaften . . . . . . . . ... o000
8 Eigentliche Morphismen . . . . . . .. .. .. ... . 0oL

2 Garben und Divisoren
9  Ox-Modulgarben . . . . . . ...
10 Lokal Freie Garben . . . . . . . . . . . ...
11 Divisoren . . . . . . . e

Homologie von Garben

12 abgeleitete Funktoren . . . . . . . .. . oo
13 Cech-Kohomologie . . . . . . . . . ... . ... ...
14  Kohomologie quasi kohérenter Garben . . . . . . . .. .. ... ... ...
15 Kohomologie koharenter Garben auf projektiven Schemata . . . . . . . . ..
Ubungen

0 24 April 2012 . . . . .
1 1. Mai 2012 . . . o o
2 7.Mai 2012 .o
3 15.Mai2012. . . .
4 22, Mai 2012, . . .
5 0 029. Mai 2012, . . ..o
6 5.Juni 2012 . ..o
712, Juni 2012 ..o
8 19.Juni 2012 . . .o
9  26.Juni 2012 . ...
10 3.Juli 2012 . . 0oL
11 10, Juli 2012 .« 0 0 oL
12 17 Juli 2012 . . 0 oL

Stichwortverzeichnis

Glossar

14
18
22
24
28
31
33

41
41
45
48

51
o1
25
o7
29

63
63
66
70
74
78
82
86
90
95
99
104
107
111

115

117



Inhaltsverzeichnis

Literaturverzeichnis 119
B Gastebuch 121
Satze

L 25
7 R 34
S 49
A s, 57
5 YRR 61



Vorwort

Uber dieses Skript

Dies ist ein Mitschrieb der Vorlesung ,,Geometrie der Schemata (Algebraische Geometrie IT)“
von Prof. Dr. F. Herrlich im Sommersemester 2012 am Karlsruher Institut fiir Technologie
(KIT). Prof. Dr. F. Herrlich ist fir den Inhalt nicht verantwortlich. Die Vorlesung ist be-
endet und der Inhalt ist vollstdndig. Abgesehen von Designverbesserungen und eventuellen
Korrekturen plane ich keine weiteren Anderungen.

Wer

Getippt wurde das Skript von Aleksandar Sandic. Es basiert auf meinem Skript zur Vorlesung
Algebraische Geometrie aus dem Wintersemester 2011/12. Die Losungen der Ubungsblitter
wurden teilweise von Myriam Finster, der Ubungsleiterin, getippt, teilweise von mir. Die
Ubungsblitter wurden komplett von ihr getippt.

Wo

Link zum Skript: http://mitschriebwiki.nomeata.de/GeoSchemata2012.html
Link zum Mitschriebwiki: http://mitschriebwiki.nomeata.de/
Seite der Vorlesung: http://www.math.kit.edu/iag3/lehre/geoschemata2012s/de

To Do

e Eintrage fiir das Glossar sammeln.

e Ich muss Farben finden, die sich auch bei einem SW-Ausdruck unterscheiden lassen und
diese als Standard definieren. Farbvergleich: Red, , Blue, Cyan, Magenta, ,
Grey. Red, Blue und Gray sind bereits reserviert (Fehler, Links und Anmerkungen).
Yellow ist zu hell, Cyan ist zu nahe an Green und Magenta ist zu dunkel um sich
eindeutig von Black abzuheben.


http://mitschriebwiki.nomeata.de/GeoSchemata2012.html
http://mitschriebwiki.nomeata.de/
http://www.math.kit.edu/iag3/lehre/geoschemata2012s/de




Kapitel 1
Schemata

§ 1 Garben

Definition 1.1
Sei X ein topologischer Raum, C eine Kategorie. Eine Prdgarbe F auf X mit Werten in C
besteht aus einer Abbildung Off(X) — ObC, U ~ F(U) und Morphismen p¥ : F(U') —
F(U) fur alle U C U’ offen, sodass gilt:

i) pf = idy fiir alle U € Off(X)

i) pY" = pl o pY, fiir alle U C U’ C U" in Off(X)

Bemerkung 1.2
Eine Pragarbe F auf X mit Werten in C ist dasselbe wie ein kontravarianter Funktoren
F: Off(X) — C.

Definition 1.3
Eine Pragarbe F auf X mit Werten in C heifit Garbe, wenn fiir jedes U € Off(X), jede offene

Uberdeckung (U;)ier von U und jede Familie (s; € F(U;))ser mit pg;mUj(si) = pgij],(sj) fur
alle 7,7 € I gilt:

Es gibt genau ein s € F(U) mit pgi(s) = s; fur alle ¢ € I. Dieses s wird als Amalgam
bezeichnet.

Beispiele

1) X quasi-projektive Varietét iiber einem Korper k, O(U) = {f : U — Al (k) : f regulir}
Ring der reguldren Funktionen auf U.
= Oy ist Garbe von Ringen auf X (k-Algebren)

2) X topologischer Raum, Cx(U) := {f : U — R stetig}
Cx ist Garbe von Ringen

3) Sei X topologischer Raum, G' Gruppe, G(U) := G fiir alle U C X offen, p% = idg. Seien
U, U offenin X mit UNU' =0

U=UuUU"?

. U _
Finde kein g € G(U) = G mit g = Pé](g) 91 # Ga
pul9) = 9 # 0

Bemerkung 1.4
Sei X topologischer Raum, F Garbe auf X. Dann ist F(()) einelementig.
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Beweis
Uberdecke () durch eine leere Menge von offenen Teilmengen! Jedes s € F(0) erfiillt p,(s;) =
s fir allei € 0, 0 = U U;. Also gibt es genau ein s € F(0). O

ief
Definition 1.5
Sei X ein topologischer Raum, F, G Priagarben auf X.

Ein Morphismus ¢ : F — G ist eine natiirliche Transformation der Funktoren F,G :
Off(X) — C, das heifit ¢ besteht aus Morphismen (in C) ¢y : F(U) — G(U) fur jedes
U € Off(X), die die folgenden Diagramme kommutativ machen:

ey

F(U") g{u)
P /) oY fir alle U C U’ in Off(X)
F(U) g(U)

YU

Definition 4+ Bemerkung 1.6
Sei F eine Pragarbe auf X.

a) Fir ein z € X sei ein Halm definiert als

F, = eUltgirOI%f(X)f<U) —{U,s):x €U e Off(X),s € .F(U)}/N

wobei (U, s) ~ (U',8') & Iz € U" CUNU' mit pY(s) = pin(s'). F. heiit Halm von
Fin 2.
b) Fir x € U € Off(X) sei F(U) — Fy, s — (U, s). =: s, der natiirliche Morphismus.
c) (UAE)

Fiir jedes C' € ObC und jede konsistente Familie ¢y : F(U) — C von Morphismen in C
gibt es genau einen Morphismus ¢, : F, — C' mit ¢, o 0, = @y fiir alle U

(U, 8)~ = u(s)

d) Jeder Morphismus ¢ : F — G induziert fir jedes x € X einen Morphismus

Or  Fp — Gy
FU) —"— G(U)
| J
ForogrGa

Bemerkung 1.7
Sei F Garbe von abelschen Gruppen auf X, U C X offen, s € F(U). Dann gilt:

s=0«&s,=0furallezeU

Beweis
(198
,=



§1 Garben

,<=*“ Fir jedes © € U gibt es Umgebung U, mit sy, = 0. (s|y, = pf,). Die (Uy)sev
bilden offene Uberdeckungen, die sy, bilden konsistente Familie, s und 0 sind beides

Amalgam Srwper o _ U

eigenschaft

Proposition 1.8
Seien F,G Garben von abelschen Gruppen auf X, ¢ : 7 — G Morphismus.

a) @y injektiv fur jedes U € Off(X) < ¢, injektiv fir alle z € X
b) ¢y surjektiv fiir jedes U € Off(X) = ¢, surjektiv fir alle x € X
¢) pu bijektiv fir jedes U € Off(X) < ¢, bijektiv fiir alle z € X

Beweis

a) ,=“ Selxz € X,s, € F mit ¢,(s,) =0.
3 Umgebung von z und s € F(U) mit s, = Keim von s in z mit ¢,(s,) = Keim
von py(s) in z = oy (s)s

i@@y(s):o%s:()
injektiv
,<=* Sei U C Off(X), s € F(U) mit ¢y(s) =0
= fiir alle x € U ist @x(sm):@U(s)x:O%sz:OgS:O
b) ,=“ Sei g, € G,, (U, g) Reprasentant = 3s € F(U) mit py(s) =g = p(s2) =g

S‘/—\ vu(s) =g

F(U) a G(U)

Px

Fa Ge
Sz \/ 0 Gz

Beispiel

Sei X = C, O die Garbe der holomorphen Funktionen auf C, O* die Garbe der inver-
tierbaren holomorphen Funktionen. ¢ = exp, das heifit fir f € O(U) sei o(f) = ¥/,

¢ ist Garbenhomomorphisms (e/*9 = e/ - e9). o, ist surjektiv fiir jedes z € X (lokal gibt
es zu jeder holomorphen Funktion ohne Nullstellen einen Logarithmus). ¢c\ oy ist nicht
surjektiv! (zum Beispiel gibt es keine holomorphe Funktion log z auf ganz C)
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Schlimmer noch: ¢y ist nicht injektiv fiir jedes U € Off(C), das nicht einfach zusammen-
hangend ist.

c) ,=4 Vv
,<=“ Sei U C X offen, g € G(U).

Fiir jedes 2 € U gibt es s, € F, mit ©,(s,) = g,. Wihle Reprisentanten (U,, s®)

von s,, sodass oy, (s%)) = gly, (das geht!) (denn: Sei (U,3) Reprisentant von

Se = pu(8) ~p glu =3z €U, CU :wu(3)|u, = 9lu,)

Die U, bilden offene Uberdeckungen von U, die s bilden konsistente Familie (*)

= Es gibt ein Amalgam s € F(U) mit oy (s)|y, = v, (s) = glv, = wu(s) = g.

(*) zu zeigen: s(z)|UmUy = s(y)|UmUy

denn: chmUy(s(x)|UmUy = QOUmﬁUy<S(y)|UmﬂUya ¢u,nu, injektiv nach Voraussetzung
und a) = Behauptung O

Proposition 4+ Definition 1.9
Sei X topoloischer Raum, F Prigarbe auf X (mit Werten in C)

a) Es gibt genau eine Garbe F* auf X und einen Morphismus ¢ : F — F*, sodass ¥, :
F. — F, fir jedes € X ein Isomorphismus ist.

b) F* heiBt zu F assoziierte Garbe.
c) (UAE)

Fir jeden Morphismus ¢ : F — G in eine Garbe G gibt es genau einen Morphismus
et FT— G mit p =T o).

F—"—F
‘x /’/3!
g
Beweis
a) Fir U € Off(X) sei
FHU) = {s:U—= U Fls(z) € F,¥ z € X, zu jedem z € U
zeU

gibt es Umgebung U, und f € F(U) mit s(y) = f,
fir jedes y € U, }

Ft ist Garbe v/
Sei ¥ : F — F* gegeben durch

¥ ist Morphismus: v’
¥ ist Isomorphismus: v O

Definition 4+ Bemerkung 1.10
Sei ¢ : F — G Morphismus von Garben abelscher Gruppen auf X.

10



§1 Garben

a) Sei Kern(y) die Pragarbe Kern(y)(U) := Kern(pp).
b) Kern(yp) ist Garbe.
c) ¢ heiBt injektiv (oder Monomorphismus) < Kern(y) =0

&4
£
¢ Monomorphismus < @ o9 = p oy = 1 = 1y
d) Sei B, die Pragarbe B,(U) := Bild(py)
Bild(py) := B}
e) ¢ heifit surjektiv (oder Epimorphismus) < Bild(p) =G

F5G

"
fﬁgj%
2 H,
@ Epimorphismus < ¢ 0 p = 105 0 ¢ = 1)y = 1y
Beweis
a)
F(U) G(U")
oY’ o
F(U) = G(U)

b) Sei (U;)ier offene Uberdeckung von U € Off(X), s; € Kern(py,) € F(U;) konsistente
Familie.
Es gibt ein Amalgam s € F(U). ¢,(s,) = 0 fir jedes z € U S ou(s) =0
e) Bild(y) = G < Bild(p), = G, fir alle x
—_———
—Bild(¢z)
¢ Epimorphismus < fiir jedes x € X ist ¢, surjektiv, das heifit Bild(¢,) = G,. 0

Definition 1.11
Seien F,G Garben abelscher Gruppen auf X, i : G — F Monomorphismus.

a) G heiBt Untergarbe von F.
b) U~ F (U)/Q(U> ist Pragarbe auf X, die assoziierte Garbe v /g heifit Quotientengarbe.

Beispiel

Sei X = S! (Einheitskreislinie)

F =C (stetige Funktionen S' — R)

G = konstante Garbe Z Ui
U=z, Uy, U; wie im Bild

Us

UlﬂngDluDz

11
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Sei fi € F(Ur) mit fi|p, =0, filp, =1,0=fo € ]:(UQ) = filoirw, € G(ULNU2) (1)
fi=foin F(in Uz)/g(Ul NU,) = (f; € F(U /g )i—12 ist konsistente Familie.
Aber: Es gibt kein f € F(U) mit f|y, = f1, flu, =

Proposition 1.12
Sei X topologischer Raum, U C X offen, v € X.

a) Die Zuordnung ® : F — F, induziert exakten kovarianten Funktor von der Kategorie
Sh(X) der Garben abelscher Gruppen auf X in die Kategorie Ab der abelschen Gruppen.

Dabei ist () = ¢, fiir ¢ : F — G Morphismus.
b) Die Zuordnung &y : F — F(U) induziert linksexakten kovarianten Funktor Sh(X) — Ab
(mit Py () = ¢u)
Beweis
(*) Sei 0 = F 5 F L F 0 exakte Sequenz in Sh(X). Achtung: Das bedeutet nicht,
dass fiir jedes U € Off(X) die Sequenz 0 — F'(U) — F(U) — F"(U) — 0 exakt sein muss.

Aber: (*) ist dquivalent zu: 0 — F, il Fy ¥y Fy — 0 ist exakt fiir jedes y € X
= a)
b) @ linksexakt bedeutet:

0— F(U) % FU)Y F'(U) — 0 ist exakt 0
Das stimmt nach 1.8 und ...

Definition + Bemerkung 1.13
Sei f: X — Y stetig.

a) Sei F Garbe auf X.

Dann ist die Pragarbe U +— F(f~1(U)) auf Y eine Garbe, sie heiit (direkte) Bildgarbe
von F (unter f). Bezeichnung: f.F
b) Sei G Garbe auf Y.
Die zur Pragarbe U — f(l(}l)lév G(V') assoziierte Garbe heiit Urbildgarbe von G.
VEOf(Y)
Bezeichnung: f~(G)
¢) f. und f~! sind kovariante Funktoren.

Beweis
a) Sei U CY offen, (U;)e; offene Uberdeckung von U, also (f~1(U;))icr offene Uberdeckung

von f~1(U). s; € f.F(U;) , i € I, konsistente Familie.
—_————
=F(f~1(Us))

= 3 Amalgam s € F(f'(U)) mit s|;-1p,) = s; fiir alle i € 1.

—_————
=fF(U)
c) Sei ¢ : F — G Morphismus von Garben auf X.
i) Definiere ¢, : foF — f.G durch

(v = ¢r1w) + LFU) = F(f1(U)) = L:G(U) =G(f(U)) O

12



§1 Garben

.. . —1,. -1 -1 Dy = '
ii) Definiere ™' : f7IF — f7'G durch (f ")y = mwBonm P

F(V) F(V') 3
ViV oy oy ‘:
G(v) g(v")

Proposition 1.14

Sei f: X — Y stetig, F eine Garbe auf X, G Garbe auf Y. Dann gibt es eine (natiirliche)

Bijektion
Hom(f~'G,F) — Hom(G, f.F)
Das bedeutet: f~! ist linksadjungiert zu f..

Beweis
Definiere o7 : f1f,.F — Fund ¥g : G — fof ' F
Dann:
T { Hom(f™'G,F) — Hom(G, f.F)
o a > fula)otvg:G— ffGIS L F
Analog: Ty : = pr o [71(f)
Rest: Ubung

13
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§ 2 Affine Schemata

Behauptung: «: R — R Ringhomom, p C R’ Primideal = a~!(p) Primideal in R
Beweis: Seien f,g € Rmit f-g € a !(p)

= a(f-g) epSa(f)ep=fea(p)
N
=a(f)-a(g)
Definition 4+ Bemerkung 2.1
Sei R ein Ring (das heifit kommutativer Ring mit Eins)
a) Spec R := {p C R :p Primideal} heifit Spektrum von R.
b) Fir I C Rsei V(I) = {p € SpecR : I C p}. V(I) heifit Nullstellenmenge (vanishing
set) von I, esist V(1) = V((I)).
c) Die V(I), I C R Ideal, bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf Spec R,
der Zariski Topologie.
d) Fir V C Spec R heifit I(V') := N p Verschwindungsideal von V.

pev
Beweis
c) 0 =V(R)
Spec R = V(0)
NVIL)=NpelhiCpt={p:LCpVi}=V(UL)=V(Z L)
el el el el

V(I)UV(L)={p€SpecR:I; Cpoder , Cp}=V(I-L)=V(LNL)
L-LChNL=V(L -L)2V(IND)
PEV(]1'12)2>]1']2§13%]1Qpiflﬂfzgp

= V(L - L) =V(I,ND) O

Bemerkung 2.2
a) V(I(V)) =V fur jedes V C Spec R

b) I(V(I)) = VT fiir jedes ideal I C R

Beweis
a) 772“: V C V([(V)) = {q € SpeCR N p C q}
peV

,C“ Bsist V.= V(I)Ist I Ideal in Rmit V C V(I),soist I C (V)= N p.
VCv(I) pev

Proposition 2.3
Sei V' C Spec R abgeschlossen, V' # 0. Dann gilt: V irreduzibel < I(V) Primideal

Beweis
Wie in Algebraische Geometrie I, Proposition 4.4 0

14



§2 Affine Schemata

Bemerkung 2.4

Jeder Ringhomomorphismus « : R — R’ induziert stetige Abbildung f, : Spec " — R durch

Ringe —  Top
R+ SpecR

p — a~!(p), das heifit Spec : { ist kontravarianter Funktor.

Beweis
Noch zu zeigen: f, stetig.

Sei V.= V(I) € SpecR = f, (V) = {p € SpecR : a7'(p) 2 I} = {p:p 2 a(l)} =
V(a(I)) =

Bemerkung 2.5
Sei k algebraisch abgeschlossener Korper, V' C A™(k) affine Varietét.

Dann ist m : { V. = SpecklV] injektiv und stetig.
T My

Beweis

injektiv: v

m stetig: SeiV'(I) C Spec k[V] abgeschlossen.
=m M (VUI)={zeV : m, eV} ={z:1Cm}={z: f(zr) =0 fir alle
fely=v({I) O

Beispiel L
Seien p C q. Dann ist q € {p}

Definition + Bemerkung 2.6 L
a) Ein Punkt x € X (X topologischer Raum) heifit generisch, wenn {z} = X ist.
b) Jede irreduzible Teilmenge von Spec R hat genau einen generischen Punkt.

c¢) Die irreduziblen Komponenten von Spec R entsprechen bijektiv den minimalen Primidea-
len in R.

Bemerkung 2.7
Fiir jedes f € R ist D(f) = Spec R\ V(f) = {p € SpecR : f ¢ p} offen in Spec R. Die
D(f), f € R bilden eine Basis der Zariski-Topologie.

Beweis
Sei U C Spec R offen, V = Spec R — U = 31 C R Ideal mit V = V/(I). Fiur f € I'ist f € p
fir jedes p € V', das heifit V(1) CV(f) = D(f) CU O

Bemerkung 2.8
Spec R ist quasikompakt.

Beweis
Sei (U;)ier offene Uberdeckung von Spec R. (E U; = D(f;) fiir ein f; € R.

Dann gilt : U D(f;) = SpecR< N V(fi) =0 < Die f;, i € I, erzeugen R
icl

i€l
k
= Jiy, ..., mit 1 = Y a,f;, fir gewisse a, € R
v=1
k
= U D(f;,) =SpecR O
v=1

15
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Definition + Bemerkung 2.9
Sei R ein Ring, X = Spec R

a) Fir f € Rsei Ox(D(f)) := Ry

b) Die Zuordnung D(f) — Ry ist eine B-Garbe von Ringen auf X fiir die Basis B = {D(f) :
f € R} der Zariski-Topologie auf X.

c) Es gibt eine eindeutig bestimmte Garbe Ox von Ringen auf X mit Ox(D(f)) = Ry fiir
jedes f € R. Ox heifit Strukturgarbe auf X.

d) Fiir beliebiges U C X offen ist Ox(U) ={s: U — ] Ry|s(p) € R, fir alle p € U}; fir

peU

jedes p € U gibt es Umgebung U, C U von p und f,g € R mit g ¢ q fiir alle ¢ € U,
sodass s(q) = ﬁ(q) fur alle q € U, }
g ¢ q bedeutet q € D(g); %(q) := Bild von 5 in R,

e) Oxp = R, fiir jedes p € X.

Beweis

b) Seien f,g € R mit D(f) C D(g).

16

=Vl SV =fe N p=1/(9)

g)ep
= 3d > 1 mit f? € (g), das heiBt Ih € R mit fE=g-h
. Rg — Rf
= erhalte Homomorphismus ahk
g* FEE

Wohldefiniertheit: ¢ - f—hd =1lin Ry,dag-h— f¢=0in Ry.

Zeige: D(f) — Ry ist B-Garbe.

Sei also f € R, (D(f;))ier offene Uberdeckung von D(f), g; € Ry, konsistente Familie

(das heiBt g; = g; in Ox(D(f;) N D(f;)) = O(D(fif;)) = Ry.y,)-

Zu zeigen: 3lg € Ry mit g = ¢; in Ry, fir jedes 1

e E f=1,TI1={1,...,n} (X ist quasikompakt)

e Eindeutigkeit: Ist g=hin Ry, i=1,...,n,so0ist (g —h)- f& =0 fiir ein d > 1. Die
4 i=1,...,n, erzeugen R (!)

(fla"'?fn)n.d g (ff»dif)

=qg=nh
=f7 hi fh;

—— —_———
e Fristenz: Schreibe g; = Jfl—N, h; € R, N > 1. Nach Voraussetzung ist f" fJN gi = fJN y 9;
fur ein (anderes) N > 1.

(N, MY =R= 3, € Rmit 1 = > bfN
i=1
Setze g := i b;h;
i=1
Dann ist fir j =1,...,n

fJNg = f; > _bih; = Zbiijhi => b [N h;=h; = fJNgj in Ry,
i=1 i=1 i=1

——
=1

:>g:gjianj ]



§2 Affine Schemata

Definition 2.10
Sei R ein Ring, X = Spec R, Oy die Strukturgarbe. Dann heifit (X, Ox) affines Schema.

Beispiele

1) R =k Korper = X = Speck = {(0)}, Ox(X) =k

2) R = k[X], k Korper. Ist {(0)} offen? Nein!
k=Q:p=(X?+ X + 1) ist abgeschlossener Punkt

B finy = QX 32 4 x4 1) = Q&)
=q=(X—a),a€k, R, mqgk[X]/(X—a) =k

Bemerkung 2.11
Sei (X,Ox) affines Schema, X = Spec R. Dann ist fir jedes f € R auch (D(f),Ox(f))
affines Schema. Genauer: (D(f), Ox(D(f))) = (Spec Ry, Ospecr;)

Beweis
D(f) ={p C R Primideal : f ¢ R}

Spec Ry = {p C R Primideal}

SHlay)
11
H\:EO

pCaZfop-Rf=q-Ry
SeixEq\p:’>%§Zp-Rf
Seix:ﬁ,aep,dzlif‘i-xepé
Seih:f% € Ry. Zu zeigen:

O.lp(p)(D(R)) = Ospecr, (D(h))

Ox (D(f)ND(g)=Ry.y (Rp)n=Ry., O

17
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§ 3 (Allgemeine) Schemata

Definition 3.1

a) Ein geringter Raum ist ein topologischer Raum X zusammen mit einer Garbe Ox von
Ringen.

b) Ein geringter Raum (X, Ox) heifit lokal geringter Raum, wenn fir jedes x € X der Halm
Ox . ein lokaler Ring ist.

Bemerkung 3.2
Jedes affine Schema (Spec R, Ogpec r) ist ein lokal geringter Raum.

Definition 3.3

a) Ein Morphismus f : (X,0x) — (Y,Oy) ist eine stetige Abbildung f : X — Y
zusammen mit einem Morphismus f# : Oy — f.Ox von Garben.

b) Ein Morphismus zwischen lokal geringten Réaumen (X,Ox) und (Y, Oy) ist ein Mor-
phismus f : (X,0x) — (Y,Oy) wie in a) sodass fiir jedes x € X der auf den Halmen
induzierte Homomophismus ff : Oy px) — Ox, die Bedingung ff (My@)) € m, erfiillt
(f# heiit dann lokaloer Homomophismus).

O = li @) L) - 0O .
(f+Ox) () sl x(f(U)) X,

e

Beispiel
Sei R lokaler Ring, nullteilerfrei, X = Quot(R) # R. Dann ist die Inklusion R < K nicht
lokal.

Proposition 3.4
Die Kategorie der affinen Schemata mit Morphismen aus Definition 3.3 b) ist (anti-
)aquivalent zur Kategorie der Ringe.

Beweis
(i) Sie Zuordnung R — (Spec R, Ogpec g) ist Funktor. Sei o : R — S Ringhomomor-
phismus, f, : SpecS — Spec R, p — a~!(q). Nach Bemerkung 2.4 ist f, stetig und

fH(D(g)) = D(a(g)).
Definiere f# : Ospec g — (fa)xOspecs durch

Ospec r(D(9)) = (fa)xOspees(D(9)) = Ospees(fo ' (D(9)) = Ospees(D(a(g))

=Ry > ;Ld = ;((ga))d < = Salg)

Noch zu zeigen: (f#), ist lokal fiir jedes q € Spec S
Sei p = a~'(q) € Spec R, das heifit p = f,(q).

Das maximale Ideal m, (beziehungsweise mg) in Ogpecrp(= Rp) (beziehungsweise
Ospecs,q) ist pR, (beziehungsweise qRy).

Fir a = % emy (bep, fép)ist (fF)(a) = % € my, da b € q = a”!(q), also
a(b) € qund f ¢ p =a~(q), also a(f) ¢ a. 0
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§3 (Allgemeine) Schemata

Beispiel (Fortsetzung des Beispiels)
a: R— K, dim R =1 (zum Beispiel diskreter Bewertungsring)

Spec K = {(0)} — SpecR = {(0),m}
(0) = (0)
fH)o: Ro=K — K

Beweis (Fortsetzung des Beweises von Proposition 3.4)
(ii) Ist (X, Ox) affines Schema, X = Spec R, so ist R = Ox(X). Ein Morphismus Spec S —
Spec R induziert Homomophismus

f# - Ogspec r(Spec R) = f.Ospec s(Spec R)

=R :OSpecS(f_l(Spec R)):S
f~1(Spec R)=Spec S

Nachrechnen: Die Funktoren in (i) und (ii) sind zueinander invers. O

Definition 3.5
Ein lokal geringter Raum (X, Ox) heiit Schema, wenn es eine offene Uberdeckung (U;);cr
von X gibt und affine Schemata (Spec R;, Ogpec i;) flir jedes ¢ € I, sodass

als lokal

Ui) - (Spec Ri7 OSpec Ri)

geringter Raum

(Ui7 OX

Bemerkung + Definition 3.6
Sei (X, Ox) Schema, U C X offen.

Dann ist (U, Ox|y) auch ein Schema. (U, Ox|y) heiit offenes Unterschema von X.

Beweis
Sei X = {J Spec R; eine offene Uberdeckung von X durch affine Schemata.
i€l
= U = U (U N Spec R;), wobei U N Spec R; C Spec R; offen, also = U D(fi;), fij € R;
6] N e’ jeJ

CSpec R; offen
(D(fi5), Ospec ri|D(,;)) ist affines Schema nach Bemerkung 2.11 O

Proposition 3.7 (Verkleben)

Seien (X,Ox) und (Y,Oy) Schemata, U C X und V' C Y offen und ¢ : (U,Ox|y) —
(V, Oy|v) Isomorphismus von Schemata (das heifit von lokal geringten Rédumen). Sei Z =
(X UY)/. der topologische Raum, der durch Verkleben von X und Y léngs ¢ ntsteht.

Dann gibt es genau eine Garbe Oz auf Z mit Oz|x = Ox und Oz|y = Oy.

Beweis
Die offenen Teilmengen von X und von Y bilden eine Basis der Topologie auf Z. U
Beispiel
U
X =ALU=A"\{0} . ¢ X .
1 1 p =id 7
Y =AYV =A"\ {0} v .
® Y
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Beispiele

1) Quasiprojektive Varietiten:
V C P*(k), k Kérper quasi-projektiver Varietiten. V besitzt endliceh Uberdeckung durch
affine Varietdten V = U;_, X;.
V ist ,,Verklebung® dieser affinen Varietaten. Jedes X; bestimmt affines Schema Spec k[ X;].
Verklebe die Spec k[X;] zu Schema (X, Ox). X hat dieselben abgeschlossenen Punkte wie
V' (falls k algebraisch abgeschlossen).

Beobachtung: (X, Ox) hingt (bis auf Isomorphie) nicht von der gewéhlten affinen Uber-
deckung ab.

Proposition 3.8
Sei k algebraisch abgeschlossener Korper. Dann gilt:

a) Die Zuordnung V + Spec k[V] ist ein volltreuer, auf Objekten injektiver Funktor ¢ von
der Kategorie der affinen Varietdten/k in die Kategorie der affinen Schemata.

b) t setzt sich fort zu volltreuem, auf Objekten injektivem Funktor

quasiprojektive Varietéten /k — Schemata

Bezeichnung 3.9
A} = Speck[Xy,...,X,] (vergleiche A"(k))

Beispiele
2) X =Y =A, U=V =D(T)=A}\{(T}, Al = Speck[T)]. Verklebe X und Y lings
id:U — V.
Erhalte Schema Z mit offenen Einbettungen ix : X — Z, iy : Y — Z sodass Z—{0x, 0y}
isomorph zu U =V ist.
W
° OX

—~
-

ix (1)) =: Ox, 1y ((T)) =: Oy "0y
Es gilt:
(i) Z ist irreduzibel.
(ii) Sei W C Z offen, 0x € W, 0y € W, f € Oz(W). Dann ist f(0x) = f(Oy).
(iii) Die Diagonale A = {(21,22) € Z X Z : 21 = 29} ist nicht abgeschlossen.

Folgerung: Z ist nicht isomorph zu einem affinen Schema. Beweis in der Ubung.

Definition 4+ Bemerkung 3.10
Sei S := @ Sy graduierter Ring (Sy - Se = Sqre)

>0
a) Proj(S) :={p C S : p homogenes Primideal, S, ¢ p}

(Sy := @ Sy) heit homogenes Spektrum von S.
d>0

b) Fir ein homogenes Ideal I C S sei V(I) : {p € ProjS,I C p}. Die V(I) bilden die
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf Proj .S (Zariski Topologie).

¢) Fir homogenes f € S sei D, (f) := Proj S — V(f). Die D, (f), f € S homogen, bilden

Basis.
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§3 (Allgemeine) Schemata

d) Fir f € S homogen sei

Oprojs(D(f)) == S;“’m = {ad : @ homogen vom Grad d - deg(f)}

hom

e) Es gibt genau eine Garbe Op,o;s von Ringen auf Proj.S mit Opyo;s(D4(f)) = S}
f) Fir p € Proj S ist
@

Orroisy = 5™ = { ¢

: a,b homogen, deg a = deg b, b ¢ p}

(lokaler Ring mit maximalem Ideal p - SL'O“' ={%¢c S}lllom caep))
g) (Proj S, Opyojs) ist Schema.

Beweis

g) D+(f)7 OPrOjS(D+(f)) = SpeC S?Om O
BPH{;%ES?O"‘:CLEP}

Beispiel

S = k[Xo, ..., Xl
Dann: Proj S = t(P"(k)) =: P}, denn D, (X;) = Spec k[%, covy 2]

)’ X,
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§ 4 Abgeschlossene Unterschemata

Bemerkung + Definition 4.1
Sei R Ring, I C R Ideal
a) Die Abbildung V(I) — Spec(R/ 7),p+—p mod I ist ein Homéomorphismus.
b) (V(I), Ospec(r/r)) heiBlt abgeschlossenes Unterschema von Spec R.
c¢) Die abgeschlossenen Unterschemata von Spec R entsprechen bijektiv den Idealen in R.
d) Fir abgeschlossene Unterschemata Z; € Spec R/ I, gilt: Z5 ist abgeschlossenes Untersche-
ma von 7, (,Zo < Z1“) & I C L.
Es ist dann Z, = V() C V() = Z;
Beispiel
X = A} — Spec[X], Z, = Speck[X]/(Xz)7 Zy = k[X]/(XQ—X)- Dann ist Z; C Zs als
topologische Rédume aber nicht als abgeschlossene (Unter-) Schemata.

Definition + Bemerkung 4.2
Sei I C R Ideal, Z = Spec R/ 7 das zugehorige abgeschlossene Unterschema von X = Spec R.

a) Fir U C X offen sei I(U) := I - Ox(U), das Bild von [ unter Restriktion. Z ist Garbe
von Idealen auf X.

b) Sei j: Z — X die Inklusion. Dann ist j,Oy = OX/[

Beweis
b) Fir f € R ist j.OzD(f) = Oz 'D(f) = Oz(D(f)nZ) = Oz(D(f)) = (F/Pf =
O

Bi/1r, = O%/1(D(f)

Folgerung 4.3 §*Ox 71:O0z

In der Situation 4.2 wird j : Z — X zum Schemamorphismus, wobei ~ ) D)
0/

die Quotientenabbildung Oy — Ox /I ist.

Definition 4.4
Sei (X, Ox) ein Schema

a) Eine Garbe Z (von abelschen Gruppen) auf X heifit Idealgarbe, wenn fiir jedes offene
U C X Z(X) ein Ideal in Ox(U) ist und die Restriktionshomomorphismen Ox (U)-linear
sind.

b) Ist X = Spec R affines Schema, so heifit eine Idealgarbe Z auf X quasikohdrent, wenn
es ein Ideal [ in R gibt mit Z(U) = IOx (U) fiir jedes offene U C X.

c¢) Eine Idealgarbe Z auf X heifit kohdrent, wenn fir jedes offene affine Unterschema U C X
die Einschrankung Z|; quasikohérent ist.

Proposition 4.5
Eine Idealgarbe Z auf X ist genau dann quasikohirent, wenn es eine offene Uberdeckung

(U;)ier gibt durch affine Unterschemata U; gibt, sodass I/Ui quasikohérent ist fiir jedes I.
(Beweis Ubung)
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Definition + Bemerkung 4.6
a) Sei (X, Ox) ein Schema. Ein abgeschlossenes Unterschema von X ist ein Schema (Y, Oy ),

wobei Y C X abgeschlossen und Oy = Ox /I fiir eine quasikoharente Untergarbe Z C
Ox.
b) Ist (Y, Oy) abgeschlossenes Unterschema, so gilt fiir jedes offene U C X: U NY ist das

abgeschlossene Unterschema von U, das zu Z/U gehort. Ist U affin, so ist Z/U die von
Z(U) induzierte Idealgarbe.

Definition + Bemerkung 4.7
a) Sei R ein Ring.

Np:=4/(0) ={x € R|3In > 1: 2™ =0} ist ein Ideal in R, das Nilradikal.
b) Ein Ring R heifit reduziert, wenn N = (0) ist.
¢) Ist X = Spec R, so heiit Xgeq := Spec R/ Ng das zu X assoziierte reduzierte Schema.

)
)

d) XReq ist abgeschlossenes Unterschema von X und Xgeq < X ist Hom6émorphismus.
)

e) Sei X ein Schema, Ny die durch Nx(U) = Nilradikal in Ox(U) definierte Idealgarbe.
Dann gilt: Ny ist quasikohéarent.

f) Das zu Ny assoziierte abgeschlossene Unterschema von X heift Xeq. (X, Ox) heifit
reduziert, wenn X,.q = X als Schema, das heifit Ny = 0.

Beweis

e) Zu zeigen: Fir f € R, R Ring, gilt: ,/\[(Rf) = NgR;.
,2“ Seia € Ng, also @™ = 0 fiir ein n > 1. Fiir x € Ry ist ax € N,
,,Q“:xzﬁeRf7x":0:>%:():>an:0 O
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§ 5 Faserprodukte

Definition + Bemerkung 5.1
Seien X,Y, S Mengen, f: X - Y, g:Y — S Abbildungen.

a) X xgY :={(z,y) € X xY : f(x) = g(y)} heifit Faserprodukt.
b) Esgilt: X xg Y = U f1(s) x g7(s)
ses

c) Das Faserprodukt erfiillt folgende UAE:
Fir alle Mengen Z, Abbildungen ¢ : Z — X, ¢ : Z — Y mit f oy = go gibt es genau
eine h: Z — X XgY mit ¢ = pry oh, ¥ = pry oh.

j!/L -

X‘XSY

)/ y
/
/
g XX

.

d) Das Faserprodukt ist der Limes des Diagramms
X Y

et
S

Beweis
c) Setze h(z) := (¢(2),9(2)) O

Beispiele

1) S={s}=XxgY =XxY

2) X CS)Y CS, f,g die Inklusionen = X xgY =X NY
3) YCS,g:Y > S=XxsY =f(Y)

4) X =Y = X xgY = Equalizer(f, g)

Definition 5.2
Seien X, Y, S Schemata, f: X — S,¢g:Y — S Morphismen.
Dann heifit ein Schema X Xg Y zusammen mit Morphismen pry : X XgY — X und

pry : X XgY — Y, sodass fopry = gopry ist, Faserprodukt von X und Y tber S, wenn
die UAE aus 5.1 ¢) erfiillt ist.

Definition 4+ Bemerkung 5.3
Sei S ein Schema.

a) Ein S-Schema ist ein Schema X zusammen mit einem Morphismus f: X — S.
b) Die S-Schmata bilden eine Kategorie Sch/S.
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§5 Faserprodukte

¢) Das Faserprodukt X xg Y ist das Produkt von f: X — Sund g:Y — S in Sch/S.

Beispiel

S = Spec, k Korper

Ein Morphismus X — Spec k ist nach Ubung 3, Aufgabe 1 vollstéindig bestimmt durch einen
Ringhomomorphismus k& — Ox(X). Dieser macht Ox(X) zur k-Algebra und Ox zu einer
Garbe von k-Algebren. Insbesondere sind k-Varietiten tiber den Funktor ¢ k-Schemata. Das
Faserprodukt von k-Varietiten ist das Produkt der k-Varietdten (im Sinne von Algebraische
Geometrie I)(sieche unten).

Satz 1
Das Faserprodukt X xg Y existiert fiir alle S-Schemata f: X — Sund g: Y — S. Es ist
eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Beweis
(1) X =SpecA, Y = Spec B, S = SpecR affin. f und g machen A und B zu R-Algebren.

Behauptung: Das Tensorprodukt A ®pg B erfillt Spec(A ®g B) = X xgY.

Erinnerung: Das Tensorprodukt M ®r N von R-Moduln M, n ,linearisiert die bilinieare
Abbildung

M x N M &g N
(z,y) ——— 2 ®Y

® bﬂinex

P

e Sind M = A und N = B R-Algebren, so hat A ® B eine Struktur als R-Algebra:
((Z1 & bl) . ((12 X bg) = a10a9 & blbz

O'AZA%A@RB,CLI—}CL@l
O'BiB—>A®RB,bP—>1®b
o A®p B erfiillt die richtige UAE

sind R-Algebren-Homomophismen.

A®rB
_ —j 77774 rax
////// e \***—\\,,,\\\\
c* A ° B

/
/
\

,Beweis:“ 7 : Ax B — C, (a,b) — «(a)-B(b) ist bilinear, induziert also vy : A B — C
linear. Nachrechnen: v Ringhomomorphismus, v eindeutig.

Also: Spec(A ®pg B) erfiillt die geforderte UAE fur alle affinen Schemata Z.

Ist Z beliebiges Schema, so induzieren ¢ : Z — X und ¢ : Z — Y R-Algebrahomomorphismen

a:A— Oz(Z), ﬂ B — Oz(Z)
a und 3 induzieren v : A ®p B — Oz(Z), also (Ubung 3, Aufgabe 1) Morphismus
h:Z — Spec(A ®g B).
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(2) X,Y,Z nicht notwendig affin.
Uberdecke S durch offene affine Schemata S; = SpecR; (i € I). Sei X; := f~1(S),
Y; := g7 (S;) (offen in X bewzichungsweise Y).
Uberdecke X; durch offene affine Schemata X,j = Spec A;;
Uberdecke Y; durch offene affine Schemata Yi; = Spec B;;
Nach (1) existiert X;; ®g, Y fir alle 4, 5, k
Behauptung 1: Sei T ein Schema, V, W T-Schemata, (V});cr, offene Uberdeckung von V.
Existiert V; xo W fiir jedes [, so existiert V xp W.

Wende Behauptung 1 an auf
o I'=S5,, V=X, W=Yy, Vi=Xy = X, Xg, Vi existiert V i, k
o I'=5,, V=Y, W=X, V=Y, = X Xg, Y existiert V i
Behauptung 2: Fur jedes ¢ ist X; xg, Y; = X; xgY

Dann wende Behauptung an auf
T=SV=XW=Y,V,=X,= X xgY existiert

Beweis 2:

X
w0
=

X,
DA\
_— : | X 7\\\\/ Y

- S
v(Z) < g‘l(f@(?))) cy,
cs;

Beweis 1: Verklebe die Vi x W lings U, = pr; *(V,NV,,) C V; x¢ W. Es gilt: Uy, =
(j/} N V) Xr W. Dann ist Upy,,,="“U,y, lassen sich also verkleben zu Schema V. Zeige:
V=VxrW O

Bemerkung 5.4
a) X xgS =X fir jedes S-Schema
b) (X xsT) xrY =2 X xgV fir alle. ..

Beweis
a) Zeige: X erfillt die UAE von X xg S
/;/ - - X
7 /// \ Es gilt idg ot = fop im unteren Dreieck, also auch

® \ / im Oberen.
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b) Zeige: X xgY erfiillt die UAE von (X xgT) ><T Y
> X Xg T

B g opry
Erhalte: h : XxgY — X x¢T aus x ><5/Y Q X

PTx

L1l
n n S

ﬂ//

e
™

g

e - X XgY

pry

Betrachte: //\

Es gilt: fopry =togopry
XXSY

Prx pry

Z//\

Zuzeigen:ogoztogod}:ogp

A - X Xg Y

7 i pry pPry

\/

Wir wissen: prpop = go
Zu zeigen: (i) ho ® = ¢
(ii) pry o® = v’

Fiir (i) ist zu zeigen: (i) pry oh o® = pry opv’

——
pry
(i2) pryoho® = pryop

——

gopry

———

goy
Damit ist die Existenz von ® gezeigt. Eindeutigkeit in der Ubung. U
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§ 6 Punkte

Definition + Bemerkung 6.1
Sei X ein Schema, z € X

a) k(x):= Ox.a m, heibt Restklassenkérper von X im Punkt .

Beispiele
1) X = SpecZ
r=p=k(x)=F,
r=(0)=k(z)=Q
2) X =A;
r=(X—a)(a€k)=rx)=k
r = (0) = k(z) = k(X) = Quot(k[X])
3) X = A7 = Speck[X,Y]
x = (f), f irreduzibel = k(z) = Quot(k[V]) = k(V) (V =V (f))

b) Sei f: X — S ein Morphismus, s := f(x). f induziert Homomorphismus x(s) — k(z).
c) Fir einen Kérper k gibt es genau dann einen Morphismus ¢ : Speck — X mit +(0) = z,
wenn k(z) isomorph zu einem Teilkérper von k ist.

d) In der Situation c) heifit z k-wertiger Punkt von x.

Beweis

b) f induziert lokalen Homomorphismus f# : Og ;) — Oxq, das heiBt f#(m,) C m, = f¥
induziert x(s) — k(z).

c¢) Sei U = Spec R affine Umgebung von x.
v exisiert < Ja : R — k mit Kern(a) = p, wobei p das zu = gehorige Primideal in R ist.

Esist Ox, = R,, also k(z) = Rp/p ‘R,

Also: ¢ existiert < Ja : =k calso @ : k() — k
po= (0
,,<:“:a:R—>Rp—>RP/p.RpE>k O

Bemerkung 6.2
Seien X, Y S-Schemata.

X xsY — {(z,y) e X xY: f(z)=9(y)}

: = (pry(2), pry(2)) surjektiv.

Dann ist die Abbildung {

5 XXSYp

Ty ry

X/ \Y
\)S/
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Beweis
Abbildung wohldefiniert: v/

Seien z € X,y € Y mit f(x) = g(y) =: s € S. Seien k : k(s),k(x), k(y) die Restklassen-
korper. (E k C k(z), & C k(y). Sei k ein Korper mit k(z) C k, k(y) C k (zum Beispiel
Komposition). Sei Z := Spec k.

Nach 6.1 ¢) gibt es Morphismen ¢ : Z — X,¢(0) = z, v : Z — Y,¢(0) = y. Es ist
fop=gotp=3h:Z — X XY mit pryoh = ¢, pry oh = 1. Setze z := h(0). O

Definition 4+ Bemerkung 6.3
Sei f: X — Y Morphismus von Schemata, y € Y

a) X, = f7'(y) = X xy Speck(y) heiBt Faser von f iiber y. Dabei ist ¢ : Specr(y) — Y
der zu y gehorige Morphismus aus 6.1.

b) pry : X, — X ist injektiv.

c) pry(X,) = {z € X : f(z) =y} ist bijektiv.

d) Ist y abgeschlossen, so ist X, abgeschlossenes Unterschema.

Beweis
c¢) Folgt aus b) und 6.2.

d) Folgt aus c).

b) Seien z1,z2 € X, mit pry(z1) = pr(z2) =1 x € X = f(z) = y. Sei Z = Speck(z) und
v Z — X mit 1(0) = x. Sei ¥ : Z — Speck(y) der von f# induzierte Morphismus (6.1
b)).

Nach 6.1 b) ist k(z) C k(z;), i = 1,2.

h1 XY
ha b pr% \
///\)
Z 3 X \ Spec (y)
Y

R Morphismen h; : Z — X, mit h;(0) = z;, i = 1,2
Es gilt: pryoh;, =1, i =1,2
pry oh; = ¢ nach Definition von h;

Eindeutigkeit hl _ hg = 2 =y 0
Beispiele
1) f: LAY — ALz — 22 f werde induziert von « : k[X] — k[X], X — X?
=Speck[X]

Sei y = (X —a) = X, = A} X1 Speck = Spec(k[X] ®xx) k)
—— ——

~k[X]/a(X—a)

kok falls a € (k*)?
k[X]/@(X —a) = k[X]/(X2 —a) = {k[X]/(XQ) falls a =0
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2) X = (z,y)-Ebene U (z,w)-Ebene in A}
=V(z,w)UV(x,y) =V(xz,yz,zw,yw)
f:X = A2 (z,y,2,w) = (z+ 2,y +w) wird induziert von « : k[s, t| = k[X,Y, Z, W] —
klV],s—=X+Zt—=Y+W.
Sei y = ,(0,0)* = (s,t) = V, =V x,2 Speck = Spec(k Qs k) /a (s, 1)

MW ix ¢z v 4wy =FXY2W Loy ww xz, vz, xw,yw)
_ kXYY

(—X2 —XY,-Y?) = R
Beachte: dim, R = 3

Definition 4+ Bemerkung 6.4
Sei X ein Schema, T" ein weiteres Schema.

a) Ein T-wertiger Punkt von X ist ein Morphismus 7" — X.

b) Der Funktor hx : Sch — Sets, 7' — Hom(7, X) heift Punktfunktor zu X. hy ist
kontravarianter Funktor.

c) Die Hy definieren Funktor h : Sch — Fun(Sch®?, Sets). Dieser Funktor ist Kovariant.
(Fun(Sch®?, Sets) ist die Kategorie der kontravarianten Funktoren von Schemata nach
Mengen; op steht fir ,,opposite®)

Beispiele

1) Sei T' = Spec(k[g]/(g)) (k ein Korper), X = A} = Speck[X,Y]. Ein T-wertiger Punkt
von X ist ein Ringhomomorphismus « : k[X,Y] — k[g]/(g). Sei a surjektiv, a7 !((e)) =
(X,Y).
Also a(X) = ae, a(Y) = be (a,b € k) = a(bX —aY) = 0. a bestimmt also nicht nur
einen Punkt z von X, sondern auch eine ,Richtung® in x.

2) T = Spec R, R diskreter Bewertungsring,.
T = {to,t1}, to € {t;}, K := Quot R, X ein Schema, x(ty) =k, r(t;) = K

Hom(T,X) = {(zo,x1,%2): w0, 21 € X, 20 # 1,20 € {1}, 0 : k(x1) = K
Homomorphismus mit L(Om,ro) C R und ¢(mg,) € m}
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§ 7 Endlichkeitseigenschaften

Definition 7.1
Sei X ein Schema.

a) X heiBt lokal noethersch, wenn es eine offene Uberdeckung (U;);cr von X durch affine
Schemata U; = Spec R; gibt, sodass die R; noethersch sind.

b) X heifit noethersch, wenn es eine endliche Uberdeckung wie in a) gibt.

Beispiel
Quasiprojektive Varietdten sind noethersch.

Proposition 7.2
a) Ein affines Schema X = Spec R ist genau dann noethersch, wenn R noethersch ist.

b) Ein Schema X ist genau dann lokal noethersch, wenn fiir jedes offene affine Unterschema
U = Spec R gilt: R ist noethersch

Beweis
a) folgt aus b)

b) Sei X = U U;, U; = Spec R; offen in X, R; noethersch. Sei U = Spec R offen in X.
i€l
Zu zeigen: R ist noethersch

Es gilt: U N U; ist offen in U; fiir jedes i. = U NU; = U D(fi;) fiir geeignete fi; € R;.

jET;
D(fi;) = Spec(Ry)y,;, Rij := (R;)y,; ist noethersch
D(f;;) ist auch offen in U.
= Elgijk € R mit D(fw) = LkJD(gzyk)
Sei g;; : R — R;; der von D(f;;) — U induzierte Ringhomomorphismus

O
= Ry = (Rij)oi(9i,0) = Ry, ist noethersch

Die D(g; 1) iiberdecken U.

U ist quasikompakt = endlich viele der g, geniigen zum Uberdecken. Nenne sie
gi,--.,gp. Seinun I C I, C ... Kette von idealen in R. Fir¢=1,...,7rsei p; : R = Ry,
der nattirliche Homomorphismus = ¢;(I1) - Ry, C ¢i(l2) - Ry, € ... wird stationar

Behauptung: Fiir jedes Ideal I C R gilt:
I'= ¢ (will) Ry,)
i=1
Beweis der Behauptung:
SC
224 Seibe U ot (wilD) - Ry)
i=1

Fir jedes i = 1,...,r gibt es a; € I, n € N mit ¢;(b) :%: ;7 in Ry,. = Im,; mit
g™ (g"b—a;) =0in R = ¢/"*""b = g/a; € [ = IM mit gMb € I firi=1,...,r

) (91,---,9-) = R
Nach Voraussetzung ist =bel O
S S gM, g™ =R
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Definition 4+ Proposition 7.3
Sei f: X — Y Morphismus von Schemata.

a) f heifit lokal von endlichem Typ, wenn es eine offene affine Uberdeckung (U; =
Spec A;)ier von Y gibt und fir jedes i € I eine offene affine Uberdeckung U =
Spec Bij)jes; von f7H(U;) C X, so dass By; (durch den von f induzierten Homomor-
phismus) endlich erzeugte A;-Algebra ist Vi € I,5 € J;.

b) f heiBt von endlichem Typ, wenn in a) jedes f~(U;) eine endliche Uberdeckung der
gewiinschten Art hat.

c) Ist f (lokal) von endlichem Typ, so gibt es fiir jedes offene affine U = Spec A C Y eine
endliche offene affine Uberdeckung U; = Spec B; von f~(U), so dass B; endlich erzeugte
A-Algebra ist.

Beweis
c¢) Ahnlich 7.2 O

Beispiele 7.4

1) Jeder Morphismus von quasiprojektiven Varietédten/k ist von endlichem Typ.

2) Insbesondere ist fir jede quasiprojektive Varietdat V/k der ,Strukturmorphismus® V —
Spec k von endlichem Typ.

3) SpecC — SpecQ ist nicht lokal von endlichem Typ.

Definition 7.5

Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heiflit endlich, wenn es eine offene affine
Uberdeckung (U; = Spec A;)ier von Y gibt, so dass fiir jedes i € I f~1(U;) affin ist (al-
so f~Y(U;) = Spec B;) und dabei B; als A;-Modul endlich erzeugt ist.

Bemerkung 7.6
Ist f: X — Y endlich, so ist f~!(y) endlich fiir jedes y € Y.

Beweis

Sei U = Spec A affine Umgebung von y = f~!(y) C f~(U) = Spec B

B ist nach Voraussetzung endl. erzeugter A-Modul. Weiter ist f~!(y) = Spec(B ®a4 k(y)).
B ®4 k(y) ist endlich-dimensionaler x(y)-Vektorraum = B ®4 k(y) hat nur endlich viele
Primideale 0
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§ 8 Eigentliche Morphismen

Definition 8.1
Sei f: X — X ein Morphismus von Schemata.

a) Der von idx induzierte Morphismus A = Ay : X — X xg X heifit Diagonalmorphis-
mus (oder Diagonale) zu f.

A=Ay

mXSX
X T - T
id\ pry 2
X X
\ /

S
Bs ist pry (A(X)) = pry(A(X))

b) f heifit separiert (oder auch X heifit separiert tiber S), wenn A einen abgeschlossene
Einbettung ist.

Erinnerung 8.2
Ein topologischer Raum X ist genau dann hausdorffsch, wenn A = {(z,z) € X x X}
abgeschlossene Teilmenge von X x X ist

Beispiel
[ ] 01

Sei X = o Al mit doppeltem Nullpunkt (§3 Beispiel 2), F': X — Spec k der

Strukturmorphismus. f ist nicht separiert, da A(X) nicht abgeschlossen is in X x; X, denn
(01,02) ¢ A aber € A.

Bemerkung 8.3
Jeder Morphismus affiner Schemata ist separiert.

Beweis

Sei f : X = SpecB — Spec A = Y Morphismus, induziert von Ringhomomorphismus
a: A — B.Dann ist X xy X = Spec(B ®4 B).

BB — B

by @by = by-by

w ist surjektiv, also ist A abgeschlossene Einbettung. 0

A: X — X Xy X wird induziert von p :

Bemerkung 8.4
Offene und abgeschlossene Einbettungen sind separiert.

Beweis
Seii : U — X offene abgeschlossene Einbettung. = UxxU Z U und fir A : U — U xx U =
U gilt A =idy. O

Definition 8.5
Sei f: X — Y ein Morphismus von Schemata.

a) f heiBt universell abgeschlossen, wenn fur jeden Morphismus g : Y/ — Y gilt: f' :
X xy Y = Y’ ist abgeschlossen.
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b) f heifit eigentlich, wenn es von endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen

1st.
Beispiel
A} — Spec ist abgeschlossen, aber nicht universell abgeschlossen.
Denn:
A7 = Al x; Al AL
l pry l
A Spec k

pr, ist nicht abgeschlossen.

V=V(X?2+Y%2-1)CAZ pr(V)="

V=V(XY —-1)=pr,(V)=A, - {0}

= pry(V) = A} — {0} ist nicht abgeschlossen ((E k algebraisch abgeschlossen)

Definition 8.6

a) Ein nullteilerfreier Ring R heifit Bewertungsring, wenn fiir jedes z € K = Quot R gilt:
r € R oder z7! € R. R ist lokaler Ring mit maximalem Ideal m = {z € R: 2! ¢ R},
(z +y)~! = Ubung??

b) Sei f : X — Y ein Morphismus von Schemata, R ein Bewertungsring, K = Quot R,
U = Spec K, T' = Spec R.

ho
U
Ein kommutatives Diagramm | | heifit Bewertungsdiagramm fir f.
T Y

1

Satz 2

Sei f : X — Y ein Morphismus von Schemata, X noethersch, f von endlichem Typ fiir
seigentlich®. Dann gilt:

a) f ist genau dann { S;Z?;ileigl }, wenn es zu jedem Bewertungsdiagramm
Spec K =U e //,X
i h r ()
SpeCR:T// ™ Y

genau

{ hochstens } einen Morphismus h : T — X gibt sodass (*) kommutiert

Dabei sei R ein Bewertungsring und K = Quot(R).

b) Sind X und Y noethersch und f von unendlichem Typ, so geniigt es, Bewertugnsdia-
gramme zu diskreten Bewertungsringen zu betrachten.

Erinnerung
R Bewertungsring :< R nullteilerfrei, fiir x € Quot(R)* ist z € R oder 27! € R.

Bewertung: G abelsche Gruppe, < Totalordnung auf G, sodass aus z < y folgt: x +a <
y+aVaeG, v:k* — G Homomophismus mit v(a + b) > min(v(a), v(b)).
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Beispiel
Sei X = ALY =Speck, f: X - Y...
K =kT), R={%:9,h€k[l],degh > degg}, R diskreter Bewertungsring, K = Quot(R)

Spec k(T) AL k() k[T
h f ’ /h/?/ / . | |
Spec R Speck R i k

Es gibt kein h, da k[T] < k(T') nicht iber R faktorisiert: 7' ¢ R

Bemerkung

Beweisskizze
I) ,separiert”

=" Seien h, h' Fortsetzungen von hyg.

U X
h

| k
hl

T Y

pra

X
K
!
Y

Nach Voraussetzung ist h(t1) = h/(t) = ho(t1) =: 21 = h(t1) € A(X)

A(X) ist nach Voraussetzung abgeschlossen = h(ty) € {h(t1)} C AX) =
h(to) = KW (to) = h = k', weil h# und h'# durch hy festgelegt sind.

»<=“ Gentgt zu zeigen: A(X) ist abgeschlossen in X xy X. Weil X noethersch ist,
kénnen wir verwenden:

Proposition 8.7
Sei f: X — Y ein quasikompakter Morphismus von Schemata.

Dann gilt: f(X) ist abgeschlossen in Y < fir jedes y; € f(X) und jedes yo € {31}
ist yo € f(X) (,abgeschlossen unter Spezialisierung*)

Beweis
[Har77] Chapter II, Lemma 4.5 O

Sei also x1 € A(X), 2o € {x1} C X Xy X. Sei Z := {x1} mit der reduzierten
Struktur O := Oz, K = Oz, = k(x1) = Quot O.
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Proposition 4+ Definition 8.8
Sei K ein Korper, R C K ein lokaler Ring.

a) (Ry,my) dominiert (Ry,ms), wenn Ry C Ry und ms = my N Ry.
b) R ist Bewertungsring < R ist maximal beziiglich Dominanz

¢) R wird dominiert von einem Bewertungsring.

Beweis
AM94| Chapter 5, Theorem 5.11 O
[ pter 5,

Sei also R C K Bewertungsring, der O dominiert. Nach Voriiberlegung gibt es
Morphismus h : T'= Spec R — X Xy X mit h(t;) = z1, h(ty) = xo.

Sei h; :=pr;oh, i =1,2

U - \\/1()
/ .
T X xy X X
h pra
pTy f
X ; Y
= fohy=fohy
Da xy € A(X) ist hy|y = ha|y, U = Spec K.
XX by = hy = h faktorisiert iiber A = z € A(X).
h1
T id
N
h1
/\
X T X Xy X X
\ f
id
X ; Y
IT) ,eigentlich“
»,=": Eindeutigkeit von h folgt aus I
Existenz von h: Im Basiswechseldiagramm
X Xy T X
f! J J f
T Y

h1

ist f’ nach Voraussetzung abgeschlossen.

Sei ¢ : U — X xy T der von hy und 7 induzierte Morphismus
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Da i = f' o ¢ ist und i dominant, ist auch f’ dominant L abe f! surjektiv
Sei z; = p(t) € X xy T, also f'(z) = t; (generischer Punkt), Z := {2} mit
reduzierter Struktur.
Auch f'|7 ist surjektiv, also gibt es zp € Z mit f'(zy) = to. f’ induziert lokalen
Ringhomomorphismus R = Opy, — Oy, und Einbettung K = r(ty) — s(z1).
¢ induziert k(z1) — k(t;) = K, also k(z) = K.
Lo 38 p o~ Oz SBBPR 3 h . ¢ — X mit h(t;) = pry(z;),i=0,1

,<="1 Zu zeigen: Wenn es zu jedem Bewertungsdiagramm genau eine Fortsetzung h
von hy gibt, so ist f eigentlich.

Es geniigt zu zeigen: f’ ist universell abgeschlossen. Sei also Bewertungsdiagramm

X' =X xy Y’ X
f’J Jf
Y’ Y

Zu zeigen: f' ist abgeschlossen. Sei dafiir Z' C X’ abgeschlossen, y; = f'(z1) €

f(Z') und yo € {y1}.
Zu zeigen: yo € f'(Z') (das geniigt nach Proposition 8.7)

Sei O = Oy,,, wobei Z = {y;} (mit reduzierter Struktur)

uot(0) = Kk — Kk(z) = K
Quot(©) = klyn) =, K(2)
K|k(y1) ist endliche Korpererweiterung (da f von endlichem Typ) Lo Eg
gibt Bewertungsring R von K, der O dominiert = Es gibt Morphismus h; : T' =
Spec R — Y’ mit hy(t;) = y;, i = 0, 1. Dann ist

Spec K =U > X! + X
o

|7 7

T = Y’ Y

ein Bewertungsdiagramm fiir f. Nach Voraussetzung gibt es o : T"— X mit ...
Die UAE des Faserprodukts liefert ' : T" — X' mit f'(h'(ty)) = hi(to) = yo =
Yo € ['(Z').

B (tg) :=z0 € {h/(t1)} = {1} € Z' ]

Folgerung 8.9
Fiir Morphismen noetherscher Schemata gilt:
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: o separierter . . separiert
a) Die Komposition { eigentlicher } Morphismen ist { eigentlich }

iert : . ;
) { Separier } ist stabil unter Basiswechsel.

eigentlich
separiert : separiert
c) Istgof { eigentlich und g separiert }’ s ist f { eigentlich }
Beweis
Bewertungskriterium anwenden U

Proposition 8.10
Der Strukturmorphismus P} = Proj Z[ Xy, ..., X,] — SpecZ ist eigentlich.

Folgerung 8.11
Sei k ein Korper

a) P} ist eigentlich iiber Spec k.

b) Sind V, V' projektive Varietdten tiber k, f : V' — V’ Morphismus, so ist der induzierte
Morphismus ¢(V) — ¢(V’) eigentlich.

Beweis
b) Sei X :=t(V), Y := (V') (abgeschlossene Unterschemata)
Py Py
!
X Y
P Py
- Speck
Aus 8.9 a) und 8.9 c) folgt: f ist eigentlich. O
Beweis (von Proposition 8.10)
P} ist von endlichem Typ tiber SpecZ v/
U - IP7
Sei IJ /Hl,h// l ein Bewertungsdiagramm.
T asl Spec Z

Zu zeigen: b T — P
Sei &1 : ho(t); B & € N Ui (U; = D(X;)) (sonst ist & € Py~ Induktion iiber n)
= 7e (’)@ZL ¢, furalle i, j = Das Bild fi; von 7+ in  s(§1) ist # 0= fi; = h#(fij) € K*
J ’ J N v
=Opn ¢, /e,

Sei v : K* — G die zu R gehérige Bewertung. Wéhle j € {1,...,n}, sodass v(fj) =
min}_, v(fro) = v(fi;) = v(fio) —v(fjo) > 0 firi =0,....,n= fi; € Rfiri =0,...,n =

% — fi; definiert Ringhomomorphismus Z[%, Ceey ))%] — R, also Morphismus / : T" —
U j = IP%
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Findeutigkeit von h: Sei Q}/L : T'— Uy eine weitere Fortsetzung von hy.

Dann ist k # j, weil U; — SpecZ separiert ist (8.3). Sei f§ : Z[i((—z,...,f(—:] — R der
zugehorige Ringhomomorphismus = 3 (%) = ho#(%) = fu € R*
Esist fir = fij - fjx = [ induziert denselben Morphismus 7" — P} wie a. 0

€RX €R* €eR*
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Garben und Divisoren

§ 9 Ox-Modulgarben

Definition 9.1
Sei (X, Ox) ein lokal geringter Raum. Eine Garbe F von abelschen Gruppen auf X heifit
Ox-Modulgarbe, wenn gilt:

(i) F(U) ,ist* Ox(U)-Modul fiir jedes offene U C X

(ii) pY, : F(U) — F(U') ist Ox(U)-Modul-Homomophismus fiir U' C U C X offen (via

Ox(U) = Ox(U"))

Bemerkung
Die Ox-Modulgarben auf X bilden eine Kategorie. Gegenbeispiel: O% ist keine Ox-
Modulgarbe.

Beispiele (fiir Ox-Modulgarben)

)
2)

Idealgarben

Sei X eine nichtsinguldre Kurve (iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k),

D := Y npP ein Divisor. Ox soll die Garbe der reguldren Differentiale auf X sein.
PEX
(abg.)

Fir U C X offen sein L(D)(U) := {f € k(X) : div fly + D]y > 0}, das heiit fiir alle
P e U ¢gilt ordp f > —mp.
L(D)(U) ist Ox(U)-Modul: fir g € Ox(U), f € L(D)(U) und P € U ist ordp(fg) =
ordp(f) + ordp(g)

N

>0

= L(D) ist Modulgarbe
Sei X weiterhin nichtsingulare Kurve.
Erinnerung: Sei R ein Ring, A eine R-Algebra, M ein A-Modul, Derg(A, M) = {0 :
A — M, R-liniear, 6(f -g) = f-d(9) +g-(f)}.

Qa/r A-Modul A Lasr
Es glbt d: A = QA/R Derivation sodass \ /’// il”—sfinear
a — da :

M
A= k[X]
= QA/k =A-dX
Qpxyne = k(X)) -dX
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Es gilt: Ist X 1rreduz1ble Kurve, so ist Qy(x)/x 1-dimensionaler Vektorraum iiber k(X)
(Beispiel y? = 2° + ax + b = 2ydy = 33:2(130 + adz)

Fir w € Qpx)/r und P € X sei ordp w wie folgt definiert: sei tp ein Erzeuger von mp (=
maximales Ideal in Ox p)

= 3 fp € k(X) mit w = fpdtp. Setze ordpw := ordp fp
Fir w € Qpx)x sei divw = Z ordpw (wobei d(tp — c¢) = dtp).

Fir U C X offen: Qx(U) := {w € Quxyk « divw|y > 0}
Ox ist Ox-Modulgarbe, da div(f - w) = div f 4 divw.

Definition 4+ Bemerkung 9.2
Sei (X, Ox) lokal geringter Raum, F,G Ox-Modulgarben.
a) F Qo G sei die zur Pragarbe U — F(U) ®o, ) G(U) assoziierte Garbe, F ®o, G ist
eine Ox-Modulgarbe.
b) Fir U C X offen sei
Hom(f, g)<U) = Homoxb(flU? g|U)

Das ist eine Ox-Modulgarbe.

Beweis
b) ...

Definition + Bemerkung 9.3

Sei f: X — Y ein Morphismus lokal geringter Rdume

a) Fir jede Ox-Modulgarbe F auf X ist f.F eine Oy-Modulgarbe.

b) Fiir jede Oy-Modulgarbe G auf Y ist f~'G eine f~'Oy-Modulgarbe und f*G :=
[71G ®¢-10, Ox eine Ox-Modulgarbe.

Beweis

a) Fir U C Y offen ist f,.F(U) = F(f~Y(U)) ein Ox(f~1(U))-Modul, f# : Oy — f,Ox
induziert fif : Oy (U) — f.Ox(U) = Ox(f~'(U)). Dadurch wird F(f~'(U)) zu einem
Oy (U)-Modul.

b) Zu Definition von f*G wird Garbenhomomorphismus f~1Oy — Ox benétigt. f# : Oy —
£.0x induziert f10y — f1f,0x 225 Oy O

Erinnerung 3 .
X = Spec R affines Schema, I C R Ideal, f € R, I(D(f)) =1 Ry =1-Ox(D(f)), I heifit

quasikohérente Idealgarbe.

Definition + Bemerkung 9.4
a) Sei X = Spec R affines Schema, M ein R-Modul. Dann sei M die (!) Garbe auf X mit

M(D(f)) = My (der von M erzeugte Modul iiber Ry) fiir jedes f € R. M ist Ox-
Modulgarbe, (M )y = M, fiir jedes Primideal p € Spec R.

b) Sei X ein Schema. Eine Ox-Modulgarbe F heifit quasikohdrent, wenn fiir jede affine
Teilmenge U = Spec R C X ein R-Modul My existiert, sodass F|y = My

¢) F (wie in b)) ist genau dann quasikohirent, wennn es eine offene affine Uberdeckung
U; = Spec R; von X gibt mit F|y, = M; fiir geeignete R;-Moduln M;.
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d) Ist X noethersch, so heiit F kohdrent, wenn in b) (beziehungsweise ¢)) alle R-Moduln
My endllich erzeugbar sind.

Beweis
c¢) Wie Ubung 4, Aufgabe 3 O

Bemerkung 9.5
Sei X = Spec R ein affines Schema.

Die Zuordnung M — M ist ein kovarianter auf Objekten injektiver Funktor von der Kate-
gorie R-Mod in Ox-Mod; Umkehrfunktor: F — F(X).

Beweis
Sei0 — M — M — M" — 0 exakt.
Zu zeigen: 0 — M' — M — M" — 0 ist exakt.

0 — Mg — M, — Mg’ — 0 exakt fir jedes Primideal p
Gentigt zu zeigen: I I I in Spec R O
0 — M, - M, — M/ — 0 Das stimmt!

Bemerkung 9.6
Sei X = Spec R affines Schema.

a) Fiur R-Moduln M und N gilt:

M®o, N M ez N

b) Fir R-Moduln M;, i € I gilt:

® .= @

iel iel
Beweis 3 ) . .

a) (M®gN),=(M®rN)y =M, ®g, Ny = M, ®r, Ny = (M @p N),

b) genauso O

Bemerkung 9.7
Seien X = Spec R, Y = Spec R’ affine Schemata, f : X — Y Morphismen, o = f;?E :R' — R.
a) Fir jeden R-Modul gilt:

foM =, M(= der via o als R-Modul aufgefasste R-Modul M)

b) Fir jeden R'-Modul N gilt:

"N = (N®g R)
Beweis . )
a) Fir U CY offen ist f,M(U) = M(f~'(U)); das wird durch ff : Oy (U) = Ox(f~1(U))
zum Oy (U)-Modul (vergleiche 9.3 a)).

b) f*N(X)= f'N(X) ®Rf10y(x) Ox(X) = N ®r R; Entsprechendes gilt fiir jedes U € X
offen. 0
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Proposition 9.8
Sei f: X — Y Morphismus von Schemata.

a)
b)

c)

Ist G quasikohérent auf Y, so ist f*G quasikohédrent auf X.
Sind X und Y noethersch und ist G kohérent, so ist f*G kohéarent.
Ist X noethersch und F quasikohérent auf X, so ist f.F quasikohérent auf Y.

Beweis

a)

44

(E Y = Spec R’ affin, G = N fiir einen R'-Modul N. (E X = Spec R affin. Damit folgt
die Behauptung aus 9.7 b).

n

x1,...,x, seien Erzeuger von N also R'-Modul = = € N hat Darstellung > a;z;
i=1
Behauptung: x1 ® 1,...,x, ® 1 erzeugen N ®pr R als R-Modul

Seix®@a € NQg Rrx=Yaxr;(; ER)=r®@a=a-> a;(x; ®1)
Ist N endlich erzeugt als R'-Modul, so ist N ® g R endlich erzeugt als R'-Modul.
(E Y affin. Sei Uy, ..., U, offene affine Uberdeckung von X. (E U; N U; affin(!)? (Ubung)

1<J

(m)izl ..... ro = (mi

w;Nu; m] uiﬂuj)i<j

ist exakt (weil F Garbe ist, weil [. linksexakt ist) = f,JF ist als Kern einer Morphismus
von quasikoharenten Garben selbst quasikohérent. O
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§ 10 Lokal Freie Garben

Definition + Bemerkung 10.1
Sei (X, Ox) lokal geringter Raum, F eine Ox-Modulgarbe.

a) F heiBt frei vom Rang n > 1, wenn F = O% = ETB Ox.

i=1
b) F heiBit lokal frei vom Rang n, wenn es eine offene Uberdeckung (U;)ic; von X gibt,
v, = (Ox|y,)™ fir jedes i € I.

c) Ist X Schema, so sind lokal freie Garben quasikohérent (und sogar kohdrent wenn X
noethersch ist)

Beweis )
c) Ist U = Spec R, so ist F|y frei vom Rang n < F = R". O

Beispiel 10.2
Sei X nichtsinguldare Kurve (tiber k...) und D ein Divisor auf X. Dann ist £(D) lokal frei
vom Rang 1: Ubung 9, Aufgabe 3b)

LD)YU)={f € k(X):div(f|ly)+ D|y >0}
Beispiel

Sei X nichtsinguldare Kurve/k, k algebraisch abgeschlossen, £ lokal freie Garbe vom Rang 1
auf X, £ C k(X) (konstante Garbe) = 3 Divisor auf X mit £ = £(D)

Denn: Sei (U;)i=1..., offene Uberdeckung von X mit L|y, = Ox|y,, i =1,...,7
Nach Voraussetzung ist dann L£(U;) = f; - Ox(U;) fur ein f; € k(X). Setze D|y, =
dlv( -)

Behauptung: Auf U; NU; ist dlv(%) le(%)
Aquivalent: ;—; € Ox(U;nU;)*
denn: ,C(UZ N U]) = fZOX(UZ N U]) = fZOX(UZ N U])
Beispiel 10.3
Sei X eine Mannigfaltigkeit (reelle, differenzierbare, komplexe) und Ox die Garbe der steti-

gen (differenzierbaren, holomorphen) Funktionen auf X . Sei £ eine weitere Mannigfaltigkeit,
p: E — X eine stetige (differenzierbare, holomorphe) Abbildung.

(E,p) heifit Vektorbiindel vom Rang n iiber X, wenn es eine offene Uberdeckung (U;) von
X gibt und Isomorphismen ¢; : p~}(U;) — U; x R™ sodass

U; x R"

AN

mit p = pry, op;, sodass fir alle 4, j gilt: ;005" : (U;NU;) x R" — (U;NU;) x R™ induziert
fir jedes x € U;NU; eine lineare Abbildung R® — R™, die stetig (differenzierbar, holomorph)
von z abhingt, das heiBt ¢; 0 ;! € GL,(Ox(U; N Uj;)).

Sei € die Garbe der Schnitte in E, das heifit E(U) = {s : U — FE stetig (differenzierbar,
holomorph) : po s =1idy}. £ ist lokal frei vom Rang n.

p
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Denn: Fir jedes i € I ist E(U;) = {s : U; — R" stetig (differenzierbar, holomorph)} =
(Ox (Ui)" = Elv; = (Ox|u,)"

Umgekehrt: Sei £ lokal frei vom Rang n auf X. Sei U; C X offen, ¢; : €|y, — (Ox
Isomorphismus (i € I, (U;) Uberdeckung).
Fir ¢,5 € I und z € U; N U; ist die induzierte Abbildung (p; o gpj_l)m DK — K ein
Isomorphismus von «(z)-Vektorraum (x(z) = R beziechungsweise C).

Uz‘)n

C
= (p; 0 gpj_l)x € GL,(R) und ¢; o %—1 € GL,(Ox(U;nU;))
Sei E; := U; x R". Verklebe E; und E; tber (U; NU;) x R" via ¢; o <pj’1. Erhalte E!

Definition 10.4
Sei (X, Ox) ein Schema, p : E — X ein Morphismus von Schemata.

(E,p) heifit (geometrisches) Vektorbiindel iiber X, wenn es eine offene Uberdeckung (U; )iy
von X gibt und Isomorphismen ¢; : p~1(U;) — AZ Xspecz Ui, sodass fiir alle 7, j und fiir alle

offenen affinen Teilmengen U C U; NU; gilt:
=Spec R

i © goj_l| ap wird vone einem linearen Automorphismus a;; von R[Xy,..., X,], das heif}t
aij(a) = a fiir alle a € R und ay;(r) = X7, a;; X; fiir gewisse a;; € R (& «;; ist R-Algebra-
Homomorphismus), induziert.

Anmerkung: A}, = Spec R[ X1, ..., X,

Proposition 10.5
Sei X ein Schema. Die Isomorphieklassen von lokal freien Garben vom Rang n auf X en-
sprechen bijektiv den Isomorphieklassen von Vektorbiindeln vom Rang n iiber X.

Beweis
Analog Beispiel 10.3; Ubung? 0J

Definition + Proposition 10.6
Sei (X, Ox) lokal geringter Raum, £ lokal freie Garbe vom Rang n auf X.

a) & = Homp, (€, Ox) ist lokal freie Garbe vom Rang n, sie heifit zu £ duale Garbe.

b) (E)*=€&

c) Fir jede Ox-Modulgarbe F ist Homp, (€, F) = £* Qo F.

d) Ist £ eine weitere lokal freie Garbe vom Rang m, so ist £ ®o, & lokal frei vom Rang
n-m.

e) Ist f: Y — X Morphismus lokal geringter Raume, so ist f*£ lokal frei vom Rang n auf
Y.

Beweis
a) Lokal ist £ = O% und Hom(O%,Ox) = O%.
b) Wie in Lineare Algebra I
c) Fir U C X offen ist
(€" @ox F)(U) = Hom(E|y, Ox|v) ®oxw) F(U) = Hom(E|y, Flv) = Homoy (€, F)(U)
[@v — v (v 1(z)v)
d) O% ®o, O% = Ox™
e) Ist U C X offen mit Ely = (Ox|v)", so ist fFXE(fHU)) = (f'Oxlv @104y
Oy)(f7H(U)) = (Oy (f71U)))" [
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Bemerkung + Definition 10.7
Sei (X, Ox) lokal geringter Raum.

a) Fir jede lokal freie Garbe £ auf X von Rang 1 gilt:

L®o, L= Ox

b) Die Isomorphieklassen von lokal freien Garben vom Rang 1 auf X bilden eine Gruppe
Pic(X) (Picard-Gruppe von X).

¢) Eine Ox-Modulgarbe £ auf X heifit énvertierbar, wenn sie lokal frei vom Rang 1 ist.

Beweis

a) Nach 10.6 ¢) ist £L ® £L* = Home, (£, L). Sei ¢ : Ox — Homx (L, L) gegeben durch
1 — id. ¢ ist injektiver Morphismus von Garben.
@ ist surjektiv, da px surjektiv ist fir jedes # € X: sei dazu o € Homp, (Lx, Lx) und
(U, &) Vertreter von «, sodass L|y = Ox|y. Dann ist & durch &(1) € L(U) = Ox(U)
bestimmt = & = &(1) - id € Bild ¢y . O
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§ 11 Divisoren

Sei X ein noethersches, irreduzibles, reduziertes Schema.

=: integer (engl. integral)

Definition + Bemerkung 11.1
a) Ein Primdivisor auf X ist ein integres abgeschlossenes Unterschema der Kodimension
1.

b) Die freie abelsche Gruppe Div(X), die von den Primdivisoren erzeugt wird, heifit die
gruppe der Weil- Divisoren.

c¢) Ist X eine Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper, so sind die Primdivi-
soren die abgeschlossenen Punkte auf X.

d) Sei W ein Primdivisor auf X, ny der generische Punkt von W, Oxw = Ox,,
(dim Oxw = 1). Fir f € Oxw \ {0} sei ordw (f) := dim.mw) OX,W/(f). Fir f =1 €
K = k(X) = Quot(Ox,w) sei ordw (f) = ordw (g) — ordy (h) (wohldefiniert).
Es gilt: ordy (f - g) = ordw (f) + ordw (g).

)/2 Xﬁ;
ordg,0)y =3
kX, Y }/(;1/2 — ;If'.j)(,r_;,/\)/(y) =k-14+k-T+k -7~ ord(g )z = 2
e) Fiur f € k* sei div(f) := > ordw(f) - W; div(f) ist Divisor.

WPrimdiv.
f) Cl(X) := DiV(X)/ Divy(X) heiBt Weil-Divisorengruppe von X.

Hauptdivisoren

Beispiel 11.2

X =P} = ProjZ[ Xy, ..., X,

Jeder Primdivisor W auf P" ist von der Form W = V(F') fir ein irreduzibles homogenes
Polynom F' € Z[Xy, ..., X,]. Sei d := deg F..

Behauptung: W — d - H ist hauptdivisor fiur H := V(X))

denn: Xig € K =k(X), div Xig =W —d-H= ClP") 2 Z (als Gruppe)

Proposition 11.3
Sei R faktorieller Ring, X = Spec R. Dann ist C1(X) = 0.

Beweis

Sei W Primdivisor, also W = V (p) fiir ein Primideal p der Hohe 1.
Behauptung: p ist Hauptideal

Dann ist p(f) fir ein Primideal f € R = div(f) =W

Beweis der Behauptung: Sei 0 # f e€p, f= fi-...-f, die Primfaktorzerlegung = (I f; €
p = (0) C (f1) C p ist Primidealkette ﬁ p=(f1) O
p =
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Beispiel
Sei R =kX.Y/iy2 _ w3 xy = K[E], E=V(Y? - X*+ X) C A}. Dann ist fix P € B
abgeschlossen 1 - P kein Hauptdivisor!

Definition 4+ Bemerkung 11.4
Sei X ein integres Schema, K = k(X), der Funktionenkorper von X.

a) Ein Cartier-Divisor auf X ist eine Aquivalenzklasse von Familien (U, f;)icr, wobei
(Us)ier offene Uberdeckung von X, f; € K*, sodass % € Ox(U; nU;)*. Dabei sei

(Ui, fi)ier ~ (V}, 9)jes = ;% € Ox(U;NVj).
b) Die Cartier-Divisoren auf X bilden eine Gruppe CaDiv(X) mit folgender Verkniipfung:

Seien Dy = (Uj, fi), D2 = (V},g9;) € CaDiv(X), (W), gemeinsame Verfeinerung, also
I'=J,U; =V, Di+ Dy:= (Ui fi - gi)ier-

c) CaDiv(X) = IC)X(/@)X((X), wobei K% die konstante Garbe K™ sei.
d) D € CaDiv(X) heiit Haptdivisor, wenn es einen Vertreter von D der Form (X, f) gibt.

CaCl(X) := CaPV/cu iy, (X)

Beweis
¢) Sei D = (U;, fi); € CaDiv(X), Us Klein. Fir i € I sei g € K7 o (U:) = KX [ (U3) die
Restklasse von f;. @; ist durch D eindeutig bestimmt.

Auf U;NUj ist ¢, = p; = Jp € K)?/@)X{(X) mit |y, = @
Sei umgekehrt ¢ € ’C)X(/O)X((X). Fiir z € X sei (U,, @) Vertreter von ¢, € (K*,0%),

(U, Umgebung von = € K*)

= (U, o)) ,ex ist Cartier-Divisor. O
Beispiel
Sei X =P}, k Korper, U; = D(X;), i =0,...,n, f; == %, fo =

Behauptung: (U, f;) ist Cartier-Divisor

Denn: Firi# 0 # j ist ]’:—J = % € Ox(U;nU;)*.
% = % € Ox<U0ﬂUi>
div(f)lu, = V(Xo)
(Ui, fi)i=o....n ninduziert* also den Weil-Divisor V' (Xj).

Satz 3
Sei X noethersches intetegres separiertes Schema. Dann gilt:

a) CaCl(X) = Pic(X)
b) Es gibt natiirlichen Homomophismus a : CaCl(X) — CI(X).

c) Ist Ox, faktoriell fiir jedes z € X, so ist a Isomorphismus.

Beweis
b) Sei D = (U,, f;) € CaDiv(X), W Primdivisor auf X. Wahle ¢ mit U; N W # (. Setze
nw = ordw (f;).
nw ist wohldefininiert: Sei j € I mit U; N W # 0 Wineds 1, 0 UnWw # 0, }% €
Ox (Ui N U;)* = (fi) = (f;) in Oxw = ordw(f;) = ordw (f;)

49



Kapitel 2: Garben und Divisoren
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(E I endlich, da X noethersch = D = Y>> ny W ist Weil-Divisor
W Primid.

Umkehrabbildung zu «

Behauptung: Zu jedem Weil-Divisor D = Y nyW auf X gibt es Uberdeckung (U;);
von X und fz € K* mit D|U1 = le(fz)|UZ

Dann gilt: ((D) := (U, f;) ist Cartier-Divisor.
Denn: div(f:)|vino, = div(fi)|vinv;, = Dlvao, = }i € Ox(U; N U;)*
Beweis der Behauptung: (E X = Spec R. Sei ¢ € X abgeschlossener Punkt.
= Ox¢ = Ry, (nach Voraussetzung faktoriell!)
Fiir jeden Primdivisor W =V (p) von X gilt: £ € W < p Cmg
Da ht(p) = 1 ist nach 11.3 p - Ox¢ = (f,) ein Hauptideal. Sei fe := I] fi"" und
Ueg =X — U W = o
W Primid.
nwifgw fe
Sei D = (U, f;) € CaDiv(X), L(D)(U;) := %-(’)X(Ui) C K (als Ox(U;)-Untermodul von
K). Da ;i € Ox(UinUy)* gilt $0x(U;NU;) = 1 Ox (Ui N Tj).
Behauptung 1: L£(D) ist lokal freie Garbe vom Rang 1. £ induziert Homomophismus
CaCl(X) — Pic X
Behauptung 2: Jede lokal freie Ox-Modulgarbe von * ist von der Form £(D) fiir
ein D € CaDiv(X).
Behauptung 3: Jede lokal freie Garbe vom Rang 1 auf X ist isomorph zu einer Un-
tergarbe von K.

Beweis 3: L —= L®o, K=K O




Kapitel 3

Homologie von Garben

0—=F — F = F" — 0 kurze exakte Sequenz von Garben auf X, U C X offen
=0—->FU)— FU)— F'"(U)—...7 exakt

I
I'(U,F)

§ 12 abgeleitete Funktoren

Definition + Bemerkung 12.1
a) Eine Kategorie C heifit abelsch, wenn gilt:
(i) Home (A, B) ist abelsche Gruppe fiir alle A, B € Ob(C)
(ii) Fiir Morphismen gelten die Distributivgesetze (beztiglich + und -)
(iii) Direkte Summen, Kerne, Kokerne existieren
(iv) Der Homomorphiesatz gilt
b) Ab, kK — VR, R — Mod, Ab(X), Ox — Mod sind abelsche Kategoriem

c) Grp, Set sind nicht abelsch

Definition 12.2
Sei C abelsche Kategorie

a) Ein Komplezr in C ist eine Sequenz C° := ... — C! LA o N6 A A
mit Objekten C* in C, Morphismen d* € Home¢(C?, C™1) sodass fiir jedes i € Z gilt:
Bild(d*~!) C Kern(d")

b) Fiir einen Komplex C° heifit H'(C?) := Kem(dz)/Bﬂd(di—l) i-tes Kohomologieobjekt.

) diod 1 =0V

Proposition 12.3
Sei C eine abelsche Kategorie

a) Die Komplexe in C bilden eine Kategorie C° mit Morphismen. . .
b) H'ist Funktor C° — Cv’

c¢) Zu jeder kurzen exakten Sequenz 0 — C" — C% — C" — 0 in C° gibt es eine lange
exakte Kohomologiesequenz

0 — H(C") — H(C°) — H(C™) % HY(C") — H'(C®) — ...
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0 0 0 0
l l l l

C/i—l Clz Clz+l Cli+2
l l rbild [ /‘ l

[N Cz‘—l Cz Cz+1 Cz‘+2 - ...

l Urbild ] l - l l

C"i—1 C//z _ C//H-l —— OMit2
l l l l
0 0 0 0

Ziel: Sei X ein Schema, F Garbe auf X. Suche Gruppen (beziehungsweise Ox-Moduln)
HY(X,F), i >0, sodass fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — F' — F — F” — 0 in Ab(X)
(beziehungsweise Ox — Mod) gilt:

0— HY(X,F)— H(X,F) = H (X, F") - H (X, F') - H'(X,F) — ... ist exakt und
HY (X, F)=T(X,F) = F(X).

Bemerkung 12.4

Sei H(X, ") so ein Funktor, (¥) 0 = F — G° — G' — exakte Sequenz in Ab(X) (,,Auflésung
von F¢).

Ist H(X,G7) = 0 fir alle j > 0 und alle ¢ > 1 (G’ ist azyklisch), so gilt H(X,F) =
HY(I'(X,G"%)

Beweis

Induktion iiber i:

i=0: 0> T(X,F)—=T(X,G°) = I'(X,G") ist exakt.
HY(T'(X,G%) = Kern(I'(X,G%) — I'(X,G")) X T'(X,F)

0 - F —= ¢ — 9 — 0 ist exakt und
Aus (*) folgt 0 g / 5 5L exakt i
0 — g /]: - g' —- @G> — ... istexakt

1 = 1: Nach Voraussetzung gibt es lange exakte Sequenz
0— HO(X?‘F> - HO(X’ gO) - HO(ngO/]:) - Hl(X7F) —0—= Hl(Xago/F) —

= HY (X, F) = HO(X’go/]:)/Bﬂd(HO(X,QO))
(10X, 9°/F) = Kem(H'(X,G") —» H'(X,G?)))

= Hl(X,./—") = Kern(HO(X g ) - HO X 92 /B 1d HO<X go) N HO(X g ))
= HI(I(X,67) =

Definition 4+ Bemerkung 12.5
a) Ein Objekt [ in einer abelschen Kategorie C heifit injektiv, wenn Home/(-, I) exakt ist.

b) I ist genau dann injektiv, wenn fir jedes solches Diagramm ein ¢ € Home(C, I) existiert
mit poa = .
0—C' =C
QDJ/ L//Zﬁ
I
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05C"SC—C"—0
0 — Hom(C”,I) — Hom(C,I) — Hom(C", I)

Beispiel
Q/Z ist injektiv in Ab, denn:

Seien G' C G abelsche Gruppe, ¢ : G' — @/Z Homomorphismus. Fir a € G sei

n

5(a) Lo(n-a) , falls n minimal mit n-a € G’
a) =
4 0 ,n-a¢ G firallen >0

Bemerkung 12.6
Sei I injektives Objekt in Ab(X) und 0 — I — F = F" — F” — 0 exakt.

P
a) Dann gibt es p : F — I mit po a =id;.
b) F=F'"& 1, denn:

I'NKern(p) = 0, Blkern(p) : Kern(p) — F” ist Isomorphismus, I + Kern(p) = F
c) 0 HYX,I) —» HY(X,F) - H*(X,F") —» 0= H' (X, I) ist exakt.
Proposition 12.7

In den Kategorien Ab, R-Mod, Ab(X), Ox-Modul gibt es geniigend viele injektive Objekte,
das heifit jedes Objekt ist isomorph zu einem Unterobjekt eines injektiven Objekts.

Beweis
Aufwéindige Konstruktion aus Q/Z (aber naheliegend) O

Definition + Bemerkung 12.8
Sei X Schema, F € Ab(X)

a) F besitzt injektive Auflosung, das heifit eine exakte Sequenz 0 — F — I° — [' — [? —
... mit V v : I, injektiv (... iy ]”/Bﬂ(l((]ll 1y = ["+1 d" = d" o pr)

b) H(X,F) = H(T'(X, 1) heifit i-te Kohomologiegruppe von F, das heifit H? ist die
Kohomologie des Komplexes 0 — ['(X, I°) — I'(X, I') —» T'(X, I?) — ...

¢) Insbesondere: HO(X,T) = Kern(I['(X, I°) — I'(X, 1Y) '=' T(X,F)

linksexakt

Proposition 12.9
Sei X Schema, F € Abb(X)

a) H'(X,F) hingen nicht von der gewihlten injektiven Auflssung ab.

b) H'(X,-) ist ein Funktor Ab(X) — Ab

¢) Jede kurze Sequenz 0 -+ A — B — C' — 0 von Garben induziert eine lange exakte Koho-
mologiesequenz 0 — H(X, A) - H°(X,B) - H°(X,C) - H'(X,A) - HY(X,B) —

d

”
N e

In/ Kern(d")

]?

In+1
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d) Injektive Garben I sind azyklisch, das heift fiir alle 7 > 1 ist HY(X,I) = 0. 0 — [ —
I — 0 —0...ist injektive Auflésung.

Verallgemeinerung 12.10

Seien A, B abelsche Kategorien, A habe gentigend injektive Objekte und F : A — B ein
kovarianter linksexakter Funktor. ~ Definiere analog zu 12.8 abgeleitete Funktoren R'F
von F' (i > 0) ~~ diese haben die Eigenschaften aus 12.9.
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§ 13 Cech-Kohomologie

Sei X topologischer Raum, U = {U;]i € N} eine offene Uberdeckung von X, F € Abb(X)

Definition + Bemerkung 13.1
a) Fir k> 0sei C*U, F):= I FU,N...NU)

10<...<l

CU,F) — CHIYU,F)

d*
(Sio ~~~~~ ik)i0<m<ik = ZO(_l)VSiow-,iu—hiu-&-l ~~~~~ k41 1Uig N Uiy
V=

10< .96 4+1

b) Fir alle & > 0 gilt "' o d* = 0, das heift 0 — COU,F) & C'U,F) L ... ist
Kettenkomplex. [Nachrechnen!]

¢) H*U,F) := H*(C'U, F)) = Kern(dk)/Bﬂd(dk,l) heift k-te Cech-Kohomologie von
F beziiglich U.

d) H'WU,F) = F(X) £ H'(X,F)

F(X) — H°U,F)=Kern(d)
S = (S|v,)ien
Garbeneigenschaft: ® bijektiv OJ

Bewei
T ist wohldefiniert

d) ¢

Beispiel 13.2
X = S, F = Z konstante Garbe

a) U={X,0,0,..} = C'WU,F) = F(X)
Vk>1:CFU,F) =0

12

Z

= H°U, F) = F(X) 2 Z,Y k> 1: H*U, F) = 0

b) U ={U,V}
CO(“,I>:f<U)Xf<V)§Z2 ®U

0522 5725050 ...
d’: (s,t) — t—slyav
Z?: (s,t) — (t—s,t—s)€eZ?
HOU, F) = Kern(d°) = {(s,s) € Z*} = Z
HUF) =Ly =29 k>2: PUF) =0

mit

} = Bildd® = {(s,s)} € 2*} = Z?

Definition 13.3
a) Definiere fiir £ > 0 die Garbe

C'=C'U,F):= ]I (iige.<ci)sF

i0<...<ig

Uioﬂ...ﬂUik
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ii0<--~<ik : Uio Nn...N Ulk — X
Das heifit: C*(U, F)(U)= I FU,N...NU; NU)
10<...<ik

Crh=(U,F)(X)=CHU,F)

b) Definiere df; : C*(U, F)(U) — C* (U, F)(U) wie in 13.1 = d* ist Garbenmorphismus
umdVk>0:dlodk =0
{ FU) — WU . F)U)
C) gy -

definiert einen injektiven Garbenmorphismus.
S = (sluno, )ien

d) 0= F SO Lot 402 5 L ist eine Auflésung von F (das heifit exakt). Achtung:
im Allgemeinen weder injektiv noch azyklisch!

Beweis .
d) U C X offen: F(U) 2% [ FUNU) S [T FUNU;NU;)
ieN i#£]
d(l)f(gU<8)) = d(IJJ((S‘UﬂUi)iEN) = (SyUﬂUi\UmUimUj - S’UﬂUj\UmUimUj) =0
Seien v € X, j € N, x € U;. Zeige Exaktheit auf den Halmen
0 i d%

04,}‘3,604&61*>62*>...

ro_ 7 ro_ 7

h! h?
Definiere h* : C% — Ci1.
seCh=5=[V,s) ®V CUj, ﬁ‘eck(V)

(Sig,.oig ig<...<i
Sei 0 .7 € 4oy Gk}
€l t]’o 77777 Jk—1 v . . :
(_1) Sjo,-~~,j7jk71 y Ju—1 < J < Jv
hk(g) = [(V7 (tjo 77777 jkfl)i0<~~~<ik—1]
Nachrechnen: d& ' o h* + h*™ o dk = id

f
Sei § € Kern(dk), 3 = f(8) = d% ' o h*(8) = 5 € Bild(d% ) U

Proposition 13.4
Sei X Schema, F € Ab(X), U = {U;]i € N} offene Uberdeckung von X. Dann gibt es fiir
jedes k > 0 einen natiirlichen Gruppenhomomorphismus

H*U,F) — HYX,F)

Beweis

Sei 0 — F — I injektive Aufldsung von F und 0 — F — C° = C°(U, F) Auflésung aus
13.3. Dann gibt es einen Homomorphismus von Komplexen:

0 F c° C! %
\ 1/ / \ /
0 1
ll X C/F o C/Bud(c) o
TN
0 T 70 71 72
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§ 14 Kohomologie quasi kohidrenter Garben

Definition + Bemerkung 14.1
Sei X ein topologischr Raum, F € Ab(X)

a) JF heifit welk, wenn p, : F(U) — F(U') surjektiv ist fiir alle offenen U’ C U.

b) Konstante Garben sind welk, wenn X irreduzibel ist. Wolkenkratzergarben sind welk.

c) Ist 0 = F/ — F 5 F' -5 0 exakt, F welk, so ist 0 — F(U) = FU) By F'(U) =0
exakt fir jedes offene U C X).

d) Sei 0 - F' — F — F" — 0 exakt. Sind F’ und F welk, so auch F".

Beweis
c) Sei V' C U offen in X. Nach c) sind

und abbildungen

(
Restriktions- J
(

Nach Voraussetzung sind die vertikalen Sequenzen exakt.

d) Sei s € F”(U). Nach Voraussetzung (3 surjektiv) gibt es offene Uberdeckung (U;);cr von
Uund § € f(UZ) mit BUZ(§Z) = Si|u;- Sei dij =5 U;nU; — Sjluinu; S JT"(UZ N UJ)
BUlﬂU]- (dzj> =0= dij - f’(Ul N UJ) % @D dl‘j € f/(UZ)
Setze §; = 25; — di]’ = §; uinu; = 28, — & + §j = § + §j = §; U;NU; = die §; bilden
konsistente Familie = 3 5§ € F(U) mit §|y, = &, fur alle i € I und sy (s) = s. O

Proposition 14.2
Sei X ein Schema, 7 injektive Ox-Modulgarbe auf X. Dann ist Z welk.

Beweis
SeiV Q U offen. Es gllt jg(Ole> g]I(OX|U) (Z(X) = Homp

° X
-
-
-
-
-
-
-

Ik

(Ox,1), Z(U) = Homp  (71(Ox (U), I)))

SR Homo, (j1(Ox|v),Z) — Homo, (j:(Ox|v), ) ist surjektiv -

Satz 4
Sei X = Spec R ein noethersches affines Schema, F quasi-hohédrente Garbe auf X. Dann ist
HY(X,F) =0 fur alle ¢ > 1.

Beweis .
Sei M = F(X) =T(X,F) = H'(X,F), also F = M. Sei 0 — M — I* eine injektive

Auflssung des R-Moduls M 2228 0 — AT — J* ist exakt (also Ausflésung von F). Der
Satz folgt aus 14.4 und 14.3 O
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Proposition 14.3
Welke Garben sind azyklisch.

Proposition 14.4 )
ist I injektiver R-Modul, so ist I welke Ox-Modulgarbe (X = Spec R).

Beweis (von Proposition 14.3)
Sei F welke Garbe, Z injektive Garbe mit F CZ = 0 - F — Z — G — 0 exakt mit

g = I/ F. Die lange exakte Kohomologiesequenz dazu ist:

Nullabb.
0—HO(X,F)—H°(X,I)—~H%(X,g)——— H' (X F)—=HY X, T)— H'(X,G) =H?(X, ]-')—>H2(X T)—
=F(X) =Z(X) =g(x) 1410 =0(Z inj.) =0(G welk)

Nach 14.2 und 14.1 d) sind Z und G welk. O

Beweis (von Proposition 14.4)
Es geniigt zu zeigen: Z(X) — Z(U) surjektiv fiir jedes U C X offen.
1. Fall: U=D(f)firein f € R
= I(U)=1;
Sei f% € Iy (alsob e I,n>0). Gesucht: a € I mit ¢ =
far ein m > 0.

Fir jedes m > 0 induziert 1 — f™*" eine R-lineare Abbildung R — (f™").
Kern(p,,) = Ann(f™") (Ideal) (Ann heilit Annulator)

fn in Iy, also (f"a—10)- f™ =0

Es ist Ann(f™) C Ann(f™+) C ... 2220 3 5 mit Ann(f™™) = Amn(f™) =
(fmm) = R/Ann(f")
Seiv: R— I, 1~ f™ R-linear = Ann(f™) C Kern(y)) = 1 induziert ¢ : (f™™) —

I 225 3 Fortsetzung ¢ : R — I von .

Setze a := (1) = fmb = (1) = P(fmin) = D(fmen . 15)
[

L) =

R-lin
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§ 15 Kohomologie koharenter Garben auf projektiven
Schemata

Definition + Bemerkung 15.1

Sei S = @7, S; graduierter Ring und X = ProjS. Sei weiter M = @,z M, ein graduierter

S-Modul.

a) Sei M die Garbe auf X die durch M (D*(f)) = Mpe™ fiir jedes homogene f € S gegeben
ist.

b) Fiir jedes z € X, also p € Proj S (homogenes Primideal) ist M, = M;lom.

c¢) Fir jedes offene U C X ist

MU)={s:U — U M,, s(x) € M, fiir jedes p € U gibt es Umgebung
zeU

U(p) € U mit s(q) = "¢ fiir jedes q € U(p),
dabei ist m € M, f € S'\ q homogen vom gleichen Grad}

d) M ist quasikohirente O y-Modulgarbe. M ist kohérent, falls S noethersch und M endlich
erzeugt.

(S'lf(”“ = {/’—’, ca € Spat, DY(f) = Sp(%(uSVj?“l“, f homogen vom Grad d, A\[j“”“ = {% cm €
M,.q})

Beispiele

Sei X = Proj S wie in 15.1

a) S’ == OX

b) Fiir n € Z sei S(n) der graduierte S-Modul mit S(n)q := Sy
Ox(n) = EZn/) (Serre-Twist)
c) S=R[Xy,...,X,], X =ProjS =P}
Dann ist H°(X, Ox (1)) = S(1)p = S; der freie R-Modul mit Basis Xy, ..., X,.

d) Fir d < 0 hat Ox(d) keine globalen Schnitte # 0. Fiir > 0 ist H°(X, Ox(d)) der freie
R-Modul, der von den homogenen Polynomen vom Grad d in R[ Xy, ..., X,] erzeugt wird.

Ziele:
1) Bestimme H*(P%, O(d)) fir alle ¢ > 0 und alle d.
2) Jede hoharente Garbe auf P% ist von der Form F = 1631 Op-(d;) /Q

Kulturbeitrag: H' (P}, F) = Hi(8, F) fir die Uberdeckung 8 = {Uy,...,U,}, U; = D(X;)
(affine Standardiiberdeckung des P™)

=0

] ) ) do a & g homogen
freier R-Modul mit Basis X, -...~Xn”:Z dj=d,d;>0 :{m},vom(Grac%
=0 [ORREE n d+k(n+1
n
1
= di:z di—dR>
<X00<.4.-X7d1" =

= freier R-Modul mit Basis
n

XJ0.. XIS di=d,d; €7
=0
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Fazit: X ... - X% (mit i d; = d) liegt in Bild(d"™') < 34 mit d; > 0
i=0

Bemerkung 15.2
a) Fir d > —n ist d"~! surjektiv, also H*(P", O(d)) = 0

b) H"(P",O(—n — 1)) = R, erzeugt von 7X0_..1._Xn

Proposition 15.3

Sei R noetherscher Ring, n > 1, P" = P} = Proj R[ Xy, ..., Xg], O := Opn
a) H'(P",O(-n—1)) = Ry—5% =R

b) Fiir jedes d € Z gibt es natiirliche bilineare Abbildung

H°(P",O(d)) x H"(P",O(~d —n —1)) = H*(P",O(-n - 1)) < R

Diese ist nicht ausgeartete Paarung zwischen freien R-Moduln von endlichem Rang.

c) Fiurallei=1,...,n— 1 und alle d € Z ist
H'(P",0(d)) =0
Beweis
b) d <0: H°(P",O(d)) = Sq
=0fird<0
H"(P",O(-d—n—1)) =0fird <0 (15.2 a))
d > 0: Fir d > 0 ist die Paarung gegeben durch

(XG0 X XG0 X ) e X0 X
> vi=d > pi=—d—-n—1 > (vitpi)=—-n—1

v; >0 ;<0

XYoo X Xgoh X ) s XX
(Xghromt Xl xR XY s XX
c) Seil<i<n-1,d€eZ,0<k<n.

Behauptung: Dann ist die Multiplikation mit X} ein Isomorphismus H*(P", O(d — 1)) —

H{(P", 0(d)).

Jedes o € H'(P",O(d)) wird reprisentiert von einem Tupel von Linearkombinationen

nicht ausgeartet:

von Monomen X7 -...- X" mit 3> vy = d, v < 0 fiir alle k. Multipliziere mit X, ". Das
Bild von X;° ... X7" in H*(P",O(d — v;)) ist 0. Nach der Behauptung ist damit auch
a=0.

Beweis der Behauptung: (E k=n
-X,, induziert exakte Sequenz von graduierten S-Moduln (S = R[Xy, ..., X,)])

0— S(d—1) % 8(d) =5 D/x . gg—1)—0

~R[X0,...,Xn](d)
Daraus ergibt sich exakte Sequenz von Opn-Modulgarben:
(x) 0= 0(d—1)2 0d) = juOp(d) =0 (j P = V(X,) P
=F
. —
Es gilt: H'(P", j. Opn-1(d)) = H(P" !, Opn-1(d)), denn: Sei 0 — F — G* welke
Auflosung = 0 — 5. F — 5.G°® ist welke Auflosung.
Induktion iber n: n=0v, n =1V
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n > 2: Lange exakte Kohomologiesequenz zu (*):
o HTH P, Opaai (d) = HY(P",0(d — 1)) 28 H(P", O(d)) — . ..

Nach Induktionsvoraussetzung ist H*(P"™!, Opn-1(d)) = 0 fiir 1 < i < n — 2.
Nach der Behauptung folgt, dass i =2,...,n —2
=Sq_1 =Sy =Sa /X Sa_1

i=1: 0 — H(P",O(d—-1)) - HP",0(d)) — H°(P"',0(d) — 0 ist
exakt = H'(P",O(d—1)) % H'(P", O(d)) ist injektiv, H'(P", O(d—1)) =¥
HY(P",O(d)) ist surjektiv fiir n > 3 nach Induktionsvoraussetzung. Fiir
n=2ist 1 =n—1.

i =n — 1: Nach Induktionsvoraussetzung ist H"*(P"!, O(d)) = 0.
Zu zeigen also: H" (P, O(d)) — H" 1(P"~', O(d)) ist die Nullabbildung.
Aquivalent: 6 : H* (P" O(d)) — H™(P*,O(d — 1)) ist injektiv.

erz. v. den I\/II/onomen
) n—1
Xy X

X

mit Zui:d, alle v;<0
Das Bild von ¢ ist der Kern von -X,,, also der freie R-Modul mit Basis

XX - Xt mit Y0y = d, alle v < 0 = Rang(Bildd) =
Rang(H" 1 (P"~1, O(d))) = § injektiv. Ubung: H'(P? O(d)) = 0 fiir alle
deZ 0

Satz 5
Sei X projektives R-Schema iiber einem noetherschen Ring R. Dann ist H'(X, F) endlich
erzeugter R-Modul fiir jede kohdrente Garbe F auf X.

Beweis . ) ) i
UCPhoffen, U=UNX = j,F(U)=FU), Flv =M = j.F|g = My)

Sei 7 : X — P} abgeschlossene Einbettung, X = Proj(R[X07 aE aXn]/I). Dann ist j.F
kohédrent und H*(X,F) = H' (P}, j.F). Also ohne Einschrinkung X = P,
Behauptung: Jede koharente Garbe F auf P, ist isomorph zu 16291 O(d;) /g fiir geeignete r > 1,
di - Z, Q
Dann sei 0 = G — @ O(d;) - F — 0 exakt = H'(P", @ O(d;)) = @ H'(P",O(d;)) (1)

j j
= H'(P",® O(d;)) endlich erzeugte R-Moduln
lnge ox B0 @ HI(P", O(dy)) S Hi(B", F) S HH (P, G) — ...

J

endlich erzeugt

Absteigende Induktion iiber 7:
H™ (P, G)=0weiln+1>m

= H"(P", F) endlich erzeugt, weil d" surjektiv

= H"(P",G) endlich erzeugt, weil G auch kohérent

= H"Y(P", F) endlich erzeugt, weil Kern(6"~1) = Bild(d"!) endlich erzeugt und Bild(6"")
als Untermodul von H"(P", G) endlich erzeugt

Die Behauptung folgt aus: U
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Proposition 15.4

Sei F kohéarente Garbe auf P},. Dann gibt es ein dy € Z, sodass fiir d > dy F(d) := FRoO(d)
von globalen Schnitten erzeugt wird, das heifit es gibt sq,...,s, € T'(P", F(d)), sodass fir
jedes offene U C P}, gilt: F(d)(U) wird erzeugt von s1ly, ..., s.|v (als Opn(U)-Modul!)
Definiere Garbenmorphisus ¢ : { eaié'OPn : 'Fs(d)

€ ist surjektiv = e_q : @B;_; O(—d) — F surjektiv

Beweis )
Sei U; = D(X;), M; :== F(U;). M; ist endlich erzeugter R[%‘, e ))%]—Modul. Flu, = M;.
Seien s;,,...,s; Erzeuger von M; als R[32, ..., 32]-Modul.

Auf UZmU] ist Si, U,NU; S }"(UlﬁU]) = (M])ﬁ = Es glbt dil, mit SiV'Xidiy € F(UZHU],M](@
X

O(d;,)) fir alle j. Sei d := max{d,, : i,v} :>]siu - X4 e T(P, F @ O(d)) fiir alle i, v = die
t;, erzeugen F(d). O

Satz (Grothendieck)
Sei X ein n-dimensionales noethersches Schema, F eine Garbe von abelschen Gruppen. Dann
ist H(X,F) =0 fir alle i > n.
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Anhang A
Ubungen

Ubung 0 vom 24. April 2012

Aufgabe 1
Sei X ein topologischer Raum, A eine abelsche Gruppe und x € X.
Die Wolkenkratzergarbe auf X ist definiert durch W(U) = { A ,zel ftir U C X

{0y ,x¢U

offen, mit Restriktionsabbildungen

{0} 00 €{0} ,2¢V,2¢U
Pt = A3 a0 €{0} ,2¢V,xeU
id 4 ,reV,ieelU

fur V C U C X offen.
a) Zeige, dass W eine Garbe von abelschen Gruppen auf X ist.
b) Berechne die Halme der Garbe.

Aufgabe 2
Sei X ein topologischer Raum und F eine Pragarbe von abelschen Gruppen auf X. Ist z € X
ein Punkt, so bezeichne F, den Halm von F in z. Nun definiert man die Menge

Spé(F) == U Fu
zeX
Definiere weiter eine Projektionsabbildung 7: Spé(F) — X durch F, 3 s — z.
Fiir jede offene Menge U C X und fiir jedes s € F(U) erhdlt man eine Abbildung 5: U —
Spé(F) durch x + s,, wobei s, der Keim von s in x sei. Alle diese Abbildungen sind Schnitte
von 7 Uber U, d.h. fir jedes dieser 5 gilt: m 03 = idy. Nun macht man Spé(F) zu einem
topologischen Raum, indem man ihm die feinste Topologie gibt, so dass alle diese s fiir alle s

und alle U stetig werden. Versehen mit dieser Topologie heifit Spé(F) der Espace Etalé zur
Pragarbe F.

Sei nun F* die zu F assoziierte Garbe. Zeige:

Fiir jede offene Menge U C X ist F(U) die Menge aller stetigen Schnitte von 7 tiber U.
Insbesondere ist F genau dann eine Garbe, wenn fiir jedes offene U C X die Menge aller
stetigen Schnitte von 7 iiber U gerade F(U) ist.

Losung 1

a) Sei U offen, U = U Uj;, s; konsistente Familie.
i€l
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Fall1: zeU=dicl:zclU=WU;)=A=WU)=A
Behauptung: s = s; ist Amalgam
pg. =ida ~ s = s; ist einziger Kandidat
Firjel
e mit v € Uj:

. U, U; .
s; =1da(s;) = prin, (s5) = poine,(s;) = idalsi) = si = s = pp (s)

e mit x ¢ Uj:
s7=0,pg,(s) =0
Fall2: 2 ¢U=2¢UNjel
= W(U) =W(U;) = {0}
b) Sei y € X. Bestimme den Halm von W in y.
W, = {[(U,s)]yls € WU)} mit [(U,s)], = [(U,s)], <30V CUNU,ycU": s|ly =

s

Fall 1: 3U C X offen, y e U,z ¢ U
= [U’',s] =[U,0] fir alle U’ C X offen, s € W(U")
=W, = {0}

Fall 2: ¥V offenen Umgebungen U von y : x € U
=W, = A, denn: Sei U offene Umgebung von y

a +— [Ua]
w, — A
¢1{ [U,alj = a

[Uv a]y = [Uv b]y < a= CL|U” = b|U” =b

_{A - W,

Fu
Losung 2 .
seF(U),z €U~ [Us], € Fu SRR RN
_ [ U — Spé(F) . | |
3'{ r o [Usser, TO5T ¢ | — X
rzeX U

F T assoziiert Garbe zu F, also fur U C X offen:
FHU) ={s:U— UF, | VoecX:s(z)€F, und 3 offene Umgebung U,
zelU
von z,3f € F(Us), s(y) = fy == [(Us, )]y}

Zu zeigen: F+(U) = {stetige Schnitte von 7 tiber U}
,C“ Seis e FH(U)
mos =id = s Schnitt

Noch zu zeigen: s ist stetig
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Nach Definition von F* gibt es Uberdeckung U = Uier Us und Schnitte s; € F(Uy)
mit sy, = ;. Die §; : U; — Spé(F) sind stetig. Sei U C Spé(F) offen.

571(U) = s 1 (U) N U; offen

sTHU) = AUI(s_l((j') N U;) ist offen
1€
,2% Sei s: U — Spé(F) stetiger Schnitt von 7 iiber U, das heiit V x € X : s(z) € F,.
Noch zu zeigen: ¥ x € X3U, € Off(X) mit € U, und ein f € F(U,) sodass V y € U
gilt s(y) = f
Seiz e X, s(x)=[U", 5], € Fy, s € F(U')
U :={[U,5], € F,ly € U'} ist offen in Spé(F) und enthalt s(z).

[(]l7 S/]y — [U”7 S”]y

= 33U CUNU":&ym=35"|ym

"W U N s'(U™) = s~ YU N s'(U")) offen
Setze U, := s~1(U)

s stetig = U, offen, x € U,

AuBerdem: Vy € U, : §'(y) = [U', 5], ==L s(y)
Uzs'|v,]
=Vaz,S Uz ly

= d|y, € F(U,) erfiillt Garbeneigenschaft.
zur Losung:
In der Ubung wollte ich zeigen, dass fiir offenes U’ € X mit € U’ und s’ € F(U’) die
Menge U = {[U’,s'], € F, | y € U’} offen ist beziiglich der oben definierten Topologie auf
Spé(F).
Auf einmal scheint das Argument auf meinem Zettel wieder zu stimmen (war nur etwas
knapp formuliert), deshalb schreibe ich es hier nochmal ausfiithrlicher auf.

Zu zeigen ist ja, dass fiir jedes offene U” C X und jedes s” € F(U") die Menge (?)_1 (U)
offen in X ist. Sei also U” € Off(X) und s” € F(U").

-1~
Ist (5”) (U) = (), so ist nichts weiter zu zeigen, da () ja offen ist. Ist andernfalls y €

—\N—1 /~ I ~ _ ~
(s”) (U), so ist s”(y) € U und wegen s"(y) € F, folgt [U",s"], = [U’,s'], (U enthalt ja
pro Halm hochstens ein Element). Folglich existiert ein offenes U” C U' N U" mit y € U"”

und §'|ym = §"|ym. Somit ist U C <F>_1 (U ) eine offene Umgebung von y und (?) (U )
offen.
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Ubung 1 vom 1. Mai 2012

Aufgabe 1 (4 Punkte)
a) Sei X := {0,1} mit der diskreten Topologie versehen (d.h. jede Teilmenge ist offen).
Bestimme alle Garben F von Mengen auf X.

b) Bestimme die Halme F, der Garben F aus Teil a) in den Punkten x = 0 und x = 1.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum und F die Pragarbe der konstanten Funktionen auf X. Ge-
nauer sei fur U C X offen F(U) :={f: U — Z | f ist konstant } und fiur V' C U C X offen
Py FU) = FV), fe flv.

a) Zeige, dass F im allgemeinen keine Garbe ist.

b) Berechne die zu F assoziierte Garbe F+.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum und B eine Basis' der Topologie von X. Weiter sei C eine
Kategorie. Wir definieren eine B-Garbe auf X als kontravarianten Funktor F’ von (B, C)
nach C, der die B-Garbeneigenschaft erfillt:

Sind U = U,c; U; mit U, U; € Bund (s;);c; mit s; € F'(U;) gegeben, so dass pl (s;) = pgj(sj)
fir alle V.C U; N U;,V € B gilt, dann existiert genau ein s € F'(U) mit pp (s) = s; fiir alle
1€ 1.

Sei zunéchst C die Kategorie der Mengen.

a) Zeige, dass sich F’ eindeutig zu einer Garbe F auf X fortsetzen lasst.
Hinweis: Inverser Limes

b) Es seien F und G Garben auf X und fiir U € B Abbildungen ¢(U): F(U) — G(U)
gegeben, die mit den Restriktionsabbildungen pY, kommutieren.

Zeige, dass es einen eindeutigen Garbenmorphismus ¢: F — G gibt mit o(U) = @(U)
fur alle U € B.

¢) Mache dir klar, dass a) und b) auch in der Kategorie der (abelschen) Gruppen, der Ringe
und der R-Moduln gelten.

Losung 1
a) Die offenen Mengen von X sind Off(X) = {0,{0},{1},{0,1}}. Eine Garbe von Mengen
auf X ordnet jedem Element aus Off(X) eine Menge zu, also

0 — My, {0} — My, {1} - M;, X — Mx.
Zusatzlich brauchen wir noch Restriktionsabbildungen
My — My, M, — My, Mx — My, Mx — My, My — M,
so dass das folgende Diagramm kommutiert:

MX*’MO

N

M1—>MQ)

1d. h. alle offenen U C X lassen sich als Vereinigung von Elementen aus B schreiben
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In der Vorlesung wurde bewiesen, dass Mj einelementig sein muss. Dann kommutiert das
obige Diagramm automatisch.

Da die offenen Mengen {0} und {1} die offene Menge {0,1} tberdecken, besagt die
Garbeneigenschaft, dass es zu jedem a € My und jedem b € M; ein eindeutig bestimmtes
c € My geben muss mit pfg}(c) = a und pﬁ}(c) = b. Das bedeutet, dass Mx = My x M;
ist. Damit haben wir alle Garben von Mengen auf X charakterisiert.

Der Halm der Garbe F in x ist definiert als

F.={Uf)|UeOf(X),zeUseFU)} ~,

wobei zwei Paare (U, s) und (U, s’) dquivalent sein sollen, wenn es ein U” C U N U’ gibt
mit pY.(s) = pYu(s').

Zwei Punkte (X, (a,b)) und (X, (a’,b")) beschreiben genau dann den gleichen Punkt in
Fo, wenn a = pff)}((a,b)) = pf(o}((a’, b)) =d'. Also ist Fo = M. Ebenso ist Fy = M;.

Losung 2

a)

Falls es in X offene Mengen U und U’ gibt mit U N U’ = (), dann ist F keine Garbe:

Seien f; € F(U) mit fi =1 und fo € F(U') mit fo =2. DaUNU =0, ist filynv =
folunor und (f;)ieq1,2) ist eine konsistente Familie fiir die offene Uberdeckung U U U’. Da
aber fir f € F(U UU’) nicht gleichzeitig f|y = 1 und f|yr = 2 gelten kann, gibt es zu
der konsistenten Familie kein Amalgam.

Zunachst berechnen wir die Halme von F:
(U, )z = [(U’,f’)]m SV CUNU mitze U flow = f’|Uu & flx) = f’(x)

Die Halme sind also iiber [(U, f)]. — f(x) alle isomorph zu Z.
Es gilt

FHU)={s:U—=U F,| YaxeU:s(x)eF, und 3 offene Umgebung U, von z,
zelU
Elf € f(Ux>vy e U, : S(y) = [(U:L’af)]y = fy}

Benutzen wir die Isomorphismen F, 3 [(U, f)]. — f(x) € Z der Halme mit Z, sowie die
Tatsache, dass f € F(U,) konstant ist, so besagt die letzte Bedingung an s:

V x € U 3 offene Umgebung U, von z : V y € U, : s(y) = s(z).
Damit gilt

—Z | YeeU3U, € Off(X),z € U, : s|y, ist konstant }
— Z | s ist lokal konstant }.

Losung 3
a) Wir nutzen den Hinweis und definieren F mit Hilfe des inversen Limes. Fir U € Off(X)

setzen wir

FU) = lm F(V)
VCU,VeB
= {(sv)vevves € vcoves F/(V) YW CV CUV,W € B: pyy(sy) = sw }
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und fiir U’ C U C X offen sei

p: FU) = F(U), (sv)vevyes = (sv)veuves -

Die Abbildung p¥, bildet die Familie (sy)vcpves auf die Teilfamilie iiber den V' C U’
ab, also gilt pY = idy und pg:, o pY, = pY, und wir haben eine Prigarbe von Mengen
definiert.

Die Priagarbe F stimmt auf den Mengen V' € B mit F’ tiberein:
Die Abbildung
V(V): F (V) = F(V),s = (slv)vicvves

ist wohldefiniert, da eine B-Garbe insbesondere ein kontravarianter Funktor von (B, Q)
nach C ist. AuBerdem liefert uns die B-Garbeneigenschaft eine wohldefinierte Umkehrab-
bildung

V) F(V) = F(V), (sv)vcvvies — sv .

Sowohl 1) als auch ¢~ kommutieren mit den Restriktionsabbildungen.
Weiter ist F sogar eine Garbe von Mengen auf X:

Sei U = U;c; U; eine offene Uberdeckung, s; = (siv)vcr,ves € F(U;) und (s;)ier eine
konsistente Familie. Ist s .= (sy)vcy,ves ein Amalgam zu der konsistenten Familie (s;)er,
so muss fiir alle V C U;, V € B wegen pl/(s) = s; die Gleichheit sy = ;1 gelten. Da die
Familie konsistent iSt, gllt (Si,V)VQUiﬁUj,VGB = pg:ﬂUj (Sl) = pgjﬁUj (Sj) = (Sj,V>VQU¢ﬁUj,V€B
und sy ist auch fiir V' € U; N U; wohldefiniert.

Sei nun V' C U,V € B beliebig. Dann sind die (sy/)vicynu, vies bereits alle definiert
und stimmen auf den Schnitten U; N U; tiberein. Da B eine Basis der Topologie ist, ist
V' = UiesUvicvau, vies V' und nach der B-Garbeneigenschaft gibt es dann genau ein
sy € F'(V) =2 F(V) mit pl.(sy) = sy fiirallei € I, V! €V NU;, V' € B. Folglich
existiert das Amalgam s und da wir bei der Konstruktion keine Wahl zu treffen hatten,
ist es auch eindeutig.

Es bleibt zu zeigen, dass F bis auf Isomorphie eindeutig ist. Dafiir verwenden wir den
Aufgabenteil b):

Sei also G eine weitere Garbe von Mengen auf X, mit G(V) = F'(V) = F(V) fir al-
le V € B. Auf den Basismengen V' der Topologie sind also id(V): F(V) — G(V) und
id(V): G(V) — F(V) wohldefinierte Abbildungen, die mit den Restriktionen kommutie-
ren. Nach b) existieren dann genau ein Garbenmorphismus ¢: F — G und ein Garben-
morphismus ¢': G — F, der id fortsetzt.

Weiterhin ist ¢ o p(V') = idz(vy und, wiederum nach b), gibt es genau einen Garbenmor-
phismus von F nach F, der diese fortsetzt. Da sowohl der Identitatsfunktor id#, als auch
¢’ o solche eine Fortsetzung sind, gilt ¢’ o p = idx. Genauso zeigt man po ¢’ = idg und
hat damit bewiesen, dass G = F ist.

Seien also F und G zwei Garben und fiir alle V' € B eine Abbildung ¢(V'): F(V) — G(V)
gegeben, so dass die ¢(V') mit den Restriktionsabbildungen kommutieren. Sei nun U €
Off(X) beliebig. Da B eine Basis der Topologie auf X ist, gilt U = Uycpyes V. Damit
ist p(U) bereits eindeutig bestimmt:



Ubung 1 vom 1. Mai 2012

F(V)——G(V)
Sei f € F(U). Fiir alle V. C U,V € B sind die Schnitte p{(o(U)(f)) = o(V)(p¥(f)) €
G(V) festgelegt und bilden eine konsistente Familie in G. Da G eine Garbe ist, ist
e(U)(f) € G(U) damit eindeutig bestimmt.
Ist U C U C X offen, dann ist jedes V' C U’,V € B auch in U enthalten. Es gilt
PV (ot (2 (U)(f))) = pU(0(U)(f) = ¢(V)(pV(f)), also ist pfi(o(U)(f)) ein Amalgam
fir die o(V)(p(f)) und es gilt pfi, (9(U)(f)) = @(U")(pg (f))-

¢) Hier muss man sich klar machen, dass F(U) eine (abelsche) Gruppe/ein Ring/ein R-
Modul ist, falls die F'(V') es sind und dass die Restriktionsabbildungen in der entspre-
chenden Kategorie liegen. Auch in b) muss gezeigt werden, dass die ¢(U) Morphismen
aus der richtigen Kategorie sind.

Anmerkung: Natiirlich hatte man bei dieser Aufgabe alles noch ein wenig kategorieller for-
mulieren kénnen und vor allem die UAE des inversen Limes mit ins Spiel bringen.
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Ubung 2 vom 7. Mai 2012

Auf diesem Blatt bezeichne R immer einen kommutativen Ring mit Eins und k einen Korper.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Beweise die Proposition 1.14 aus der Vorlesung: Sei f: X — Y stetig, F eine Garbe auf X
und G eine Garbe auf Y. Dann ist f~! linksadjungiert zu f, in der Kategorie der Garben,
d. h. es gibt eine natiirliche Bijektion

Hom(f'G, F) — Hom(G, f.F).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Zeige das folgende Lemma von Krull:

a) Sei S C R ein multiplikatives System und I C R ein Ideal, das disjunkt zu S ist. Dann
gibt es ein Primideal ¢ C R, das [ enthalt und ebenfalls zu S disjunkt ist.

b) Es gilt:

N e=VI.

g Primideal in R
Icp

Aufgabe 3 (2 Punkte)

Zeige:

a) Jede abgeschlossene, nicht leere, irreduzible Teilmenge von Spec R hat genau einen
generischen Punkt.

b) Die irreduziblen Komponenten von Spec R entsprechen bijektiv den minimalen Primidea-
len in R.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Bestimme Spec R fiir folgende Ringe R:

a) R =17/ fir n € N.

b) R = k[X]/(X?).
&) R = K{X]ox) = K[X]5 mit § = KX\ (X).
d) R = C[A], die von A € C™™™ im Matrizenring C"*" erzeugte C-Unteralgebra.

Hinweis: Hier kann die Lineare Algebra helfen.

Direkter Limes:
(1, <) gerichtet :< teilgeordnet und jede endliche Teilmenge hat obere Schranke

Gerichtetes System in Kategorie K zu ([, <) ist kovarianter Funktor von (7, <) nach K.
Der direkte Limes (falls er existiert) zu diesem gerichteten System ist ein ligAi € Ob(K)
zusammen mit ; : A; — liﬂAi € Morg(A4;, ligAi), sodass:

J

»
A; LA, .
o
J<k » 1/ /
m\ Y AmA S ’ '
JEI! B
B
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V B € Ob(K) zusammen mit h; : A; — B mit Diagramme kommutieren (siehe oben)
:>E|!f:h$1Ai—>B:fowk:thk€[

Losung 1
X,Y Raume , f: X — Y stetig, F Garbe auf X, G Garbe auf Y (von abelschen Gruppen)
Erinnerung:

e direkte Bildgarbe: VV CY : £, F(V) = F(f~'V)

e Urbildgarbe: VU C X : f71G(U) = hg G(Vv)

FU)CVEOLE(Y)

Zu zeigen: f~! adjungiert zu f,, das heifit es gibt eine in F und G natiirliche Bijektion
Hom(f~'G, F) — Hom(G, f..F)
Sei a € Hom(f~1'G, F)
= fia: fof7'G — fo.F durch (f.a)(V) = a(f~1(V)) ~ es fehlt noch: G — f.f7'G
Sei V' € Off(Y):

ff TGV = fTIG(F1(V) = lin g(w)

da f(fH (V) EV

Zum direkten Limes gehort ¢(V) : G(V) — lim G(w).
FFH(V))EW O (Y)

Sei € Hom(G, f.F) = f'8: f'G — f1f.F. Sei U € Off(X):

fURFU)=  lm fF(V)= lim F(FUOU)

f(U)SVEOH(Y) f(U)CVEOH(Y)

G = tm GV
F(U)CVEOH(Y)
Seien V', V" € Off(Y), f(U)C V' C V" Jf1p

v
Py

g(v”) gV’
Y1
50") v ) (V') — s FIG(U)
FFWM Py fF (V) - QZ(V/)O,B(V\ /5
s S [HFU)
lim f.F(V)
rcv
Es fehlt noch: pz: f1f,.F — F
Seien V', V" wie eben. Dann: U C f~1(V') C f~1(V")
F(HV) ——— F(HV)
\ 7 /

F(U)
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= Npr(U): fHLFWU) :prod=p
Definiere:
Ty : Hom(f'G,F) a — f.aotg € Hom(G, f.F)
Ty : Hom(G, f.F) B — @rof13e€ Hom(f1G,F)

Sei @« € Hom(f'G,F), U € Off(X). Sei dazu V € Off(Y) mit f(U) C V, also U C
fTHAU)) S V).

>
>

Zu zeigen: & = «

Losung 2

a) Betrachte den kanonischen Ringhomomorphismus ¢: R — Rg. Sei I’ = (¢(I)) das von
¢(I) erzeugte Ideal in Rg, also I' = {L € Rs | f € I, a € S}.
Zunéchst iiberlegen wir uns, dass I’ # Rg, also 1 ¢ I’. Denn wére 1 € I’; dann gébe es
ein f € I und ein @ € S mit 1 = 5 in Rg, d.h. es gébe ein

s €S mit s(f —a) =0.

Dann wére sf = sa sowohl in [ als auch in S — ein Widerspruch zur Disjunktheit!

Somit ist I’ ein echtes Ideal und damit in einem maximalen Ideal m’ enthalten. Dann ist

p:= ¢ '(m’) ein Primideal, enthilt I und hat leeren Schnitt mit S, denn sonst wére fir

s € SNyp das Bild ¢(s) € m’ eine Einheit in Rg.

b) D% Ist f € VI, so existiert ein n € N mit f* € I. Folglich gilt fiir alle p € Spec R mit

I Cp, dass f* € p, also auch f € p.

,C“ Seia € R\VIund S :={a" | n € Ng}. Dann ist S ein multiplikatives System und
I'NS =1{. Nach a) gibt es dann ein Primideal p mit p DO I und pN S = (). Damit
liegt @ nicht im Schnitt tiber alle Primideale, die I enthalten.

Losung 3

R kommutativer Ring mit Eins.

a) V # (), abgeschlossen, irreduzibel, V' C Spec R
= V =V(I) , I Primideal

{peSpec R|1Cp}
= 1) = VU({I) = V(D) =V
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Seien p, q € Spec R mit m = {CT}

qge{p}=V(p)={pecSpecRlpCp}=qCp
AnalogqCp=p=q

b) Seien p,q € Spec R
pCaeqcipr o {a) C{p}
Losung 4 {

Spec R' — Spec R

prrai(p)
Sei R Ring, I C R ein Ideal und 7 : R — R/I die kanonische Projektion, dann ist
Specn: Spec R/I < Spec R injektiv.
Bild(Specm) = {p € Spec R|I C p}
a) R = Z/nz, I=nZn:7Z — Z/nz, Bild(Specn) = {(p) € SpecZ|p € P,pn}, z,y €
Z/nZ :D(z) C D(y) & 3= EZ/nz,meN:xm =z-y
(,1' e’ n7Z, D(.’I‘) =pc S})(‘,(-H\.r € p)

b) Es gllt Spec( (X ]) {(0 )} U{(f) | f € k[X] irreduzibel}. Sei R = k[X]/(X?), I := (X?)
und 7: k[X] — k[X]/I. Dann ist

Bild(Specn) = {(f) € Speck[X]/(X?) | f € k[X] irreduzibel, (X?) C (f)} = {(X)}
und somit Y := Spec R = {(X)} einelementig. Die Strukturgarbe ist dann offensichtlich:

Spec : Ringe — Top. kontravarianter Funktor, o : R — R’, Spec(«) :

Y eindeutig
Oy(Y)=R" =577 {p} = 0y(0)

c) Nun sei R = k[X]|x) = k[X]s mit S = k[X]\ (X). Der Ring ist als Teilring von k(X)
nullteilerfrei und somit ist (0) ein Primideal. Aulerdem ist der Ring lokal, mit maximalem
Ideal m = R\ R* = (). Seinun {) # p € Spec R und f € p. Dann schreiben wir f = £°-¢

mit a € k[X],b € k:[X]\(X) X {a.Dannist a € S und ¢ somit offensichtlich 1nvert1erbar,

also gilt < X ¢ p. Da p prim ist, ist X € p und wegen p C (¥) folgt p = (F). Folglich

besteht das Spektrum von R aus genau zwei Punkten: Y = Spec k[X]x) = {(0), (3)}.
Die offenen Mengen sind 0, D($) = {(0)} und Y. Auch hier ist die Strukturgarbe lelcht
anzugeben:

Oy(Y) = R = k[X|x

(ov(DE) = Ry = Quot(hX]) = K(X)

Oy = {p}

d) Wir betrachten den Einsetzungshomomorphismus ¥4 : C[X] — C[A]. Der Kern von W4
ist (my), wobei my = [[7_, (X — ;)™ das Minimalpolynom von A ist, mit den Eigenwerten
Ai von A. Nach dem Homomorphiesatz ist C[A] = C[X]/(m4). Unsere Voriiberlegungen
liefern dann, genau wie in a) und b),

Bild(Spec¥,) = {q € SpecC[X] | (ma) C q} = {(X — X)) | A; ist EW von A}
und somit Spec C[A] = {(A — \;) | A ist EW von A}.
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Ubung 3 vom 15. Mai 2012

Auf diesem Blatt bezeichne R immer einen kommutativen Ring mit Eins.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei (X, Ox) ein Schema und (Spec R, Ospecr) €in affines Schema. Zeige, dass die Zuordnung

Mor(X,Spec R) — Hom(R, Ox(X)),
(p,¢") = ¢*(SpecR)

bijektiv ist.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

a) Zeige, dass (SpecZ, Ogpecz) €in terminales Objekt in der Kategorie der affinen Schemata
ist, dass es also zu jedem affinen Schema (Spec R, Ogpec r) genau einen Morphismus (¢, )
von lokal geringten Rédumen nach (SpecZ, Ospecz) gibt.

b) Finde jeweils einen Ring R, so dass der Morphismus (i, ¢*) aus a)
e genau einen Punkt als Bild hat,
e genau zwei Punkte als Bild hat,
e unendlich viele Punkte als Bild hat, aber nicht surjektiv ist,

e surjektiv ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeige:

a) Ein Element e € R ist genau dann idempotent (d.h. es gilt * = ¢), wenn 1 —e idempotent
ist.

b) Gibt es in R zwei Elemente ey, es € R*, so dass e; + e2 = 1 und e; - e nilpotent ist, so
enthélt R mindestens drei idempotente Elemente.

Hinweis: Betrachte das Ideal I, = (e}, ey) firn € N.

c¢) Spec R ist genau dann zusammenhéngend, wenn R hochstens zwei idempotente Elemente
enthalt.

d) Gib einen Ring R an, sodass Spec R nicht zusammenhéngend ist.

Losung 1
(X, Ox) Schema, (Spec R, Ogpecr) affines Schema
Mor (X, Spec R) — Hom(R, Ox (X))

(¢, ") = " (SpecR)
Konstruiere die Umkehrabbildung. Sei ® : R — Ox(X) Ringhomomorphismus. Konstruiere
¢ : X — Spec R stetig (beztiglich Zariski-Topologie).
Seipe X, RS Ox(X) *5 Ox, = lim  Ox(U)

pEUEOH(X)

Ox, ist lokaler Ring mit maximalem Ideal m,,. Setze p(p) := (¥x o ®)~(m,).

Zu zeigen: ist bijektiv

Behauptung: ¢ ist stetig
denn: Es reicht das fiir Basismengen zu iiberpriifen ~» auf affinen Teilen reicht.

Sei Spec S C X, p € SSpecS
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Vx
R—" Ox(X) Oxy
pé(pecS /// =~
5 = Ospecs(Spec S) = Ox(Spec 5) — Ospec 51, = Sp

(Wx 0 B)(my) = (Pspees © phcs © B)(p) = (X0 5(p)) = avf allen affinen Teilen
gilt: plspecs(p) = P~ (p) ~ nach Bemerkung 2.4 stetig.

Konstruiere Garbenmorphismus ¢# : Ospecr — ©:Ox. Sei f € R, D(f) = {p € Spec R|f ¢
p} C Spec R.

, R = Ox(X)
* It 7 o
Ospeen(DUN) = Ry o+ 6.05(D(£) = Ox(5™ (D)
5= {f"h € N}

UAE Lokalisierung: Falls (po ®)(S) C 0.Ox(D(f))* = 3h: Ry — ¢.O.(D(f))
po®=~hoq

e '(D(f)) =1{q € X|plq) € D(f)} ={q € X|f ¢ ()}
Fiir ¢ € Spec S C X gilt:

f ¢ SO(Q) - (I)_1<(p§;)ecs>_1<Q)) g péi)ecS((I)<f)) €qg<=qce D(pé,;ecS(q)(f») - Spé(pecs('@(f))

= P51 (p(f)spec s (P(f)) ist invertierbar.
Ox Garbe = Inverse von ¢(®(f)) setzen sich zu ,globalem® Inversen zusammen.
LAK Fe#(D(f)) : Ospecr(D(f)) = ¢0.Ox(D(f)) mit (*) ~» passt auch auf D(f) N D(g)
ZusaImen.
att 1

—_— eindeutige Forsetzung Garbenmorphismus ¢# : Ogpec p — 9:Ox
ufgabe

Zeige: o induziert lokale Ringhomomorphismen auf Halmen.
Fiir ¢ € Spec S C X gilt Ox; = Ogpecsq = Sq- Setze p := ¢(q) C Spec R.
Ospec Rp = Rp — Sq

:»w;#f(p):{ @ oy Ppees(®@)
b PSpecs (®(0))

Noch zu zeigen: f#(Spec R) = ®
Spec R = D(1)v
(0, ™) — o7 (Spec R) — (¢, (o™)') ist Identitat.

Losung 2

a) (SpecZ, Ogpecz) ist terminales Objekt in der Kategorie der Schemata (,affin“ ist itber-
1 — 1

(¢, ¢*) : X — Spec Z Schemamorphismus

Aufgabe 1
:

flissig). Ist (X, Ox) Schema, 3! : { Ringhomomorphismus
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b) Genau ein Punkt im Bild: R = K Koérper = Spec K = {(0)}
7z — K
o { T 000D = ) € Speep = har K, (0) = 1)
g0# . { OSpech = Z — OSpecK K(O) =k
P /(ID
Genau zwei Punkte: R = Z SpecR {( ). (p)}
o - { Z = Z(p)
I = 1
©((0)) = 27((0)) = (0) - - -
= Bild zweielementi
S = °
unendliches Bild, nicht surjektiv: Bemerkung: Ist R kommutativer Ring mit 1, S C R
multiplikatives System, ® : R — Rg, Spec ® : Spec Rg — Spec R = Bild(Spec &) =
{p € Spec R|pNS = (}. Spec ¥ ist Bijektion auf das Bild (sogar Homéomorphismus).
R=7Z,neN
= Bild(Spec ®) = {(p) € SpecZ|p € P,p t n}
= Bild(Spec ®) # SpecZ fir n > 2
surjektiv: id : Z — 7
id : SpecZ — SpecZ
Losung 3
a) Sei e? =edannist (1 —e)? =1—-2e+e*>=1—e. Mit 1 — (1 —e) = e folgt die andere
Richtung.
b) Seien ej,es € R\ R* mit e; + e; = 1, ejes nilpotent = R enthélt mindestens drei
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idempotente Elemente.

0, 1 sind idempotent
I, = (e, ef), neN

o /I, =R, denn: ej,es €I, = 1=¢e, +es €I,
e I, = R, denn sonst: I, C m, m maximales Ideal = /I, Cm 4 zu /I, = R
=V neNda,, [, € R:ayel + fpel =1
e1eo nilpotent = Jk € N @ (e1e9)F =0
r = ogel =1 — Brek ist idempotent
22 = apel (1 — Brel) = are — apfBr(eren)’ =z
iy
Es bleibt zu zeigen, dass x weder 1 noch 0 ist. Wire x = 0, so wire Bek = 1, also e; € R,
was im Widerspruch zur gegenteiligen Voraussetzung steht. Analog folgt aus z = ael = 1,
dass e; € R*.

Sei zunéchst Spec R zusammenhéngend. Wir nehmen an, es gibe drei verschiedenen idem-
potente Elemente, 0,1 und z. Nach a) ist dann auch 1 — z idempotent. Setze Vi = V (z)
und V3 = V(1 — z). Die Mengen sind abgeschlossen (klar) und nichtleer: Ware 1, = 0,
so wire z in keinem echten Ideal enthalten, also invertierbar und wegen z? = x gleich 1.
Genauso folgt aus Vo, = (), dass 1 —z € R* und mit (1 — z)? = (1 — z), dass z = 0.
Angenommen es gébe ein p € V(z) NV (1 —xz). Fiir dieses gilte x und 1 —x € p, also auch
1 € p, ein Widerspruch. Andererseits ist V (z)UV (1—x) = V(z(1—xz)) = V(0) = Spec(R).
Damit haben wir eine disjunkte Zerlegung von Spec(R) in abgeschlossene, nichtleere
Teilmengen gefunden, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gibt es hochstens zwei
idempotente Elemente in R.



Ubung 3 vom 15. Mai 2012

Nun sei Spec(R) nicht zusammenhédngend. Wir finden ein drittes idempotentes Element.
Sei Spec(R) = V1 UV, eine Zerlegung in abgeschlossene, disjunkte, nichtleere Teilmengen.
Es ist Vi = V(I;) und Vo = V(Iy), fur Ideale I;, I C R. Da ihr Durchschnitt V(I;) N
V(]Q) = V(Il +IQ) = @ = V(l) iSt, fOlgt [1 —|—Ig = R, und es glbt e € [1, ey € ]2 mit e+
es = 1. Andererseits ist weder e; noch e; eine Einheit, denn beide Verschwindungsmengen
sind nichtleer. Aulerdem ist V(I;) UV (Iy) = V(I - I) = Spec(R) = V(+/0) gleich der
Verschwindungsmenge des Nilradikals. Also folgt I;-I, € /0 und damit ist e; ey nilpotent.
Es sei R ein beliebiger Ring mit 1 und S = R X R mit der komponentenweisen Verkniip-
fung. Dann ist (1,0) ein idempotentes Element in S, dass weder (0,0) noch (1, 1) ist. Also
ist Spec S nach c¢) nicht zusammenhéngend.
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Ubung 4 vom 22. Mai 2012

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien R, S Ringe, X := Spec(R), Y = Spec(S) sowie ¢: R — S ein Ringhomomorphismus

und ¢g: Y — X der von ¢ induzierte Schemamorphismus. Zeige:

a) Ein Element f € R ist genau dann nilpotent, wenn D(f) leer ist.

b) Der Ringhomomorphismus ¢ ist genau dann injektiv, wenn der induzierte Morphismus
g*: Ox — g.Oy injektiv ist. Ist das der Fall, so ist ¢ dominant, d.h. g(Y) ist dicht in X.

c) Ist o surjektiv, so ist g ein Homéomorphismus von Y auf eine abgeschlossene Teilmenge
von X und ¢*: Ox — ¢.Oy ist surjektiv.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Finde einen Ring R und eine Idealgarbe Z auf Spec(R), die nicht quasikohérent ist (und
beweise, dass du solche R und Z gefunden hast).

Hinweis: Diskrete Bewertungsringe kénnen helfen.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Beweise die Proposition 4.5 aus der Vorlesung:

Eine Idealgarbe Z auf einem Schema X ist genau dann quasikohdrent, wenn es eine offene
Uberdeckung (U;)iepr von X durch affine Schemata U; gibt, so dass Z|y, fiir jedes i € M
quasikoharent ist.

Losung 1
X =SpecR, Y = SpecS, ¢ : R — S Ringhomomorphismus ~ Schemamorphismus (g, g*)

a) Zu zeigen: f € R nilpotent < D(f) = emptyset
f nilpotent & f€,/(0)= N p< VpeSpecR: fepe D(f)=10

pESpec R
(0)Cp

b) ¢ injektiv < g# injektiv
,&" = g*(Spec R)
~=“: Behauptung: Es reicht zu zeigen: ¢* ist injektiv auf Basis der Topologie.
Denn: U € Off(X ) U Uier Us, g7 (U;) injektiv, g7 (U)(S) = 0 = ¢g#(U)(S)

U =
( S|U mjektw Garbe Sarbe ¢ _
_ -1 _
Sei f € R, g*(D(f)) : { OX(D(?) = Ry : Oy (g (D(f)%? Oy (D(e(f))
w 2"
Zu zeigen: g* (D(f)) injektiv:
Sei & € Ox(D(/)) mit g*(D(f)() = £ = g
=3dmeN:p(f)™ ()—OmSSOlIlJ — f"a=0= {4 =0in Ry
*<p(f’" a)
Zu zeigen: ¢ injektiv = ¢ dominant (g:Y — X)
Annahme: g(Y') #
= X\ gY) # 0 offen:>5|f€Rm1tD()7é@undD() gY) = (7)
g (D(f) = D(e() =0=ImeN: o(f)" =025 fm =02 D(f) =

:w(fm)
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c) Ist ¢: R — S surjektiv, so ist S = R/I mit I = Kern(y). Bei der Losung von Aufgabe
4 auf Ubungsblatt 2 haben wir bereits eingesehen, dass g = Spec(y) injektiv ist und
dass Bild(g) = {p € SpecR | I C p} = V(I). Die Umkehrabbildung ¢~': V(I) —
Spec(S),p — @(p) = p + I ist folglich wohldefiniert.

Es bleibt zu zeigen, dass g~ stetig ist. Sei dazu V' (J) C Spec S abgeschlossen. Dann ist

(g (V(J)) =9(V(J)) = g({g€SpecS|JCq})
= {peV)|JCg'p) =¢)}
= {peSpecR| o '(J) Cp} =V(p'(J))

abgeschlossen. Somit ist g ein Homéomorphismus auf V(7).

Nun sollte noch gezeigt werden, dass g* surjektiv ist, falls ¢ surjektiv ist. Nach Bemerkung
1.10 aus der Vorlesung sollten wir dazu zeigen, dass fir alle p € Spec R die induzierte
Abbildung gg surjektiv ist.

Sei zunachst p ¢ V(I). Dann gibt es ein offenes U C X mit p € U und UNV(I) = (. Dann
ist 3.0y (U) = Oy (g H(U)) = Oy (0) = {0} und somit auch (g.Oy), = {0}. Folglich ist
gh: Oxp = (9.0y), surjektiv.

Ist p € V(I), dann ist (9.Oy), = lim Oy (g7 (U)) = lim Oy (V) = Oy, mit g = g~ (p).

pelU qeV
Der Isomorphismus zwischen den Halmen kommt daher, dass g ein Homoomorphismus

auf V(I) ist und p € V(I). Weiter gilt Oy, = Sq = (R/I)p+1 = R,/IR,. Mit der
Identifizierung S = R/I wird gg zur kanonischen Projektion R, — R, /IR, und ist damit
surjektiv.

Losung 2
Zum Beispiel: R = k[x](,), Y = Spec R = {(0), ()}, Off(Y) = {0,U = {(0)}, Y’}
—D(a)

Ov(Y) = k)@

J (inklusion)

Nullabb.

Oy(U) = k()

Oy(®) = {0}

Definiere Idealgarbe: Z(Y) = {0} — Z(U) = k(xz) — Z(0) = {0}. Wére Z quasikohérent, so
gélte Z(U) = p5(Z(Y)) - k(x) = 0.

= 7T nicht quasikoharent.

Definition 4.4 (Prézisierung)

a) Eine Garbe Z von abelschen Gruppen auf X (Schema (X, Oy), Restriktionabbildung p)
heiBt Idealgarbe, wenn V U € Off(X)Z(U) Ideal in Ox(U) ist und die Restriktionsab-
bildungen p Ox-linear sind:

YU CUeOff(X),r € Ox(U),i € Z(U) : po(r,i) = pb(r) -p5.(4)
€Ox (U
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Losung 3
F Idealgarbe auf Schema (X, Oy) mit Restriktionsabbildung p beziehungsweise p.
Behauptung: F quasikohérent < 3 offene, affine Uberdeckung X = U,¢; U; : Flu, quasiko-
hérent
»,="“: v nach Definition
,<="“: Schreibweise: R Ring, J C R Ideal definiert quasikohérente Idealgarbe auf Y = Spec R
durch J(U) := pi(J) - Oy (U) )
(*) U; = Spec R;, F|y, quasikohdrent, das heifit 37; C R; Ideal mit Fly, = J;.
Verfeinern der Uberdeckung erhélt (*) = (E bilden U; eine Basis der Topologie.
Zu zeigen: ¥ U C X offen, affin: F quasikohérent
U= Uier Ui = (B X = Spec R, also affin und (E U; = D(g;) € R mit g; € R ~~
Insbesodnere Ox (U;) = Ry, U; = Spec R,,, J = F(X)
Voraussetzung: F|y, = Z, 2u zeigen: F = J
Definiere Garbenmorphismus « : J — F durch
J(D(f)) =T Ry — F(D(f)) C Ry ldeal

1 ~X N

fir f € R:a(D(f)) : = Dy (@)

Behauptung 1: Vi € I : a(D(g;)) ist Isomorphismus

——
U;
Blatt 1 . .
a Garbenisomorphismus
Aufg. 3b)

Behauptung 2: V s € F(X) mit j35(s) = 0 fir ein f € R
=In>0:f"-s=0inR

Behauptung 3: Sei f € R

Ve F(D(f)In>0:3s € F(X): jp(s) = 1(f)

Beweis 1:
oa(U;) injektiv: Sei i € J(U;), also a € J, n € N mit al(UZ)(%) =0in R,,.
9i
ﬁﬁ{} (a)

=3ImeN:p)(a) - g"=0in R
N—————
pU(agm)

Bb2 3/ e N 9" -a=0in R

= ; =0in R
o (U;) surjektiv: Sei t € F(U;) % In>0:3se F(X):py(s)=gr-t
= o(U:)(57) = 5 pp,(s) =

9; 9i

Beweis 2:
s € F(X), ppy(s) =0 firen f € R
Sz:_ﬁ)U(() F(Ui) € Ry, i
9:f) € D(gi), F(D(fg:)) = Ti(D(f9:)) = TiRyq,

D(f) " Dig) = DI
p%(f)mU() P()U()—Omeg

2 awstloh L IN > 01V g ist fNs;=0in R, Garbe

- == fNs=0in R
~~Uberd. endl.

Beweis 3:
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t € F(D()): iy () € T gf:anzo,tie;/;;,sgg;;i)@:ti

Uberd, 4
m3N>O Vieldt, e J;,: p gf)(t)_fT

D(g:) _ D(g:f) D(gi) _ D(f) N
= pD(fgng)(t) PDgig; ) P(g) i) = PD(fgig:) (F70)
—
NppD (1)
BR2 3 > 00 f™(t; —t;) = 0 in D(gig;)
endliche qp - o .y ,j €1 gilt fM(t; —t;) =0in D(gig;)

Uberd
= fMt; bilden konsistente Familie = 3s € F(X) : ppp(s) = fM+V
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Ubung 5 vom 29. Mai 2012

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Bestimme die folgenden Faserprodukte:

a) Spec R[X] Xspec g Spec R[Y] fiir die Inklusionen R — R[X] und R — R[Y].
b) Spec R[X] Xgspec ry] Spec R fiir die Ringhomomorphismen

RY]—-R, Y~0 ud R[Y]— RX], Y~ X~

¢) Spec L Xgpecr Spec k , wobei L/k eine endliche separable Korpererweiterung ist und k der
algebraische Abschluss von k.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Seien S ein Schema und 7' ein S-Schema. Ergianze die Zuordnung X +— X Xg T zu einem
kovarianten Funktor von der Kategorie der S-Schemata in die Kategorie der T-Schemata.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es seien k ein algebraisch abgeschlossener Koérper und A € k \ {0,1}. Wir betrachten die
elliptische Kurve F =V (Y? — X(X —1)(X — ))) C A%(k). AuBlerdem sei f: E — Al(k) der
von

EX] = kX, Y]/(Y? - XX -1)(X—-)N)=k[E], X—X
induzierte und g: £ — A'(k) der von k[Y] — k[E],Y Y induzierte Schemamorphismus.

V—F
a) Wir betrachten das Faserprodukt V' = F X 1(;) £ mit l Ls
E 5 Al(k)
Zeige, dass V reduzibel und singular ist.
Y —F
b) Sei nun Y = E X1y £ mit | lg

Ist das Faserprodukt noch immer singular?

Hinweis: Durch den Funktor t aus Proposition 3.8 kénnen affine Varietdten als Schemata
aufgefasst werden. Damit ist ithr Faserprodukt definiert.

Losung 1
a) Spec R[X] Xspec g Spec R[Y] = Spec(R[X]| @ R[Y]) mit R — R[X], R — R[Y]
Y
C )/
4 UAE Polynomring: 3!f : R[X,Y] — C mit
RIX,Y] ———R[Y] f(X) = ¢(X), f(Y) = 4(Y) und ¥ : R[Y] = C
m I I mit (YY) = f(Y) ist eindeutig = foi=1
® J
RX] ——R

Genauso: ¢ = foi
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b) Spec R[X] Xspec r Spec R[Y],

R[Y]

—» R[X]
Y =

R R[]
0 X?

_>
Oy LR =B/ als kY-
Algebra.
Behauptung:A ®p R/[ = A/go([)Av wobei A durch ¢ : R - A zur R-Algebra wird.

Beweis:

C
Ta!f
A/ p(1)A
/ /]
%0 p
R

Es gilt a(p(1)) = B(p(I)) = B(0) =0 % N A A= Cifor=a

fohop=aop=RopZ=L foh=5 O

= Spec(R[X]) @r[x R[Y]/(Y) = Spec (R[X]/(X2))

L/K endliche seperable Korpererweiterung, k algebraischer Abschluss von k, Spec LX speck
Spec k = Spec(L @ k)

Satz von primitiven Element = L = k(a), € L algebraisch, f, sei Minimalpolynom von
a.

L= MXY g, FIXY gy @ F 2 R

fo= T1(X — §), d=deg fu, fi € %

i=1

Chinesischer E /
Restsatz [ ] (fa)

= Spec... = Spec (Hk[X]/(X _ 51)) = ][ Spec (k[X]/(X _ 51)) = [ISpeck
Koprodukt ([]) in der Kategorie der Schemata ist die disjunkte Vereinigung.

:]&
e
e
=~
>
|
S
(12
i
|

=1 =1

Losung 2
S Schema, T" S-Schema, das heifit T’ ? S, X=X xgT
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f X T Y T
X Y konstruiere . .
Y/ ~ \ 1y /
5 T
X xgT X

UAE Y xgT: /
AfxgT |1/

YXST

Noch zu zeigen: idx XsT =idxx.r, (fog) xsT = (f xsT)o (g xsT)

XXST

J\D/
N

Y xgT T
\[ \\\\/’

ZXST

o)
'

Losung 3

k algebraisch abgeschlossen, A € k\ {0,1}, E =V (Y2 — X(X — 1)(X — X)) C A?(k)

a) V = B xup B, 1= (Y? - X(X - 1)(X = \)), k[E] = KX Y]/ y
t(A(k)) = Spec(k[X]), Spec A Xgpec 5 Spec C' = Spec(A @p O)
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R=HFXY 2/ (v 1) (x = a), 22— v?)

Anmerkung: T = ((Y? — X(X —711)()( —A),Z* = X(X - 1)(X =)
UAE Polynomring: 30’ : k[X,Y, Z] — C mit h'(X) = hy(X) = ho(X), M (Y) = hi (Y),
W(Z) = ha(Y)
h'(I') = 0 = K faktorisiert iiber R
= t(V) = t(E xp1 ) £) = Spec( kX, Y, Z]/ 2
=V=V{I)=V(Y?*-2Z2Y? - ( DX = )\)
—V((Y = Z)(Y + 2).Y? - XX ~ (X - N)
(0,0,0) € V(Y — Z,¥? — X(X — 1)(X — /\)) VY + Z,Y? — X(X — 1)(X = \)
= (0,0,0) singulérer Punkt

R=HkX.Y. Z] /1
y Y
., R UKE]
T Y T
HE] ~ {X]
I"=(V? — X(X — 1)(X =\, X2~ Z(Z — 1)(Z - \)

E[E] @kx) k[E] = R
S B B = V(Y2 — X(X - 1)(X = \), X2~ Z(Z - 1)(Z — \))
A _

(7(X71)(X7>\)—X(X7>\)—X(X—l) 2y 0 )
= 2X 0 —(Z-1(Z-N)—2Z(Z—-X\)—Z(Z—1)

Jacobi-Kriterium: (z,y,z) € V ist singulédr < Rang(A(z,y,2)) < 2= dim V
=3
dimV >1

Sei (z,y,2) € V mit Rang(A(x,y,2)) < 2
1. Spalte #

2u=0N1—-(Z-1)(Z-N—-2Z(Z—-1)—Z(Z—=X) =04(x,y,2) €V
= V ist regular.

Bemerkung
t ist injektiv auf Objekten und volltreu = man kann F X 51(;) £ auch in Kategorie der affinen
Varietaten berechnen

~ dort ist Faserprodukt = {(z,y) € X XY | g(z) = f(y)}, g: X = S, f: Y = S
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Ubung 6 vom 5. Juni 2012

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Betrachte die Abbildung X xgY — {(z,y) € X xY | f(z) = g(y)} aus Bemerkung 6.2,
die das Faserprodukt von zwei S-Schemata f: X — S und g: Y — S in das topologische
Faserprodukt von X und Y tiiber S abbildet.

Zeige, dass die Abbildung im Allgemeinen nicht injektiv ist.

Hinweis: Es gibt ein Beispiel, bei dem das topologische Faserprodukt {(x,y) € X xY | f(x) =
g(y)} einelementig ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Seien S ein Schema, £: X — S ein S-Schema und Y < S ein abgeschlossenes Unterschema
von S. Zeige:

a) Der topologische Raum X xg Y ist homdomorph zu £~1(Y).
b) Ist X — S ein abgeschlossenes Unterschema von S, so ist X x gY homéomorph zu XNY'.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und Y = Spec(k[t]).

a) Seien weiter
X = Spec(k[z,y. t]/(ty — =*))
und f: X — Y der Schemamorphismus, der von dem natiirlichen k-Algebren-Homomorphismus
k[t] — k[x,y,t]/(ty — 2?),t — t induziert wird.
Zeige: Fir a € k\ {0} ist die Faser X(;_q) irreduzibel und reduziert, wohingegen die Faser
X (1) zwar irreduzibel, aber nicht reduziert ist.
b) Nun sei
Z = Spec(k[z,y, 1]/ (zy — 1))
und f: Z — Y der Schemamorphismus, der von dem natiirlichen Homomorphismus
k[t] — k[x,y,t]/(zy —t),t — t induziert wird.
Zeige: Auch hier ist die allgemeine Faser Z(;_) irreduzibel und reduziert, wohingegen Z ;)
reduziert, aber nicht irreduzibel ist.

n-elementig

Losung 1 “n N

Blatt 5, Aufgabe 1c): Spec L X spec xSpec k = H Spec k, L|k seperabel, endlich, Spec L, Spec k, Spec k
i=1
alle einelementig

= topologisches Faserprodukt ist auch einelementig.
Beispiel: C = R(i)
Spec C Xgpecr Spec C zweielementig

Losung 2
S Schema, £ : X — S, n:Y — S, Y abgeschlossenes Unterschema von S.

a) Zu zeigen: X x5 Y = £7Y) homdomorph
Sei zunéchst S = Spec R affin = Y = Spec R/[, I C R Ideal
Schreibe X = U U;, U; € X offen und affin, U; = Spec A;

il
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Uy — S ~ygi:R— A

*SpecA =Spec R
XXSY:('UUi)XSY:'U(UiXS ) USpeCA ®RR/[ USpecA/(p )
el el el R , i€l
Ai fou(D) - A =i
Z; = {p € Spec A;|oi(I) C p} = V(pi(I)A;) = &1(Y)
Sei p € Z; = ¢~ (pi(D)) C ' (p) = Ep) = s( ) € Spec B/ =Y =z, ceh(y)
cI

XXSY~»§(Y X XS Y _ gfl(y)

{(z,y) € X xY|f(z) = g(x)} = f71(V) X
in tolopogischen Raumen: 0
Y ¢ S
Sei nun S beliebig: S = UJ S;, S; offen und affin, X; := £71(S;), Vi := n~1(S))
i€l
7 —— N U Xz
‘ i€l
0|
Uy, Us,
el i€l
Xxs¥ = UXxsY 2 U Xixs, Y2 U (V) = €U Y) =€71(Y)
el i€l i€l el

1( ) 13 Inklusmn

b) £ : X — S abgeschlossenes Unterschema = X xg y 2 & Xny

Losung 3

k algebraisch abgeschlossen, Y = Spec(k[t])

a) X = Spec(k[xa y]/(ty o .%'2))
Anmerkung: Grofibuchstaben stehen in dieser Aufgabe fiir Schemata, Kleinbuchstaben
fiir Variablen.

f: X — Y induziert durch Kt — R
t —

Berechne Faser X;_,):

p=(t—a)eY

Oy, = klt],

Restklassenkorper: k(p) = " my,

k(p) = klt ]p/p k[t], = — kft] /(t —a) Anmerkung: [‘/] x(S) = RS/] Rg R — R/]
Xi—a) = X Xy Specm(p)

= Spec [z,y, / ®k[t] klt ]/(t — a))
A 3 Ry

= Spec (k[x Y t]/(ty 22t — a))
~ Spec (k[x,y]/(ay . )) >~ V(ay — 2*) C Speck|z, y]

87



Anhang A: Ubungen

I:= (ay — 2?)

X(t—a) ist irreduzibel < VI prim

. ay ist kein Quadrat in k[y]
= ay — z* irreduzibel in k[y][x]
= [ prim
=VI=1 prim
= X(t—q) irreduzibel
AuBerdem k[, Y] / 7 ist nullteilerfrei = X;_q) reduziert

S
N
o

a.=0: X = Spec(Flr:/2)
I = (2%) = /I = (z) prim
= X(4) irreduzibel
X nilpotent in ¥ [, y]/xQ = Xy ist nicht reduziert
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((t —a)) = Mty _ )
Z(1-a) = Spec (k[x’ v t]/ (ry — t) ki km/ (t —a)) = Spee (k[x’ y]/ (2y —a))
a #0: (xy — a) ist prim = Z;_,) reduziert und irreduzibel
a=0: Zy = Spec (/{:[x, y]/(xy)) = V(zy) C Spec k[x, y]
Viey) = V(z)UV(y)
= Z) reduzibel
\/(zy) = (zy) = keine nilpotenten Elemente in ¥ [z, y] /(:By) = Z reduziert
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Ubung 7 vom 12. Juni 2012

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Ein Schemamorphismus f: X — Y heiit quasikompakt, wenn es eine offene, affine Uberde-
ckung Y = |J V; gibt, sodass jedes f~(V;) quasikompakt ist. Zeige:
iel
a) Ein Schemamorphismus f: X — Y ist genau dann quasikompakt, wenn fiir jede offene,
affine Teilmenge V C Y das Urbild f~!(V) quasikompakt ist.

b) Ein Schemamorphismus f: X — Y ist genau dann von endlichem Typ, wenn er lokal von
endlichem Typ und quasikompakt ist.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Es sei k ein Korper und X die affine Gerade tiber k£ mit doppeltem Nullpunkt. X ist also
das Schema, das entsteht, wenn wir U = Spec k[X]| mit V' = Speck[Y] entlang D(X) und
D(Y) vermége des Isomorphismus k[Y, Y ™! — k[X, X 71|, Y — X verkleben.

Zeige, dass X nicht separiert tiber k ist.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Zeige, dass ein Schemamorphismus f: X — Y genau dann separiert ist, wenn das Bild von
X unter der von f induzierten Diagonalabbildung A;: X — X xy X abgeschlossen ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es seien S ein Schema und X, Y zwei S-Schemata. Weiter seien zwei Morphismen f und
g von X nach Y gegeben, die auf einer offenen, dichten Teilmenge von X {ibereinstimmen.
Zeige:

a) Ist X reduziert und Y separiert iiber S, so gilt f = g.

b) Die Aussage ist falsch, wenn X nicht reduziert ist oder wenn Y nicht separiert ist.

Losung 1
f: X — Y quasikomp. :< 3 offene, affine Uberd. Y = J V; mit Vi € I : f~1(V}) quasikomp.

icl
a) Behauptung: [ quasikompakt < fiir alle V' C Y offen, affin gilt f~(V) quasikompakt
,=
=% SeiY = U Vi, V; = Spec R;, f~1(V;) quasikomp., V =SpecRC Y,V = VNV,

il il
Uberdecke f~'(V;) affin: f~1(V;) = U Spec 4;; = (B J; endlich

h’_’k j€J;

quaskomp.

f|SpecAij : Spec Aij — Spec Rz ~ P45 Rz — Aij
Seiz e VNV,=xzeSpecR; =3 ¢g,; € Ri:x € D(gui), D(gsi) = Spec Rz[g%]
f~1(D(g.:)) N Spec A;; = Spec A;;[—2+—] quasikompakt

éoij(gm,i)
V=U U (D)) = U D(g)
iel zeVnV; quasikomp. end].
= 17(V) = U S (D(:0) = U U FH(Dlgm))NSpee Ay = U Ujes, Spec Ayl
endal. enal. 7 i endl.

9z ,i
ist quasikompakt, da endliche Vereinigung von quasikompakten Mengen.

90

1
©ij(9gx,i)

]



Ubung 7 vom 12. Juni 2012

b) f lokal von endlichem Typ < 3 Y = USpecR; : f~'(Spec R;) = UjcsSpec A;j, Ajj
endlich erzeugte R;-Algebra
f von endlichem Typ < zusétzlich J endlich
Zu zeigen: von endlichem Typ < lokal von endlichem Typ und quasikompakt
,= v
»="1 Zu zeigen: f quasikompakt
Y = USpec R;, f~}(Spec R;) = ‘LEJJ Spec A;;, J endlich
j

= endliche Vereinigung von quasikompakten Mengen v' (endliche Vereinigung von
quasikompakten Mengen ist quasikompakt)

Losung 2

Wir wollen eine offene, affine Teilmenge W C X Xgpecr X finden, so dass W N A(X) kein
abgeschlossenes Unterschema von W ist. Damit das klappen kann, sollte W etwas mit UNV
zu tun haben. Es gilt: UNV = D(z) = D(y) = Speck[t,t '], durch k[z,z7'] — k[t,t 7],z —
t und kly,y~'] — k[t,t7],y — t.

X
id s id
X xp X
/9/ \Q\ Beh.: Es gilt p;{(U) Np3 (V) 2 U Xgpeck V S X Xgpeck X
X\ /X
Speck

Wir zeigen, dass p; ' (U) Np; ' (V) die UAE von U Xgpecr V. erfiillt. Dazu seien ein Schema T
mit Spec k-Morphismen ¢q: T'— U und ¢o: T'— V vorgegeben mit s o0i; 0@y = s 050 ©s.

Aus der UAE von X x; X,
angewendet auf 7; o ¢; und
19 © (9, erhalten wir 6: T —
\%4 X Xgpeck X das diese Mor-
JQ phismen faktorisiert. Daraus
. folgt, dass p1(6(7)) € U und
X Xspeck X —— X p2(0(T)) C V gilt, wir also
p1 l J s einen eindeutigen Morphismus
6: T — pr (U;) N pyH(U;) er-
i1 X s Speck halten hal;eI(L ) > ()
Wir erhalten AY(U Xspeer V) = A7 pr H(U) N p3 ' (V) = U NV, also einen Morphismus
Alpav: UNV — U Xgpecr V = Spec k[z, y] von affinen Schemata mit zugehorigem Ringho-
momorphismus

kle,y] — k[t t7']
©: Tz = 1
y — 1
Da ¢ nicht surjektiv ist, wird der Ringhomomorphismus nicht von einem Ideal in k[z,y]
induziert und A,Ox| UxspecrV 18t nicht quasikohérent. Also ist U Xgpecr V' das W, das wir

finden wollten.
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Losung 3
f: X =Y separiert < Ay(X) C X xy X abgeschlossen

X
id l id
ﬂXym
P1 P2
/ \ [ separiert < Af(X) C X xy X
X O X
\ v /

abgeschlossenes Unterschema

,=": Nach Definition
»<="“: o Ay hat Linksinverse p; = Ay injektiv

e Noch zu zeigen: Oa,(x) = OXXYX/I’ 7 quasikohérente Idealgarbe auf X x X.
———

(Af)«Ox
~ finde offene, affine Uberdeckung X xy X = |J U;, sodass Vi € I : Iy, quasikohérent.
i€l
Y = U Spec R;
X =U f Y(Spec R;), X; = USpec A;j
X.

= Spec A;j Xspec r; Spec A;; iiberdecken Af(X)
flspec ,; + Spec Ay; — Spec R; separiert
———

=:Z;;
= Aylz,; * Zij — Zij Xspec R, Zij 18t abgeschlossene Einbettung
= Oa;(x)| 2y = (’)ZinSpecR Zij jp> I quasikohérent
Iz, =1
Losung 4

X, Y S-Schemata, f: X - Y, g: X =Y, f=gauf UC X offen, dicht.
a) Behauptung: X reduziert, Y — S separiert = f =g

foj=goj:U —Y faktorisiert iiber p; o (f,9)s
= (f?g>5'oj: (fojagoj)sz (fojvfoj)s

=p;oAy=idy=piocAzom=m
= (m,m)s =Azom

92



Ubung 7 vom 12. Juni 2012

h((U)) € Ay(Y) = (U) € h~H(Ay(Y)). Ay(Y) ist abgeschlossen 228 p-1(Ay (V)

ist abgeschlossen =2 A Ay(Y)) = X = (X)) CAy(Y) = VyehX):ply =

pa(y). Fir alle z € X gilt f(z) = p1(h(z)) = p2(h(z)) = g(x) = topologisch: f =g

Noch zu zeigen: f# = g% : Oy — f.Ox, beziehungsweise f# — g% =0

Behauptung: Fiir alle V. C Y offen, affin, W C f~1(Y) offen, affin gilt f =g : W —
V=f=g

Denn: Y = U,e; V; affine, offene Uberdeckung, V' C Y offen, S € Oy (V")

to=(f — gt (S) € Ox(f' (V") =0 & t; i=tlj vy =0V i €I, fH(ViNV') =

UW; offen, affin. Nach Voraussetzung: f = g : W; — VNV’ = t|w, = (f#|Wj —

g*lw,)(S) =028 ¢, =0

Sei also (E X = Spec B, Y = Spec A. Seien ¢, 9 : A — B Ringhomomorphismen zu f, g,

flv = glu als Garbenmorphismus = fiir alle p € U ist o, = 9y : Ay-1¢0) — By

Sei a € A. Annahme: o(a) # ¢ (a)

Behauptung: D(¢(a) —1(a)) =0, sonst U N D(p(a) — (a)) # 0, enthalt ¢

= 0=py(}) — y(}) = 2 € By st ¢ g 1 (9(a) — ¥(a) = 0 € B
¢q T €q
=22 o(a) — d(a) € VO "E" {0}

Aufg. 1
X aus Aufgabe 2 ist nicht separiert ~ wahle das X als Y

=Y =UUV, f:Specklz] 5> U, g: Speck[z] >V

D(X) Nooo, 17y Loy, D(X) ist Identitat = f = g auf D(X) C Speck[z] offen
dicht, aber f((z)) # g((z)).

In der Ubung hat noch ein Beispiel dafiir gefehlt, dass die Aussage aus a) nicht gilt, falls
X nicht reduziert ist.

Ist X = Speck[z,y]/(zy,y?), Y = Spec k[z,y] und seinen T und 7 die Restklassen von x
und y in k[z,y|/(zy, y?). Dann sind

¢ klz,y] = klz,y]/(zy,v®), 2T, ye—y

und
U klz,y = k[, v/ (vy,v?) . x—T, y—0

zwei unterschiedliche Ringhomomorphismen, liefern also unterschiedliche Schemamor-
phismen

f : Speck[z,y]/(zy, y*) — Spec k[z, y]
und

g : Specklz, yl/(zy, y*) — Spec k[z, y).
Diese sind beide abgeschlossene Einbettungen mit Bild jeweils V(zy,y?) = V(y) C
Spec k[z,y], also die “z-Achse” in der affinen Ebene. Weiter ist D(z) NV (y) offen und
dicht in V (y), also auch D(z) = f~Y(D(z)) = g~ Y(D(x)) C Speck|z,y]/(zy, y?) offen und
dicht. Wir behaupten dass f und g auf D(T) tibereinstimmen. Dazu reicht es, zu zeigen,
dass die induzierten Morphismen

Pr = wx : k’[{L‘,y,fL‘_l] — (k’[l’,y]/(l‘y,y2)>§
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libereinstimmen. Aber in (k[z,y]/(zy, y?))z ¢ilt Ty = 0 und 0 = T-'7y = ¥, also stimmen
v, und ¢, auf x und y — und damit tiberall — iiberein.
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Ubung 8 vom 19. Juni 2012

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Zeige, dass fiir Morphismen von noetherschen Schemata gilt:

a) Die Verkettung von separierten Morphismen ist separiert.
b) Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z Schemamorphismen. Ist g o f separiert, so auch f.

c) Die Eigenschaft, separiert zu sein, ist stabil unter Basiswechsel.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

a) Zeige: Ist Y C P?(k) eine irreduzible Kurve und y € P% ihr generischer Punkt, so ist Op2,,
ein diskreter Bewertungsring.

b) Finde eine irreduzible quasiprojektive Flidche X tiber k und eine irreduzible Kurve Y C X
mit generischem Punkt y € ¢(X), so dass Oyx), kein diskreter Bewertungsring ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei X ein Schema von endlichem Typ iiber einem Koérper k, d.h. X — Speck ist von
endlichem Typ. Zeige:

a) Ein Punkt z € X ist genau dann abgeschlossen, wenn die Korpererweiterung r(x)/k
endlich ist. Hierbei sei x(x) der Restklassenkérper im Punkt x.

b) Die abgeschlossenen Punkte von X sind dicht in X.

c¢) Wenn X nicht von endlichem Typ tiber einem Koérper ist, dann stimmen a) und b) im
Allgemeinen nicht.

Hinweis: Erinnere dich an die algebraische Version von Hilberts Nullstellensatz.

Losung 1
a) Zu zeigen: f : X — Y, g:Y — Z separiert = g o f separiert. Sei R diskreter Bewer-
tungsring, R = Quot(R), U = Speck, T' = Spec R.

ho
U > X
I ;:’// }l/f Bewertungsdiagramm von f o g. -
L | Sindh T = X wit hoi = hoi = hy und go foh = gofoh =l
T " Z

g separiert = foh = foh

foh=foh

f sep. h:iL

Y Y

b) Zu zeigen: g o f separiert = f separiert
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c)

gohYy

f:X=>Y, g:Y =Y

L pry oh = pry oh

UAE X xy Y’ : 3!+, h,h gehen als —+ = h = h = Behauptung

Losung 2
k algebraisch abgeschlossener Korper

a)

96

Y C P?(k) irreduzible Kurve, y € P} = ¢(P*(k)) ihr generischer Punkt. Zu zeigen: Opsz ,
ist diskreter Bewertungsring, das heifit noethersch, nullteilerfrei, 1-dimensional, regular.
Proj(k[ Xy, X1, X»]) = P} wird iiberdeckt von Di(Xo) U DyX1) U DsyXs)
I
Spec(k[5t, 521)

X0 Xo
I
A
~» Wihle offene affine Umgebung V' = A? von y = y € Spec(k[X1, X3])
L
U= A%(k)
2 . . . . 2 . .
Y NU C A*(k) ist irreduzible Kurve in A*(k), f # 0, f irreduzibel
V()
{y} liegt dicht in Y =V U C A offen: UN{y} A0 < UNY #0 (¥)
)

e

Ot = O = YCI%M On(U) = Y%;ﬁ@ On0) = DY o N glé{?)k[X17X2]g -
SUSAL NV ()70
offen =V <(9)¢(f)

k[ X1, Xa(p)

o dim k[Xy, Xo](p =ht((f)) =1V

e nullteilerfrei (nullteilerfreie Ring wurde lokalisiert) v’
e noethersch (noetherscher Ring wurde lokalisiert) v/

e lokal (lokalisiert) v/

e regular v/
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b) Finde: X irreduzible Fliche tiiber k, Y C X irreduzible Kurve mit generischem Punkt
y € t(X), sodass Oyx), kein diskreter Bewertungsring ist.

Sei X = V(y? — 23 +2%) CA3k) und Y = V(X,Y) C X ~ Spec(k[Z]) = (V) —
t(X) = Spec (k[X, Y, Z]/(yz 3 xQ))

~ Spec(k[Z]) = t(Y') ——— t(X) = Spec (KX, Y, Z]/(yQ a4 a?)

€

TT7T

ISIENSIE
€

(0) ¢ (z,y)
" Oy ey = (MY A (g2 0 4 02)
Zeige: nicht regular

Restklassenkorper: k = Ot(X)y(l‘,y)/@’ y)-0...=k(2)

(z,y)

m = (z,y),"/m2 = (z, 3/)/@2’ 2y, y?) T Y sind 1. u. iber k in Oy(x),(2,y) = dimy, m/m2 >
2, aber dim HX),(zy) = 1

Losung 3
X — Speck von endlichem Typ = 3 offene Uberdeckung X = U,c; U;, U; = Spec A;, A;
endlich erzeugte k-Algebren

a) Zu zeigen: © € X abgeschlossen < K (x)|k endliche Korpererweiterung
(*) Behauptung: = abgeschlossen < Vi € I : {x} N U; abgeschlossen
,2= diel:.:xelU; =SpecA;

x abgecshlossen in U; = r maximales Ideal
_ Azx ~ Az Z max. Az
K(z) = /x CAx = ( /‘r)Ai/x\{O} - /$

AL Korpererweiterung ist algebraisch (~ endlich)
,<"“: Behauptung ~~ bleibt zu zeigen: V ¢ € I : {x} N U; abgeschlossen
o) v ¢ U, = {z} NU; = ist abgeschlossen v’
o) z €U;:x=p¢E Spec 4;
k — Ai/p — K(z) endliche Korpererweiterung = algebraische
Behauptung: Ai/p Korper
re Az/p\{()} = ddeNy,a; € k,ag 7&0 mit

d—1

rhtag i+ .+ ar+ay=0

=1 —a—lo(rd_l tag1 i+ 4ay) € Ai/p =7rc (Ai/p)>< = Behauptung

T

= p maximales Ideal = {p} abgeschlossen
Beweis von (*): ;< X\ {z} = U U; \ {z} offen
1€ ] N~ —

offen

b) abgeschlossene Punkte liegen dicht
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Zeige: Fir eine Basis der Topologie: Jede Basismenge enthélt abgeschlossene Punkte
D(f) CU; C X offen, affin bilden Basen.

Sei also Spec(A;r) = D(f) C U; C X offen. X — Spec k von endlichem Typ = A; endlich
erzeugte k-Algebra, R := A;; endlich erzeugte k-Algebra. R enthélt maximales Ideal m.

K (x) = R/m ist endliche Korpererweiterung g m bgeschlossener Punkt.
Gegenbeispiel zu a):
»,="“ X = Speck(t), k — k(t) induziert X — Speck, (0) € Speck(t) ist abgeschlossen,
aber K ((0)) = k(t) ist nicht endlich tber k.
,<"“: Gilt nicht iiber Speck, aber X = Speck[s| — Speck[t],s* <+t = (0) € X nicht
abgeschlosen. Kx((0)) = k(t) — Ky ((0)) = k(s),t — s hat Grad 2.
Gegenbeispiel zu b): k[t](s), [ # 0 irreduzibel
Allgemein: R diskreter Bewertungsring:
e offene Mengen in Spec R: {0, {(0)}, Spec R}
e abgeschlossene Mengen in Spec R: {(), m, Spec R}
e abgeschlossene Punkte: m, {m} = {m} # Spec R ~~ nicht dicht
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Ubung 9 vom 26. Juni 2012

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Ein Schemamorphismus f: X — Y heifit quasi-endlich, wenn f~!(y) fiir alle y € Y eine

endliche Menge ist.

Finde ein Beispiel fiir einen Schemamorphismus f: X — Y, so dass

a) f lokal von endlichem Typ, aber nicht von endlichem Typ ist.

b) f von endlichem Typ, aber nicht endlich ist.

¢) f quasi-endlich, aber nicht endlich ist.

d) f eigentlich, aber nicht endlich ist.

e) f quasi-endlich, aber nicht lokal von endlichem Typ ist.
)

f) f von endlichem Typ, aber nicht quasi-endlich ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Ein Schemamorphismus f: X — Y heifit projektiv, wenn es fiir ein n € Ny ein kommu-

X<—>Pn

tatives Diagramm \ / gibt, in dem ¢ eine abgeschlossene Einbettung ist.

Dabei sei Py = P} Xgpec(z) Y-

Zeige:
a) Ist Y = Spec(R) affin, so ist P} = Pp.
b) Die Komposition von projektiven Morphismen ist projektiv.

c
d

)
) Abgeschlossene Einbettungen sind projektiv.

) Projektiv zu sein ist stabil unter Basiswechsel.

) Projektive Morphismen noetherscher Schemata sind eigentlich.

Hinweis: Erinnere dich an die Segre-Einbettung von Blatt 7, Aufgabe 4, aus der Algebrai-
schen Geometrie I.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei X eine nichtsingulare, projektive Kurve tiber einem algebraisch abgeschlossenen Kor-
per k. Zeige:

a) Fir jedes f € k(X)* ist L(div(f)) isomorph zu Oy.

b) Fiir jeden Divisor D auf X gibt es eine offene Uberdeckung X = (J;c; U; und rationale
Funktionen f; € k(X), sodass L(D)(U;) = %OX(UZ-) fir jedes i € I gilt.

c¢) Fir je zwei Divisoren Dy und Dy auf X ist £(Dy + D) isomorph zu £(D;) ®o, L(Ds).

Losung 1
Schemamorphismus f : X — Y quasi-endlich & Vy € Y : |f1(y)] < oo
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eigentlich

PR
quasi-endlich «—— endlich —— von endlichem Typ —— lokal von endlichem Typ

\bﬁ/\aﬁ/

a) Y = Speck, X = U Spec k[t], k — k[t] induziert f: X — Y. f ist lokal von endlichem
1EN
Typ. X = Spec( H k[t])
i€EN

nicht endl.
erz. iiber k

b) f von endlichem Typ, aber nicht endlich.
X = Speck[t], Y = Speck, k — k[t] induziert f: X — Y, f~1(Y) = Speckl[t], k[t] nicht
endlich erzeugt als k-Modul.

¢) Sei L|K unendliche Kérpererweiterung. = L ist nicht endlich erzeugt als k-Modul = f :
Spec L — Spec k nicht endlich. f~!(Spec k) = Spec L ist endlich.

d) f:P? — Speck ist eigentlich, f~'(Speck) = P} ist nicht affin.
e) Beispiel aus ¢): L ist nicht endlich erzeugt als k-Algebra.
f) Beispiel aus b): f~!(Spec k) = Spec k[t] ist unendlich.

Anmerkungen zur Losung: Die Aufgabe haben wir in der Ubung bereits gelést. Da
aber die Diskussion zu der Losung zu einem falschen Ende gekommen ist, hier noch eine
Anmerkung:

In der Definition von quasi-endlich ist mit f~!(y) die Faser (als Schema) iiber y gemeint.
In meinen Gegenbeispielen fiir ¢), e), f) hatte ich immer Y = Speck, also Y einelementig,
gewihlt. Auf Ubungsblatt 6 Aufgabe 2 haben wir aber schon eingesehen, dass f~(Y), auf-
gefasst als topologischer Raum, hom6éomorph zum Urbild von Y unter f ist, wenn wir f
als stetige Abbildung zwischen den topologischen Rdumen X und Y auffassen. In meinen
Gegenbeispielen gab es daher keinen Unterschied zwischen ,topologisches urbild nehmen*
und ,,Ausrechnen der Faser mit anschlieBendem Vergessen der Strukturgarbe®.

Losung 2

f: X = Y projektiv <3 n e Nmit X —— Py , © abgeschlossene Einbettung.
7
[Py

Y

/\
T~

Spec Z

f

Proj(Z[Xo, ..., Xa]) =

100



Ubung 9 vom 26. Juni 2012

a)

Zu zeigen: Y = Spec R = Py = P,

D, (X;) = Spec Z[%, ce %] = A7, iiberdecken P}

AL Xspeez Spec R = Spec(Z[52, ..., 3] @2 R) = Spec(R[52, ..., 2]) = AR
= P} =P} x Spec R = P},

Behauptung 1: Abgeschlossene Einbettung zu sein ist stabil unter Basiswechsel.

Beweis: Sei¢: X — Y abgeschlossene Einbettung, g : Z — Y
X Xy Z X

Zu zeigen: i’ ist abgeschlossene Einbettung
i’ ist injektiv v' (Monotonie, UAE)

Z’/

/)

A

Y
Sei (E X, Y, Z affin, X = Spec R, Y = Spec S, Z = Spec 1.

ResT R R wird als S-Modul von 1 erzeugt = {1®t |t € T'}
/ erzeugt R ®g T als S-Modul.
// T — R®qsT .
b 1ot surjektiv
T S

Seien also f: X — Y und ¢g: Y — Z projektiv und m, n die natiirlichen Zahlen, fiir die
es eine abgeschlossene Einbettungen i: X — Py bzw. i': Y — P77 gibt, iiber die f bzw.
g faktorisiert.

Betrachte das Faserprodukt von Py X gpecz P und Y iiber P. Da fiir Schemata allgemein
AxpB = Bund (AxgB)xs5C = Axg(BxsC) gilt, gilt auch P} Xgpecz P xpp Y = Py
Somit ist das obere rechte Viereck im kommutativen Diagramm

i i
X —— ]PW;' — P% X SpecZ ]P)Tzn

x Jpry . ein Faserprodukt und nach Behaup-
Yy —P% tung 1 ist damit ¢ eine abgeschlossene
\ Einbettung.
prz
g
Z

Weiter erinnern wir uns an die Segre-Einbettung ¥: P*(k) x P™(k) — PV (k) mit N =
(n 4+ 1)(m + 1) — 1 von Ubungsblatt 7 Aufgabe 3 aus der Algebraischen Geometrie 1.
Dort haben wir gelernt, dass das Bild abgeschlossen in PV (k) ist, namlich V'(.J) fiir ein
J, das wir konkret angegeben hatten. Nun kann man sich klar machen, dass die durch
J gegebenen Gleichungen alle schon iiber Z definiert sind und die Konstruktion somit
auch tuber Z klappt. Alternativ (da wir das Tensorprodukt dieses Semester nicht mehr
scheuen) definieren wir in Analogie zu ¥ einen Schemamorphismus ¥': P% x P2 — PY
lokal auf D (z,) x D, (ys) durch den surjektiven Ringhomomorphismus

Z[Z | (i) €{0,...,n} x {0,...,m}] — Z[2,. . B]@ZL, .. ]
Zij — Zi ) Yi )
Zrs Ty Ys

Aus der lokalen Darstellung von W’ folgt sofort, dass ¥’ eine abgeschlossene Einbettung
ist.
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Basiswechsel mit dem Morphismus prpy liefert j: Pz x Py x Z — PY. Nach Behauptung
1 ist 7 wieder eine abgeschlossene Einbettung. Die Komposition von abgeschlossenen
Einbettungen ist eine abgeschlossene Einbettung, also ist j o4 o i eine abgeschlossene
Einbettung und das folgende kommutative Diagramm beweist, dass g o f ein projektiver
Morphismus ist.

7 7 J
X Py P7 Xspecz P} ——— PY

Sl

prz
g

Z

c) Zu zeigen: abgeschlossene Einbettungen sind projektiv
PY = SpecZ =Y XY Xgpeez SpecZ =Y x P) =P,

X Y i)

= f projektiv
d) Sei f: X — Y projektiv und ¢g: Y’ — Y ein beliebiger Schemamorphismus (der Basis-
wechsel).

Xxy V' /X x et Py
f/J J f g Zu zeigen ist nun, dass auch f’ projektiv ist.
Ty
Y’ Y

9
Dazu machen wir uns klar, dass Py, = Py Xy Y und, dass Py, xpp X =Y’ xy X. Dann
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm:

Prx

XxyY — X

/| [

b Py |
Pry l Pry J
/
Y 7 Y

Der Morphismus ¢ ist nach Voraussetzung eine abgeschlossene Einbettung, nach Behaup-
tung 1 also auch i'. Die beiden inneren Vierecke sind Faserprodukte und somit auch das
aulere Viereck. Damit gilt pry, o4’ = f" und f’ ist ein projektiver Schemamorphismus.
e) Seinen X, Y noethersche Schemata und f: X — Y ein Schemamorphismus. Wir zeigen,
dass f = pry o1 eigentlich ist.
Nach Proposition 8.10 ist P}, — SpecZ eigentlich. Alle beteiligten Schemata sind
noethersch, also ist nach Folgerung 8.9. ,eigentlich® stabil unter Basiswechsel und pry-
eigentlich.
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Abgeschlossene Einbettungen sind nach Bemerkung 8.4 separiert und nach Bemerkung
7.6 endlich (also insbesondere von endlichem Typ). Nach Behauptung 1 ist eine abge-
schlossene Einbettung auch universell abgeschlossen. Damit ist ¢ eigentlich.

Die Komposition von eigentlichen Morphismen ist eigentlich und somit ist f eigentlich.

Losung 3
X nichtsingulare projektive Kurve iiber algebraisch abeschlossenem Korper £ = Vp € X
Ox, ist diskreter Bewertungsring

a) Zu zeigen: Vf € k(X)* : L(div(f)) = Ox
div(f) = pz;x ord,(f) - p

L(div(f))={g € k(X)*| divg+divf>0 }U{0}

<div(g-f)>0
=g€L(div(f))eg fFEOX(U)

b) D=3 exep-p, P={p € Xle, #0} = {p1,....pn}. Sei U C X offen, [UNP| <1~
solche U tberdecken X.

Zu zeigen: L(D)(U) = Ox(U)

1. Fall: UNnP=1
= L(D)U)={g9g € k(X)*|[VpeU:ord,(g) >0} U{0} = Ox(U)

2. Fall: UNP ={p}
= L(D)(U) ={g9 € k(X)|V g€ U,q#p;:ord(g) >0 und ordy,(g) + e,, > 0}
Wahle Uniformisierende ¢; von Ox,, = ord,, (t;) = 1. Mache U eventuell kleiner, so
dass ord,(t;)) =0V ¢ € U\ {p:}.
= ord,, (t;" g) = e,, - ordy, (t;) +ord,,(9)) V ¢ € U\ {pi} : ord,(t;" g) = ord,(g)

—

= g€ LD)(U) & ;" g€ Ox(U) & g € = - Ox(U)
)

c) Zeige: L(Dy+ Dy) = L(D1) ®o, L(Ds2)
L(D;)®0, L(Dy)(U) ist garbenassoziiert zu U +— L(D;)(U) ®0, L(Ds)(U). Wihle Uber-
deckung X = U U; wie in b). Auf U; sei t; Uniformisierende.

i€l
= 'C(Dl)(Ui) = Ep OX(U) £<D2)(Ui) = elp (Uz) (Dl — Z(‘p p, Dy = fop : ]’)

7

LDy + Do)(U) = e

€p; +€p;
ti

= lokal haben wir Isomorphismus

L(D1)(Us) ®@ox ) L(D2)(U;) —  L(D1+ Da)(Us)

/ g fg
t;" ® — errer
3 K3
1 1 h
h’(tjp ® t‘?p) — errep
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Ubung 10 vom 3. Juli 2012

Aufgabe 1 (3 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum, U C X eine offene Teilmenge von X und F eine Garbe auf
U.Ist j: U — X die Inklusion, so ist die durch Null fortgesetzte Garbe, j(F), definiert
als die zur Pragarbe

VH{ F(V) firVCU
0 sonst

assoziierte Garbe auf X.

Sei nun X ein Schema und U # X ein offenes, dichtes Unterschema von X.

Zeige, dass j(Op) nicht quasikohdrent ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien X und Y noethersche Schemata und f: X — Y ein endlicher Morphismus.

a) Zeige: Ist F eine kohdrente Ox-Modulgarbe, so ist f.(F) eine kohdrente Oy-Modulgarbe.

b) Finde ein Beispiel dafiir, dass a) selbst fiir Varietiten iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper k falsch ist, wenn f nicht endlich ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei X ein noethersches Schema und F eine kohérente Ox-Modulgarbe auf X. Zeige:

a) Die Garbe F ist genau dann lokal frei, wenn fir jedes x € X der Halm F, ein freier
Ox z-Modul ist.

b) Ist A ein lokaler Ring und sind M und N endlich erzeugte A-Moduln mit M @4 N = A,
dann gilt M = A= N.
Hinweis: Lemma von Nakayama

c) Gibt es eine kohdrente Ox-Modulgarbe G auf X mit F ®o, G = Oy, so ist F lokal frei
vom Rang 1, d.h. invertierbar.

Losung 1
V C
Xtop.Raum,UQX,]:GarbeaufU,j:U<—>X,Préigarbe73;vi_>{.7:( ) ,VCU

A
, sonst

assoziierte Garbe jy(F)

X Schema, U C X offen, dicht, U # X

Zu zeigen: 5)(Oy) nicht quasikohérent

Sei Spec R =2 V C X offen, affin, irreduzibel, V' & U (existiert, da U # X). U dicht
=VNU#0.SeizeUNV ~ 2z € SpecR = Oy, = Rx

71(Ov)x = Ovavae = Ovs = Rx

Annahme: 5,(Oyp) ist quasikohérent

= 1(Ov)|lv =7 (6;%‘/) (die Tilde geht iiber den ganzen Term)

Sei s € ji(Oy)(V), x € V \ U. Fir alle U, Umgebung von z gilt P(U,) =0

= j[(OU)X =0

=sx=0

= 3 U, C V offene Umgebung von x mit s|psy = 0, insbesondere gibt es f € R\ {0} mit

s|D(f):0:>E|n€N:f”-s:0$>s:0

R nullteilerfrei
= j1(Ov)lv =04
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Losung 2
X, Y noethersche Schemata, f : X — Y endlich

a)

Zu zeigen: F koharente Ox-Modulgarbe = f.(F) kohdrente Oy-Modulgarbe

=Spec R
F koharent :< X noethersch und fir alle U C X offen, affin gibt es endlich erzeugten

R-Modul My mit F|y = My

Sei Spec S = V C Y offen, affin. f~1(V) = Spec R affin, offen in X, R endlich erzeugter
S-Modul (S-Modul durch f).

F kohdrent = 3 endlich erzeugter R-Modul N mit F|s-1(y) = N, fly-1qvy : Spec R —
SpecS, ~a:5 — R

Bemerkung 9.7 = f.N =, N, wobei ,N = N, aufgefasst als S-Modul durch a.

N endlich erzeugter R-Modul, R endlich erzeugter S-Modul =, N endlich erzeugter
S-Modul

= fuFlv = f*N = N = f«F kohérent

b) k < k[z], k[z] nicht endl. erzeugbar als k-Modul = f : Spec k[x] — Spec k nicht endlich
T H}/,—/
F = Ox = F kohérent v/
[:0x(Y) = F(X) = k[z] — nicht kohérent
Losung 3

X noethersches Schema, F kohérenter Ox-Modulring

a)

Zu zeigen: F lokal frei &V o € X : Fx ist freier Ox ,-Modul

Hier habe ich in der Ubung einen Fehler gemacht (das mit dem von den Relationen

erzeugten Untermodul macht leider doch keinen Sinn), daher hier noch einmal mein Weg

(Jonathans gilt noch), in richtig:

b=V

»<="“1 Sei U = Spec R eine offene affine Umgebung von x € X. Die Garbe F ist koharent,
also existiert ein endlich erzeugter R-Modul M, so dass Fly = M. Weiter ist
Fy = M, ein freier Ox, = R,-Modul. Wie in der Ubung, wihle ich freie Erzeuger

(U1, $1)],--,[(Un, sp)] von F, als R,-Modul. Da wir ohne Einschrankung U durch
N, U; ersetzen konnen, gilt ohne Einschrankung U = U; = --- = U,. Dann
kénnen wir die s; zu einem Erzeugendensystem {s1, ..., Sn, Sni1,- -+, Spim von M

erganzen. In F, gilt s,1; = >1" | o ;s; mit o, ; € R,. Es gibt demnach eine offene
affine Umgebung V; C U von z, auf der gilt s,4; = >>1"; o js;. Wieder schneiden
wir diese (endlich vielen) V; und finden im Schnitt eine offene, affine Umgebung V'
von & mit Fly = N, wobei N = (s1|v, ..., sn|v)r_asoq. Dieser Modul ist frei, den
jede Relation in N wiirde eine Relation in F, ergeben (wéhle V irreduzibel - wie
in Aufgabe 1), im Widerspruch dazu, das M, = N, frei in den s; ist.

Zeige: A lokaler Ring, M, N endlich erzeugte A-Moduln, M @y N=A=M=N=A

Sei m maximales Ideal von A, k := A/m

Am@sM e, N2 Al @, A=Ay =k

Behauptung: k®4 (M @4 N) = (k®a M) @ (k@4 N)
Denn: a@m@n— (a®@m)® (1®n)
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A-lineare Fortsetzung ~» ¢ 1 k®4 ... — ...

(ab@m)®@(1®n)=(a®@m)® (b®n) = ¢ surjektiv = dimg(k @4 M) @ (k@4 N) <1
Annahme: ,= 0¢

==kQa4M=0o0der k@, N =0

EBhk@AM=0 (ko M=/ c,m =M/

Nakayama
:

> M=mM+0
= A=M®s N =04

= dimg(k ®4 M) =0
M/mM = A/m oyamy ) o A, N = A analog
M =mM + (X) A-Modul
c) Zeige: G koharente Ox-Modulgarbe, F ®0, G = Ox = F lokal frei von Rang 1
(F ®0y ) = Oxy

=Fx®0x ,9x

2 Fx = Ox, Dew. v.2) F ist lokal frei von Rang 1.

M=20
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Auf diesem Blatt bezeichne k immer einen algebraisch abgeschlossenen Koérper.
Aufgabe 1 (4 Punkte)
Betrachte das integre Schema X = Proj( k[z,y, 2]/(y*z — 2?)).

a) Finde einen Primdivisor W auf X, fiir den ordy, keine diskrete Bewertung auf k(X) =
Quot Ox w mit Bewertungsring Ox w ist.
4y,

b) Berechne den Hauptdivisor von

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei X ein noethersches integres separiertes Schema. Sei weiter V' eine echte abgeschlossene
Teilmenge von X und U := X \ V. Zeige:

a) Die Abbildung

Cl(X) — ClU)
an‘Yi > an(Yz NU)
ist ein surjektiver Homomorphismus. Dabei gehe die Summe auf der rechten Seite nur
iber die nichtleeren Schnitte Y; N U.
b) Ist codimxV > 2, so ist die Abbildung in a) ein Isomorphismus.

c) Ist V irreduzibel und codimxV =1, so ist die Sequenz
Z — Cl(X) = ClU) =0
exakt. Dabei sei die erste Abbildung definiert durch k — k- V.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei R := klx,y,z]/(xy — 2%) und X = Spec(R). Zeige:

a) X ist ein noethersches integres separiertes Schema, das nicht lokal faktoriell ist.

b) CI(X) = Z/27Z.
Hinweis: Benutze Aufgabe 2 c) mit V = x-Achse. Zeige: 2 -V = div(y), wobei y als
rationale Funktion auf X aufgefasst wird. Benutze Proposition 11.3 und zeige, dass V'
kein Hauptdivisor ist.

c) CaCl(X) = 0.
Hinweis: Cartier-Divisoren sind die Weil-Divisoren, die lokal Hauptdivisoren sind.
Losung 1
X g (K.
a) Finde Primdivisor W, so dass ordy nicht diskrete Bewertung auf k(X) = Quot(Ox w)
mit Bewertungsring Ox w ist.

Ein singlarer Punkt von X ist (z,y)=(0:0:1). W = {(x,y)} ist integres, abgeschlossenes
Unterschema der Kodimension 1 ~» Primdivisor ~» affine Umgebung von W:

D, (z) = Spec (k[i, %]/Zé _ (:c)3> >~ Spec (k[x,y]/y2 _ x3>

z

() wiR- T raudeal oiR- R (B) =/,
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OX,W = (k[‘ray]/yQ _ 1:3)

(z,y)

112

KW) = OX’W/mW - (k[x’ y/(y2 -tz 3/))((» "

ordy & = dimar) (O3 ) < dim(H81/,2),) =2
——
1k+yk

ordy y = dimy (OX,W/(y)> ® dim(k[x]/xs)(x) =3

ord (%) =ordyy—ordyz=3—-2=12>0, aber £ € Oxw = Bewertungsring zu ordy,
nicht OX,W-

Hauptdivisor zu Ljyz

Das Schema X ist 2-dimensional. Primdivisoren haben Kodimension 1, sind hier also
eindimensional und entsprechen damit den abgeschlossenen Punkten in der projektiven
Varietat, die von dem Funktor ¢ aus Proposition 3.8 auf X abgebildet wird. Fiir die
Punkte (0:0:1) und (0:1:0), d.h. fiir die Primdivisoren W = {(z,y)} und W = {(z, 2)},
rechnen wir die Ordnung von %y wie folgt aus:

ordy x +y = dimy, (k[:c, y]/(gf — 3 x+ y))(x,y)

(e —9) , = (12)

W= {(z,2)} ~ gehort zu (0 : 1 : 0), hat affine Umgebung D, (y) = Spec (k[Zv i]/z _ (w)?’)
Yy

Spec (k[:r;, Z]/Z _ x3)
T +y r+1
z z

K(W) 2k, OX,W/(Z) = (k[x]/x?’)(x) = ordy, 2 =3

O = (1),
OX,W/(x + 1) o (k[z]/z 1)(2) ~0)= ordw(gj + 1) =0 = ordW %"‘1 = -3

Alle anderen Punkte auf X haben die Form (a:b:1) mit (a,b) # (0,0) und gehoren zu
Primdivisoren der Form W = {(z — a,y — b)}. Wegen b* = a* folgt aus a = 0, b =0 und
umgekehrt, es gilt also a # 0 und b # 0. Eine affine Umgebung von W ist

() ())) = e snaor )

yund (W) = Oy i /my, = k. Die rationale

ry

D, (z) = Spec (k ol

Daher gilt O, 5 = (k[z,y]/(y* — 2%))
Funktion £ + ¥ wird zu = + y.

Gilt a+b#0,s0ist z —a+y—b+# x+y. Dax+y Grad 1 hat und k nullteilerfrei
ist, liegt x + y nicht in (z — a,y — b), ist also eine Einheit in O, . Hier gilt demnach
Oy v/ (x+y) =0 und ordy (z +y) = 0.

(ff*a:y*b
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Gilta+b=0,s0ist t —a+y—b=2x+y und = + y ist keine Einheit. Es gilt:

O)gﬁ//(x + y)

s
RT IR 1R

Wegen a # 0 ist 22 in obigem Ring auf jeden Fall eine Einheit. Ist zusitzlich a # 1, so
ist auch (1 — ) eine Einheit und wie oben gilt O, /(z +y) = 0 und ordg; (x +y) = 0.
Fir a =1 (also b = —1) ist

Oyiw/(x+y) = (Klz]/(1 =) =k

also gilt ord (z +y) = 1.
Der Divisor zu = + y hat somit die folgende Gestalt:

div (“2) =2 {@y)} =3 {(@ )} +{w — Ly + 1)}

Losung 2

a)

Sei Y ein Primdivisor auf X, d.h. ein integres abgeschlossenes Unterschema der Kodi-
mension 1. Ohne Einschrankung betrachten wir nur die Y mit Y N U # 0.

Das Unterschema Y N U ist abgeschlossen in U. Da X irreduzibel ist, liegt U dicht in X
und die Dimensionen von Y und U NY sind gleich. Die Reduziertheit von Y iibertragt
sich direkt auf alle Unterschemata, also insbesondere auf Y N U. Eine Zerlegung von
Y NU in echte abgeschlossene Teilmengen induziert eine Zerlegung von Y, also folgt aus
der Irreduzibilitdat von Y die von Y N U. Insgesamt haben wir gezeigt, dass Y N U ein
Primdivisor auf U ist.

Nun betrachten wir ein f € k(X) = Quot(Ox,y). Dann ist f|y ein Element im Funk-
tionenkorper k(U) = Quot(Opynr) und da die Ordnung eine lokale Eigenschaft ist und
UNY # 0 gilt, ist ordy f = ordyny f|y. Hauptdivisoren werden also auf Hauptdivisoren
abgebildet und damit ist die angegebene Abbildung wohldefiniert.

Es bleibt noch die Surjektivitat zu zeigen: Sei Y C U ein Primdivisor. Es gilt YNU =Y,

weil Y abgeschlossen in U ist. Da U dicht in X ist gilt codimx(Y) = codimy(Y) = 1.
Wir haben also einen Primdivisor auf X gefunden, der auf Y abgebildet wird.

Ist die Kodimension von V' mindestens 2, so kann V' keine Teilmenge von Kodimension 1
enthalten. Daher gilt fiir alle Primdivisoren Y in X, Y N U # () und die oben definierte
Abbildung ist injektiv.

Nach a) wissen wir bereits, dass ¢: CI(X) — Cl(U) surjektiv ist. Es bleibt also zu zeigen,
dass Kern(yp) = Bild(¢) mit i: Z — CI(X),k— k- V.

Wegen UNV = () ist (V) = 0 und somit Kern(p) 2 Bild(i). Ist umgekehrt W ein
Primdivisor aus Kern(p), so gilt UNW = (), also W C V. Da V und W beide irreduzibel
sind und dieselbe Dimension haben, folgt V' = W, was Kern(y) C Bild(7) beweist.

Losung 3

R

— k[xayaz]/(my . 22)7 X = SpecR
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2)

Zu zeigen: X noethersches, integres, separiertes Schema, nicht lokal faktoriell (das heifit
nicht alle Ox , sind faktoriell)

X ist noethersch, integer, separiert v*

_ — (klx,y, 2
Betrachte p = (z,y, 2), R, = ( [,y ]/xy _ 22)(%%@
xy = 22, x,y, z sind keine Einheiten, z,y, z sind irreduzibel.

V=V ((y,2)) (,x-Achse”) ist irreduzibel, hat Kodimension 1.
X\V

I
Aufgabe 2 ¢): % = Cl(X) — CI( U ) — 0 exakt. y rationale Funktion auf X.
kv
hX: y=0=22=0=2=0

x Einh.

=>y:%z2

Oxy = <k[$’ Y Z]/xy — 22> =" (klz, Z])(z)

(y,2)
k(V) = Oxv /() 2 kla]o) = k(x), Oxv/(y) = (K2 2)/2)

dimyxyy=2=divy=2-V
I
K(V)
X \V =Spec(D(y)) = Spec R, R, = Kz, y,y7t, z]/xy 2= ky,y 2] = kly, 2],

R noethersch = R, noethersch Zrop 114 CX\V)=0

Wir wissen, dass C1(X) von V erzeugt wird und dass 2V ein Hauptdivisor ist. Zu zeigen
bleibt, dass V' kein Hauptdivisor ist, was wir in zwei Schritten beweisen:

(2)

Behauptung 1: ¢ := (y, z) ist kein Hauptideal (Erinnerung: V' = V(q) ).

Wire ¢ ein Hauptideal, so gibe es ein f mit f|y und f|z. Die einzige Relation in R
verandert den Grad eines Polynoms nicht und kann nicht auf Elemente von Grad 1
angewendet werde, also miisste f sogleich x und y sein, was nicht moglich ist.

Behauptung 2: Wére V = div(f) fiir ein f € k(X), so wére ¢ ein Hauptideal.
Siehe Beweis von Proposition 6.2 im Hartshorne.

Aus dem Beweis von Satz 3 b) sehen wir, dass der Hinweis stimmt und Cartier-Divisoren
genau die Weil-Divisoren sind, die lokal Hauptdivisoren sind. V' ist kein Hauptdivisor,
auch nicht lokal (er hat nur an einer Stelle einen Wert # 0, so dass ,lokal“ hier keine
Abschwéchung ist). Es gibt folglich keinen Cartier-Divisor zu V. Dagegen ist 2 - V' ein
Hauptdivisor, also erst recht lokal ein Hauptdivisor und somit in CaCl(X) gleich 0. Das
zeigt die Behauptung.
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Aufgabe 1 (5 Punkte)

In einer abelschen Kategorie A seien zwei Objekte A und B mit injektiven Auflésungen

0—A—1I°*und 0 - B — J*® gegeben sowie ein Morphismus f: A — B. Zeige:

a) Der Morphismus f kann zu einem Morphismus der Kettenkomplexe fortgesetzt werden,
d.h. es gibt Morphismen o*: I* — J* fiir k > 0, die das folgende Diagramm kommutativ

machen:
¥ d° d! d2
0 A I° It I?
0 B ; JO . J! - J? -

b) Ist (8%)r>0 eine weitere Fortsetzung von f auf die Kettenkomplexe, so sind (a*);>¢ und
(B%)k>0 »(ketten)homotop®, d.h. es gibt fiir k > 0 diagonale Morphismen h*: I* — Jk-1
mit of — ¥ = Rkl o @ 4 ek~1 o h* (dabei ist J~! = B).

c) Nun sei X ein Schema und F eine Garbe von abelschen Gruppen auf X. Zeige, dass
die Garbenkohomologie H*(X, F) nicht von der gewéhlten injektiven Auflésung von F
abhangt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei k ein Korper, X = Spec(k[z,y]) = A und U = X \ {(0,0)}. Betrachte eine offene affine
Uberdeckung von U und berechne die Cech-Kohomologie der Strukturgarbe auf U beziiglich
dieser Uberdeckung. Gib eine schoéne Basis fiir den (unendlichdimensionalen) Vektorraum
an, der dir dabei iber den Weg lauft.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Berechne die Cech-Kohomologie der konstanten Garbe Z auf der Sphére S? fiir die folgenden
zwei Uberdeckungen von S

a) durch zwei echte offene Teilmengen.

b) durch drei echte offene Teilmengen, so dass der Schnitt von je zweien homdéomorph zu
einer offenen Kreisscheibe und der Schnitt von allen dreien homoéomorph zu zwei offenen
Kreisscheiben ist. Natiirlich sollte man sich dafiir zunéchst per Skizze davon tiberzeugen,
dass eine solche Uberdeckung existiert.

Aufgabe 4 (zum Nachdenken, keine Abgabe)

In der Vorlesung haben wir die Cech-Kohomologie der konstanten Garbe Z auf S' zu einer
Uberdeckung berechnet, die aus zwei einfach zusammenhingenden Teilmengen U und V
besteht.

Mache dir an geeigneten Beispielen klar, dass die Kohomologie sich nicht mehr &ndert, wenn
man die Uberdeckung noch weiter verfeinert, d.h. durch {U; | i € N} ersetzt mit U; C U
oder U; C V fir alle i € N.

Losung 1

A abelsche Kategorie, A,B € Ob(A), 0 - A — I*, 0 — B — J* injektive Auflésungen,

f:A—B

a) Setze f zu Morphismus (a”);>¢ der Kettenkomplexe fort, o® : I¥ — J*. Seien a™! =
f,a% ..., a" gegeben.

111



Anhang A: Ubungen

0 A IO . [n—l Y In—l—l
N
f /// af an—! /// o™ m /Kern(dm) i antl
0 B " JO ce Jn—l g Jn - Jn—i—l

Fiir x € Kern(d") = Bild(d"™!) gilt: es gibt ein y € I"! mit d"}(y) = z = " (a"(v)) =

e"(a™(d" 1 (y))) = e"(e" (" (y))) = 0 = e” o a" ist auf ]n/Kern(d”) wohldefiniert.
=0

JH injektiv, 1 n/Kern(d”) < "1 Monomorphismus = Es gibt Fortsetzung a"*! :

It — J™ yon e™ o ™. Nach Konstruktion gilt: a"™! o d® = e" o a®

Seien (a¥)gso und (4%)>o Fortsetzungen von f auf die Kettenkomplexe. Wir konstruieren
diagonale Morphismen h*: I* — J*=! mit o* — g¥ = h¥*1od¥ e~ 1o h* wobei J~! = B,

1=Aund J2=0.
0 A2
Setzen wirh™': A — Qund 1°: I° — B hlf_fl% l 0_ g0
konstant 0, so gilt f—f = h%p+0oh~!.
0 B J°
P el
Seien nun h~!,... A" mit der gewiinschten Eigenschaft gegeben.

Fiir x € Kern(d") = Bild(d"™!) gilt: Es gibt ein y € I"~! mit d"~!(y) = z, also gilt

("= 8" — (@) = (o= B — e o (@ (y)
= (a"o d” 1 6” od" ! —e" Lo hmod" ) (y)
= (e" o —emloprt —erlo o dh 1) (y)
= (o < o d )
(oo m ) () = 0
Also faktorisiert o — " — e 'h"
I e+l iber  I™/Kern(d") und  in-
5 \ duziert einen Morphismus
w 4 / F+: I/ Kern(d”) — J°. Da J"
! ["/ Kern(d™) / injektiv ist und 1"/ Kern(d") — "t
E P ein  Monomorphismus, gibt es ei-
o =l 7 Rt o e ne Fortsetzung h"*': "1 — J"
J" Tt AR von h"tl. Nach Konstruktion gilt

htlodt = a™ — B — e Lo A"
Mit Hilfe von a) und b) zeigen wir nun, dass die Garbenkohomologie nicht von der ge-
wahlten injektiven Auflésung abhéngt.
Seinen 0 — F — I* und 0 — F — J*® zwei injektive Auflosungen der Garbe F auf dem
Schema X. Nach a) lisst sich id: F — F zu (aF)gs0: I* — J* und zu (8F)ps0: J* — I°
fortsetzen.

0—sF-fop 2, p 4, 0—Fr 2o < e
el e el e
0 F Jo Jt 0 F J 7!
P e0 el ¥ do d!
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Dann sind (id)x>o und (8% o @*);>¢ beides Fortsetzungen von id: F — F nach I* — I°.
Nach b) gibt es also Morphismen h*: I* — [%71 50 dass B¥oak —id = h* lod* +d*~1oh*.
Wir entfernen die erste Spalte, wenden den globalen Schnittfunktor an und erhalten
das folgende Diagramm von abelschen Gruppen (die zum Garbenmorphismus g gehorige
Abbildung auf ganz X, g(X), nennen wir §):

0 (X, 1% DX, 1Y) rx, 2 —*
iL2
B2oal —id Bloal —id B2oa? —id
0 1 2
0 D(X,1%) ———— (X, I') ———— (X, I*) —

Fir k > 0 gilt: Wegen afod" ! = d*'oa* ! und fFod*! = d* 1o *1 st BFoak —id auf
H*(T'(X, I*)) wohldefiniert. Sei 7 = x + Bild(d*"!) € H*('(X,I*)), d.h. z € Kern(d").
Dann gilt:

(3% o a* —id)(@) = (BF o & —id)(z) = WF Lo d* () + d* Lo i (z) = 0
—_—
=0 €Bild(dF—1)

Es folgt 3* o @ = id. Ganz analog erhélt man & o % = id und somit H*(T'(X,I*)) =
HET(X, J*)).

Losung 2
k Korper, X := Spec(k[z,y]) = A2, U = X \ {(0,0)}. Uberdecke U affin durch D(z) und
D(y) ~» Koordinatenringe k[z,yl., k[z,y],

In Schemawelt: Uy := Spec(k[z,y, 1]), Uz := Spec(k[z, y, i])
U= {U, Uy}

Berechne die Cech-Kohomologie von Oy:
CO(8, Op) = Ou(Uh) x Oy (V) = klz,y, 1] % k[z,y, ;]
CHLU, Op) = Ou(Ur N Uz2) = k[, ylay = kl2,y, 35y lay
k>2:C*U,0p)=0
0—C°%Cl 0
e { ct - !
(f9) = g—f
f € klz,y, 5], g € klo,y, ;] mit f—g =0in klz,yl,y, = f = g € klz,y] = Kern(d’) =
ko, y) = HO(4, Oy)
Sei f= X fijxiyja 9= Z gijmiyj ~g—f= Z (fij — gij)xiyj + X fijxiyj + 2 gijxiyj
1,JEL >0 1<0 7<0

ijEL > ]
7>0 >0 =0 >0 i>0
A0 — [F — iy
= Bild(d") ={k= X hya'y’}
1,JEL
i>0vj>0

HY (U, 0p) = Kern(dl)/Bild(d()) = (2"’ |i<0,7<0) k-Vektorraum

113



Anhang A: Ubungen

Losung 3
Cech-Kohomologie der konsta

a) U = {Uy,Us}, Uy, U echte,

U, N U, ist zusammenhangend |
= C'(U,Z) 2 Z x Z, CY(U,Z) = Z, fiir alle k > 2 gilt C*(YU,Z) =0

/

N 7/

. 0 /
L 0=C"S 0t =0

s

b) U = {U, Us, norph zu zwei

COW, Z) = Z(UL) x Z(U) x Z(Us) = Z3, CM (8L, Z) = Z(UaNUs) X Z(U,NUs) x Z(UNUy)
73, C2(W, Z) = Z(U, N Us N Us) 2 73, fiwr alle/k > 3 gilt C*(ULZ) =0

\

0— "% et 2o
B S N L
‘ (fagah) = (h_g7h-_fug_f) i

Kern(d®) = {(f,f. /)If € Z} = Z
Blld(do) = {(h_gah_ fvg - f)|hagaf € Z} = {(.’E,y,Z) € ZS|‘T =Yy Z} =7
ct = Cc? =72
1. 1\ ~ 72 : 1\ ~v
d : { (@1.2) > (T—ytmz—y+2) , Kern(d") = 77, Bild(d") = Z
HO(4,7) = ', 2) = Kern(d') g0y = 22 f2 = 0, 2, 2) = 2y, = 7, fiir alle

k>3 gilt H*(U,Z) =0
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Glossar

F|G|H|I|K|L|M|R|T|V
F

Funktor Eine Abbildung zwischen Kategorien. Es wird zwischen kovarianten Funktoren
und kontravarianten Funktoren unterschieden. F'ur einen kovarianten Funktor F' gilt F' :
More(X,Y) — Morp(F(X), F(Y)), im kontravarianten Fall hingegen gilt F' : More(X,Y) —
Mor.alD(F(Y), F(X)). 7

G

GL, (GL) Allgemeine lineare Gruppe, Gruppe aller regul'aren n x n-Matrizen mit Koeffizi-
enten aus einem K'orper K. 45

H

Halm Ein Halm Oy, einer quasiprojektiven Variet'at V' "uber einem K'orper K in z € V
ist definiert als Oy, = {[(U, f)]~ : U offene Umgebung von z, f € Oy (U)} wobei (u, f) ~
(U f) < forv = firu- 18

Holomorphe Funktion In jedem Punkt aus U C C komplex differenzierbare Funktion. Ist
sie auf ganz C komplex differenzierbar, wird sie auch eine ganze Funktion genannt. 9

I

Ideal Eine Untergruppe der additiven Gruppe eines Ringes die abgeschlossen bez"uglich der

Linearkombination ist (also ein Modul). Das bedeutet, dass f'ur jedes r € R, a € I stets

ra € I ist, man also mit der Multiplikation nicht aus dem Ideal herauskommen kann. In nicht

kommutativen Ringen muss zwischen Links- und Rechtsidealen unterschieden werden, dabei

werden Ideale, die sowohl Links- und Rechtsideale sind, als zweiseitige Ideale bezeichnet.
Primideal Ein Ideal, bei dem f"ur jedes Produkt auch mindestens ein Faktor darin liegt,
also f'ur ab € pist a € p oder b € p. 14

integer irreduzibel und reduziert (auf englisch ,integral). 48, 110

K

Kategorie Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse von Objekten Ob(C), Mengen
More(X,Y) von Morphismen von Objekten und Verkn'upfungsabbildungen More (Y, Z) x
More(X,Y) — More(X, Z), (g, f) — go f (das o wird h"aufig weggelassen). Dabei ist das
neutrale Element der Identit"atsmorphismus idy : X — X. Mit dom(f) bezeichnet man die
Quelle (domain) eines Morphismus f, mit cod(f) das Ziel (co-domain). 7

Keim Die Elemente eines Helmes, Schreibweise f, := (U, f)~. 9

L
Lokaler Ring . 18
M
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Modul "Uber einem kommutativen Ring mit Eins eine additiv abelsche Gruppe, deren Mul-
tiplikationen mit Ringelementen eines Ringes wieder im Modul liegen. Es gelten die Asso-
ziativit'at und das Distributivgesetz. Man kann das ganze als ,Multiplikation mit Skalaren*
interpretieren, wobei die Ringelemente die ,,Skalare* und die Modulelemente die ,,Vektoren*
sind. 25
Morphismus Allgemein eine Abbildung zwischen zwei Objekten X und Y einer Kategorie
C. Die Menge der Morphismen einer Kategorie wird mit More(X,Y') bezeichnet (sieche auch
Definition 1.5). 7
Homomorphismus Eine Abbildung zwischen zwei algebraischen Strukturen, die die
Verk"upfungen erh"alt. 16
Isomorphismus Ein Morphismus f : X — Y mit beidseitigem Inversen g : Y — X, das
heifit fog =1idy und go f = idy. Allgemein gesprochen ist ein Isomorphismus eine Abbil-
dung, die zwei algebraische Strukturen umkehrbar eindeutig aufeinander abbildet, beide
sind also ,sozusagen gleich”. Dazu muss die Abbildung ein bijektiver Homomorphismus
sein. 10

R

Regulire Funktion Eine Abbildung f : U — A'(K), die regul'ar ist f'ur alle p € U, wobei
U C V offen und V. C A"(K) eine affine Variet'at ist. f heifit dabei regul'ar in p, wenn
es eine Umgebung U, C U von p gibt und g,h € K[V] mit h(z) # 0 und f(z) = % f'ur
alle z € U,. Dieser Begriff wurde in der Vorlesung , Algebraische Geometrie I im Semester

zuvor definiert. 7
T

Topologischer Raum Eine Menge X zusammen mit einer Topologie T', das heif3t einem
Mengensystem das offene Teilmengen von X definiert, wobei die leere Menge, die Grund-
menge, der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen und die Vereinigung beliebig vieler
offener Mengen offen sind. 7

v

Varietat Eine algebraische Variet'at ist ein geometrisches Objekt, das durch Polynomglei-
chungen beschrieben werden kann.
Affine Variet"at Eine irreduzible affine algebraische Menge "uber einem K'orper. Affine

algebraische Mengen sind definiert als Teilmengen {x € K"|fi(z) = ... fi(z) = 0} eines
affinen Raumes K™, wobei K ein K'orper und {fi,..., fx} eine Menge von Polynomen
in K[Xy,...,X,] ist. Eine quasi-affine Variet'at ist eine offene Teilmenge einer affinen

Variet'at. 15

Projektive Varietat Eine irreduzible projektive algebraische Menge "uber einem K'orper.
Projektive algebraische Mengen sind definiert als Teilmengen {x € P"|fi(z) = ... =
fr(x) = 0} eines Projektiven Raumes P™ "uber einem K'orper K. Dabei sind fi,..., fx
homogene Polynome in K[Xy,...,X,] und © = [z9 : ... : x,] ein Punkt in P". Eine
quasi-projektive Variet'at ist eine offene Teilmenge einer projektiven Variet'at. 7
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Anhang B
Gastebuch

Hier kann jeder, der géBere Anderungen oder Korrekturen am Skript vorgenommen hat, sei-
nen Namen und einen Kommentar hinterlassen. Kleinigkeiten wie Rechtschreibfehler miissen
nicht unbedingt sein (und bei meinen Tippfehlern wére das Géastebuch grofier als das Skript),
aber ein korrigierter Satz, ein vervollstandigter Beweis, solche Sachen, einfach damit jemand
der eine éltere Version des Skriptes hat schnell den Unterschied finden kann. Oder hinterlasst
einfach ein Paar nette Worte :-)

Zum Schreiben im Géstebuch stehen euch folgende Umgebungen zur Verfiigung (neben den
tiblichen aus dem Skript):

\begin{gast} \begin{komm} \begin{korr}

\end{gast} \ex;c'lw.{komm} \e1.1c'1{korr}

Gastebucheintrige sind fiir alle Arten von Eintragen gedacht. Kommentare sollten nur fiir
wichtige Sachen verwendet werden und auch blofl, wenn man sie nicht direkt in das Skript
einbauen kann. Korrekturen sind da um groflere und wichtige Korrekturen festzuhalten,
damit man schnell weiflwas sich seit der letzten Version wichtiges gedndert hat.

Dieser Teil ist absichtlich am Ende, damit man ihn beim Drucken einfach weglassen kann.
Wenn jemand einen weiteren Anhang einfiigen mochte, dann tut das bitte vor dem Géste-

buch.

Gistebucheintrag (von Aleks am 23. April 2012)
Ich habe das Géstebuch angelegt. Thr konnt hier Aufzdhlungen verwenden:

1) Ist das nicht toll?
2) Ich kann sogar einen Link zu einem Eintrag setzen, wie zum Beispiel Definition 1.3

Kommentar (von Aleks am 13. Mai 2012)

Eine Sache, die mich immer gewurmt hat, ist dass das Skript einfach runtergeleiert aussah,
es sah nicht wie ein Buch aus. Das war auch kein Wunder, schliellich hatte ich die Doku-
mentenklasse report verwendet gehabt. Ich habe das endlich geandert, und wo ich schon
dabei war dachte ich mir, ich konnte auch gleich diese KOMA Script Klassen ausprobieren,
also in diesem Fall scrbook.

Das war eine gute Idee, die Klasse ist sehr anpassbar, ohne grofien Aufwand, man muss
sich nur in der riesigen Dokumentation zurechtfinden. Wo ich schon dabei war habe ich den
Code ein wenig besser kommentiert und aufgerdumt, falls jemand in Zukunft dieses Skript
als Vorlage verwenden mochte.
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