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Kapitel I

Schemata

§ 1 Affine Schemata

Dieses Semester wollen wir das bereits in der algebraischen Geometrie Gelernte auf ein anderes,
verallgemeinertes Konzept iibertragen, das bereits mit schwécheren Voraussetzungen Gutes lei-
stet. Wir werden auf einen algebraisch abgeschlossenen Koérper verzichten und uns lediglich auf
Ringe und ihre Lokalisierungen beschrinken. Ebenso werden wir, statt Punkte mit maximalen
Idealen zu identifizieren, Primideale heranziehen. Wir erinnern uns an die Basiskonstruktionen:
Sei I € k[X1,...,X,] ein Ideal. Dann heift V =V (I) = {x € k" | f(z) = 0 fiir alle f € I} affine
Varietit. Der zugehérige affine Koordinatenring ist definiert als k[V] := k[X1,..., Xn] /T. Der
Hilbertsche Nullstellensatz erlaubt folgende Identifizierung:

Punkte in V/ — maximale Ideale in k[V]
v e me={fekV] | f(z) = 0}

Die Zariski-Topologie auf dem k™ erkléart eine Teilmenge V' < k™ als abgeschlossen, falls es ein

Ideal I € k[X7,...,X,] gibt mit V' = V(I). Das Verschwindungsideal von V" ist

I(V) = {fek[X1,...,Xu] | f(z) =0 fiir alle z € V}
= {fek[Xy,...,X,] | fem, firalle z eV}

- N

zeV

Definition 1.1 Sei R ein Ring (kommutativ mit Eins stets vorausgesetzt).

(i) Das Spektrum von R ist

SpecR := {p < R | p ist Primideal}.
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(ii) Fur I < R heifst
V(I):={peSpecR | I < p}

Verschwindungsmenge von 1.
(iii) Fir V < SpecR heift
I(vy=\e

peV

Verschwindungsideal von V.

Beispiel 1.2 Sei R = Z. Es gilt SpecZ = {(0)} u {pZ | p ist Primzahl}. Fiir das von 6 erzeugte

Ideal ist die Verschwindungsmenge demnach

V(6) := V((6)) = {(2), 3)}.
Beachte: Die Primideale (2),(3) werden nun als Punkte aufgefasst! Fir I = (6,7) und V =

{(2),(3),(7)} gilt
V() =V((6,7) =

Weiter halten wir fest:

pespecR

wobei 4/ (0) das Nilradikal bezeichnet.

Bemerkung 1.3 Die V(I), I < R, bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf
SpecR, die Zariski-Topologie.

Beweis. Wir rechnen die Axiome einer Topologie nach:
(i) Esgilt V(R) = &.
(ii) Weiter ist V( (0)) — SpecR.

(iii) Fir Ideale I;,< R fiir i € J gilt

ﬂV(IZ-) = ﬂ{p eSpecR |I; < p} = {peSpecR|[;CpfiralleieJ} =V (ZL) .
i€J 1€J i€eJ

(iv) Seien I;,I < R. Dann ist
V(L)OV (L) = {peSpecR| I S poder I < p} & {peSpecR| ik € p} = V(LAD).

Zu (x): Sei I} &€ p. Dann wihle f € I;\p. Dann ist fg € p fiir alle g € I, also g € p fiir alle
g€ I, also I < p. [l
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Proposition 1.4 Es ergeben sich folgende Identititen:
(i) Fiir jede Teilmenge V < SpecR gilt V (I (V)) =V.
(ii) Fiir jedes Ideal I < R gilt I(V (I)) = /1.

Beweis. Ubung.

Beispiel 1.5 Sei R = R[X], I = (X?+1). Dann ist I ein Primideal in R[X]. Per Definition folgt
damit V(I) = {I}, also I(V(I)) = I({I}) = I. Die Konstruktionen der algebraischen Geometrie

liefern diese Behauptung nicht!

Beispiel 1.6 Betrachte den Ring R := k:[X](X) = Op1()- Es gilt
SpecR = {(0), (X) = m}.

Allgemeiner lasst sich sagen: Ist S ein diskreter Bewertungsring, so ist SpecS = {
Abgeschlossenen Teilmengen von SpecR sind gerade ¢, Spec R,V (m) = {m},V((0)) = S
Die Zariski-Topologie ist also gegeben durch Z = {7, SpecR, {m}}. Weiter ist {(0)} = SpecR.

Bemerkung + Definition 1.7 (i) Sind p,q € R Primideale mit p g, so ist q € {p}.
(ii) Ist R nullteilerfrei, so ist {(0)} = SpecR.
(iii) Ein Punkt 2 € X eines topologischen Raums mit {x} = X heift generischer Punkt.
(iv) Eine abgeschlossene Teilmenge Y < Spec R enthélt einen generischen Punkt genau dann,

wenn Y irreduzibel ist.

(v) Die maximalen irreduziblen Teilmengen von SpecR sind die minimalen Primideale in R.

Beweis. (i) Ist I € R mit pe V(I), so gilt I < p < q, also auch q € V(I). Damit ist
qe(\vi)= ) A={p}.
Icp A2V ({p})=p

(ii) Folgt direkt aus (i) und (0) € SpecR.

(iv) Sei zunéchst Y abgeschlossen und irreduzibel. Ohne Einschriankung gelte Y = V(1) fiir
ein Ideal I < R. Nach Voraussetzung ist dann I = p fiir ein p € Spec R. Damit ist p ein
generischer Punkt.

Sei nun Y < Spec R abgeschlossen und Y = V(I1) u V(I3). Sei nun p € Spec R generischer
Punkt von Y und es gelte ohne Einschréankung p € V(I;). Dann gilt Y = {p} < V(I;) also
V(1) =Y. Also ist Y irreduzibel.

Bemerkung 1.8 Seien R, R’ Ringe, o : R —> R’ ein Ringhomomorphismus. Dann ist die von
« induzierte Abbildung

fa : Spec ' —> SpecR, p—a’(p)
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stetig. Wir erhalten einen kontravarianten Funktor
Ringe — Top, {R,a} --» {SpecR, fa}.

Beweis. Sei V(I) < Spec R abgeschlossen. Es gilt

[P (VID) = {peSpecR | falp) = a ' (p) € V(I)}
= {peSpecR | al(p) 21}
= {peSpeck’ |p2a(l)}
= Vi(a(l)),
womit die Stetigkeit von f, folgt. O

Bemerkung 1.9 Sei k algebraisch abgeschlossen, V- < A™(k) affine Varietat. Dann ist
p:V —> Spec (k[V]), T — my
injektiv und stetig.

Beweis. Injektivitat ist klar, denn verschiedene Punkte haben verschiedene maximale Ideale. Ist

nun I < k[V] ein Ideal, so ist
WLV = p T (e V]| TS m)) = V() €V,
womit die Stetigigkeit folgt. O
Bemerkung 1.10 Sei R ein Ring, f € R. Definiere
D(f) = SpecR\V(f) = {p < SpecR | [ ¢ p}.
Dann bilden die D(f) eine Basis der Zariski- Topologie auf SpecR.

Beweis. Sei U < SpecR offen, p € U. Gesucht: f mit p e D(f) € U. Sei V = V(I) = SpecR\U
fiir ein Ideal I € R. Da p ¢ V(I), ist I ¢ p. Sei also f € I\p. Dann gilt p € D(f). Aulerdem ist
f € q fiir alle q € Spec R mit I < q, also V(f) 2 V(I). Damit folgt insgesamt

D(f) < SpecR\V(I) =T,
die Behauptung. O
Proposition 1.11 Fir jeden Ring R ist Spec R quasikompakt.

Beweis. Sei {U;}ics eine offene Uberdeckung von X := Spec R. Ohne Einschriinkung gelte U; =
D(f;) fiir ein f; € R fiir alle i € J. Nach Voraussetzung ist

Uu: = Upw) = x, ﬂwm=v(2m0=@

i€ e i€ e
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also
R=1()=1 (v (Z(ﬁ))) = [ 2.
ieJ ieJ
Wir finden also i1, ...,i, € J sowie A1,..., A\, € R mit
L= Mefiy-

k=1
Damit ist n

k=1
und X ist quasikompakt. O

Erinnerung + Definiton 1.12 Sei R ein Ring, p € SpecR =: X.
(i) Wir definieren durch

R, = {;‘feR,geR\p}

die Lokalisierung von R nach p, wobei wir L statt (f,g)~ schreiben. Es gilt

g
(f,9) ~(f'.g) <= h(fg' — f'g) =0 fiir cin h e R\p
(ii) Sei U < X offen. Eine Abbildung
5:U—>URp, q— s(q) € Ry
peU
heifst reguldr in p € U, falls es eine Umgebung Uy € U von p und f, g € R gibt sodass fiir

alle q € Uy gilt g ¢ q und s(q) = g.
(iii) Die Menge

Ox(U) := {8:U—> URp

s ist regulér in allen p € U}
peU

heifst Ring der reguldren Funktionen auf U.
(iv) Die Zuordnung U — Ox (U) ist eine Garbe von Ringen auf X = SpecR.
(v) Das Paar (X, Ox) heifst affines Schema.
(vi) Fiir = p € X heiftt

Oxo.=1Us)[zelUc X offen ,s € Ox(U)} /
Halm der Strukturgarbe in x, wobei
(U,s) ~(U',s") <= Esgibt U" < U nU' mit x € U" und s|y» = §|yn.

Ox  ist ein lokaler Ring.
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Proposition 1.13 Sei R ein Ring, X = Spec R sowie (X, Ox) das dazugehorige affine Schema.
(1) Fiir jedes x = p € X ist Oxz = Ry.
(11) Fiir jedes f € R ist Ox (D(f)) = Ry.

Beweis. (i) Definiere

$:Oxe— Ry, [(U,s)]~ = s(p).

Dann ist ¢ wohldefinierter Ringhomomorphismus, denn fir (U,s) ~ (U’,s’) gilt s(p) =

s'(p).
injektiv. Sei [(U, s)] € Ox o mit ¢ ([(U, s)]) = 0, also s(p) = 0. Ohne Einschrankung sei fiir

alle qe U
s(q) = % € R, fiir geeignete a, f € R, f ¢ q.
Da s(p) = 0, gibt es also h € R\p mit h-a = 0 in R. Damit ist aber % = 0in Ry fiir alle

q€ D(h) nU 3z, also gerade s(q) = 0 fiir alle g€ D(H) n U. Es folgt
[(U,s)] =0 in Oxg,

wie gewiinscht.

surjektiv. Sei ¢ € Ry fir a€ R, f € R\p. Sei U := D(f), also x € U. Setze fur alle g e U

s(q) := 7 € R,
Dann gilt s € Ox(U) sowie s(p) = § € Ry, also
v (L)) = 5

womit die Surjektivitdt von ¥ und damit die Behauptung folgt.

Definiere nun
a

oimp—O0x (D). | (D05 |

injektiv. Sei ¢ (f%> = 0. Dann gibt es fiir jeden Punkt p € D(f) ein hy € R\p mit hp-a =0
in R. Sei
a:=Ann(a)={reR|r-a=0} <SR

das Annulatorideal von a. Es gilt a ¢ p fiir alle p € D(f), also V(a) € V(f). Dann ist aber
I(V(f)) = I(V(a)) = Va,
also f € y/a. Damit gibt es ein m € N mit f™ € a, also gerade af™ = 0. Damit gilt

a .
FZO lan,
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was zu zeigen war.
surjektiv. Sei s € Ox (D(f)), d.h. fiir jedes z = p € D(f) gibt es ein U, < D(f) sowie

(Ip € R, hp € R\p mit
i fiir alle q € U,.

Da D(f) quasikompakt ist, sei ohne Einschrankung

D(f) = U U,  Ui=D(h)
i=1
sowie fir allei e {1,...,r}
s= auf D(h;).

% das heift wir finden n € N mit

Auf D(h;) n D(h;) ist %Z =5
(hihjyl (aihj — ajhi) =0 in R.

Damit gilt
W hita; — Wi hlag) = 0.
Setze
ilj = h}H_l, iL, = h,LT»H_l, a; = a; ?, dj = ajh’;
Dann wird die Gleichung zu
- ai  a
hja; —hia; =0 <= s==—==.
i hy
Nun ist
T N m ~
D(f) = U D(h;)) = [fMe Z(h’) fiir einm > 1
i=1 i=1
m ~
= M= Z b;h; fir geeignete b; € R
i=1

Setze a := Y ;_; bja;. Dann gilt fir 1 < j <m
ahj = Y bihja; = > bihid; = a;f™,
i=1 i=1

also
o
fm
]

auf ganz D(f), womit die Behauptung gezeigt ist.

Proposition 1.14 Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, U € X = SpecR offen, X' =



12 I SCHEMATA

Spec R’ sowie
fo: X' — X, qm ¢ }a)

die von ¢ induzierte stetige Abbildung, d.h U’ = qu_l(U) ist offen in X'. Dann induziert ¢ einen

Ringhomomorphismus

¢u: Ox(U) — Ox/(U'), s du(s) = ¢y (s (fy(a))) € Ry,

wobei ¢y gegeben ist durch

¢p : By — Ry,

§ 2 Garben

Definition 2.1 Sei X ein topologischer Raum, C eine Kategorie. Eine Prdgarbe F auf X mit
Werten in C ist eine Zuordnung U — F(U), die jeder offenen Teilmenge U < X ein Objekt F(U)
in C sowie fiir je zwei offene U € U’ € X einen Morphismus p¥ : F(U') — F(U) in C zuordnet,
sodass gilt

(i) Fiir alle U < X offen gilt pl} = idz (1)

(i) Fiir alle U € U’ € U" < X offen gilt pY" = p¥ o pY, .

Bemerkung 2.2 Sei Off(X) die Kategorie der offenen Teilmengen von X mit den Inklusionen

als Morphismen, also

{L: U=V}, falsUCV
Morogx) (U, V) =

7, sonst.

Dann ist eine Prigarbe F auf X mit Werten in C ein kontravarianter Funktor F : Of(X) — C.

Definition 2.3 Eine Prigarbe F auf einem topologischen Raum X mit Werten in C heifst Garbe,
falls folgendes gilt: Fiir jedes offene U < X, jede offene Uberdeckung {U;}ic; von U und jede
Familie s; € F(U;) mit pg:mUj(si) = pgjnt (sj) fur alle 4,j € I gibt es genau ein s € F(U) mit
pgi(s) = g; flr alle ¢ € I. Anders ausgedriickt: Eine Pragarbe F ist eine Garbe, falls fiir eine

beliebige offene Teilmenge U < X und eine offene Uberdeckung {Ui}ier von U in der Sequenz

p1
FU) = HF(UD = .HIJ:(UimUj>'
i€ i,5€

F(U) der Equalizier von p; und py sowie pg injektiv ist. Die erste Forderung sichert uns, dass lo-
kale Daten, welche auf den Schnitten der U; tibereinstimmen, von globalen Schnitten herkommen,

wéahrend die Forderung der Injektivitat von pg die Eindeutigkeit impliziert.
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Beispiel 2.4 (i) Fiir eine quasiprojektive Varietat V ist Oy eine Garbe auf V.
(ii) Fir ein affines Schema X = SpecR ist Ox eine Garbe auf X.
(iii) Die Zuordnung U — C(U) := {f : U — R | f ist stetig } ist eine Garbe auf jedem
topologischen Raum X.
(iv) Sei Ox wie in (i) und (ii). Setze

O%(U) :={f € Ox(U) | f ist Einheit }.

Dann ist O% ein Garbe von abelschen Gruppen (betrachte die Abbildung f — exp(f)).

(v) Sei X ein topologischer Raum, G eine Gruppe. Setze G(U) := G fiir alle U < X offen sowie
pg, = idg fiir alle U’ € U < X offen. Dann ist G Pragarbe, aber keine Garbe! Betrachte
hierfir U = Uy U Us.

Bemerkung 2.5 Ist F Garbe von abelschen Gruppen auf X, so ist F(J) = {0}.
Beweis. Uberdecke ¢ durch {U;};ep. Fiir die (konsistente!), leere Familie der {s; € F(U;)}ies

gibt es genau ein s € F(J) mit pgszj(si) = ngmUj (s;) fiir alle ¢, j € . Damnit muss |F ()| = 1
gelten. L]

Definition 2.6 Sei X toplogischer Raum, F,G Pragarben auf X. Ein Morphismus ¢ : F — G
ist eine natiirliche Transformation zwischen F und G, d.h. fiir jedes U € Ob (Off(X)) ist ein

Morphismus ¢y : F(U) — G(U) gegeben, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

¢U’

F(U) g(u")
o oy
FU) o g(U)

Bemerkung + Definition 2.7 Sei F eine Prigarbe von abelschen Gruppen auf X, x € X.

(i) Wir definieren den Halm von F in x durch
For={U f)|zeUcX,se F(U)} /~
wobei
(U.f) ~ (U, f') <= Esgibt U cUnU, sodass pfju(f) = flur = f'lor = pin(f)-

F ist eine abelsche Gruppe fiir alle z € X.
(ii) Fiir jedes x € U < X offen ist

pg]:(U)_)]:x? f'_)[(Uaf)]:fx

ein Gruppenhomomorphismus. f, heifft Keim von f in x.
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(iii) F, ist der Kolimes des filtrierten Diagramms der F(U),z € U, das heifit: Ist G abelsche
Gruppe und ¢y : F(U) — G Gruppenhomomorphismus fiir jede offene Teilmenge U < X
mit x € U, sodass ¢y = ¢y o pg’ fiir alle x € U < U’ < X offen, so gibt es genau einen
Homomorphismus ¢, : F, — G, sodass ¢y = ¢, © pg fiir alle x € U.

(iv) Sei ¢ : F — G Homomorphismus von Priagarben abelscher Gruppen auf X. Dann indu-

ziert ¢ fiir jedes x € X einen Gruppenhomomorphismus v, : F,, —> G,.

Bemerkung 2.8 Sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf, U € X offen, s € F(U). Dann gilt

s=0 << s;,=0 firalexeUl.

Beweis. Wir zeigen die Notwendigkeit. Es gebe also zu jedem x € U eine Umgebung U, mit
slu, = 0, also pf (s) = 0. Die {Up}ger bilden eine offene Uberdeckung von U, die {s|y, }zetr
sind eine konsistente Familie von Schnitten. Nach Definition 1.3 gibt es genau ein t € F(U) mit
tly, = s|y, fir alle . Da 0 € F(U) diese Eigenschaft besitzt, folgt aus der Eindeutigkeit von s

bereits s = 0.

Proposition 2.9 Seien F,G Garben abelscher Gruppen auf X, ¢ : F —> G Garbenmorphismus.
Dann gilt

(i) ¢u ist injektiv fir alle U < X offen genau dann, wenn ¢, injektiv ist fir alle x € X.

(ii) Ist ¢y surjektiv fir alle U < X offen, so ist ¢, surjektiv fir alle x € X.

(111) ¢y ist bijektiv fir alle U < X offen genau dann, wenn ¢, bijektiv ist fir alle x € X.

Beweis. Wir zeigen die Notwendigkeit von (i) und (iii).
(i) Sei U < X offen, s € F(U) mit ¢y (s) = 0. Dann gilt ¢, (s;) = 0 fiir alle z € U, also s, = 0.

Damit folgt bereits s = 0.

(iii) SeiU < X offen, g € G(U). Nach Voraussetzung gibt es dann fiir jedes x € U ein s, € F,, mit
¢z (sz) = g. Also finden wir einen Représentanten (Uz, s(’”)) von S, mit quz(s(z)) = 9|u,.
Die {U,}zcv bilden eine offene Uberdeckung von U, (i) liefert also Injektivitit von ¢y, .
Damit ist {s(*)},c eine konsistente Familie, es gibt also s € F(U) mit s|y, = s*) fiir alle
x € U. Wegen

o (9)v, = ¢u, (s%) = gly,  fiirallexeU

gilt oy (s) = g. ]

Beispiel 2.10 Das Beispiel soll den fehlenden Pfeil in der vorangegangenen Proposition fiillen.
Betrachte den topologischen Raum X = C, die Garbe O der holomorphen Funktionen auf C sowie
die Garbe O* der invertierbaren holomorphen FUnktionen auf C. Betrachte nun die Abbildung
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¢ : O —> O, welche fiir offene Mengen U < C wie folgt definiert sei:
¢ : O(U) — O*(U), [ exp(2mif).

Dann ist ¢ ein Garbenmorphismus und die auf den Halmen induzierten Homomorphismen ¢, fiir
z € C sind surjektiv (denn lokal ist eine Funktion ohne Nullstellen invertierbar), auf U := C\{0}

ist ¢y aber nicht surjektiv!

Proposition 4 Definiton 2.11 Sei X ein topologischer Raum, F eine Prigarbe auf X.
(i) Es gibt eine Garbe F* auf X und einen Morphismus 0 : F — F* von Prigarben, sodass
0, : Fr —> F,F fiir jedes x € X ein Isomorphismus ist.
(i) Ft und 6 aus (i) sind eindeutig bis auf Isomorphie. Ft heifit die zu F assoziierte Garbe.
(11i) Wir haben folgende universelle Abbildungseigenschaft: Zu jeder Garbe G auf X und jeden
Morphismus ¢ : F — G von Prigarben gibt es einen eindeutigen Morphismus ¢ : F* —

G, sodass gilt p = ¢ 0 6.
Beweis. (i) Fir U € X sei

FHU) := {S:U—> U Fa,8(w) € Fy | Vo e U ex. Uy 32 und f € F(U,) mit s|y, = f}
zelU

Dann ist F' offensichtlich Garbe. Definiere weiter 6 fiir U < X offen mit « € U durch
O : F(U) — G(U), f(@) = fa

Dann ist § Morphismus von Prigarben und 6, Isomorphismus fiir alle z € X.

(ii) Folgt aus (iii).

(iil) Fiir U € X sei ¢y : FH(U) —> G(U) wie folgt definiert: Fiir s € F*(U) und x € U seien
U, und f® € F(U,) wie in der Definition von F*(U). Dann ist ¢y, (f®) € G(U,). Weiter
bilden die {U,},c eine offene Uberdeckung von U und es gilt

¢u, <f(x)) lv.~U, = 9U, (f(y)> U, U, -
Da G Garbe ist, existiert ein eindeutiges
H := ¢;(s) € G(U) mit hly, = ¢u, (f(””)> fiir alle = € X,
was zU zeigen war. 0
Bemerkung + Definition 2.12 Sei ¢ : F — G Morphismus von Garben abelscher Gruppen
auf X.

(i) Die Prigarbe U — ker ¢y ist eine Garbe, genannt Kern ¢.
(ii) ¢ heifst Monomorphismus oder injektiv, falls ker ¢ = 0.
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(111) Bild ¢ sei die zu U — im¢y assoziierte Garbe.
(iv) ¢ heifit Epimorphismus oder surjektiv, falls Bildg = G.

(v) ¢ ist Epimorphismus genau dann, wenn ¢, surjektiv ist fir alle x € X.

Beweis. (i) SeiU < X offen, {U,;}c; ist offene Uberdeckung von U, s; € ker ¢y, eine konsistente
Familie. Da F Garbe ist, existiert ein eindeutiges s € F(U) mit s|y, = s;. Fiir jedes z € X
sei i € I mit = € U;, dann ist ¢, (s;) = (¢v;(s:)), = 0, also ist (¢pu(s)), = ¢z(sz) = 0 fiir
alle x € X, nach 2.8 also ¢y(s) = 0.

(v) Es gilt

Bildp =G <= Bildg¢, =G, flirallexe X <= ¢, surjektiv fiir alle z € X,

es folgt also unmittelbar die Behauptung. O

Definition 2.13 Seien G < F Garben abelscher Gruppen auf X. Dann ist U — F(U) /g(U)
eine Priagarbe (i.A. keine Garbe!). Die dazu assoziierte Garbe F /G heift Quotientengarbe.

Beispiel 2.14 Sei X =S!, F =Cx = {f : X — R | f ist stetig } und G die konstante Garbe
G = Z. Wahle

. T 5T . 3m
Up = {(cosu,smu) |lue [—4,4}}, U := {(Cosu,smu) |lue [4,4]}.

Dann ist Uy n Us = D1 U Do, es gilt also G(Up n Us) = Z2.

Sei nun f; € F(Uy) mit fi|lp, = 0 und fi|p, = 1 sowie fo € F(Uz) mit fo = 0. Dann gilt
filu,~u, € G(Up N Us). Daraus folgt fl = 72 =0in F(U1 n Us) /g(Ul N Us) . Damit bilden 71 €
F(Ur) /g(Ul) und f, € F(Us) /g(UQ) eine konsistente Familie in der Prigarbe U — F(U) /g(U)
beziiglich der Uberdeckung X = U; u U;. Allerdings gibt es kein f € F(X) /g(X) = F(X) /z

mit f|y, = f1 und f|y, = fo = 0, mit anderen Worten, F /G ist keine Garbe.

Proposition 2.15 Sei X topologischer Raum, Sh(X) die Kategorie der Garben abelscher Grup-
pen auf X.

(i) Fiir jedes x € X ist die Zuordnung F — F, ein kovarianter, exakter Funktor
®, : Sh(X) — Ab, (p: F —G) = (¢o: Fo — Gu).
(i1) Fiir jedes U € Off(X) ist die Zuordnung F — F(U) ein kovarianter, linksexakter Funktor
Dy Sh(X) > Ab, (6 F —G) s (fu : F(U) — G(U)).

Beweis. Sei

0—F L FLF o
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eine kurze exakte Sequenz in Sh(X), d.h. ¢ ist Monomorphismus, v ist Epimorphismus und es

gilt Bild¢ = Kern1.
(i) Wir erhalten eine kurze Sequenz in Ab:
0— F, 2% F, 25 70,

Nach 2.9 und 2.11 ist diese exakt.

(ii) Wir erhalten eine Sequenz
0— F(U) 2% F(U) 2% F/(U).
Diese ist exakt, da ¢y nach 2.11 injektiv ist. Aufierdem gilt Bild¢y = Kernyys, also
Bildo(U) & Bildéy = Kerngy = Kerng(U),

wobei (%) aus der Injektivitat von ¢ folgt. O

Bemerkung + Definition 2.16 Sei f: X — Y stetige Abbildung topologischer Radume.

(i) Sei F Garbe abelscher Gruppen auf X. Dann ist die Pragarbe V — F (f~1(V)) auf Y eine
Garbe fyF. Sie heifit direkte Bildgarbe von F.
(ii) Sei G Garbe abelscher Gruppen auf Y. f ~1G sei die zur Priagarbe
Uw— lim Gg(v)
f(U)cV<Yoffen
assoziierte Garbe. Sie heiltt Urbildgarbe von G.
(iii) Wir haben kovariante Funktoren fy : Sh(X) — Sh(Y) und f=1: Sh(Y) — Sh(X).

Beweis. (i) Sei V < Y offen, {V;}se offene Uberdeckung von V sowie {s;}icr S {F(V;)}ier kon-
sistente Familie. Dann ist { f ~(V;)};es offene Uberdeckung von f~! (V) und s; € F (f~1(V;))
eine konsistente Familie. Da F Garbe ist, existiert ein eindeutiges s € F ( ffl(V)) =
[« F (V) mit s|p1(y) = s; fiir alle i € 1.

(ili) Es gilt:
(a) Sei ¢ : F —> F’' Garbenmorphismus in Sh(X). Setze

Gs i [« F — f*f/
Voo (¢ (F (V) = fF (V) — fF (V) = F (F71(V)))
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(b) Sei ¢ : G — G’ Garbenmorphismus in Sh(Y"). Setze

[e 6 — f7g
U (fo)y:f76U) =  lim  G(V)

= g G(V)=f7G'(U),

F(U)SVCY offen
wobei die letzte Gleichung aus der UAE des Kolimes folgt. Insgesamt folgt dann die
Behauptung. O

Proposition 2.17 Fir jede stetige Abbildung f : X — Y won topologischer Rdumen sind die
Funktoren

fe:Sh(X) — Sh(Y),  f~':Sh(Y) — Sh(X)

zueinander adjungiert. Genauer: =1 ist linksadjungiert zu fy, bzw. fy ist rechtsadjungiert zu f=1,
d.h. die Funktoren Homgy(x) (f (), ) und Homgy(yy (-, f«(+)) sind isomorph als Funktoren von
Sh(Y') x Sh(X) nach Sets. Das wiederum heifit: Fir alle Garben F € Sh(X) und G € Sh(Y") gibt
es eine Bijektion

aQFrg: Hom (fflg,f) — Hom (g, f*]:);

sodass fiir alle Paare von Garbenmorphismen ¢ : F — F und ¥ : G — G’ das folgende

Diagramm kommutiert:

ar g

Hom (f~'¢', F) Hom (G', f+F)

Hom (f*lg, .7:/)

Hom (G, f+F)

Beweis. Zur Definition von ax g konstruieren wir einen Garbenmorphismus og : G — f, f71G.
Ist dann ¢ : f~1G — F, so sei

aOFG = f*(¢) ©0ag

die Komposition dieser zwei Morphismen. Zur Definition von og.: Fiir V € Y ofen sei

fefTIOV) = G (17HV) = liny G(W)= liny g(w)
F(f~1(V))SWY offen F(F~H(V)SWECV offen

Fiir jedes solche W gibt es eine Restriktionsabbildung G(V) — G(W). Diese induzieren die
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Abbildung
(0g)y : G(V) — lim G(W)

Ubung: Nachrechnen, dass das Diagramm kommutiert. Hinweis: Man muss fiir jeden Morphismus

Y : G —> G’ zeigen, dass das folgende Diagramm kommutiert:

g/
T
g

fof 71

N
f«f71G

Es bleibt nun zu zeigen: ar g ist bijektiv. Konstruiere die Umkehrabbildung

Brg: Hom (G, foF) — Hom (f7'G, F)
als Komposition von
f~1:Hom (G, foF) — Hom (f7'G, f ' fu.F)

und

pr: [T U F — F.

Betrachte dazu fir U < X offen

fHUFU) = lim foF (V) = lim  F(fH(V)).
Ff(U)SVCY offen f(U)CSV offen

Da U < f~1 (f(U)) < f~Y(V) fiir alle V mit f(U) S V, gibt es fiir jedes solche V Restriktions-
abbildungen F (f~'(V)) — F(U). Mit der UAE des Kolimes erhalten wir

Ry lm F(V)) — F
f(U)SV offen

Ubung: Zeige, dass « 7, und B ginvers zueinander sind. O

§ 3 Schemata

Definition 3.1 Sei X toplogischer Raum, Ox Garbe von Ringen auf X.
(i) Das Paar (X, Ox) heift geringter Raum, Ox heift Strukturgarbe.
(ii) Ist fiir jedes z € X der Halm Ox , ein lokaler Ring, so heifst (X, Ox) lokal geringter Raum.
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Beispiel 3.2 (i) Ist R ein Ring, X = SpecR, und Ox die Garbe der reguliren Funktionen
auf X, so ist (X, Ox) ein geringter Raum.
(ii) Ist X ein toplogischer Raum und Cx die Garbe der stetigen R-wertigen Funktionen auf X,

dann ist (X,Cx) ein lokal geringter Raum.

Definition 3.3 Seien (X,Ox), (Y, Oy) geringte Réume.
(i) Ein Morphismus geringter Riume f : (X,0x) — (Y,Oy) ist ein Paar (f*P, f#) be-
stehend aus einer stetigen Abbildung f*P : X — Y und einem Garbenmorphismus
f*: Oy — f.0x.
(ii) Sind (X, Ox), (Y, Oy) lokal geringte Rédume, so verlangen wir fiir einen Morphismus lokal
geringter Riume zusitzlich, dass fiir jedes x € X der von f# induzierte Gruppenhomomor-

phismus ff : Oy f(z) — Ox o lokal ist, also gilt

(ff)_l (Mf(r)) = ma

Beispiel 3.4 Sei R nullteilerfreier, lokaler Ring, mp # (0) sowie k := Quot(R) und ¢ : R — k.

Dann ist ¢ kein lokaler Homomorphismus, denn es gilt:
t(mp) =mp P (0) = my.
Die zugehorige Abbildung der Spektren ist
f. : Speck — SpecR, (0) — (0).
Diese induziert auf den Halmen
Ospecr,0) = k, Ospeck,(0) = k
die Identitat idg, das heifst (f,,¢) ist lokaler Homomorphismus.

Proposition 3.5 Seien R, S Ringe. Dann entsprechen die Morphismen der lokal geringten Rdiu-
me (SpecS, Ospecs) — (Spec R, Ospec r) bijektiv den Ringhomomorphismen R — S. Die Zu-

ordnung R — SpecR ist also eine Antidquivalenz von Kategorien Ringe — Aff.Sch..

Beweis. Ist f: SpecS — Spec R Morphismus lokal geringter Raume, so ist
f&eern t B = Ospecr (SpecR) — Ospecs (£ (SpecR)) = f2Ospecs (SpecR) = S
Ringhomomorphismus. Sei nun « : R — S Ringhomomorphismus. Dann ist
fa : SpecS — SpecR, q— a 1(q)
stetig. Fiir jedes offene U < Spec R induziert a nach 1.11 einen Ringhomomorphismus

ay - (ff>U : OspecR(U) — Ospecs (fil(U)) :
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Ist U = D(g) fiir ein g € R, so ist

OSPQCR(U) = OSpecR (D(g)) = Rg

und
a ala _
ay <gn> = aég))n € Soc(g) = OSPGCS (D(Oé(g))) = OSpecS (fa 1(D(g))) = fa*OSpecS (D(g)),
das heifst a7 induziert den gewiinschten Garbenmorphismus. Auf den Halmen induziert « fol-

gende Abbildung:

Sei q € SpecS, p := fa(q) = a~1(q) € Spec R. Die maximalen Ideale in OspecRp bzw. Ospecs,q

b

sind pR, bzw. qRy. Fiir a = 2 €my, alsobepund g € R\p, ist dann

a(b)

(1), (@) = ap(a) = S5 e m,

denn aus b € p = o~ 1(q) folgt a(b) € q und aus g ¢ p = a~(q) folgt a(g) ¢ q. Insgesamt liegt

also ein Morphismus lokal geringter Rdume vor. O

Definition 3.6 Ein lokal geringter Raum (X, Ox) heifit Schema, falls es eine offene Uberdeckung
{U;}ier von X gibt, sodass (U;, Ox(U;)) fiir jedes ¢ € I als lokal geringter Raum isomorph zu

einem affinen Schema (Spec R, Ogpec r) ist.

Beispiel 3.7 (i) Ist V affine Variteit iiber k, so ist (V) = Speck[V] affines Schema.
(ii) Sei V' quasiaffine Varietit. Uberdecke V durch affine Varietiten V; fiir 1 < i < r. Klebe die
t(V;) zam topologischen Raum ¢(V') zusammen. O,y sei dann die Garbe, die auf jedem

Vi mit Oy, iibereinstimmt.
Proposition 3.8 Seien (X,0x),(Y,Oy) Schemata, U € X, V €Y offen und
[ (U, Oxlv) — (V. Oyly)
ein Isomorphismus von Schemata. Sei Z := (X UY) /<~ mit
u~ f(u) <= welU
die Verklebung von X und Y léngs f. Dann gibt es genau eine Garbe Oz auf Z mit
Oz|lx = Ox, Ogzly = Oy.
Insbesondere ist (Z,0z) damit ein Schema.

Beweis. Es ist W < Z offen genau dann, wenn W n X und W n Y offen sind. Also bilden
die offenen Teilmengen von X und Y eine Basis der Topologie auf Z. Nach Aufgabe 1 auf dem
2. Ubungsblatt gibt es also genau eine Garbe Oz auf Z, die auf X bzw. Y mit Ox bzw. Oy

ibereinstmmt. ]
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Bemerkung 3.9 Sei (X,Ox) Schema, U € X offen. Dann ist auch (U, Ox|v) ein Schema. Es
heifst offenes Unterschema von (X, Ox).

Beweis. Ist {U;}ier offene Uberdeckung von X durch affine Schemata, so ist {U n U;}ier offene
Uberdeckung von U. Uberdecke nun U n U; durch offene Mengen der Form {D(fi;)}jes mit
fij € R, wobei U; = SpecR; und D(f;;) = Spec(R;)y,;. Insgesamt ist U damit durch affine
Schemata tiberdeckt.

Beispiel 3.10 Sei X =Y = Al(k) = Speck[T], U = V = A (k)\{0} = Speck[T]|r = D(T).
Setze f =id : U — V. Sei Z die Verklebung von U und V langs f. Dann ist Z = U u {0x, 0y },
wobei

ix: X —Z, w:Y—Z  0x=ux(0), 0y =u/(0).

Es gilt:
(i) Z ist irreduzibel.
(ii) Fiir jedes offene W < Z mit Ox € W,0y € W und jedes f € Oz(W) ist f(0x) = f(Oy).

§ 4 Abgeschlossene Unterschemata

Erinnerung 4.1 Sei X = SpecR, R ein Ring. Dann gilt
V € X ist abgeschlossen <= V =V (I)={peSpecR |Icp}
fiir ein Ideal I € R. Dabei gilt
V(L) =V() <« VLh=+Ih

Bemerkung + Definition 4.2 Sei R ein Ring.
(i) Fiir jedes Ideal I ist die Abbildung

m:V(I) — SpecR /T, p—p mod ]

ein Homo6omorphismus.
(ii) Fiir jedes Ideal I < R heifst das affine Schema <V(I), OSpeCR/I) = (SpecR/[, OSpecR/I)
abgeschlossene Unterschema von Spec R.

Die Ideale in R entsprechen also bijektiv den abgeschlossenen Unterschemata von Spec R.

Definition + Bemerkung 4.3 Sei R ein Ring, X = SpecR, I < R ein Ideal in R, setze
Z = SpecR /T. Sei weiter j : Z —> X der von der Restklassenabbildung R — R /T induzierte

Morphismus affiner Schemata.
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(i) Fir U € X sei
TU):=1-0x(U) =pi(I)-Ox(U) < Ox(U).

Dann ist Z(U) Ideal in Ox (U) fiir alle U < X offen. Z ist Garbe abelscher Gruppen und
heiflt Idealgarbe auf X.
(i) Es gilt
Jj«0z = Ox /T.

Beweis. (ii) Fir U € X offen ist Z(U) offenbar der Kern der surjektiven Abbildung
it Ox(U) — ju0z(U) = 07 (j71(U)) = Ox(U) /1- 0x(U) = Ox(U) /1(U),

woraus die Behauptung folgt. O

Definition 4.4 Sei (X, Ox) ein Schema.
(i) Eine Garbe Z abelscher Gruppen auf X heift Idealgarbe, wenn fiir jedes U € X offen gilt:
Z(U) ist Ideal in Ox (U). Insbesondere ist Z also Untergarbe von Ox.
(ii) Ist X = SpecR affines Schema, so heifst eine Idealgarbe Z quasikohdrent, wenn es ein Ideal
I < Rgibt mit Z(U) = I - Ox(U) fur alle U < X offen.
(iii) Fiir ein allgemeines Schema X heift eine Idealgarbe Z quasikohdrent, wenn fiir jedes affine

offene Unterschema U < X die Einschrankung Z|y; quasikohérent ist.

Proposition 4.5 Eine Idealgarbe auf einem Schema X ist genau dann quasikohdrent, wenn es
eine offene Uberdeckung {Uy;}ies durch affine Schemata gibt mit U; = SpecR;, sodass Iy, fiir

jedes i € I quasikohdrent ist.

Beweis. Ist T Idealgarbe auf X, so folgt unmittelbar die Behauptung.
Sei nun U = SpecR < X affines Schema in X, U offen in X. Nach Voraussetzung gibt es affine
Unterschemata {U;}ics mit

JUi=U wd Z(U) = ;- Ox(Uy)

i€J
Sei dabei ohne Einschriankung U; = D(f;) fiir ein f; € R. Da Spec R quasikompakt ist, gentigt
J={1,...,n}. Dann ist aber 1 € (fi,... f,), also schreibe

n
1= Z,Uifi» Wi € R geeignet fir i € {1,...,n}.
=1

zu zeigen: Es gibt ein Ideal I < R mit I - Ry, = I; = Ry, ( Beachte: Ospecr (D(fi)) = Ry,).
Beh. (a) Ist a;: R — Ry, a— ¢, so ist

I=a'(I),
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also insbesondere nicht von ¢ abhéngig.
Bew. (a) Aus D(fi) n D(f;j) = D(fif;) folgt IiRy,y, = I Ry,,. Sei nun also J%,C € I;. Fiir jedes

je{l,...,n} gibt es b; € R, k; € Ny mit = fb,jj. Ohne Einschrénkung gelte k = k;

i I v
J
fiir alle j (erweitere, bis die Potenzen im Nenner gleich sind). Dann gilt a f]k =b fl-k. Wir
erhalten
n n
~ ok k
a Y iiff = > biuiff,
=1 =
also
n
(Z JNJ) e (f k)
also J%k € R, was zu zeigen war. O

Definition + Bemerkung 4.6 Sei (X, Ox) ein Schema.

(i) Ein abgeschlossenes Unterschema von X ist ein Schema (Y, Oy ), wobei Y € X abgeschlos-
sen und Oy = Ox /7 fiir eine quasikohirente Idealgarbe Z auf X.

(ii) Ist (Y,Oy) abgeschlossenes Unterschema, U = SpecR < X offenes affines Unterschema
von X, so ist U 'Y das durch das Ideal Z(U) < R definierte abgeschlossene Unterschema

von U.

Definition + Bemerkung 4.7 (i) Sei R ein Ring, X = SpecR, Ny := 1/(0) das Nilradikal
in R. Dann ist B /N reduziert, X,eq = Spec (B /Ny ) heift das zu X assoziierte reduzierte
Schema.

(ii) Der von 7 : R — R /Np induzierte Schemamorphismus ist ein Homodmorphismus. Er
mach Xq zu einem abgeschlossenen Unterschema vom X.

(iii) Sei (X,Ox) ein Schema, Ny sei die Idealgarbe, fiir die Nx(U) das Nilradikal in Ox(U)
ist. Dann ist Ay quasikohérent. X,eq = (X, Ox /Ny ) heifit das zu X assoziierte reduzierte
Schema.

(iv) (X,Ox) heift reduziert, falls Nx = (0).

§ 5 Faserprodukte

Definition 5.1 Sei C eine Kategorie, X, Y, S Objekte sowie f : X —, g : Y — § Morphismen
in C.



§ 5 FASERPRODUKTE 25

(i) Dann heifst der Limes des Diagramms

X

S
/
Y
Faserprodukt von X und Y, schreibe X xgY:
(ii) Explizit bedeutet das:
(1) Es gibt Morphismen px : X xgV — X py : X xgY — Y mit fopx =gopy.
(2) Universelle Abbildungseigenschaft: Fiir jedes Objekt Z und alle Morphismen ¢ : Z —
Xundy : Z — Y mit fop = goy) gibt es genau einen Morphismus h : 7 — X xgY
mit ¢ = px o h und ¢ = py o h.

5 X
f
- / \
7=~ I -~ X xgY S
%%
Y

(iii) Existiert fiir jedes Diagramm wie in (i) ein Limes in C, so sagt man, dass in C Faserprodukte

existieren.

Bemerkung 5.2 (i) In der Kategorie der Mengen existieren Faserprodukte.

(ii) In der Kategorie der topologischen Riume existieren Faserprodukte.

Beweis. Der Beweis erfolgt in beiden Féllen analog - wir zeigen exemplarisch (i). Sind X,Y, S

Mengen und f: X — S, g: Y — S Abbildungen, so ist das Faserprodukt gegeben durch
X xsY ={(z,y) e X xY [ f(x) = g(y)}
Wir haben die Projektionen
px X xgY — X, (z,y)—z, py:XxgY —Y, (z,y)—y.

Ist nun Z eine weitere Menge und ¢ : 7 — X, ¢ : Z — Y Abbildungen mit fo¢ = go v

gegeben, so erhalten wir eine Abbildung
h:Z — X xgY, 20 (6(2),%(2)),

welche offenbar auch eindeutig ist.
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Bemerkung 5.3 In Sets und Top gilt:

(i) Ist S = {s}; soist X xgY = X xY.
(ii) Es gilt
XxsY =] '({sh x g7 ({s}).

seS
(11i) Sind X € S undY < S, f,g die Inklusionen, so ist X xgY =X nY.
(iv) IstY < S, g die Inklusion, so ist X xgY = f~1(Y).
(v) Ist X =Y, so ist X xgY der sogenannte Equalizer von f und g.

Bemerkung 5.4 In jeder Kategorie gilt:

(i) Das Faserprodukt ist eindeutig bis auf Isomorphie.
(ii) Fir jedes f: X — S gilt X xg S = X.
(11i) Fir Morphismen f: X — S, g: T — S, h:Y — T in C gilt

(X xsT)xpY =X xgY

pr: X xgT —T, (goh): Y — 8.

Beweis. (ii) Zu zeigen ist: X erfiillt die UAE von X xg S. Haben px = id : X — X,
= f: X — §. Sei nun Z beliebiges Objekt und ¢ : 7 — X, ¢ : Z — S mit
fod=id oy =1. Dann ist h = ¢ eindeutig und es gilt id o ¢ = ¢ und f o ¢ = .
(iii) Zu zeigen: X xgY erfiillt die UAE von (X xg T') x7Y . Dazu benstigen wir h:XxgY —
X xgT. Betrachte also das folgende Diagramm:

/

h erhalten wir iiber die UAE von X xg T, denn es gilt fo ¢ = (goh)opy. Seien nun Z
sowie Morphismen

a:Z — X xgT, B8:7Z—Y
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gegeben, sodass pr o a = h o 8. Beachte: Fiir X xgY gilt
pxoh: X xgY — X, py:XxgY —Y
und
f: X— 5 (goh): Y — S.

Die UAE davon liefert also eine eindeutige Abbiildung

m:Z— X xgY
mit

fo(pxoh)or=gopyom  also hom=pyom

woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 5.5 Seien X,Y,S Schemata, f : X — S, g : Y — S Morphismen von Schemata
sowie {S;}ier, eine Uberdeckung von S und setze X; := f~1(S;) und Y; := g 1(S)).

(i) Existiert X; xg'Y fiir alle i € I, so existiert bereits X xg Y.

(i1) Fiir jedes i€ I gilt X; xg,Y; = X; xgY.
Beweis. (i) Verklebe die X; xg Y léngs der

Zij = px (Xin Xj) € X; xgY.

Dafiir benétigen wir einen Isomorphismus ¢ : Z;; — Zj;. Zeige dazu:

Zz‘j = (Xz M XJ) X8 Y.

Betrachte hierfir

Wir zeigen nun: h(Z) < Z;;. Dies gilt jedoch, da ¢(2) < X; n X, px, (#(Z)) < Z;j, also

WZ) = px. (6(2)) < Zi.
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Sei nun also X die Verklebung der X; xg Y lings der Z;ij. Es bleibt noch zu zeigen:
X=X x g Y. Verklebe nun die px, : X; xgY — X; € X zu Morphismen px : X — X.
Betrachte

x /
Fiir jedes i € I sei Z; := ¢~ !(X;) Erhalte dadurch
hi : Zi — XZ' X8 Y
mit hi|z,~z, = hj|z,~z; fiir alle 4, j € I. Damit verkleben sich die h; zu einem Morphismus
h:7Z— X,

was den Beweis beendet.

(ii) Zu zeigen ist: X; xg, Y; erfiillt die UAE von X; x g Y- Betrachte als das Diagramm

X
¢ flx;
PX;
Z**77h7>XZ'XSiYL‘ S
pY;
/
v Y

Es gilt fo¢ = go1, also (go)(Z) S S; und damit (Z) < g~ 1(S;) = Y;, das heift es
gibt h: Z — X, xg, Y;. Damit folgt

Xixg Yi=Xixg¥,

die Behauptung. O

Satz 5.6 In der Kategorie der Schemata existieren Faserprodukte.

Beweis. Fall (1) Zeige die Behauptung fiir den affinen Fall X = SpecA,Y = SpecB,S =
SpecR, wobei A und B mit den Morphismen f : X — S und g : ¥ — S als R-
Algebren aufgefasst werden . Wir brauchen den Kolimes von A und B als R-Algebren in
der Kategorie der Ringe. Wir behaupten, dass das Tensorprodukt A®gr B diese Eigenschaft
besitzt. Erinnerung: A ® g B wird zur Algebra durch

(a1 ®b1)(az ® ba) = araz ® byba.
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Setze nun
o4:A— ARg B, a—a®l, op:B— AQ®g B, b—1®b.

o4 und op sind Homomorphismen von R-Algebren. Die UAE fir A Qg B ist: Ist & :
A x B —> ( bilineare Abbildung in eine R-Algebra C, so existiert eine eindeutige R-
lineare Abbildung v : A ®r B — C sodass das folgende Diagramm kommutiert:

Ax B © AQr B

\ Ay -
~
P -
2

Betrachte nun das Diagramm

mit ®: Ax B— C, (a,b) — (a(a),B(D)). Es lasst sich leicht nachrechnen, dass v ein

Ringhomomorphismus ist. Damit erhalten wir
Spec (A®pr B) = SpecA xgSpecB = X xgY

in der Kategorie der affinen Schemata. Ist Z nun einbeliebiges Schema ¢ : Z — X,

P Z —> Y mit
a = ¢§ : OSpecA(SpeCA) =A— Oz(Z)(b*Oz(SpeCA)

B =1 :B— 0z(2).

Dann induzieren «, 8 die Abbildung

v:A®r B — Oz(Z)
und in der Ubung haben wir gesehen, dass wir ein

h:Z — Spec (A®r B)

finden.
Fall (2) Seien nun X,Y,S beliebig. Uberdecke S durch affine Schemata S; = SpecR;,i € I.
Seien weiter Morphismen f: X — S, g: Y —> S gegeben und setze X; := f~1(5;),Y; :=
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gt (Si)- Uberdecke nun nochmals die X; durch offene affine Schemata X;j = SpecA;j,jeJ
sowie die Y; durch Y, = SpecB — ik, k € K. Nach Schritt (i) existiert X;; xg, Yj, fiir alle
(i,7,k)e I x J x K.
Wir wenden nun Lemma 5.5(i) an auf
(1) T =5,V = X;,V; = X35, W =Y, fiir feste k € K. Dies liefert die Existenz von
Xi xg;, Yy, fir allei e 1.
(2) T =5;,V=Y;,V; =Y;;, W = X;. Die Symmetrie des Faserprodukts liefert dann die
Existenz von X; xg, Y; fiir alle i € 1.
Wenden wir nun darauf Lemma 5.5(ii) an, existiert X; xg Y fiir alle ¢ € I und nochmals

mit (i) erhalten wir die Existenz von X xg Y, was gerade die Behauptung war. ]

Definition 5.7 (i) Sei f : X — S Mophismus von Schemata. Dann heiftt X ein S—Schema,
schreibe X /S.
(ii) Sei X/S ein S-Schema, ¢ : T — S ein Morphismus von Schemata. Dann heift das 7-
Schema

X xgT 2T

durch Basiswechsel aus X /S hervorgegangenes Schema. Das dadurch entstehende kommu-

tierende Diagramm

X xgT —2X X
pTl J{f
T S

auch Basiswechseldiagramm oder cartesisches Diagramm. Beachte: Die UAE des Faserpro-
dukts stellt sicher, dass X x g1 minimal mit der Eigenschaft ist, das Diagramm mit X, S, T

kommutativ zu machen.

Beispiel 5.8 Sei f € Z[X,Y]. Die Ringhomomorphismen Z — Q — R — C sowie Z — F,
ergeben folgende Diagramme mit X := Spec (Z[X,Y] /(f)) und der Schreibweise

X Xgpecz Spec C= X x7C

XXZC

XXZR

X Xz(@ X XXZIFp

SpecC SpecR SpecQ SpecZ <——————— SpeclF,
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Eine Fragestellung konnte dann lauten: Gibt es fiir ein vorgegebenes f € Z[X,Y] ein Schema,

sodass wir durch Basiswechsel wieder zum urspriinglichen Faserprodukt zurtickkehren?

§ 6 Punkte

Definition + Bemerkung 6.1 Sei X ein Schema, x € X.

(i) Wir definieren den Restklassenkérper von X in z als
k() := Oxz /m,.

(ii) Sei f : X — Y Morphismus von Schemata, y = f(z) € Y. Dann induziert f einen
Homomorphismus x(y) — x(x). Damit wird x(x)/k(y) zur Kérpererweiterung.

(iii) Fiir einen Korper k gibt es genau dann einen Morphismus ¢ : Speck — X, 1(0) = z, falls
k(x) isomorph zu einem Teilkérper von k ist.

(iv) Ein Punkt wie in (iii) heift k-wertig.

Beweis.  (ii) f induziert ff : Oyy — Ox . ff ist lokaler Homomorphismus, das heifst es gilt
1F (my) < m,. Der Homomorphiesatz liefert die Behauptung.

(iii) Sei U = SpecR eine affine Umgebung von x, p € SpecR das zu x zugehorige Primideal
in R. Angenommen, eine solche Abbildung ¢ existiere. Dann gibt es a : R — k mit
Kern a = p. Wegen Ox, =~ R, gilt s(z) = Ry / pR, wird durch Restklassenbildung ein
Homomorphismus k(z) — k induziert.

Ist nun umgekehrt x(z) ein Teilkérper von k, so wird durch R — R, — Ry / pR, — k

der gewiinschte Morphismus induziert. O

Folgerung 6.2 Seien X,Y S-Schemata. Dann ist die Abbildung

P: X xgY —{(z,9) e X XYV [ f(2) =g(y)}, 2 (px(2),pv(2))
surjektiv.
Beweis. Seien x € X,y € Y mit f(x) = g(y) = s € S. Nach 6.1 (iii) ist x(s) € k(z) und

k(s) € k(y). Sei k das Kompositum von x(s) und x(y), also k(s) € k. Wieder nach 6.1(iii) gibt

es Morphismen
¢: 7 :=Speck — X, 0—z, Vv:Z—Y, 0—uy.

Die Komposition f o ¢ = go ist der von k(s) € k induzierte Morphismus. Damit gibt es einen

eindeutigen Morphismus h: Z — X xgY mit px oh = ¢ und py o h = . Fiir z := h(0) gilt
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dann somit

px(2) py(2) =y,

Il
8

wie gewiinscht. L]

Beispiel 6.3 Die Abbildung ® ist im Allgemeinen nicht injektiv. Betrachte hierfiir den Basis-

wechsel
Ag z Ag
SpecC SpecR

mit A} := Speck[X] sowie Al = A} Xgpecr SpecC. Dann ist @ nicht injektiv.
Beispiel 6.4 Sei p Primzahl, X = Spec Z. Dann gilt
K(p) = L) /pZ(p) = Iy, 1(0) = Q.

Definition + Bemerkung 6.5 Sei f: X — Y Morphismus, y € Y.
(i) Xy := f"!(y) :== X xy Speck(y) heiit Faser von f iiber y.
(ii) Die Projektion
px: Xy — X, px(Xy) ={re X[ [f(x) =y}

ist injektiv.

(iii) Ist y abgeschlossen, so ist X, abgeschlossenes Unterschema von X.

Beweis von (ii) Seien z1,z2 € X, mit px(z1) = px(z2) = z. Dann ist insbesondere f(z) = v.
Sei Z = Speck(z) und ¢ : Z — X der Morphismus mit ¢(0) = x. Weiter sei ¢ : Z — Speck(y)
der von fi induzierte Morphismus. Wegen 6.1(ii) ist x(y) € k(z) < r(x;) fiir i € {1,2}. Nach
6.1(iii) gibt es Morphismen

hi:Z — Xy, hi(0) = x;.

Diese erfiillen px o h; = ¢ und pgpec r(y) © h; = 1. Die UAE des Faserprodukts liefert hy = hs und

damit z1 = x». O

Definition + Bemerkung 6.6 Sei X ein Schema, 7' ein weiteres Schema.
(i) Ein T-wertiger Punkt von X ist ein Morphismus f: T — X.
(ii) Der Funktor
hx : Sch — Sets, T — Morgeh (7T, X)

ist kontravariant. h, heilst Punktfunktor.
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(iii) Die hx definieren durch

h: Sch —> Funk (Sch — Sets), X — hy

einen kovarianten Funktor.

Beispiel 6.7 Sei k ein Korper, T = Speckle] /e2 und X = A7 = Speck[X,Y]. Ein T-wertiger

Punkt von A% ist ein Morphismus
¢ : Speckle] /2 — AZ.

Dieser entpricht bijektiv einem Ringhomomorphismus « : k[X,Y] — k[€] /2. Sei a surjektiv,

sowie a1 ((€)) = (X,Y). Dann gibt es a,b € k mit

Dann gilt a(aX — bY') = abe — abe = 0, also aX — bY € ker . Damit gilt
kera = (X,Y)? + (aX —bY).

Geometrische Interpretation: a bestimmt einen Punkt P € A% und eine Gerade durch den Punkt,

also einer "Richtung" bzw. einem Element aus Tp (Az)

Beispiel 6.8 Sei R diskreter Bewertungsring, 7' = Spec R und k = Quot(R). Sei X ein weiteres
Schema. Dann gilt

Hom(7, X) = {(l‘o,xl,b) | zo € {z1},¢: k(z1) — k Hom. ¢ ((9 ) € R und ¢(my,) S m},

{#1}red,ap
denn:
"e" Setze f i T — X, xg := f(m),z1 := £(0) und ¢ := f Da T reduziert ist, faktori-
siert f nach Ubungsaufgabe 5.3 iiber mred =: Z. Weiter induziert f : T — Z einen
Ringhomomorphismus auf dem Halm fufé : 0720 — Orm = R mit f}% (mg,) € m.

"D" Seit: Ogzyy — R Ringhomomorphismus. Dann induziert ¢ einen Morphismus
f1T —>SpecOyq, - 7 — X,

wobei 9 durch die Abbildung SpecR — Oz, p — % induziert wird.

§ 7 Endlichkeitseigenschaften

Definition 7.1 Sei (X, Ox) ein Schema.
(1) X heift lokal noethersch, wenn es eine offene Uberdeckung {U;}ic; von X durch affine
Schemata U; = Spec R; gibt, sodass fiir jedes ¢ € I R; noetersch ist.
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(i) X heift noethersch, falls es die Uberdeckung in (i) endlich gewihlt werden kann.

Lemma 7.2 Sei R Ring, g1,...,9» € R, I € R sowie ¢; : R — Ry, die natiirlichen Homomor-
phismen fir I € {1,...,r}. Dann gilt

I =

7

¢; " (6i(I) - Ry,).

1

r

Beweis. "<" Klar.

"o Sei be (i ¢; ! (¢i(I)- Ry,). Dann gilt: Fiir alle 4 € {1,...,r} lisst sich ¢;(b) schreiben

als
b )
*;(ﬁl(b):% GRQ,L., aiel,nieNO,
1 9;
also
ToE=0 e g egl —a) =0 fireinm e No
3
also
gt b =gMa; e fir alle i € {1,...,7}.

Ohne Einschrankung gelte m; + n; = N fiir alle i € {1,...,r}. Nun gilt

D) =R — [V(ia) =2,
i=1 i=1
die g1, ..., g, erzeugen also R (als Modul). Schreibe

r

1= Z CiGi mit geeigneten ¢; € R.

i=1
Da die g; R erzeugen, tun es die gV, ..., g ebenfalls, denn es gilt
r M
M=1= (Z Cigi)
i=1

und falls M grof genug ist, kommt in jedem Monom ein g; mit Exponent > N vor. Insge-

samt erhalten wir damit
-

b=b-1=>cig'b €l
i=1

was zu zeigen war. ]

Proposition 7.3 (i) Ein affines Schema X = SpecR ist noethersch genau dann, wenn R
noethersch ist.
(ii) Ein Schema ist genau dann noethersch, wenn fir jedes offene affine Unterschema U =

Spec R der Ring R noethersch ist.
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Beweis. (i) Die nichttriviale Implikation folgt aus (ii).

(ii) Sei also X noethersch. Zeige: Jedes affine Unterschema U = SpecR ist noethersch. Nach
Voraussetzung gibt es U; = SpecR; offen in X, ¢ € I, sodass | J;c; Ui = X und R;
noethersch. Sei nun U = SpecR < X offen. Zu zeigen: R ist noethersch. Uberdecke die
U nU; durch Mengen {D(fi;)}jes mit fi; € R;. Es gilt bekanntlich D(f;;) = Spec (R;),.

Die Lokalisierung eines noetherschen Rings ist noethersch (Algebra), also sind die R;; :=
Ry, noethersch fir alle 4,5 € I,J. Uberdecke nun eine weiteres Mal die D(f;;) durch
offene Mengen D(g;j;) mit geeigneten Elementen g;;, € R. Wegen D(f;;) < U wird also

¢ij R — (Ry) £, induziert. Weiter ist

Rgign = (Rij)ﬁbij(gijk)
als Lokalisierung eines noetehrschen Rings wieder noethersch. Da U quasikompakt ist,
geniigen endlich viele der D(g;j;), um U zu iiberdecken - bezeichne diese als g1, ..., g,. Wir
haben nun also .

SpecR = U Spec Ry,

=1

mit Noetherschen Ringen R4. Sei nun
Lchcl;c...

aufsteigende Kette von Idealen in R. Seien ¢; : R — Ry,, a + { die natiirlichen Homo-
morphismen in die Lokalisierungen der g;. Wir erhalten eine stationdr werdende Kette von

Idealen

QZ)Z(Il)RgZ - qbZ(Ig)Rgl - QSl(Ig)Rgl ...
in Ry,. Mit Lemma 7.2 folgt die Behauptung. O

Definiton + Proposition 7.4 Sei f: X — Y Morphismus von Schemata.

(i) f heikt lokal von endlichem Typ, wenn es eine offene affine Uberdeckung {U; = Spec A; }ier
von Y durch affine Schemata und fiir jedes i € I eine affine Uberdeckung {U;; = Spec B;;} jed
von f~Y(U;) gibt, sodass B;; endlich erzeugte A;-Algebra ist fiir alle i € I, j € J.

(ii) f heifst von endlichem Typ, wenn in (i) J; fiir jedes i € I endlich gewédhlt werden kann.

(iii) Ist f lokal von endlichem Typ, so gibt es fiir jedes offene affine Unterschema U = Spec A <
Y eine affine Uberdeckung {U; = SpecB;}ier von f~1(U), sodass B; endlich erzeugte A-
Algebra ist.

Beweis von (iii) Wie in 7.2, nur einfacher. Beachte: Ist B endlich erzeugte A-Algebra, so auch

By fiir jedes f € B.
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Beispiel 7.5 (i) Morphismen affiner / quasiprojektiver Varietéten iiber k sind von endlichem
Typ.
(ii) Fiir jede quasiprojektive Varietit ist der Strukturmorphismus V' — Speck von endlichem
Typ.
(iii) Sei X von der Gestalt

das heifst, X besteht aus einer unendlichen Kette projektiver Geraden iiber k. Der Struk-
turmorphismus X — Speck ist lokal von endlichem Typ, aber nicht von endlichem Typ.
(iv) Der Morphismus Speck[X;, X2, X3,...] — Speck ist nicht von lokal endlichem Typ.
(v) Der Morphismus SpecC — SpecQ ist nicht lokal von endlichem Typ.

Definition 7.6 Ein Morphismus f : X — Y vom Schemata heifst endlich, falls es eine offene
affine Uberdeckung {U; = SpecA;}ic; von Y gibt, sodass f~1(U;) = Spec B; fiir jedes i € I affin
und B; endlich erezugter A;-Modul ist.

Beispiel 7.7 Sei S/R ganze Ringerweiterung, die als R-Algebra endlich erzeugt ist. Dann ist
SpecS — Spec R endlich.

Proposition 7.8 Ist f : X — Y endlicher Morphismus, so ist f~1(y) endlich fiir jedes y €Y.

Beweis. Sei U = SpecA < Y offene Umgebung von g, sodass f~1(U) = SpecB affin und B
endlich erzeugter A-Modul ist. Dann ist

f_l(y) = Xy = SpecB X Spec A Specm(y) = Spec (B ®A “(y))

das Spektrum eines endlichdimensionalen x(y)-Vektorraums und hat damit nur endlich viele

Primideale, denn: Als ganze Ringerweiterung von (y) gilt fiir die Krulldimension
0 =dimr(y) = dim (B®a £(y)) ,

also sind alle Primideale minimal. Als endlich erzeugte x(y)-Algebra besitzt B ®4 k(y) jedoch

nur endlich viele minimale Primideale, woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung 7.9 Abgeschlossene FEinbettungen sind endliche Morphismen. Dabei entsprechen
abgeschlossene Einbettungen Y von X den abgeschlossenen Unterschemata, das heifit es gilt Y <

X abgeschlossen sowie 1,Oy = Ox /T fiir eine quasikohdirente Idealgarbe T auf X .
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§ 8 Eigentliche Morphismen

Definition 8.1 Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifit universell abgeschlossen,
wenn fiir jeden Morphismus g : Y/ — Y der induzierte Morphismus f' : X xy Y/ — Y’

abgeschlossen ist.

Beispiel 8.2 (i) Betrachte die Projektion p : A7 — A{, (z,y) — . p ist nicht abgeschlossen,
denn: V = V(XY — 1) < A? ist abgeschlossen, aber p(V') = A\{0} nicht.
(ii) Die Abbildung p; : A,lC — Speck ist abgeschlossen, aber nicht universell abgeschlossen,

denn fiir den Basiswechsel

1 1 _ A2 1
Ak XSpeck Ak —Ak Ak

/| ipl

Ai Speck

P1
ist p wie oben, also nicht abgeschlossen.
(iii) Fiir die entsprechende Konstellation mi P} erhalten wir

1 1 1
Ak XSpeck Pk —— Pk

| l

A}C Speck

Behauptung: p ist abgeschlossen, denn: Sei V' < A,{: X ]P’/,l€ abgeschlossen. Ist dim V' = 0, so ist
V endlich, also p(V) endlich und damit abgeschlossen in Aj. Ist dimV = 1, soist V = V()
fir ein f € k[X, Yo, Y1], das homogen von Grad d = 0 in den Yp, Y7 ist. Ist d = 0, so ist
p(V) endlich (Nullstellenmenge sind vertikale Gerade), ist d > 1, so ist p(V) = A}, denn:
Sei zg € A}. Gesucht: (yo : y1) € P!, sodass f(z0,y0,y1) = 0. Da f(zg, Yo, Y1) homogen von

Grad d ist, zerfallt es in Linearfaktoren und besitzt also Nullstellen.

Erinnerung 8.3 FEin topologischer Raum X ist genau dann hausdorffsch, wenn die Diagonale

AX :={(x,z) € X x X} abgeschlossen in X x X ist.

Definition 8.4 Sei f: X — S Morphismus von Schemata.
(i) Der von idx : X — X induzierte Morphismus A = Ay : X — X x g X heit Diagonal-
morphismus.
(i) f heiRt separiert, wenn Ay abgeschlossene Einbettung ist. Man sagt auch: X ist eigentlich
iiber Y.
(iii) X heift weiter eigentlich, falls X eigentlich {iber SpecZ ist.
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Beispiel 8.5 Sei X die affine Gerade mit doppeltem Nullpunkt sowie f : X — Speck der
Strukturmorphismus. Dann ist A (X)) nicht abgeschlossen in X xj X, denn in A¢(X) liegen nur

(01,01) und (02,02), in Af(X) aber auch noch (01,02) und (02, 01).

Bemerkung 8.6 Jeder Morphismus affiner Schemata ist separiert.

Beweis. Sei f: X = SpecB —> SpecA = Y ein Morphismus induziert vom Ringhomomorphis-
mus o : A — B. Dann ist X xy X = Spec (B®4 B) und Ay : X — X xy X wird induziert
von

uw:B®yB— B, b1 ® by — b1bs.

Ay ist abgeschlossene Einbettung, denn g ist surjektiv und damit B = B ®a B /ker i, wobei
ker p erzeugt wird von den 1®b—0b® 1 flir be B. ]

Bemerkung 8.7 Offene und abgeschlossene FEinbettungen sind separiert.

Beweis. Ist ¢ : U — X offene (bzw. abgeschlossene) Einbettung, so ist U x x U = U und damit

A, = idy, also ist A, separiert.

Definition 8.8 Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifst eigentlich, falls f von endli-
chem Typ, separiert und universell abgeschlossen ist. Man sagt auch: X ist eigentlich iiber Y. X

heifst weiter eigentlich, falls X eigentlich iiber SpecZ ist.

Definition 8.9 Sei R diskreter Bewertungsring, & = QuotR, U = Speck und T = SpecR.

Weiter sei f : X — Y ein Morphismus von Schemata. Dann heifit ein kommutatives Diagramm

der Form
v—™M . x
| |
T h1 Y

Bewertungsdiagramm fir f.

Satz 8.10 Seien X,Y noethersche Schemata, f : X — Y wvon endlichem Typ. Dann gilt:
(i) f ist genau dann separiert, wenn es zu jedem Bewertungsdiagramm fir f wie in 8.9 hoch-
stens einen Morphismus h : T —> X ¢ibt, sodass f oh = hy.
(ii) f ist genau dann eigentlich, wenn es zu jedem Bewertungsdiagramm fir f wie in 8.9 genau

einen Morphismus h : T — X ¢ibt, sodass f oh = hy.

Beweis. Es werden nur jeweils die Implikation "=" gezeigt - die Riickrichtung léasst sich bei-

spielsweise in Hartshorne 11.4.3 bzw. 11.4.7 nachlesen.
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i) Sei nun ein Bewertungsdiagramm von X iiber Y sowie zwei Fortsetzungen h,h' : T — X
g g g )

U 4X T
///4 h l~ h!
. h ///
v /// B ! XXYX
///
T// Y p1 P2
ha X X
\ /

Wir miissen zeigen, dass h = h'. Betrachte die UAE des Faserprodukts. Dann induzieren

gegeben.

Y

die Morphismen h, h’ einen Morphisus h:T — X xy X. Fiir den offenen Punkt ¢, € T gilt
wegen hoi = hyg = b’ oi demnach h(t;) = ho(t1) = B/ (t1) =: 21, das heift, h(t;) € Ap(X).
Da A;(X) nach Voraussetzung abgeschlossen ist (denn f ist separiert) und to € {t1} ist

h(to) € {h(t1)} € Ap(X), also ist
h(to) = p1(h(to)) = p2(h(to)) = ' (to).

Dann gilt nach Beispiel 6.8 bereits h = h/, denn die Abbildung ¢ : k(x1) — k ist durch hg
bereits festgelegt.
(ii) Sei nun f eigentlich und das folgende Bewertungsdiagramm gegeben. Wir finden Ein Fa-

serproduktdiagramm darin:

U ho X

"

px /

X /
I3 T xy X // I

pT //
// h
TE="" Y
h1

Nach der UAE des Faserprodukts gibts es ¢ : U — T xy X mit pro¢ =i und pxo¢ = hyg.
i ist dominant, f’ = pr damit auch und somit surjektiv, da pr abgeschlossen ist. Sei nun
21 =¢(t1) € T xy X. Dan gilt f'(21) = i(t1) = t1. Weiter sei Z := @ mit der induzierten
reduzierten Struktur. Dann ist auch f’|; surjektiv, es gibt also zg € {21} mit f'(z9) = to.
Wir behaupten nun, dass es einen Morphismus h : T — X gibt, sodass xg := h(tg) =
px(20) und h(t1) = ho(t1) = px(z1) =: z1. Nach Konstruktion ist px(z0) € {ho(t1)}. Wir

brauchen also einen Homomorphismus ¢ : k(ho(t1)) — k(t1) = k mit ¢ <O@ . xo) cR
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und ¢ (mg,) € m. Vermoge py ist OE < Oz, und my, < m, mit dem von f’

red L0
induzierten lokalen Homomorphismus R <— Oy, und k < k(z1). Andererseits induziert
¢ einen Homomorphismus k(z1) < k, das heifft wir erhalten k& = k(z1). Import aus der
Algebra: Diskrete Bewertungsringe in &k sind maximal beziiglich Dominanz (d.h. es gilt

R < R',mpr = mp n R), das heift wir erhalten wie gewiinscht R = Oy, . O

Beispiel 8.11 (i) Sei X = A}, Y = Speck, und f : X — Y induziert von k — k[T]. Sei
K = Quotk|[T] = k(T). Es ist

v:k(T) — Z, ngegg—degf

die Nullstellenordnung vom Punkt P = 0. v ist diskrete Bewertung auf k(7). Der Bewer-
tungsring ist gegeben durch

Rz{gek;(T) ] degfsdegg}.

Wir erhalten aus dem entsprechenden Bewertungsdiagramm das folgende Diagramm von

k-Algebren:
Spec K Al k(T) K[T]
l | P
~z ~
SpecR Speck k

Es ist klar: Den Ringhomomorphimus « gibt es nicht, denn k[T] ¢ R, f ist also nicht
eigentlich.

(ii) Sei X die affine Gerade mit zwei Nullpunkten also X = A}\{0} U {01,02}. X ist irreduzibel
mit Funktionenkdrper k(X) = k(T'). Sei R = k[T](r) = Op10 = Oxy, fiir i e {1,2}. Das

zugehorige Bewertungsdiagramm ist

Speck(T) > X
//1
h1 //// g
i - f
~ % ” ha
Speck[T]/(T) Speck

Fiir ¢ € {1, 2} induziert der Morphismus Ox o, — R einen Morphismus h; : SpecR — X,
der das Diagramm kommutativ macht. Weiter ist hy # ha, da hi(m) = 01 # 02 = ha(m)

und f damit nicht separiert.

Folgerung 8.12 Fiir Morphismen noetherscher Schemata gilt:
(i) Die Komposition separierter Morphismen ist separiert.

(i) Die Komposition eigentlicher Morphismen ist eigentlich.
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(111) Separiertheit ist stabil unter Basiswechsel.

(iv) Eigentlichkeit ist stabil unter Basiswechsel.

(v) Ist go f separiert, so ist f separiert.

(vi) Ist go f eigentlich und g separiert, so ist f eigentlich.

Beweis. (i) Sei ein Bewertungsdiagramm von g o f gegeben, dabei seien f und g separiert.

VA

Angenommen es gibt h, h’' : T — X mit hoi = hg = h’oiund go foh = h; = gofoh'. Aus
der Separiertheit von g folgt: foh = foh' = h. Da h mit i und hg ein Bewertungsdiagramm
fiir f ergibt, ist h = K.

(ii) Genau so wie (i)

Die iibrigen Aussagen ergeben sich auf dhnliche Weise und werden hier nicht aufgefiihrt.

Bemerkung 8.13 Abgeschlossene Einbettungen sind eigentlich.

Beweis. Sei f : V —> X eine abgeschlossene Einbettung. Da f lokal (also affin) einer Rest-
klassenbildung mit einem Ideal entspricht, ist f von endlichem Typ. Nach 8.7 ist f separiert,
bleibt also zu zeigen, dass f universell abgeschlossen ist. Fiir jeden Basiswechsel mit Y ist aber

V xx Y = f~1(V) und die hervorgehende Abbildung ist ebenfalls abgeschlossen. O

Bemerkung 8.14 Projektive Morphismen sind eigentlich.

Beweis. Seien X,Y projektive Varietdten, ¢ : X — Y Morphismus, h : X — P} die zuge-
horige abgeschlossene Einbettung, sx, sy die zugehlorigen Strukturmorphismen. Betrachte die

Diagramme

P— P7

h [
" 7 X P7 X Y
g f x / X /

Speck —————— SpecZ Speck Speck

Dann ist f eigentlich nach Ubungsaufgabe, g also nach 8.12 (iv) auch. h ist eigentlich nach 8.13,
die Strukturmorphismen als Verkettung eigentlicher Morphismen dann nach 8.12(ii) ebenfalls.

Damit ist sy o ¢ eigentlich und sy separiert (da eigentlich), folglich ist ¢ eigentlich. O
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Kapitel 11

Garben und Divisoren

§ 9 Ox-Modulgarben

Definition 9.1 Sei (X, Oyx) lokal geringter Raum, F Garbe von abelschen Gruppen auf X. F
heifst Ox-Modulgarbe auf X, falls
(i) Fiir jede offene Teilmenge U < X die abelsche Gruppe F(U) ein Ox (U)-Modul ist.
(ii) Fiir alle offenen Teilmengen U’ < U < X der Gruppenhomomorphismus pg, : F(U) —
F(U") ein Ox (U)-Modulhomomorphismus ist. Dabei wird F(U’) vermége o p%, als Ox (U)-
Modul aufgefasst.

Definition + Bemerkung 9.2 (i) Ein Homomorphismus von Ox-Modulgarben F und G ist
ein Garbenmorphismus ¢ : F — G, sodass fiir jede offene Teilmenge U < X der Gruppen-
homomorphismus ¢ : F(U) — G(U) ein Ox (U)-Modulhomomorphismus ist. Man sagt,
¢ ist Ox-linearer Garbenmorphismus.

(ii) Die Ox-Modulgarben bilden zusammen mit den Ox-linearen Garbenmorphismen eine Ka-

tegorie Ox —Mod.

Beispiel 9.3 Sei X eine nichtsingulére, projektive Kurve iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper k.
(i) Sei D := > p.x npP ein Divisor auf X, das heifit es ist np € Z, np # 0 nur fiir endlich

viele P € X. Fiir U < X offen sei
LID)U) = {[ € k(X) | div (flv) + Dlv = 0} v {0},
Dann ist £(D) eine Ox-Modulgarbe, denn: fiir g € Ox(U) ist divg > 0 und damit

div (fglv) + Dy = div (f|v) + div (g]v) + D|y = div (f|v) + D]y = 0.
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Weiter ist der globale Schnitt
LD)(X)={fek(X)|divf+D =0} u{0}=L(D)

gerade der Riemann-Roch-Raum fiir D. Dieser ist demnach ein Ox (X )-Modul, also ein k-
Vektorraum. Dieses Resultat hatten wir vergangener Semester bereits gesehen. Betrachte
nun eine kleine Umgebung U € X von P € X, das heift es gilt ng = 0 fiir alle Q € U\{P}.
Sei tp ein Erzeuger des zu P zugehorigen maximalen Ideals mp < Ox p. Wahle nun U so,
dass div tp[ingpy = 0, das heikt tp € Ox(U). Dann ist t,"" € £(D)(U) und 5" erzeugt
L(D)(U) als Ox(U)-Modul, denn: Ist g € Ox(U), so ist

div (tp""glv) = div (tp""|v) + div (glv) = div (5”7 |v) = —npP,

also

div (tp""glv) + Dly = —npP +npyP >0
und damit ¢,"" g € L(D)(U). Ist umgekehrt g € £L(D)(U), also
div (g|v) + Dlp = div (gv) + npP >0,

so gilt
div (% glvr) = npP + div (g|p) = 0,

also t3"g € Ox(U) und damit g = t"7 (37 g).

Sei = Qy(x)/, der k(X)-Vektorraum der Kéhlerdifferentiale von k(X)/k. Die Elemente
von (2 heiffen rationale Differentiale auf X. Ohne Einschrinkung gelte X = V(f) mit
einem irreduziblen Polynom f € k[X,Y]. Dann ist k(X) = Quotk[X, Y] /(f). Damit wird
Q erzeugt von den Elementen dg fiir g € k(X), wobei d die universelle Derivation bezeichne.
Da d(X?) = 2XdXund induktiv d(X") = n!XdX, geniigen die linearen Terme. df = 0
ergibt also eine lineare Gleichung zwischen dX und dY und wir erhalten dimgx) € = 1.

Wir wollen uns daraus nun eine Ox-Modulgarbe basteln. Fir w € x4, sei

divw = Z ordpwP
PeX
folgendermafen definiert: Fiir P € X sei tp Uniformisierende, also Erzeuger vom maximalen
Ideal mp. Dann gilt dtp(P) = 0 aber dtp # 0, also bildet {dtp} eine Basis von Qy(x)-
Schreibe also w = fpdtp fiir ein fp € k(X). Setze nun ordp(w) = ordp(fp). Beachte:

tp — tp(Q) ist Uniformisierende fiir Q auf einer offenen (und dichten) Teilmenge von X
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und d(tp — tp(Q)) = dtp. Damit ist divw wohldefiniert. Setze nun
Qx(U) := {w e Qx| divw|y = 0} U {0}

Qx (U) ist fiir jedes U < X offen ein Ox (U)-Modul, also ist 2x eine Ox-Modulgarbe. Die

Elemente in Qx (U) heifen regulire Differentiale auf U. Bachte: Mit der Notation aus (i)

gilt Qx = L(divwo) fiir wo € Qy(x)/k\{0}, denn: wp ist eine Basis von Qx), und es gilt
L(divw)(U) = {fek(X)| (divf + divw) |y = 0} U {0}

{f € k(X) | div(fwo)lv = 0} L {0}

= {’U) € Qk:(X)/k ‘ diV(w)’U = 0} ) {0}

= Qx(U).

divwy heifst auch kanonischer Divisor. Erinnern wir uns nun an den Satz von Riemann-Roch

aus der algebraischen Geometrie, welcher besagt:
dimL(D) —dim L(K — D) =degD + 1 — g,
wobei g das Geschlecht der Kurve und K einen kanonsichen Divisor bezeichne, so erhalten
wir mit D = 0:
l1-dmL(K)=1-g <= dmL(K)=g
und mit D = K
dimL(K)—1=dimL(K)—dimL(0) =deg K +1— g,

zusammen also deg K = 2g — 2. Da sist praktisch! Betrachte wir uns beispielsweise den

Punkt o0 = (1:0) € P!, das Differential w = dX und die Uniformisierende t,, = +, so gilt

1 1
also fp = —X? und ordpdX = ordpX? = —2, was mit unserer oben gefunden Formel und

g = 0 fiir P! {ibereinstimmt. Eine weitere Anwendung ist natiirlich auch die Bestimmung

des Geschlechts einer Kurve mithilfe der obigen Formel.

Definition 4 Bemerkung 9.4 (i) Sei X = SpecR ein affines Schema und M ein R-Modul.
Dann gibt es genau eine Garbe M auf X, sodass M(D(f)) = My = M ®g Ry fiir jedes
f € R. M wird so zur Ox-Modulgarbe. Weiterhin ist fiir jedes p € Spec R der Halm gegeben
durch
M, = M, = M ®g Ry.
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(ii) Eine Ox-Modulgarbe F heift quasikohdrent auf SpecR, falls es einen R-Modul M gibt
mit F = M, also F(D(f)) = M; als R-Moduln.

(iii) Sei nun (X, Ox) ein allgemeines Schema. Eine Ox-Modulgarbe F auf X heifst quasikoho-
rent, falls es eine offene Uberdeckung von X durch affine Unterschemata {U; = SpecR;}icr
gibt, sodass die Einschrankung F|y, quasikohérent ist fiir jedes i € I, also Fly, = M; fiir
einen R;-Modul M,;.

(iv) Eine quasikohédrente Ox-Modulgarbe auf X heifst kohdrent, falls X noethersch ist und die

R;-Moduln M; aus (iii) allesamt endlich erzeugt sind.

Proposition 9.5 Sei (X,0x) ein Schema. Eine Ox-Modulgarbe F auf X ist quasikohdrent
genau dann, wenn fir jedes offene, affine Unterschema U < X die Einschrankung F|y quasiko-

hdrent ist.

Beweis. Wie zum Beispiel 4.5 oder 7.3.

Bemerkung 9.6 Sei X = SpecR ein affines Schema. Dann ist die Zuordnung

R-Mod — Ox-Mod, M— M

ein volltreuer, exakter Funktor, dessen Bild die quasikohdrenten Ox-Modulgarben sind.

Beweis. Sei 0 — M’ — M — M"” — 0 exakte Sequenz von R-Moduln. Zu zeigen: Fiir jedes

p € Spec R ist die lokalisierte Sequenz
/ "
0— My — My — M; —0
ebenfalls exakt (als Sequenz von Ry,-Moduln): Ubung. Man sagt, R, ist "flacher" R-Modul.

Definition + Bemerkung 9.7 (i) Sei (X,Ox) ein lokal geringter Raum, F,G zwei Ox-
Modulgarben. dann ist die zur Pragarbe U +— f(U)@OX(U)g(U) assoziierte Garbe F®p, G
eine Ox-Modulgarbe.

(ii) Ist X = SpecR affin, so gilt fiir R-Moduln M, N

M®@rN=M®zN=M®o, N.

(iii) Sind fiir i € I R-Moduln M; gegeben, so ist

Bemerkung + Definition 9.8 Sei f : X — Y Morphismus lokal geringter Raume.
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(i) Fiir jede Ox-Modulgarbe F auf X ist fiF eine Oy-Modulgarbe auf Y.

(ii) Fiir jede Oy-Modulgarbe G auf Y ist f~'G eine f~'Oy-Modulgarbe und die zur Prigarbe
U~ f7'G(U) @10, 1) Ox(U) assoziierte Garbe f*G := 716 ®p-10, Ox eine Ox-
Modulgarbe. f*G heifst Pullback von G unter f.

Beweis. (i) Fir U € Y offenist f, F(U) = F (f~1(U)) ein Ox (f~1(U))-Modul. Der Garben-
morphismus f# : Oy — f+Ox induziert einen Ringhomomorphismus f# 0y (U) —
f[+Ox(U) = Ox (f~H(U)), welcher die gewiinschte Oy (U)-Modulstruktur liefert.

(ii) Zur Wohldefiniertheit brauchen wir noch einen Morphismus f~ 1Oy — Ox. Der Gar-
benmorphismus f# : Oy — f.Ox liefert den Morphismus f~'0y — f~'f,Ox und

Proposition 2.16 liefert f~!f,Ox — Ox, was zusammen die Behauptung liefert. O

Bemerkung 9.9 Seien X = SpecR, Y = SpecS affine Schemata, f : X — Y Morphismus
mit zugehorigem Ringhomomorphismus o : S — R.
(i) Fiir jeden R-Modul M gilt: foM = ;T/[, wobei oM die von « als S-Modul aufgefasste
abelsche Gruppe M bezeichne.
(i) Fir jeden S-Modul N gilt f*N = N@;R.

Beweis. (i) Fiir U € Y offen ist fu M (U) = M(f~"(U)). Das wird durch f# (von « induziert)
zum Oy (U)-Modul. Fiir U = D(g) gilt wegen f~1(D(g)) = D(go f) = D(a(g)):

FM(U) = M(f71(U)) = M (D(a(9))) = My(g) = oMy = oM (D).
(i) Fiir die globalen Schnitte gilt
F*RX) = (/7N @10, Ox) (X) = N@s R
und fir U € X offen
FN@) = (7N @0, Ox) (U)
(N ®s 710y (1)) @10y 1) Ox (U)

N®s Ox(U)
- (N@sr) W),

also gerade die Behauptung. O

Proposition 9.10 Sei f : X — Y Morphismus von Schemata.
(i) Ist G eine quasikohdrente Oy -Modulgarbe auf Y, so ist f*G eine quasikohdrente Ox -
Modulgarbe auf X.
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1) Sin ,Y mnoethersch un zusatzlich kohdrent, so ist auc ohdrent.
Sind X, Y hersch und G lich koh h f*G koh

(11i) Ist X noethersch und F eine quasikohdrente Ox-Modulgarbe auf X, so ist foF eine qua-

sikohdrente Oy -Modulgarbe auf Y .

Beweis. (i) Die Eigenschaft quasikohérent zu sein ist eine lokale Eigenschaft, ohne Einschréin-

kung sei also X und damit auch Y affin. Dann folgt die Aussage mit 9.9 aus G = N fiir
einen S-Modul N und f*G = N ®5 R.

Ist NV als S-Modul erzeugt von den nq, ..., n,, so ist N®g R erzeugt von den n1®1,...,n,®
1, also insbesondere endlich erzeugt als R-Modul.

Ohne Einschrinkung sei Y affin. Da X noethersch ist, gibt es eine endliche Uberdeckung
X = |J;_, Ui, ohne Einschrankung sei U; n U; affin fiir alle 4,j. F ist eine Garbe, die
Sequenz

0— F -5 P Flu, L P Flo,

i=1 i<j
mit a(m) = (m|y,); und 8 ((mq);) = (milv,~u, — mj’UimUj)z‘<j ist also exakt. Der Funktor
f« ist linksexakt, denn: Ist 0 — F' — F — F” — 0 exakt, so ist die Sequenz

0— fF'(U)=F(f71(U) — F (1 U) — F (F711)

ebenfalls exakt (2.9 und 2.14). Da nun @;_, f«F|v; und @, f«F|v;~v; quasikohérent
sind, ist fiF als Kern eines Homomorphismus quasikohdrenter Garben ebenfalls quasiko-

héarent, was zu zeigen war. ]

§ 10 Lokal freie Garben

Beispiel 10.1 Sei X nichtsingulare, projektive Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen

Koérper k, D = Y, p.x npP ein Divisor auf X sowie £(D) die zu D assoziierte O x-Modulgarbe

LID)U) = {f € k(X) | (divf + D)o =0} v {0},

Erinnerung: Ist U "klein", so ist £(D)(U) = tyOx (U). Auferdem gilt fiir den Halm in jeden
Punkt Pe X :

LD)p ={fek(X)|ordp(f)=—np}u{0}= t;nPOX,p.
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Bemerkung 10.2 Ist X wie in Beispiel 10.1, so gilt fiir Divisoren D, D’ auf X
L(D)®o, L(D') =~ L(D + D).
Beweis. Fir U < X offen ist
¥ LD)U) x LID)U) — LD +DYU),  (f,9)— fg

eine wohldefinierte, bilineare Abbildung von Ox (U)-Moduln, denn es gilt

(div(fg) + (D + D)) |y = (divf + D) |y + (divg + D') |y = 0+ 0 = 0.

Damit induziert ¢ also eine Ox (U)-lineare Abbildung
du : (L(D)®oy L(D")) (U) — L(D + D")(U).
Diese Abbildungen verkleben sich zu einem Garbenmorphismus
¢ : L(D)®oy L(D') — L(D + D).
Nach Beispiel 10.1 haben wir in jedem Punkt eine Isomorphismus der Halme
op :tp""Ox p®ox p t;nZPOX,P — t;nan/P Ox,p,

¢ ist also Isomorphismus. Beachte: Es gilt £(D) ®o, L(—D) = Ox.

Definition 10.3 Sei (X, Ox) lokal geringter Raum, F eine Ox-Modulgarbe, n € N.

(i) F heifst frei von Rang n, falls gilt F =~ O% = @, Ox.
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(ii) F heift lokal frei von Rang n, wenn es eine offene Uberdeckung {U; };cr von X gibt, sodass

fir alle i € I gilt Fly, = (Ox|uy,)".

Bemerkung 10.4 Aus Freiheit folgt sicherlich lokale Freiheit, die Umkehrung ist im Allgemei-

nen allerdings nicht der Fall. Betrachte hierfir X = ]P’/,l€ fiir einen algebraisch abgeschlossenen

Korper k und fiir den Divisor D = 1-P auf X fiir ein P € X die Garbe L(D) auf X. In Beispiel

10.1 haben wir bereits gesehen, dass L(D) lokal frei von Rang 1 ist. Betrachte nun die globalen

Schnitte von L(D) und der Strukturgarbe. Es gilt

O]P’}c (Pllc) =k
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LD)Py) = {fek(X)|divf+P=0}
{fek(X)|ordgf =0 fir alle @ e P"\{P}} ®{f € k(X) | ordpf > —1}

{Fek(X) | feOp (BPY) | @{f € k(X) | ordpf > -1}
1
X —Xp

- k® k,

womit die Garben nicht isomorph sein kénnen.

Bemerkung 10.5 Ist (X,Ox) ein Schema, so ist jede lokalfreie Garbe auf X quasikohdrent. Ist

X weiterhin noethersch, so ist jede lokalfreie Garbe sogar kohdrent.

Beweis. Sei F eine lokal freie Garbe von Rang n sowie {U; = SpecR;}s eine offene, ohne
Einschrinkung affine Uberdeckung von X derart, dass F|y, = (Ox|y,)" fiir alle i € I. Dann gilt
Flu, = Rin. Ist zudem X noethersch, so ist R; noethersch fiir alle ¢ € I, F also kohérent. O

Bemerkung 10.6 Jede lokalfreie Garbe L von Rang 1 auf einer nichtsinguldren, projektiven
Kurve tber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k, die sich einbetten ldsst in die konstante

Garbe des Funktionenkdrpers, ist isomorph zu einer Garbe L(D) fir einen Divisor D auf X .

Beweis. Sei {U;}, i € {1,...,n} offene Uberdeckung von X mit L]y, = t;Ox|y, mit Erzeugern
ti € k(X) n L(U;). Esist t,0x|v;~v; = t;0U;~v;, das heifit es gilt % € Ox(U; nU;)*. Damit gilt
titi

.t
=div =
U;nUj J

div ti’UimUj = div + div tj‘Uir\Uj = div tj’UimU]v

J U;nU;

das heifit, wir konnen einen wohldefinierten Divisor D auf X durch D|y, = div tl definieren.

Dann gilt £ >~ £(D), denn fiir die Schnitte erhalten wir

L(U;)

I

{tif | feOx(U)} = {tif | div flu, = 0}

{f € O)((UZ) | div i

=0
.79}

{f € Ox(Ul) | div f|Ul > div ti|Ui}
{fek(X) | (div f—div #;) |y, > 0}

=0
U;

i

{fek(X) | (div [ +div ;)

{fek(X)] (div + D)y, =0}
L(D)(Us),

woraus die Behauptung folgt. O
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Proposition 10.7 Sei (X,Ox) lokal geringter Raum, F lokal freie Garbe von Rang n auf X.
Dann gilt:
(i) Ist G lokal frei von Rang m, so ist F ®o, G lokal frei von Rang mn.
(ii) Ist f:Y —> X Morphismus von lokal geringten Riumen, so ist f*F lokal freie Garbe von
Rang n aufY.
Warnung: Es gibt keine entsprechende Aussage fiir fy.

Beweis. (i) Wihle eine ausreichend feine Uberdeckung {U;}c; von X, sodass

f’Ui = (OX’Ui)nv g‘Uz (OX‘Uz)m

und wéhle Basen ¢;1, ..., tiy, von F|y, und i1, ..., sim von Gy, als Ox (U;)-Moduln. Dann
bilden die t;1®s;1, - . . , Li1®Sim, - - - , Lin@sim €eine Basis von F®op , G, woraus die Behauptung
folgt.

(i) Sei U € X offen mit Fly = (Ox|y)". Dann ist

F*Flgwy = (T F®p-104 Oy)
f~Yu)

A ®F10x]-11, O¥ 1
HFlo) ®p-10x1,-1, O li-1(

f
FH(Ox )" ®;- 10|10 OY|f—1
(

I

F710x)" |21 ®=10x1 11, O¥lp—1¢

I

= ( 10X|f 1(U ®f 1OX|f L) OY|f )
(f 'Ox @104 OY’f U)>n

= (Oylp1)"

Ist nun {U;};es eine offene Uberdeckung von X, so ist auch {f~!(U)} eine offene Uber-
deckung fiir Y und damit ist f*F lokal frei von Rang n wie gewiinscht. O

Definiton 4+ Proposition 10.8 Sei (X, Ox) lokal geringter Raum sowie F, G O x-Modulgarben
auf X. Fir U € X offen sei

Homo, (F,G)(U) := Homp |, (Flu,Glu) -
Dann ist Homoe, (F,G) eine Ox-Modulgarbe.

Beweis. Sei U € X offen. Klar: Homo, (F,G)(U) ist abelsche Gruppe. Wir brauchen also nur
noch eine Ox (U)-Modulstruktur. Fiir « € Ox(U) und ¢ € Homgp |, (Flv,Glv). Definiere ag
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wie folgt: Fiir jede offene Teilmenge V < U sei

(ag)v : F(V) — G(V),  (ad)v(s) := alvov(s).

Die (a¢)y ergeben den gewiinschten Garbenmorphismus a¢ : Fly —> G|y, womit also
Homop, (F,G)(U) zum Ox(U)-Modul wird. Es bleibt noch zu zeigen: die Zuordnung U —
Homp |, (Flu,G|u) ist eine Garbe. Ubung! O

Definiton + Proposition 10.9 Sei (X,Ox) lokal geringter Raum, F lokal freie Garbe von
Rang n auf X.

(i) F*:= Homp, (F,Ox) ist lokal frei von Rang n.
(ii) F* heift die zu F duale Garbe.
(iii) Fir jede Ox-Modulgarbe G auf X gilt

Homo, (F,G) =~ F* o, G-

Beweis. (i) Es geniigt zu zeigen: Ist {U;}ics offene Uberdeckung von X, so ist Home,, (F, Ox)|v,

frei. Es sei also ohne Einschrankung F =~ O%. Dann ist zu zeigen:
!
Homo, (F,Ox) = Homp, (0%,0x) = O%.

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass fiir einen Korper k gilt: Homy (k" k) = k™. Der
zugehorige Isomorphismus ist [ — (I(e1),...,l(ey)), wobei {e1,...,e,} eine Basis des k"
ist. Dieselbe Aussage kann auf freie Moduln {ibertragen werden, woraus die Behauptung
folgt.

(iii) Die entsprechende Aussage aus der linearen Algebra fiir k-Vektorrdume V und W lautet
Homy (V,W) =~ V* Qi W,
denn: Betrachte die bilineare Abbildung
Y V* x W — Homy(V, W), (lyw) — (a: V — Wv - l(v)w).

Es induziert ¢ eine Abbildung ¢ : V* ® W — Homy(V, W). Wir miissen zeigen: ¢ ist
bijektiv. Surjektivitiat sehen wir wie folgt ein: Sind Basen {b1, ..., b,} fiir V und {cy, ..., cn}
fir W gegeben, so wird Homy(V, W) erzeugt von den fj; fir 1 < i <nund 1 <j < m,

wobel fi; gegeben ist durch f;;(by) = dixc;y. Ist {bf,...,b%} die zu {b1,...b,} duale Basis
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von V*, so erhalten wir die Darstellung f;; = (b}, ¢;), das heifit, ¢ ist surjektiv. Nun gilt
dmV* @ W =dimV*dim W = dim V dim W = nm = dim Homg (V, W),

also ist ¢ auch injektiv und damit bereits Isomorphismus und die Behauptung folgt.  []

Definiton + Proposition 10.10 Sei (X, Ox) lokal gringter Raum.
(i) Fiir jede lokal freie Ox-Modulgarbe von Rang 1 gilt £L®p, L* = Ox.
(i) Eine Ox-Modulgarbe £ heift invertierbar, falls es eine Ox-Modulgarbe £’ gibt, sodass
LRo, L =~ Ox.
(iii) Ist (X, Ox) noethersches Schema, so ist jede invertierbare Ox-Modulgarbe auf X lokal frei
von Rang 1.
(iv) Die Isomorphieklassen der invertierbaren Ox-Modulgarben auf X bilden eine abelsche

Gruppe, die sogenannte Picard-Gruppe Pic(X).

Beweis. (i) Nach 10.9 gilt L®o, L* =~ Homp, (£, £). Definiere nun
¢: Ox — Homop, (L, L), 1—idg.

Dann ist ¢ ein wohldefinierter, injektiver Morphismus von Ox-Modulgarben. Fiir den Be-
weis geniigt es nun, die Surjetkivitdt von ¢ nachzuweisen. Dies zeigen wir halmweise. Sei

r € X und betrachte ¢,. Sei a € Homo, ,(Ls, L) = (Homo, (F,F)),, also a = (U, s),
wobei ohne Einschrankung U klein genug ist, sodass L]y =~ Ox|y. Dann gilt s = ¢,(s(1)),
also ist ¢, und damit ¢ surjektiv.

(iii) Ubung.

(v) Die Strukturgarbe Ox ist neutral beziiglich des Tensorprodukt (welches auch assoziativ

und kommutativ ist) und inverses Element folgt aus (i). O

Beispiel 10.11 Sei X differenzierbare Mannigfaltigkeit, Ox die Garbe der C*°-Funktionen auf
X. Dann ist (X, Ox) lokal geringter Raum. Sei E eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit
und p : E — X differenzierbare Abbildung. Das Paar (E, p) heifst Vektorbindel von Rang n iber
X, falls es eine offene Uberdeckung {Ui}ier von X und fiir jedes i € I einen Diffeomorphismus

¢i - p Y (U;) — U; x R™ gibt, sodass das Diagramm

E > p_l(Ui)
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kommutiert, also p = 7 o ¢;, und gilt
bij 1= pi 0 ¢>j—1 (Ui nUj) x R" — (U; n U;)R™

faserweise linear ist fiir alle 4,7 € I, nach Wahl eine Basis des R™ also durch eine Matrix
A = (Aij) € GL, (Ox(U; nUj)) dargestellt wird. Im folgenden wollen wir zeigen, dass die
Vektorbiindel von Rang n auf X gerade den lokal freien Ox-Modulgarben von Rang n auf X
entsprechen. Sei dazu zunéchst (E,p) ein Vektorbiindel von Rang n auf X wie oben definiert

und & die Garbe der Schnitte in F auf X, fiir offene Teilmengen U < X gilt also
E(U) ={s:U — FE | s ist differenzierbare Abbildung mit po s = idy}.
Dann ist £ lokal frei von Rang n, denn fiir ¢ € I gilt
EU;) = {s:U; — R" | s ist differenzierbar } = Ox (U;)".

Dasselbe erhalten wir fiir Einschrankungen auf beliebige offene V < U;.

Sei nun umgekehrt £ lokal freie Ox-Modulgabe von Rang n auf X. Dann ist fiir jedes z € X
der Halm &, ein freier Ox ,-Modul von Rang n. Weiter gilt Ox .z /m, = R sowie & /m, &, =
R"™. Ist nun U; € X offen mit &|y, = (Ox|y,)" via ¢; : Ely, — (Ox|y,)", so ist gzﬁiqu_l ein
OX\UimU].—Modulgarbenisomorphsmus von (C’)X|UmUj)n auf sich selbst, also ein Element A;; €
GL, (Ox(U; nUj)). In jedem x € U; n U; induziert A;; einen Vektorraumisomorphismus von
& /my&, = R™. Verklebt man nun die U; x R™ mithilfe der A;; zum Vektorbiindel E, so erhilt

man die gewiinschte Aussage.

Definiton + Proposition 10.12 Sei (X, Ox) ein Schema, p : E — X Morphismus von Sche-

mata.

(i) (E,p) heikt geometrisches Vektorbiindel von Rangn iiber X , falls es eine offene Uberdeckung
{U;}ier von X und fiir jedes i € I Isomorphismen ¢; : p~1(U;) — Ap, = Ui Xgpecz A7, gibt,
sodass fiir alle ¢, j € I und jedes affine offene Unterschema SpecR = U < U; nU; von X die
Abbildungen ¢; o gZ)j_l R-lineare Automorphismen sind, also von linearen Automorphismen
von R[X1,...,X,] induziert werden.

(ii) Die Isomorphieklassen von geometrischen Vektorbiindeln von Rang n entsprechen bijektiv

den Isomorphieklassen von lokal freien Ox-Modulgarben von Rang n auf X.

Beweis. Wie in 10.11 O
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§ 11 Divisoren und invertierbare Garben

Erinnerung: Ist X nichtsingulére, projektive Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kor-

per k und D = )y npP ein Divisor auf X, so wird durch
LD)U)={fek(X)|ordpf+np >0 fir alle pe U}

eine lokal freie Garbe von Rang 1 auf X definiert.

Beispiel 11.1 Betrachte den Newtonknoten X = V(Y2 — X3 — X?) ¢ PZ in der projektiven
Ebene und definere einen Divisor durch D = 1 - Py, wobei Py den singuldren Punkt der Kurve
bezeichne. Kénnen wir nun auch die Garbe £(D) definieren? Betrachte das maximale Ideal
im Punkt Py: Es wird erzeugt von den Restklassen von X,Y, bezeichne sie mit x,y. Es gilt
y? = 2%(z—1), es kann aber auf keinen Erzeuger verzichtet werden, m p, ist also kein Hauptideal.
Wie kann man dann ordp, f bestimmen? Ist ordp,x = 27 Betrachte den Faktorring Ox p, / (f)
und setze ordp, := dimy Ox.p, / (f) und erhalte beispielsweise ordp,x = 2 (denn in Ox p, / (x)
sind 1, y linear unabhéngig). Wir konnen die Garbe £(D) als konstruieren, fiir den Halm in P
gilt aber
L(D)p, ={f€k(X) |ordp,f =1} =mp,

weswegen dieser nicht frei von Rang 1 ist und £(D) damit nicht lokal frei von Rang 1, also nicht

invertierbar ist.
Definition 11.2 Ein Schema (X, Ox) heifst integer, falls es reduziert und irreduzibel ist.

Definition + Bemerkung 11.3 Sei (X, Ox) ein Schema.
(i) Ein Primdivisor auf X ist ein integres, abgeschlossenes Unterschema der Kodimension 1.
(ii) Die von den Primdivisoren auf X erzeugte frei abelsche Gruppe Div(X) heifst Gruppe der
Weil-Divisoren. Die Elemente von Div(X) heien Weil-Divisoren.
(iii) Ist X eine Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k, so sind die Primdi-
visoren gerade die abgeschlossenen Punkte in X und die Weil-Divisoren von der Form
D =3 pcx npP fiir gewisse np € Z.

(iv) Sei W ein Primdivisor auf X, - der generische Punkt von W.
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Kapitel 111

Kohomologie von Garben

§ 12 Garbenkohomologie als abgeleiteter Funktor

Erinnerung 12.1 Sei C eine Kategorie mit Nullobjekten, A, B € Ob(C) und f : A — B ein
Morphismus.

(i) Der Kern von f ist das Paar (ker f,¢) mit ¢ : ker f — A und f ot = 0, sodass fiir jedes

Paar (C,7) mit C' € Ob(C) und 7 : C —> A mit f o7 = 0 der Morphismus 7 eindeutig {iber

ker f faktorisiert, es also einen eindeutigen Morphismus h : C' — ker f gibt, sodass das

folgende Diagramm kommutiert:
ker f = A

N

(ii) der Kokern von f ist das Paar (cokerf,n) mit 7 : B — cokerf und m o f = 0, sodass

fiir jedes Paar (C,7) mit C' € Ob(C) und @ : B — C mit 7o f = 0 der Morphismus 7

eindeutig iiber coker f faktorisiert, es also einen eindeutigen Morphismus A : cokerf — C

gibt, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

A B

Definition 12.2 Eine Kategorie C heifst abelsch, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(i) Es bildet Home (A, B) eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition ” + 7 fiir alle A, B €
Ob(C).

(ii) Fir Homomorphismen gelten die Distributivgesetze beziiglich ” +” und ” o”, das heifit es
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gilt
(f+g)oh=foh+goh,  eo(f+g)=eof+eoyg

fiir alle h € Mor¢(A, B), f,g € More(B,C), e € More(C, D).
(iii) Endliche direkte Summen, Kerne, Kokerne existieren.
(iv) Jeder Monomorphismus ist der Kern seines Kokerns.

(v) Jeder Epimorphismus ist der Kokern seines Kerns.

Beispiel 12.3 Beispiele fiir abelsche Kategorien sind Ab, k-VR, Ringe, R-Mod, Ox-Mod. Nicht

abelsch dagegen sind beispielsweise die Kategorien Grp, Sets.

Definition 12.4 Sei C eine abelsche Kategorie.

(i) Ein Komplex in C ist eine Sequenz
Ct = it o A it

von Morphismen in C, sodass gilt d’ o d*~! = 0 fiir alle i € Z.

(ii) Fiir einen Komplex C* in C heiftt
HY(C*) := Kern d' /Bild ¢i~!

das i-te Kohomologieobjekt von C*.

Proposition 12.5 Sei C eine abelsche Kategorie.
(i) Die Komplexe in C bilden eine Kategorie C* mit Morphismen

e . ci-1 47! Ci d' Ci+l

al Oéili ail ai+1i

D* .. Di—1 , D? ; Ditt
d/z—l d/z

(ii) H' ist ein kovarianter, linksevakter Funktor C* — C.

«

(111) Zu jeder kurzen exakten Sequenz 0 —> C'* — C* BLom 0 won Komplexen in C*

gibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz
s HI(C') — HY(C®) — HI(C") 25 B0 — HY(C®) — ...

Beweis.  (ii) Sei o : C'* — D* Morphismus von Komplexen in C* wie in (i), wir haben also

fiir alle ¢ € Z Morphismen «; : C* — D’ gegeben. Wir suchen nun

&; : HY(C*) = Kern d' /Bild di~1 — Kern d" /Bild ¢i~1 = H'(D"*)
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Fiir x € Kern d* ist

0=ajriod =d"oaq,

also &j|kemn ¢¢ € Hom (Kern d', Kern d’i) und damit induziert o; durch Restklassenbildung
die Abbildung &; : Kern d° — H*(D®). Wir miissen noch zeigen: Bild d*~! < Kern a;. Sei
also x = d'~!(y) fiir ein y € C*~!. Dann gilt

Oéz<1') — Oéi(di_l(y)) — d/i_l(ai_l(y» e Bild (d/i_l),

also &;(x) = 0 in HY(D*).
(iii) Wir haben folgende Situation:

y Cri—1 O d’t Cri+1 d/itt Ci+2

(073 Q41 Q42

. . 7 . i+1 .
. Cz—l Ct d Cz-i—l d CH—Z

Bi Bit+1 Bi+2

i—1 i d" i+l d’itl OMi+2

L— "

0 0 0 0

Wir brauchen eine Abbildung H*(C"*) — H'TY(C’*). Sei z € Kern d"* < C"'. Da f;

surjektiv ist, kénnen wir ein Urbild y € C"" mit 3;(y) = = wihlen. Dann gilt
0=d"(Bi(y)) = Bir1(d' (v)),

also d'(y) € Kern ;11 = Bild a;,1. Wegen letzterem koénnen wir schreiben d*(y) = a;41(2)
mit eindeutigem z € C"**!, a;,1 Monomorphismus ist. Damit gilt in unserer Rechnung nun
z — fy(x) = o (d'(y)) € C"*! mit einem y € B; ' (z). Es gilt sogar fy(z) € Kern d'*1,

denn es ist
airo(d™(fy(2)) = &' (y) = T (d'(y) = 0

und da ;41 ein Monomorphismus ist, muss bereits gelten d"**(f,(z)) = 0, das Gewiinsch-
te. Es bleibt zu zeigen, dass fiir eine andere Wahl 7 von y gilt f,(z) — fz(x) € Bild d" -
dann ist die Abbildung

6" : Kern d"' — HY(C'), x— f,(x) fiir ein y € B; ! (z)
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wohldefiniert. Sei also § € 3; ' (x) beliebig und sei analog ? = a;rll(di(g])). Es gilt Bi(y) =
Bi(g), also y — g € Kern f3; = Bild oy, etwa y — § = a;(w). Dann ist

fy(@) = fz(x) = a7 (d'(y — ) = d"(o; " (y — §)) = d"(w) € Bild d",

was zu zeigen war, womit 8° wohldefiniert ist. Schlieflich ist noch zu zeigen, dass & iiber
H(C"*) faktorisiert. Sei also z € Bild d”~! < Kern d"*, etwa x = d"~*(v) fiir ein v € C"*~ 1.

Da $3;_1 Epimorphismus ist, gilt v = 3;_1(?) fiir ein 9 € C*~1, also
d""H(Bi-1(0)) = d"7H(v) = & = Bi(y) = Bi(d~ (D))
und wir erhalten d’(y) = d*(d*~(w)) = 0. Schlieklich folgt
0i(x) = a5y (d'(y)) = i1 (0) =0,

da «;41 injektiv ist, was zu zeigen war. O

Sei nun (X, Ox) ein Schema. Ziel soll es sein, fiir jede Garbe F von abelschen Gruppen auf X
und jedes i > 0 eine abelsche Gruppe H*(X,F) mit folgenden Eigenschaften zu definieren:

(i) Esgilt H(X,F) = T(X, F) := F(X).

(ii) Ist 0 — F' —> F —> F” — 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben, so gibt es eine

lange exakte Kohomologiesequenz
0— H'(X,F)— HX,F) — H'(X,F7") — HYX,F) — HY(X,F) — ...

Proposition 12.6 Sei H (X, ) mit (i) und (ii) gegeben, 0 — F —> Gy —> Gy —> ... eine
exakte Sequenz von Garben auf X (eine sogenannte Auflésung von F), sodass H(X,G;) = 0 fiir
alle j = 0 und i = 1 (ein solche Garbe G; heifst azyklisch). Dann ist

HY(X,F)=H"(T(X,G%).

Beweis. Durch Induktion {iber 3.

i =0 Da der globale Schnittfunktor I'( X, -) linksexakt ist, ist die Sequenz der globalen Schnitte
a 0
0— I'(X,F) -5 T(X,Go) 5 I(X,G1) — ...
exakt. Dann gilt aber bereits

H(X,F) =T(X,F) = Kern d° = Bild a« = H (I'(X, G*)).
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i = 1 Die Auflésung von F zerlegt sich in exakte Sequenzen
1) 0-—F—G —%/F—0
(2) 0—G/F —> G — G —> ...
Nach Voraussetzung gibt es zu (1) eine lange exakte Sequenz
0— HY%X,F) — HYX,Gy) — H°(X,G0 /F) — HYX,F) — HYX,Gy) =0,

also gilt, da H° (X, G0 /F) — H'(X,F) Epimophismus ist
HY(X,F) = H° (X7g0/.7:)/(Kern (H°(X,%0 /F) — HY(X,F)))
= H (X, % /f)/(Bﬂd (H(X,Go) — H°(X,G0/F)))-
Aus (2) folgt, dass die Sequenz
0— H°(X,G0/F) — H°X,G,) — H°(X,G) — ...
exakt ist, wir erhalten also
HO (X, 90 /F) = Bild (H*(X,00/F) — H'(X,G1) / (Kem (0— HO(X,G0/F)))
= Kern (H"(X,G1) — H°(X,02))
und schliefslich
HY(X,F) = Kemn (H°(X,G) — H°(X, gz))/(Bﬂd (H°(X,Go) — H(X,G1)))
— HY(I(X,G*)).
i > 1 Folgt analog. n
Erinnerung 12.7 Seien C, D Kategorien und 0 — ¢/ — C' —> C” — 0 eine exakte Sequenz

in C.
(i) Ein kovarianter Funktor ' : C — D heift linksezakt (bzw. rechtsexakt), falls die Sequenzen

0— F(C") — F(C) — F(C") bzw. F(C')— F(C) — F(C") — 0

in D exakt sind.
(ii) Ein kontravarianter Funktor F' : C — D heilt linksexakt (bzw. rechtsexakt), falls die

Sequenzen

0— F(C") — F(C) — F(C")  baw.  F(C") —> F(C) —> F(C") —> 0
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in D exakt sind.

(iii) Eine Funktor F': C — D heifit exakt, falls er links- und rechtsexakt ist.

Definition + Bemerkung 12.8 Sei C eine abelsche Kategorie.
(i) Ein Objekt I in C heifst injektiv, falls Home (-, I) exakt ist.
(ii) Ein Objekt P in C heifst projektiv, falls Home (P, ) exakt ist.

Betrachte nun das folgende Diagramm mit Objekten in C.

0 C’ ——C— c” 0
¢l b ~J Tlﬁ
r“ S P

Dann gilt:
(iii) I ist genau dann injektiv, falls fiir jedes solche linksexakte Diagramm ein ¢ € Home(C, T)
existiert, sodass gilt ¢ o1 = ¢.
(iv) P ist genau dann projektiv, falls fiir jedes solche rechtsexakte Diegramm ein z; € Hom¢ (P, C)

existiert, sodass gilt 7o ) = 1.

Beispiel 12.9 Q /7 ist eine injektive abelsche Gruppe.

Beweis. Sei A’ € A abelsche Gruppen und betrachte das Diagramm

0 A A

|

Q/z

mit einem Gruppenhomomorphismus ¢ : A’ — Q /7. Nach Bemerkung 2.8(iii) miissen wir fiir

die Injektivitdt ¢ auf A fortsetzen. Fiir a € A sei

- 0, falls n-a ¢ A’ fiir alle n e N
dala) :=
Lo(na), falls n = min{k | ka € A'}.

Dann ist

¢a:(Aay—QJz, ' +k-a— ¢(d)+k-da(na)
wohldefiniert und ein Homomorphismus, denn es gilt fiir ka € A" mit k = kon

J)a(ka) = (Z)a(kOna) = kogp(na) = kOnQEa(a) = kﬁga(a)'
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Damit haben wir bereits eine Fortsetzung von ¢ auf (A’ a) fiir alle a € A. Fiir a € A sei nun
o= {(Z,E]Ag[lgA’, $:4A—Q/z mit gl :¢}.

Dann ist ® nichtleer und durch "<" geordnet, enthélt nach Zorns Lemma also ein maximales
Element (Apax, dmax). Wire Amax # A, so wihle @ € A\A und verfahre wir oben und fiihre
diesen Fall zum Widerspruch. Damit folgt die Behauptung. O

Lemma 12.10 Sei C eine Kategorie, I eine beliebige Indexmenge und I; injektive Objekte in C

fir alle i € 1. Dann ist auch das direkte Produkt I :=[[..; I; injektiv.

iel

Beweis. Sei ein Diagramm

|

I

gegeben. Da I; injektiv ist fiir jedes 7 € I erhalten wir ein Diagramm

0 C’ L C

¢il i
I;

und die ¢; setzen sich nach der UAE des direkten Produkts zu einem Homomorphismus ¢ :

C — I mit der gewiinschten Kommutativitidt zusammen, was zu zeigen war. O

Proposition 12.11 Jede abelsche Gruppe kann in eine injektive abelsche Gruppe eingebetiet

werden.

Beweis. Sei A abelsche Gruppe, a € A\{0}. Definiere
¢a:<a>"Q/Za av>cq # 0,

wobei ¢, € Q /7 beliebig gewihlt ist, mit der Eigenschaft ord(c,)|ord(a), falls ord(a) < oo0. Da
Q /7 injektiv ist, lasst sich ¢, fortsetzen zu ¢, : A —> Q /7. Die ¢, fiir a € A definieren einen

Homomorphismus

o:A— ] @z, g ($a(9))acro}-

acA\{0}

¢ ist injektiv, denn fiir alle a € A\{0} gilt (¢(a))q = ¢ala) = cq # 0, also ¢(a) # 0. Damit ist ¢

injektiver Homomorphismus in eine nach Lemma 12.10 injektive Gruppe. O
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Proposition 12.12 In den Kategorien R-Mod, Ox-Mod und in der Kategorie der Garben abel-
scher Gruppen Ab(X) auf einem Schema X lasst sich jedes Objekt in ein injektives Objekt ein-
betten. Man sagt: Es gibt in diesen Kategorieren geniigend viele injektive Objekte.

Beweis. Fir R-Mod siehe dazu in Hilton-Stammbach, I.Prop.8, fiir Ab(X) und Ox-Mod siehe
Hartshorne I11.2.2 sowie I11.2.3.

Bemerkung 12.13 Ist C eine abelsche Kategorie mit geniigend vielen injektiven Objekten, so
besitzt jedes Objekt eine injektive Auflosung, also eine Aufiésung mit injektiven Objekten.
Beweis. Sei C' ein Objekt in C. Beweise die Behauptung durch Induktion iiber .

i =0 I° existiert nach Voraussetzung.

i—1 . . .
i>18i0—C — 10— ... ©, I’ exakt mit injektiven Objekten I7 in C. Sei I'*! ein

injektives Objekt mit
]i/d—l(lz‘—l) c [+t

(das existiert, da es gentigend viele injektive Objekte in C gibt). Dann gilt fiir die Abbildung
d': I' — I'*! gerade Kern d' = d~1(I*"!) = Bildd'~!, die Sequenz

0—C—1"— L pin
ist also exakt, was zu zeigen war. ]
Definition 12.14 Sei (X, Ox) ein Schema, F eine Garbe abelscher Gruppen aus X und
0—F—I' —T'— ...
eine injektive Auflésung von F. Dann heifst fiir i = 0
HY(X,F):= H(I'(X,1*)
die ¢-te Kohomologiegruppe von F.

Bemerkung 12.15 (i) Es gilt H'(X,F) = T'(X, F) = F(X) fiir jedes F € Ab(X).
(ii) Es gilt H'(X,T) = 0 fiir jede injektive Garbe T € Ab(X) und i > 1.

Beweis. (i) Siehe 12.4.
(ii) Wihle eine Auflésung 0 — Z — Z — 0 von Z. Dann folgt die Behauptung. O

Satz 12.16 Sei (X,Ox) ein Schema.
(i) Fiir F € Ab(X) ist H(X,F) nicht von der gewdhlten injektiven Auflésung abhingig.
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(ii) H(X,-) : Ab(X) —> Ab ist ein Funktor.
(111) Ist0 — F' —> F — F" — 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben abelscher Gruppen,

so gibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz
0— HX,F)— HYX,F) — H°X,F") — HYX,F) — H (X, F) — ...
Beweis.  (ii) Sein F,G Garben abelscher Gruppen mit injektiven Auflésungen
0— F—1I° 0—G¢G—J°
sowie ¢ : F —> G ein Garbenmorphismus. Definiere ¢’ : T8 — J wie folgt:

d0

0 F— 7° 7!
e
0 G g

#° sei die Fortsetzung von € o ¢ auf Z9 (79 ist injektiv). Zur Definition von ¢! brauchen
wir, dass d%o #° iiber 70 /Kern d° faktorisiert mit Kern d° = Bild e = F. Es ist aber F <
Kern d°0¢?, da ¢°(F) < é(G) = Kern d°. Die ¢' induzieren einen Morphismus I'(X, Z0) —
I'(X,J°%), wir erhalten also einen Morphismus von Komplexen p : I'(X,Z*) — ['(X, J*).

Nach 12.5 induzieren diese Homomorphismen
61 HI(X,F) = H(I(X,I%) — H'(I(X,J*) = H'(X,G).

Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢; nicht von der Wahl der ¢’ abhingt. Seien also gbi,qgi
Fortsetzungen, ohne Einschrinkung gelte ¢ = 0, ¢' = 0. Zu zeigen ist: Es gilt ebenfalls
¢ = 0, das heifit, ¢* induziert die Nullabbildung auf H*(T'(X,Z*)).
Beh. (a) Fiir i > 1 gibt es Homomorphismen A : T8 — J°~1 mit

(Z)’i _ Ji—l o hl + hi-i—l Odi, (Z)O _ hl Odo.

Wenden wir nun den Schnittfunktor I'(X, -) auf das Diagramm

Ti d Tit+1
hi ;
/ l¢%
ji—l _ jz

dzfl
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an, so erhalten wir Homomorphismen
WD(X,T) — DX, T

mit derselben Eigenschaft (wobei alle Homomorphismen ihren Namen behalten haben). Sei

nun z € H(X,F) = H(T'(X,Z*)), also # € Kern (d': I'(X,Z°) — T'(X,Z*"!)) Dann gilt
' (x) = d V(B (x)) + KT (d(x)) = dH(hi(z)) € Bild d'*

und damit ¢*(z) = 0 in H(X,G) = (Kern d') /(Bild di~1), was zu zeigen war.

Bew. (a) Betrachte das Diagramm

0 F 70 d 7
$=0 0 °)F
60
/ %
g JO

Wegen ¢ = 0 ist F = Kern d° < Kern ¢°, ¢" faktorisiert also iiber 7° J/F.Da J°
injektiv ist und 7° JF — T', existiert die Fortsetzung h' : Z! — J° von 60 nach Z"

und es gilt ¢° = h' o d°. Betrachte nun fiir s > 1 das Diagramm

Ti—2 d—? gi-1__d7! Ti

hi71

¢i—2 ¢i—1

J’LfQ

ji72 jifl

Setze ¢~ = ¢t — di~20 pi~1 : 7"t — J-1, Es gilt Kern ! = Bild d~2. Fiir
r € Kern d'~! = Bild d"2, 2 = d"~!(y) gilt dann Kern d' << @', wir erhalten also

eine Fortsetzung h' : 70 — 7! von ¢~)1 mit
Wodi—' = ¢t = =1 — Ji~lopi-t

was zu zeigen war.
(i) Folgt aus (ii) mit G = F und ¢ = id.
(iii) Sei 0 — F' — F — F” —> 0 eine kurze exakte Sequenz in Ab(X). Wihle injektive
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Auflésungen

O—>.F/—>I/., 0—>]:”—>I”.

von F' und F”. betrachte nun das folgende Diagramm:

0 0 0
0 F—L 10 7
7
L if - ot
0 F - I/O @® I”O s I/l &) I//l .
™
0 F €’ I”O Z//l
0 0 0

Da 7' injektiv ist und F' < F, gibt es ¢ : F — 0. ¢ und €” o 7 induzieren gemeinsam
€: F — I@®I". € ist injektiv, denn: Gilt (¢” o 7)(z) = 0, so ist 7(x) = 0, also

xz € Kern m = Bild « = F/, also

und damit, da € injektiv ist
er) =0 «— JW@)=0 <— yY&)=€¢r)=0 <— z=0.

Per Induktion erhalten wir auf diese Weise eine "injektive Auflésung der kurzen exakten
Sequenz". Wir wenden nun den globalen Schnittfunktor I'(X, ) auf Z'*,Z*,Z”* an und er-
halten eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in Ab(Beachte: Das geht nun wegen der
geeigneten Wahl von Z*® gut). Dazu gibt es nach 12.5 (iii) eine lange exakte Kohomologie-

sequenz. O

Bemerkung 12.17 Folgende Verallgemeinerungen des Vorgehens in diesem Abschnitt sind még-
luch:

(i) Es geniigt, dass X ein topologischer Raum ist; die Schemastruktur ist nicht nitig.

(ii) Alles geht genauso fir Objekte in einer belicbigen abelschen Kategorie mit geniiend vielen
injektiven Objekten A (statt Garben abelscher Gruppen auf X ) und einem kovarianten,
linksexakten Funktor F : A —> B (statt dem globalen Schnittfunktor). Genauer heifit dies:
Fir A € Ob(A) wdhle eine injektive Auflosung 0 — A — I°. Dann ist F(I*) ein
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Komplex in B®. Definiere
R'F(A) := H\(F(I*)).

Die R'F sind Funktoren A — B. Sie heifien (rechts) abgeleitete Funktoren von F. Insbe-
sondere gilt ROF = F. Eine Auswahl an Kategorien mit gendigend vielen Injektiven haben
wir bereits kennengelernt. Weitere linksexakte Funktoren sind beispielsweise
(1) Die Hom-Funktoren. Die R®Hom heifien auch Ext und Tor.
(2) Fir Schemata X,Y und einem Schemamorphismus f : X — Y st fy linsexakt und
kovariant. Die R'f.heiflen auch héhere direkte Bildgarben.

§ 13 Cech-Kohomologie

Definition + Bemerkung 13.1 Sei X ein topologischer Raum, F eine Garbe in Ab(X) sowie
i = {U;}ien eine offene Uberdeckung von X.
(i) Fiir £ > 0 ist
C*eF)i= [[ FWixn...nT)

10<...<lf

eine abelsche Gruppe.

(i) Fiir k > 0 ist

d¥: CRU, F) — CHHL (U, F)

k+1
12
(310...1k)i0<,,,<¢k = Z(_l) Sig.iy— 1841 ik 1 Uign--nUsy
i0<...<ik+1

v=0
ein Gruppenhomomorphismus.
(iii) Es gilt d**! o d* = 0 fiir alle k > 0, d.h. C*(4, F) ist ein Komplex.
(iv) Die Gruppe
H* (8, F) == HF(C* (4, F))

heifst k-te éechkohomologiegruppe von F beziiglich der Uberdeckung §1.
(v) Es gilt HO(U, F) = F(X).

Beweis. (iii) Durch Induktion tiber k:
k=0: Sei (s;)ien € [ [;eny F(Us) = C°(4, F). Dann gilt

d*((s:)ien) = (sjlv,nu, — Silvinu, i<j
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und damit mit U := U; nU; 0 Uj

d (d*((si)iew)) = ((s1 = 8wy = (51 = 8wy + (55 = 50 v50) ;o = O
k> 1: Sei nun (si,..i,)ig<..<i, € C* (4, F). Dann gilt mit Uy = Uiy oo.n U

1k

k+1
k k k
(d o d ) ((sio---ik)i0<---<ik) =d +1 (Z (_l)ysio---iuliu+1---ik+1‘0k+l>
v=0 i0<..<ipi1

Die Vorzeichen kiirzen sich weg und es bleibt d¥*1 o ¢¥ = 0.

(v) Bs gilt H(4, F) = Kern d°. Weiter ist

O F) =T [FWy).
€N

Sei nun (s;);ey € Kern d°. Dann gilt

!
do((si)z’eN) = (Sj - 5i|U¢mUj)i<j =0.

Da F eine Garbe ist, existiert ein eindeutiger globaler Schnitt s € F(X) mit s; = s|y,,
also HO(4, F) = Kern d° < F(U). Ist hingegen s € F(U), so gilt selbstverstindlich

(S‘Ui>’UimUj — (S‘Uj)|UimUj = 0, also s € Kern dv. ]

Beispiel 13.2 Sei X = S! sowie F = Z die zur konstanten Prigarbe F(U) = Z assoziierte
Garbe auf X. Sei durch Y := {U;, Uz} mit

] T oM . 3mm
Uy := {(cosu,smu) |lue [—4,4}}, Us := {(Cosu,smu) |ue [4,4]}.

eine offene Uberdeckung von X gegeben. Dann hat Uy n Uy = Dy U Dy zwei Zusammenhangs-

komponenten. Fiir den éechkomplex erhalten wir
Co(U,2) = F(U,) x F(Uy) = 72,
CYHU,Z) = F(U, N Uy) = 72,
C*(U,7) =0, fiir k > 0.

Fiir d° gilt
d° 7% = (U, Z) — CH (U, Z) = 72, (a,b) — (b—a,b—a)
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und damit Bild (d°) = {(a,a) € Z*} = AZ. Die Cechkohomologiegruppen ergeben sich dann zu
AU, Z) = Z(X) = Z,
HY(4,7) = Kern d' /Bild d° = Z* /AZ ~ Z,
H*(U,Z) =0 fiir k > 0.

Definiton + Proposition 13.3 Sei X ein topologischer Raum, F € Ab(X) sowie L = {U; }ien
eine offene Uberdeckung von X.

(i) Fiir & = 0 sei
Ck(ua ’F) = H (LiO---ik)*f‘UiOﬁ---Uik’

10<...<tf

wobei t;,..4, : Uiy ... nU;, = X die Inklusion ist. Fiir eine offene Teilmenge U < X ist

also

r (U,ck(ﬂ, f)) — P AU = [] FU AT, n...0Uy).

10<...l}

Insbesondere gilt fiir die globalen Schnitte
r (X, ck(y, f)) — CF(y, F).
(ii) Definiere fiir £ > 0 Garbenmorphismen
d*: CP(U, F) — CFHH (U, F)

wie in 13.1(ii) und erhalte dadurch ebenfalls einen Komplex C*(4, F).
(iii) Definiere einen weiteren Garbenmorphismus € : F — C°(4, F) wie folgt: Fiir jede offene

Teilmenge U < X sei ¢y der Gruppenhomomorphismus

ev: F(U) — D(UCOWF) =[[FU D))
ieN

s = (sluau;)ien -

Dann ist € wegen der Garbeneigenschaft ein Monomorphismus.
(iv) Die Sequenz

0— F -5 0w, F) L el F) L e, ) L
ist exakt, also eine Auflésung von F.

Beweis. (iv) Zeige zundchst die Exaktheit bei CO(U, F). Sei U < X offen, (s;)ien € T (U, CO(&L, F)).
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Dann gilt (s;)ieny € Kern d° genau dann, wenn gilt silunt;nU; = Sjlunu;u; fiir alled, j e N
Da F eine Garbe ist, gibt es einen eindeutigen Schnitt s € F(U) mit s; = s|y~y, fir alle
i € N, das heifit es gilt (s;);eny = €r(s) und damit im Bild von ¢, also Kern d® = Bild €, was
die Exaktheit an dieser Stelle bedeutet. Sei nun k > 1 beliebig. Es geniigt, die Exaktheit
halmweise zu zeigen. Sei also x € X, j € N mit x € Uj.

Beh. (a) Es gibt einen Gruppenhomomorphismus
Hy  Cr (U, F) — C (W, F)

mit d5~1 o bk + pEtl o gk =id.

Dann gilt fiir 5 € Kern d®
5 =1d(5) = dy ' (hy(3)) + R TH(d5(5)) = di (R () € Bild df

also Kern d* < Bild d*~!. Wegen d¥ o d“~! = 0 folgt dann bereits Kern d¥ = Bild df~1!,

das heiftt, der Komplex ist exakt. Es bleibt noch die Behauptung zu zeigen.

Bew. (a) Seis e CF(U, F), das heift esist 5 = [(V, s)] mit V < Ujund s = (siy..4;, )ig<...<iy, €
FVnUjy,n...nU;,). Sei weiter

0, falls jE {io, .. -ik—l}
0eip_q =
(1) Sig v griv,in_s  fallS dp—1 < J <'ip.

Setze nun

h§(§> = [(V7 (tio ----- ik—1 )i0<---ik—1]

und zeige, dass der so definierte Homomorphismus h* die gewiinschte Eigenschaft

erfiillt (Ubung). O

Folgerung 13.4 Sei X ein topologischer Raum, F € Ab(X) eine Garbe abelscher Gruppen auf
X sowie b = {U;}ien eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es fir jedes k = 0 einen
natiurlichen Homomorphismus

H*U, F) — H*(X, F).

Beweis. Sei 0 — F — Z* eine injektive Auflésung von F.

0 F C* (4, F)

Y

0 F A
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Nach Ubungsaufgabe 10.2 gibt es einen Morphismus von Komplexen ¢* : C*(4, F) —> Z°*, wel-
cher auf F die Identitat induziert. Anwenden des globalen Schnittfunktors liefert die gewiinschten

Gruppenhomomorphismen.

§ 14 Kohomologie quasikoharenter Garben

Definition 14.1 Sei X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X. F heifst
welk, falls fiir alle offenen Teilmengen U € V' < X die Restriktionsabbildung pf : F(U) — F(V)

surjektiv ist.

Beispiel 14.2 Sei X ein topologischer Raum.
(i) Sei x € X sowie A eine abelsche Gruppe. Dann ist die Wolkenkratzergarbe

A, fallsxeU
zx(A)(U) :=

0, sonst,.

welk.

(ii) Ist X irreduzibel, so ist jede Konstante Garbe auf X welk.

Proposition 14.3 Sei 0 — F' —% F P FT 50 eine kurze evakte Sequenz in Ab(X).
(i) Ist F' welk, so ist fir jede offene Teilmenge U < X die Sequenz

0 — F(U) 2% F(U) 22 F/(U) — 0

exakt, das heiffit By ist surjektiv.
(ii) Sind F und F' welk, so ist auch F" welk.

Beweis. (i) Sei s” € F"(U) und zeige: Es gibt ein s € F(U) mit Sy(s) = s”. Da § ein
Epimorphismus ist, gibt es eine offene Uberdeckung {U;}ier von U und s; € F(U;) mit

Bu,(si) = §"|v,. Definiere nun
®:={(V.s) | VU offen, s e F(V) mit (Bv) v = Bv(s) = s"lv}
Wegen (U, s;) € ® ist ® nichtleer. Auferdem ist ® durch

(V,s) < (V' &)=V SV und 8|y = s
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halbgeordnet und fiir jede aufsteigende Kette (V1,s1) < (Va,s2) < ... in @ ist durch

sowie der Verklebung der s; (Garbeneigenschaft) eine obere Schranke gegeben. Zorns Lem-
ma liefert also die Existenz eines maximalen Elements (Up, sg) € ®.

Beh. (a) Es gilt Uy = U.

Bew. (a) Angenommen es gelte Uy & U. Dann wihle x € U\Uy sowie (V,s1) € ® mit

x € V. Dann gilt

s1lvgnv — Solugnv € Kern By, ~v = Bild ayy~v,

das heift es gibt ein s’ € F(Up n V) mit

a(svorv = (s1 = s0)ltpnv-

Da F’ welk ist, gilt sogar ' € F(V). Damit stimmen s; — «(s’) und sg auf Uy n'V
tiberein, es gibt also s € F(Up n V) mit s|y, = so, sly = s1 — a(s’) und By,~v(s) =
§"|vyuv. Damit ist (Uy, sp) < (Up vV, s) € @, ein Widerspruch zur Maximalitidt von
(Uo, s0)-
Damit gilt Sy (s) = s” und By ist surjektiv, was zu zeigen war.
(ii) Seien U < U offen in X und 5" € F"(U). Nach (i) gibt es 5 € F(U) mit B (5) =35". Da F
welk ist, gibt es s € F(U) mit fpg(s) = 5. Dann gilt fir s” := By (s) € F'(U):

Fpg(s") = By (Fp(s)) = By (5) = ",

das heifst pg ist surjektiv, was zu zeigen war. O

Definition 14.4 Sei X ein topologischer Raum, U < X offen und F eine Garbe abelscher
Gruppen auf U. Ist ¢ : U — X die Inklusion, so ist die durch Null fortgesetzte Garbe 1v(F) die
zur Pragarbe

F(V), fallsVcU
V —

0 sonst

assozierte Garbe auf X.

Proposition 14.5 Ein (X, Ox) ein lokal geringter Raum, I eine injektive Ox -Modulgarbe auf
X. Dann ist T welk.
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Beweis. Seien U' <€ U < X offen in X. Zu zeigen: Die Restriktionsabbildung pg, : I(U) —
Z(U") ist surjektiv. Es gilt
Z(U) = HOH](’)X (OX|U7I|U) )

denn: Ein Garbenmorphismus ¢ : Ox — Z wird eindeutig durch ¢(1) bestimmt. Fasse nun
Ox |y als Untergarbe von Ox |y auf. Sei dazu Oy := 1/Ox|y; dann gilt Oy € Op. Da T injektiv
ist, gilt

Homop, (Opr,T) =~ Homp, (Oy,Z).

Insbesondere ist also
p%  Z(U) = Homo, (Oy,T) —> Home, (O, Z) = Z(U')
surjektiv, was zu zeigen war. O

Proposition 14.6 Sei (X, Ox) ein geringter Raum, F eine welke Ox-Modulgarbe auf X. Dann
Ist F azyklisch, das heifit es gilt
HY(X,F)=0

fir allei > 1.

Beweis. Sei T eine injektive Ox-Modulgarbe auf X mit F < Z und setze G := Z / F. Wir erhalten

damit eine kurze exakte Sequenz
0—F—>7I—G—0.
Nach 14.5 ist Z welk, nach 14.3 ist also auch G welk. Die lange exakte Kohomologiesequenz ist
0 F(X) 2 7(X) Bgx) S HY (X, F) S HYX. ) B HY(X,0) & HA(X,F) % ...

Nach 14.2 (i) ist By surjektiv, also Kern 6° = Bild 3y = G(X). Damit ist Kern a; = Bild 6° = 0,
a1 ist also injektiv. Da Z injektiv ist, also H'(X,Z) = 0 fiir 4 > 1. Dann folgt aber bereits
H'(X,F) = 0. Mit gleichem Argument gilt auch H'(X,G) = 0. Iterativ folgt damit die Behaup-
tung. ]

Proposition 14.7 Sei X = SpecR ein affines noethersches Schema, 1 ein injektiver R-Modul.
Dann ist I welk.

Beweis. Da aus der Surjektivitéit von pg](, = pg/Op)U( fiir U’ < U < X bereits die Surjektivitiat von
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pg, folgt, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle offenen Teilmengen U < X die Restriktionsabbildung
o H(X) = T — (V)
surjektiv ist. Sei dazu zunéchst U = D(f) fiir ein f € R. Dann ist
I(U) = I(D(f)) = I; = I ®r Ry.

Sei also f% € Iy mit b € I und n € Ny und zeige, dass es ein a € I gibt mit

a b
Pg(f)(a) =17 o

in Iy, also f™ (f™a —b) = 0 fiir ein m € Ny. Fiir jedes m € Ny sei nun die R-lineare Abbildung
Ot R (f™7), Les o
gegeben. Dann gilt fiir den Kern
Kern ¢, = Ann(f"*") = {re R | rf™*" =0} c R.

Auferdem gilt Ann(f*) € Ann(f**!) fiir alle k € Ng. Da R noethersch ist, gibt es ein m € N,
sodass

Ann(f™) = Ann(f™) = ... = Ann(f™) = ...,
das heift es gilt Kern ¢,,, = Ann(f™). Mit dem Homomorpiesatz ist
R /Amn(fm) = (f™)

als R-Moduln. Sei nun durch
Yv:R—1, 1— f™b

eine weitere R-lineare Abbildung definiert. Dann gilt Ann(f™) < Kern v, ¢ induziert also
¢ R /Amn(fm) = (f™") — 1.
I ist injektiv, wir kénnen 1) also fortsetzen zu @ : R —> I. Setze nun q := @ Dann gilt
F7b = (1) = B = Y1) = (N = f

woraus also die Behauptung fiir den fall U = D(f) folgt. Sei nun U beliebig. Sei f € R mit
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D(f) € U und t € I(U). Dann gibt es nach dem Spezialfall ein s € I mit s|p(p) = tlp(p)- Damit
gilt

Supp(s —t) < Supp(/) N Supp(U\D(f)).

Zeige nun die Behauptung durch Induktion iiber dim Supp(lz ) =:n: Flir n = 0 ist I eine Wol-
kenkratzergarbe (bzw. eine Summe von Wolkenkratzergarben) und damit welk. Den Fall n > 1
wollen wir nicht diskutieren - allerdings sei an dieser Stelle ein algebraischer Import bemerkt:

Der R-Modul J < I, der von den Elementen mit Triger in Supp(I)\D(f) ist injektiv. ]

Folgerung 14.8 Sei X = SpecR ein noethersches, affines Schema und F eine quasikohdrente
Garbe auf X. Dann gilt fir alle i > 1

H{(X,F)=0.

Beweis. Sei also F = F fiir den R-Modul F = F(X) sowie
0—F—1I°

eine injektive Auflésung von F' in R-Mod. Dann ist die Sequenz
0—F—1I°

ebenfalls exakt, wir haben also eine Auflésung von F durch welke, also azyklische Garben. Damit

gilt nach 12.6 und wegen der Exaktheit
HY(X,F)=H{(I(X,I*%) = H(I*) =0

fiir 7 > 1, was zu zeigen war. ]

Folgerung 14.9 Sei (X,Ox) ein noethersches Schema. Dann lisst sich jede quasikohdrente

Garbe auf X in eine welke, quasikohdrente Garbe einbetten.

Beweis. Sei F quasikohdrent und X = (J;”, U; eine offene Uberdeckung von X durch affine,
noethersche Schemata U; = Spec R;. Nach Voraussetzung gibt es R;-Moduln M; mit F|y, = M;.
Bette nun M; in injektive R;-Moduln I; fiir jedes 1 < i < n ein. Nach 14.5 ist die dazu gehérige
quasikohirente Garbe I; welk. Man sieht leicht, dass auch das direkte Bild LZ*(L) fiir die Inklusion

t; : Uy — X welk ist. Setze nun
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und
piF = D (L)
i=1

Dann ist p eine Einbettung von F in eine injektive, quasikohirente Garbe, woraus die Behauptung

folgt. ]

Proposition 14.10 Sei X ein topologischer Raum, F € Ab(X) welk und L eine offene Uber-
deckung von X. Dann gilt fir alle i = 1

H{(U, F) =0.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass C*(4, F) welk ist fiir alle k > 0, falls F welk ist. Ist F welk,
so ist auch die Einschrankung F |Uiom_._ﬁUik welk fiir alle g < ... < 7. Weiter ist fiir stetige
Abbildungen auch das direkte Bild f.F welk, es ist also (.., )«F |Uioﬂ---ﬁUik welk. Damit ist
auch das direkte Produkt

Ck(u7 ‘F) = H (Llolk)*f’UZOﬁﬁULk

10<...<tg

welk. Wahlen wir nun mit

0— F —C'(W,F)
eine Auflésung von F, so gilt nach 14.6
H'(U,F) = H(C*(U,F)) = H' (I (X,C* (¢, F))) = H'(X,F) =0
fiir alle ¢ > 1, was zu zeigen war. ]

Lemma 14.11 Sei X noethersches separiertes Schema und 4 = {U;}ien eine offene, affine

Uberdeckung von X. Dann gibt es auch fiir die Cechkohomologie eine lange exakte Sequenz.

Beweis. Sei also eine kurze exakte Sequenz 0 — F — G —> H — 0 quasikohérenter Garben

gegeben. Da X separiert ist, ist U;, n ... n U;, affin fiir alle 79 < ... < 4;. Nach 14.6 gilt also
H (Uiy 0+ 0 Uiy Flosg o, ) = 0
fiir alle 7 = 1, das heifst die Sequenz
0— FUpn...0U;,)) —GWUiyn...nU;,)) — HUiyn...nU;,)) — 0

ist exakt. Produktbildung liefert exakte Sequenzen
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0— [[FW) —[]oW:) — [ [#HW) —0

€N €N €N

0— [[FWinU) — ]9 nU)) — [ [HU:i n U;) — 0

1<je 1<j 1<j

0— [] FWU,n...aly) = CH*eLF) — CHWU, G) — CHU,H) — 0,

10<...<lf

also eine exakte Sequenz von Komplexen. Dazu gibt es aber eine lange exakte Sequenz, woraus

die Behauptung folgt. O

Satz 14.12 Sei (X, Ox) ein noethersches, separiertes Schema, F eine quasikohdrente O x -Modulgarbe
auf X und Y eine offene, affine Uberdeckung von X. Dann gilt fir alle i > 1

H'(X,F) =~ H'(U,F).

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber i.
i =0: Klar, denn es gilt H*(F, X) = F(X) = '(X,F) = HO(4, F).
i > 0: Bette F in eine welke, quasikohiirente Garbe G ein und setze H := G /F. Dann ist auch

‘H quasikohérent und die Sequenz
0O—F—>G—H—0
ist exakt. Damit gibt es eine lange, exakte Kohomologiesequenz
0— F(X)—G(X) > H(X) > H (X, F) - HY(X,G) - H'(X,H) - H*(X,F) — ...
und wegen H'(X,G) = 0 fiir alle 4 > 1 wir diese zu
0— F(X)—>G(X)->HX) - H(X,F) >0 - H(X,H) > H* (X, F) -0 — ...
da diese exakt ist, folgt daraus
HY(X, M)~ H"Y(X, F)

fiir alle ¢ > 1. Nach Lemma 14.11 gibt es fiir die Cechkohomologie ebenfalls eine lange

exakte Sequenz

0— F(X) - G(X) > H(X) - H (W F) > H(U,G) - H (W H) - H* (U F) — ...
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welche zu
0—F(X)—>G(X)>HX)—> HF) -0 HWUH) - HWF) >0 ...
wird. Auf gleiche Weise erhalten wir H*(8(,H) =~ H**1 (4, F). Damit gilt
HY(U,F) = HOWH) /04, g) = HY(X,H) /HO(X,G) =~ H'(X,F)

und

H*(U, F) = HY (U, H) =~ H' (X, H) = H*(X,F).
Iterativ folgt damit die Behauptung. O

Beispiel 14.13 Sei X = A2\{(0,0)} und & = {Uy,Us} mit Uy = D(z),U; = D(y) eine offene
Uberdeckung von X sowie F = Ox = OA%L&%\{(O,O)} die Strukturgarbe. Dann ist

COU, 0x) = Ox(U)) ® Ox(Us) = k[X,Y]x ®k[X,Y]y
CHU,0x) = Ox(Uy nUy) = Ox(D(XY)) = k[X,Y]xy.

Weiter ist
0. A0 -1 f
d:C"(U,0x) — C (U, 0x), (Xi’ Vi

Damit ist
HY(X,0x) = H'(8,0x) = C'(&,0x) /dO(C (4, Ox))

1

der von den 5 fiir 4,5 > 1 erzeugte unendlichdimensionale k-Vektorraum.

§ 15 Kohomologie auf projektiven Schemata

Erinnerung + Bemerkung 15.1 Sei § = @30:0 Sy ein graduierter, kommutativer Ring mit
Eins. Definiere

Proj S := {p € SpecS | p ist homogen mit Sy ¢ p},

wobei S} 1= @, Sq das irrelevante Ideal von S ist. Die Menge Proj S wird homogenes Spektrum

von S genannt. Fiir ein homogenes Ideal I < S setzen wir

V(I):={peProjS|p21}.
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Wir erhalten damit auf ProjS eine Topologie, die Zariski-Topologie, indem wir V' (I) als abge-

schlossen definieren. Fiir homogenes Elemente f € S bilden die Mengen

Dy (f):={peProjS| f¢p}

eine Basis der Topologie. Die Strukturgarbe auf Proj S erhalten wir durch Fortsetzen von

Oprojs (D+(f)) := Sy) = {;n | seS, neN, degs = ndegf}

zu einer Garbe auf Proj S, wobei f € S homogen ist. Damit wird (ProjS, Opojs) zu einem lokal

geringten Raum und wir schreiben Proj S statt (Proj.S, Oprojs). Mit

(D+(f), Oprojslp, (1)) = (Specs(f), OSpeCS(f)>

erhalten wir eine affine Uberdeckung von ProjS, wodurch ProjS also zum Schema wird. Ist

p € Proj S, so ist der lokale Ring in p gegeben durch
Oprojsp = Sp) = {; | s, € S homogen, r ¢ p, degr = deg s} .

Sei nun M = @ ., My ein graduierter S-Modul.
(i) M bestimmt eine Garbe M auf ProjS durch

M(D,(f)) = My = {;Z | m € M homogen , degm = ndegf}.

Fiir jedes homogene f € S. Insbesondere ist

(ii) Fiir die Halme gilt M, = M, fiir z = p € Proj §.

Bemerkung 15.2 Sei R ein noetherscher Ring, S = R[Xo,...,Xy], S = ProjS =: P}. Ist F
eine kohdrente Ox Modulgarbe auf X, so gibt es einen graduierten, endlich erzeugten S-Modul

M, sodass gilt F = M.
Beweis. Siehe Ubungsaufgabe 9.3. O

Definition + Bemerkung 15.3 Sei S = (—DZO:O ein graduierter, kommutativer Ring mit Eins
und X = ProjS.
(i) Es gilt S = Oy.
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(ii) Fiir n € Z sei S(n) = @, S(n)q der graduierte S-Modul mit getwisteter Graduierung
S(”)d = Sqtn-

—_——

(iii) Ox(n) := S(n) heifst die n-fach getwistete Strukturgarbe.
(iv) Ist S = R[Xo, ..., Xy], so ist

HY(X,0x(1)) =T(X,0x(1)) = S(1)9 = S1
der freie R-Modul mit Basis Xy, ..., X,,. Allgemeiner ist
H(X,0x(d)) = T(X,0x(d)) = S(d)o = Sq

der freie R-Modul erzeugt von den Monomen von Grad d, das heifst die

{XgO...Xgn

bilden eines Basis. Insbesondere gilt damit fiir alle d < 0
H(X,0x(d)) = 0.

Bemerkung 15.4 Sei R ein noetherscher Ring und X < P, ein abgeschlossenes Unterschema

sowie j : X — P% die Einbettung. Ist F eine Garbe abelscher Gruppen auf X, so gilt
H'(X,F) =~ H'(Ph, ju.F)
fiir alle i = 0.

Beweis. Ist 0 — F — J° eine welke Auflésung. Dann ist 0 — j,F — j.J° eine welke
Aufldsung von j.F. Aus I'(X, J%) = D(P}, j.J¥) folgt dann HY(X, F) = H (P}, j.F), was zu

zeigen war. L]

Satz 15.5 Sei R ein noetherscher Ring, n > 1, S = R[Xy,...,X,] und (X,0x) := (IP’%,OP%).
(i) Es gilt fiir die n-te Kohomologiegruppe der Garbe Ox(—n — 1)

H(X,0x(—n—1)) = R.
(i) Fir jedes d € Z gibt es eine natiirliche, bilineare Abbildung

B:HY(X,0x(d) x H(X,0x(—d —n —1)) — R.
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Diese ist eine nicht ausgeartete Paarung zwischen freien R-Moduln von endlichem Rang.

(111) Fir alle i ¢ {0,n} und alle d € Z ist

Beweis. (i) Sei U; = D(X;) und U = {Uy,...,U,} die kanonische Uberdeckung von X durch

HY(X,0x(d)) = 0.

affine, offene Teilmengen. Nach 14.9 gilt dann
H'(X,0x(d)) = H'(,Ox(d))
fiir alle 7 € Ng und d € Z. Damit folgt sofort
HY(X,0x(d)) =0

fiir alle i = n + 1 und d € Z. Wir betrachten nun den éech—KompleX an der n-ten Stelle:

dan— 1 P

H"(4,0x(d)) = Kern d" /Bild d"~.

Es ist zum einen
Kern d* = Ox(d)(Upn...nUy)
= Ox(d)(D(Xo---Xn))

= R[Xo, .-, Xul(x0--x0)

f ‘ N
D S — € S] homogen, deg f =d+ ) d;

der freie R-Modul mit Basis

{Xg°~~X;f”

=0

diEZ, idz:d}

(Cm—l(ﬂ’ OX(d))) = OX(d)(UO N...N Uifl M Ui+1 N...N Un)
= Ox(d)(D(Xo--- Xi1Xip1--- Xy))

_ f
{Xgo coxB Xt x

7 i+1 =0

S P Oox(d)(Uon...nUi1nUipin...0Uy) == Ox(d)(Upn...nU,) S 0 — ...
1=0

f €S homogen, deg f =d+ Zdi

}
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(i)

der freie R-Modul mit Basis

{XgO...Xgn

djeZ, Y dj=d, dj>o}.
j=0

Damit sehen wir ein:
Xdo... X4 eBildd"! <= d;>0firein0<i<n.
Daraus folgt: Ist d > —n, so ist d"~! surjektiv, es gilt also
H"(X,0x(d)) = 0.

Ist d = —n — 1, so folgt d; = —1 fiir alle 0 < i < n, es ist also

H"(X,0x(-n—-1)) = <)(0“1‘)(n>R—Mod

ein freier R-Modul von Rang 1, woraus die Behauptung folgt.

Ist d < 0, so haben wir oben gesehen, dass d”~! surjektiv ist, denn aus

n
ddj=-d-n-1>-n-1
=0

folgt d; > 0 fiir ein 0 < j < n und damit Xgo e Xg" € Bild d"~!. Damit ergibt sich
H"(X,0x(—d—n—1))=0.

Sei nun also d > 0. Dann wird H°(X, Ox(d)) als R-Modul frei erzeugt von den Xg° - - - Xn
mit Z?:o vj = dund v; = 0 fiir alle 0 < v < n (das sind die gewdhnlichen Monome von
Grad d). Wie oben bereits gesehen, wird H"(X, Ox(—d —n —1)) als R-Modul frei erzeugt
von den X/ - XL mit Z?:O pj = —d—mn —1und p; <0 fiir alle 0 < j < n. Definiere
nun die Abbildung

B:HYX,0x(d) x H(X,0x(-d —n—1)) — H"(X,0x(-n—-1))=R
(X0 X, X0 X)) - X(/;OJFVO co XHnFn

n

[ ist wohldefiniert, denn die Summe der Exponenten ist gerade —n — 1. Sicherlich ist 3
bilinear. Es bleibt noch zu zeigen, dass  nicht ausgeartet ist, fiir jede Wahl von (vyp, ..., vy)
und (i, - - -, pin) € Z" mit 377 _qv; = d und v; > 0 fiir alle 0 < j < n baw. D7 p; =

—d—mn—1und p; <0 fiir alle 0 < j < n also die Abbildungen
By : H(X,Ox(d)) — H™(X,Ox(—n —1)), s B(s, X0 - XEm)

Bo: H'(X,0x(—d—n—1)) — H"(X,O0x(—n — 1)), s— B(X0-- X, s)



84

(iii)

III KOHOMOLOGIE VON GARBEN

nicht die Nullabbildungen sind. Das folgt aus

Xg#o™ho X l) = g (X Ho T XTI X X ) = e £ 0
ﬁl( 0 B 0 ) 0 X()Xn;é 5

1
x vl ..X—Vn—l) = (XVO coo XV x ol ..X—Vn—1> - — 20
62 ( 0 /8 0 ) 0 X() ~ Xn #*

Aus den Uberlegungen in (i) wissen wir, dass H* (X, Ox(d)) = 0 fiir alle i > n+ 1, wir neh-
men also 0 < i < n—1 an. Man {iberlegt sich leicht, dass jedes Element in H*(X, Ox(d)) von
einem Tupel von Linearkombinationen von Monomen der Form X]'.joO e X]”Z mit Z?:o v =d
und v < 0 fiir alle 0 < [ < ¢ représentiert wird.

Beh. (a) Fiir jedes k € {0,...,n} ist die Multiplikation mit X},
pi: H(X,0x(d)) — HY(X,0x(d+1)), s— Xps

ein Isomorphismus.

Dann folgt: Ist X7 X7 € H(X,0x(d)), so multiplizieren wir mit X" und erhalten
X (X ) = XX =0

in H{(X,Ox(d — v)). Mit Behauptung (a) folgt dann, dass bereits X0 X3 =0in
H'(X,0x(d)) gilt, also H'(X,Ox(d)) = 0, was zu zeigen war. Wir miissen nun noch die
Behauptung (a) zeigen.

Bew. (a) Sei ohne Einschréankung k = n. Wir haben eine exakte Sequenz von graduierten

S-Moduln
0— S(d) X3 S(d+1) — S[d+1) /x,8d) — 0 (*)
mit
S(d+1)/x,8(d) = (S/X,8)(d+1) = R[Xo,..., Xn_1](d +1).
Diese liefert eine exakte Sequenz
0— Ox(d) — Ox(d+1) — Ox(d+1) /X, 0x(d) — 0 (=)
von Garben. Ist j : Z := V(X,,) ~ Py ' — P% = X die Einbettung, so erhalten wir
Ox(d+1) /X, 0x(d) = j:+Oz(d +1).

Wir zeigen die Behauptung nun durch Induktion iiber n. Ist n = 1, so ist we-
gen 0 < ¢ < 0 ist nichts zu zeigen, sei also n > 2. Nach Bemerkung 15.4 gilt

H(PE 1L F) = HY(X,j.F) fiir jede Garbe F auf Z. Wir betrachten nun die lan-
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ge exakte Kohomologiesequenz zu (**):
> H™YZ,04(d+1)) - H(X,0x(d) 5 H(X,0x(d+ 1))
— Hi(Z,(’)Z(d +1)) > ... (k=)
Nach Induktionsvoraussetzung ist H(Z, Oz(d + 1)) = 0 fiir 0 < i < n — 2, also
H"™YZ,0z(d+1)) =0=H(Z,05(d+1))
fiir 1 < ¢ < n. Dann wird die Sequenz zu
=0 H(X,0x(d) 5 H(X,0x(d+1)) - 0— ...
und da sie noch exakt ist folgt
HY(X,0x(d)) £ H'(X,0x(d+1))
fiir alle 1 <7 < n — 2. Es bleiben noch die Fille i € {1,n — 1} zu betrachten.
i =1: Wir betrachten (***) an der richtigen Stelle:
= HYZ,02(d+1)) S H(X,0x(d) 5 HY(X,0x(d + 1))
— HY(Z,07(d+1)) — ...
dies entspricht aber gerade der Sequenz (*), also ist o die Nullabbildung und
w1 somit injektiv. Fiir n > 3 ist auferdem H(Z,Oz(d + 1)) = 0, woraus die
Surjektivitdat von py fiir n > 3 folgt. Fiir n = 2 betrachte den Fall ¢ = n — 1.
1 =n—1: Wir betrachten nun also
o> HHZ,04(d+ 1)) S HHX,0x(d) "5 H 7YX, Ox(d + 1))
— H"YZ,02(d+ 1)) — ...
Fiir n > 3 ist H""%(Z,0z(d + 1)) = 0, also 1 injektiv. Fiir n = 2 betrachte

den Fall ¢ = 1. Zeige nun noch die Surjektivitat von pi,—1.

Wir haben die Sequenz

- HY(X,0x(d) "= H"Y(X,0x(d+1))

Qn—1

= H”‘l(Z,(’)Z(d+1))
" HM(X,Ox(d)

o HY(X,Ox(d+1) —> ...

ln—1 ist surjektiv genau dann, wenn «,_; die Nullabbildung ist, was wiederum

dquivalent dazu ist, dass 6”1 injektiv ist. Dies wiederum ist genau dann der Fall,
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wenn

Rang (Bild 6"') = Rang (H"'(Z,0z(d + 1))

(als freie R-Moduln). Dies kénnen wir zeigen: Es ist H"1(Z, Oz(d + 1)) der freie
R-Modul mit Basis

n—1
{X('J/O...X”nl Zy]—d+1 v; <0firalle 0 <j < n—l}

7=0
Weiter gilt wegen der Exaktheit der Sequenz Bild 6"~! = Kern u,, und Kern u,
ist der frei erzeugte R-Modul mit Basis

n—1
(Z,uj>—1—d p; <0 fiir alle 0 < j < n—l}

7=0

Fa—

Damit folgt offenbar Kern p,, = H" 1(Z,0z(d + 1)), und riickwiirts lesen liefert

die Surjkektivitat von p,_1, was zu zeigen war. O

Proposition 15.6 Sei R ein noetherscher Ring, X < P ein projektives Schema und F eine
kohdrente Ox-Modulgarbe auf X. Dann gibt es ein dy € Z, sodass fir alle d = dy die getwistete
Garbe F(d) :== FQo, Ox(d) von globalen Schnitten erzeugt wird, es also s1,...,s, € I'(X, F(d))
gibt, sodass fiir alle v € X die Keime (51)g,...,(Sr)e den Halm F(d), als Ox -Modul erzeugen.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei X = P’. Uberdecke P durch D(X;) fiir 0 < ¢ < n. Nach

Voraussetzung gibt es endlich erzeugte Moduln M; = F(U;) tiber Ox(U;) = R[ ,...,%],
sodass gilt Fly, = M;. Sei nun i fest und Sity- - Siy, Erzeuger von M; als R[ ,...,%]-

Modul. Dann wird fiir jedes z € P% mit € U; der Halm F, = (M;), erzeugt von den Keimen
(Siy)zs v - s (Siki )a- Ziel soll es sein, die s;; auf geeignete Weise zu globalen Schnitten fortzusetzen.
Dazu zeigen wir, dass sich t;; := s-.Xdi € M; ®o, Ox(d) zu einem globalen Schnitt in F(d;)
fortsetzt. Sei 0 < j < nmit j # ¢ und v € {1,...,k;}. Dann ist
Xi\?
SZ‘V‘U,L.QU]. G.F(UiﬂUj) Z(Mj)xj = Y -my | ijMj, pENO .
j
Dann gibt es ein d;, € Ny mit siVX;ij” € Mj, also sin;jj” € F(dj,)(U; n U;) und damit aber
bereits siVX;ij" € F(d;,)(U; v Uj). Fir
d; := max  max dj,

j€{0,...,n} ve{l,...k;}
sind alle sil,X globale Schnitte. Verfahren so fiir alle 0 < i < n, es folgt dann also die Behaup-
tung. ]
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Satz 15.7 Sei R ein noetherscher Ring, X < P% ein abgeschlossenes Unterschema. Dann ist

HY(X,F) fiir jede kohirente Garbe F auf X ein endlich erzeugter R-Modul fiir alle i > 0.

Beweis. Ohne Einschrankung gelte X = P’%, denn fiir die abgeschlossene Einbettung j : X —
P?% ist j.F eine kohirente Ox-Modulgarbe auf P% und nach Bemerkung 15.4 H'(X,F) =
HY(P%, j.F) fiir alle i > 0.

Beh. (a) Es gibt einen Epimorphismus von Garben
D @@X(di) — F.
i=1

Dann gibt es mit L = Kern ® eine kurze Exakte Sequenz

0— K — @ Ox(di) — F — 0.
i=1

Beachte hierbei, dass IC ebenfalls kohérent ist, denn der Kern eines Homomorphismus von R-
Moduln ist ein R-Untermodul, womit X quasikohérent ist. Da R noethersch ist, ist jeder R-
Untermodul eines endlich erzeugten R-Moduls endlich erzeugt, K ist also kohdrent. Weiter sieht

man (dhnlich wie im Beweis von Satz 12.16 (iii) ), dass

H' (X’C‘TBOX(dj)> = éHi(Xa Ox (d;)).
=1 =1

Aus der langen exakten Kohomologiesequenz

T T
0— K(X) > @TI(X,0x(dy)) - F(X) - HY(X,K) > @ H (X,0x(d;)) > H'(X,F) — ...
j=1 J=1
folgt nun die Behauptung, denn fiir alle i > 0 ist ®}_, H'(X,0x(d;)) nach Satz 15.5 endlich
erzeugt, damit auch H'(X,K) und also auch H'(X, F). Iterativ folgt der Satz. Es bleibt noch

die Behauptung zu zeigen.
Bew. (a) Nach Proposition 15.6 gibt es einen Epimorphismus
T
\IIZ@OX%.F(CZ)Z.F@@X Ox(d), €; — S;.
i=1
Tensorieren mit Ox(—d) liefert (wegen der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts) einen
Epimorphismus
,

o : é(’)x(—d} = <@Ox> Q0 Ox(—d) — .F(d) Roy Ox(—d) = f@@x Ox >~ F,
=1

=1
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was zu zeigen war. ]

§ 16 Der Satz von Riemann-Roch fiir Kurven

Sei X eine nichtsingulére, projektive Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k.
Dann haben wir bereits gesehen, dass jeder Divisor D = ) p_y npP auf X eine invertierbare
Garbe L(D) via

L(D)(U) = {fek(X)* | (divf+ D)y =0} u {0}

Fiir die globalen Schnitte gilt mit der Notation aus der algebraischen Geometrie
L(D) := (X, L(D)) = H(X, L(D))

sowie

(D) := dimy, L(D) = dimy, H°(X, £(D)).
Sei weiter 2x die Garbe der regulédren Differentiale auf X
Qx(U) = {w € Qk(X)/k ‘ divw]U = 0},

wobei ordpw = ordpf, falls w = fdtp fiir ein uniformisierendes Element tp € Ox p und damit
divw|y := X pey ordpwP. Fiir wo € Qpex) i \{0} heibt K := Ky, = divwg kanonischer Divisor.
Dass K dabei unabhéngig von der Wahl von wy ist, sieht man leicht ein: Ist 0 # w1 € Qpx)
ein weiteres Differential, so ist w; = fwp fiir ein f € k(X)*, also divw; = divwy + div f, also

L(divw;) = L(K) = Qx = L(divwy).

Satz 16.1 (Satz von Riemann-Roch aus der algebraischen Geometrie) Sei X eine nicht-
singuldre, projektive Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k von Geschlecht g.

Dann gilt fir jeden Divisor D auf X
(D)= l(K —D)=degD +1—g,

also

dimy, HY(X, £(D)) — dimy H*(X,Qx ®o, L(D)™') =degD +1 —g.
Beweis. Siehe zum Beispiel Hartshorne IV.1.3. O

Definition 16.2 Sei (X,Ox) ein noethersches Schema und F eine kohdrente Garbe auf X.
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Dann definieren wir die Fulercharakteristik von F auf X als

X(F) := > (=1)F dim; H* (X, F).
k=0

Satz 16.3 Sei X eine nichtsinguldre, projektive Kurve iber einem algebraisch abgeschlossenen

Korper k und g = dimy HY(X, Ox). Fiir jeden Divisor D auf X gilt
dimy, H°(X, £(D)) — dimy, H'(X, £(D)) = degD + 1 — g.

Beweis. Mit D = 0 erhalten wir mit 16.1 und £(0) = Ox die Behauptung sofort. Ein beliebiger
Divisor D ist nun eine endliche Summe und geht damit aus endlich viele Additionen von Punkten
zum Divisor D = 0 hervor. Wir zeigen die Behauptung also durch Induktion iiber n = ) p_y [1,],
wobei der Induktionsanfang bereits geleistet ist. Sei nun D ein Divisor und P € X beliebige. Wir

zeigen, dass

dimy, H°(X, £(D)) — dim H (X, £(D)) =degD +1 —g
genau dann gilt, wenn
dimy, H°(X, L(D + P)) — dimy, H'(C, £L(D + P)) = deg(D + P) +1—g¢
erfiillt ist. Nach Definition gilt £(D) < L(D + P). Wir erhalten damit eine kurze exakte Sequenz
0— L(D) — L(D+P) — LD+ P)/r(D) — 0.

Betrachte die Halme der Faktorgarbe. Wegen (E(D + P) /ﬁ(D) )Q = LD+ P)g /ﬁ(D)Q erhal-
ten wir fir ) # P
(LD +P) /D)), =0,

L(D + P) /(D) ist also eine Wolkenkratzergarbe. Ist nun f € k(X), so gilt fp € L(D + P)
genau dann, wenn ordpf = —np—1 und fp € £L(D) genau dann, wenn ordpf > —np. Insgesamt

erhalten wir dadurch
H° (X, LD+ P)/c(D)) =k, H'(X,L(D+P)/£(D))=0 fiiri>0
Ubungsaufgabe 13.3 liefert
X(L(D + P)) = x(£(D)) + x (£ + P) /£(D)) = x(£(D)) + 1,

woraus zusammen mit deg D + P = deg D + 1 die Behauptung folgt. O
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Folgerung 16.4 Vergleicht man die Sdtze 16.1 und 16.2, so folgt
dimy, H'(X, £(D)) = dimy H*(X,Qx ®o, L(D)™).

Dieser Zusammenhang wird als Serre-Dualitdt bezeichnet. Wir werden spdter noch sehen, dass

HY(X,L(D)) kanonisch isomorph zu H°(X,Qx ®o, L(D)™1) ist.

Bemerkung 16.5 Mit P # Q erhalten wir durch {X\{P}, X\{Q}} eine affine Uberdeckung
durch zwei offene Mengen. Da L(D) quasikohdrent ist, gilt also H*(X, £L(D)) = 0 fiir k = 2. Der

linke Term von Satz 16.2 ist also gerade die Eulercharakteristik

X(L(D)) := Y (=1)" dimy H*(X, L(D))
k=0

von L(D).

Beispiel 16.6 Nach 16.4 folgt fiir D = K
dimy H'(X, £L(K)) = dim H'(X,Qx) = dimy, H*(X, Qx Qo Q%) = dimy H(X, Ox) = 1.

Was genau aber ist H!(X, £(K))? Wir berechnen die Dimension im Folgenden per Hand: Seien
Py # Py € X Punkte und wihle eine affine Uberdeckung 8 = {Uy, Uz} von X, wobei U; = X\{P;}
fiir ¢ € {1,2}. Dann gilt

HY(X,Qx) = HY (4, Qx) = C' (4, Qx) /Bild d° = Qx (U1 2 U2) /(Qx (Uy) — Qx (Us))-

Wir behaupten nun:

(i) Es gibt kein w € Qy(x)/, mit ordpw = —1 und ordpw = 0 fiir alle P € X\{P1}.

(ii) Es gibt fiir alle n > 2 ein w, € Qp(x)/r mit ordpw, = —n und ordpw, = 0 fiir alle
Pe X\{P}.

(iii) Es gibt ein wp € Q(x)/, mit ordpwo = ordpwy = —1 und ordpwy = 0 fiir alle P €
X\{P1, P»}.

Dann folgt aus den Behauptungen: dimyg (Qx(Ul N Us) /QX(Ul) — QX(UQ)) = 1, denn: (folgt).

Wir zeigen noch die Behauptungen.

Beweis. (i) Ein solches w wire in H%(X, Qx (Py)), wobei wir Qx (P1) := Qx ®o, L(Py1) setzen.

Nach Riemann-Roch ist

dimy, HO(X, Qx (Py)) = dimy H(X, L(P))) — deg(—=P1) — 1+ g =g,
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denn es gibt keine Funktionen auf X mit mindestens einer Nullstelle und ohne Polstellen.

Wegen dim;, H°(X,0yx) = g folgt
we H (X, Qx(P)) <— weH(X;0x),

also w ¢ H(X,Qx(P1)), ein Widerspruch.

(ii) Wir verfahren vollig analog. Riemann-Roch liefert
dimy, H°(X,Qx (nPy)) = dimy H*(X, L(—nP;)) —degnP, —1+g=n—1+g.
Fir n > 2 ist also
dimy, H°(X, Qx (nP1)) = dimg H(X,Qx((n — 1)P1)) + 1,

woraus die Existenz des gewlinschten Differentials folgt.

(iii) Ebenso erhalten wir
dimy, H(X,Qx (P, + Py)) = dimy H(X,L(—P, — P,)) —deg(—P1 — P,) —1+g=1+g.

Damit existiert ein wy € HY(X;Qx (P + P))\H"(X,0x) und wegen (i) gilt bereits

ordp,wy + ordp,wy = —1. I

Beispiel 16.7 Werden wir nun konkreter und betrachten X = IP’}C. Wir wollen nun zu gege-
benen Punkte Differentiale finden, welche den Behauptungen aus Beispiel 13.6 nach existieren.

Betrachte % € Qi (x) k- Dann gilt

ordg (dz) =—1, orde (dz) =—1.
z z

Um zweiteres einzusehen, miissen wir das Differential eins uniformiserendes Elements des zuge-
horigen maximalen Ideals nehmen. Beachte an dieser Stelle, dass dz uniformisierend in jedem

Punkt aufler oo ist. Es gilt

also gerade
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Wiihlen wir nun allgemeine Punkte a,b € P}\{o0}, so ist fiir

o dz
NCEIEE
offensichtlich ordqwe, = —1 = ordyw,, und ordpwgp = 0 fiir alle P € IP)}C\{Q, b,00}. Was ist mit

dem Punkt c0? Wir schreiben wieder

o= e ‘<z—a§?z—b>d <1>

also auch ordyw,p, = 0.

Definition + Bemerkung 16.8 Sei X eine nichtsinguldre, projektive Kurve iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Kérper k, w € Qx)/:\{0} ein Differential sowie P € X. Sei weiter tp
ein uniformisierendes Element in P und f € k(X)*, sodass w = fdtp und es gelte ordpw = —n
fiir ein n € N.
(i) f besitzt eine eindeutige Darstellung f = a_,tp" + a_n_lt;"_l + ...+ a_ltl_pl + fo mit
fo € Ox,p und Koérperelementen a; € k.

(ii) Wir definieren das Residuum von w in P als
respw = a_—1.

Gilt ordpw = 0, so setzen wir respw := 0.

(iii) Das Residuum héngt nicht von der Wahl von tp ab.

Beweis. (i) Klar.

(iii) Wir zeigen die Aussage lediglich fiir chark # 2.

Fall (a) Es gilt w = %_f’, also f = % und damit respw = 1. Sei nun z eine weitere

Uniformisierende in P, es gelte also z = tpu mit einer Einheit v € O% 5. Dann gilt

u=1+tph mit h e Ox p und damit z = tp(1 + tph). Dann gilt
dz = dtp+d(thh) = dtp+thdh+2tpdh = dtp+tHh' dtp+2t ph'dtly = dt(1+2h tp+thh).

Wir erhalten damit

dtp dz 1+tph' dz  1+tph

tp 14 2Wtp + 15 2z 14 2Wtp + BN

Wegen tp(P) = 0 gilt
1+ tph/
€ O%
1+ 2Wtp +t5h' ~ NP
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und damit

dz dtp
resp— = 1 =resp—,
z tp

was zU zeigen war.

Fall (b) Man kann leicht die Identitét

dtp 1 1
= d| 1
' n—1 s

fiir beliebiges n € N verifizieren. Ist z nun ein beliebiges uniformisierendes Element in

P, so schreibe
1 1 b 1 b 1
t,rILD_IZF'F n72w+...+ 1;-’-00

mit ¢g € O% p. Dann gilt

d(P

1 n—1 1 n—1 . dz ,
el Zi bid | = | +deo = = Z; bii iy + codz.

In dieser Darstellung fehlt der %—Term, das heifst das Residuum bleibt unverandert. []

Bemerkung 16.9 I[st X = IP’}C und w = %, so gilt ordgw = 1 und ordeew = 1. Allgemeiner

haben wir gesehen:

dz dz dz dz
resq | — — =1, resy — =—1.
z—a z-—0b z—a z—0b

Folgerung 16.10 Die Konstruktion aus 16.8 liefert einen wohldefinierten Isomorphismus

Res: H'(X,Qx) — k

wie folgt: Fiir w e HY(X,Qx) wihle P1, P € X und wy € Qx (X\{P1, P2}) mit ordpwy = —1 fiir

i =1,2. Setze dann Res(w) := resp,wy.

Beweisskizze. Seil zunéchst X = IP’}C. Dann ist resp,wy = —resp,wp nach der vorangegangenen
Bemerkung. Vertauschen von P; und P, liefert —wy. Weiter zeigt das Beispiel, dass resp,wg
unabhéngig von der Wahl von P; # P, ist. Diese Beobachtungen liefern die Wohldefiniertheit von
Res im Fall X = PP}. Ist nun X beliebig, wihle f € k(X) mit ordp,df = 0 fiir i = 1,2, es soll also
f: X — P} unverzeigt in den P; sein. Dann induziert f eine Spurabbildung tr : fQx —> Qpi

mit resp,wy = ress(p,)(tr(wp)). Damit lésst sich dieser Fall auf X = PP, zuriickfithren.

Proposition 16.11 (Serre-Dualitdt) Sei X eine nichtsinguldre, projektive Kurve iber einem



94 III KOHOMOLOGIE VON GARBEN

algebraisch abgeschlossenen Kdorper k. Dann ist fir jeden Divisor D auf X die Abbildung
®: HY(X, L(D)) x H'(X,Qx ®ox L(D) ) — H'(X,Qx) =k, (f,w) ~ fuw

eine nichtausgeartete Bilinearform.
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