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Kapitel I

Schemata

§ 1 Affine Schemata

Dieses Semester wollen wir das bereits in der algebraischen Geometrie Gelernte auf ein anderes,

verallgemeinertes Konzept übertragen, das bereits mit schwächeren Voraussetzungen Gutes lei-

stet. Wir werden auf einen algebraisch abgeschlossenen Körper verzichten und uns lediglich auf

Ringe und ihre Lokalisierungen beschränken. Ebenso werden wir, statt Punkte mit maximalen

Idealen zu identifizieren, Primideale heranziehen. Wir erinnern uns an die Basiskonstruktionen:

Sei I Ď krX1, . . . , Xns ein Ideal. Dann heißt V “ V pIq “ tx P kn | fpxq “ 0 für alle f P Iu affine

Varietät. Der zugehörige affine Koordinatenring ist definiert als krV s :“ krX1, . . . , Xns {I . Der

Hilbertsche Nullstellensatz erlaubt folgende Identifizierung:

Punkte in V ÐÑ maximale Ideale in krV s

x ÐÑ mx “ tf P krV s | fpxq “ 0u

Die Zariski-Topologie auf dem kn erklärt eine Teilmenge V Ď kn als abgeschlossen, falls es ein

Ideal I Ď krX1, . . . , Xns gibt mit V “ V pIq. Das Verschwindungsideal von V ist

IpV q “ tf P krX1, . . . , Xns | fpxq “ 0 für alle x P V u

“ tf P krX1, . . . , Xns | f P mx für alle x P V u

“
č

xPV

mx

Definition 1.1 Sei R ein Ring (kommutativ mit Eins stets vorausgesetzt).

(i) Das Spektrum von R ist

SpecR :“ tp Ă R | p ist Primidealu.
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(ii) Für I Ď R heißt

V pIq :“ tp P SpecR | I Ď pu

Verschwindungsmenge von I.

(iii) Für V Ď SpecR heißt

IpV q “
č

pPV

p

Verschwindungsideal von V .

Beispiel 1.2 Sei R “ Z. Es gilt SpecZ “ tp0qu Y tpZ | p ist Primzahlu. Für das von 6 erzeugte

Ideal ist die Verschwindungsmenge demnach

V p6q :“ V pp6qq “ tp2q, p3qu.

Beachte: Die Primideale p2q, p3q werden nun als Punkte aufgefasst! Für I “ p6, 7q und V “

tp2q, p3q, p7qu gilt

V pIq “ V pp6, 7qq “ H

IpV q “ Iptp2q, p3q, p7quq “ p2q X p3q X p7q “ p42q.

Weiter halten wir fest:

IpSpecRq “
č

pPspecR

p “
a

p0q,

wobei
a

p0q das Nilradikal bezeichnet.

Bemerkung 1.3 Die V pIq, I Ď R, bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf

SpecR, die Zariski-Topologie.

Beweis. Wir rechnen die Axiome einer Topologie nach:

(i) Es gilt V pRq “ H.

(ii) Weiter ist V
´

a

p0q
¯

“ SpecR.

(iii) Für Ideale Ii,Ď R für i P J gilt

č

iPJ

V pIiq “
č

iPJ

tp P SpecR | Ii Ď pu “ tp P SpecR | Ii Ď p für alle i P Ju “ V

˜

ÿ

iPJ

Ii

¸

.

(iv) Seien I1, I2 Ď R. Dann ist

V pI1qYV pI2q “ tp P SpecR | I1 Ď p oder I2 Ď pu
p˚q
“ tp P SpecR | I1XI2 Ď pu “ V pI1XI2q.

Zu p˚q: Sei I1 Ę p. Dann wähle f P I1zp. Dann ist fg P p für alle g P I2, also g P p für alle

g P I2, also I2 Ď p. l
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Proposition 1.4 Es ergeben sich folgende Identitäten:

(i) Für jede Teilmenge V Ď SpecR gilt V pI pV qq “ V .

(ii) Für jedes Ideal I Ď R gilt I pV pIqq “
?
I.

Beweis. Übung.

Beispiel 1.5 Sei R “ RrXs, I “ pX2`1q. Dann ist I ein Primideal in RrXs. Per Definition folgt

damit V pIq “ tIu, also IpV pIqq “ IptIuq “ I. Die Konstruktionen der algebraischen Geometrie

liefern diese Behauptung nicht!

Beispiel 1.6 Betrachte den Ring R :“ krXspXq “ OA1pkq. Es gilt

SpecR “ tp0q, pXq “ mu.

Allgemeiner lässt sich sagen: Ist S ein diskreter Bewertungsring, so ist SpecS “ tp0q,mu. Die

Abgeschlossenen Teilmengen von SpecR sind gerade H,SpecR, V pmq “ tmu, V pp0qq “ SpecR.

Die Zariski-Topologie ist also gegeben durch Z “ tH, SpecR, tmuu. Weiter ist tp0qu “ SpecR.

Bemerkung + Definition 1.7 (i) Sind p, q Ď R Primideale mit p Ď q, so ist q P tpu.

(ii) Ist R nullteilerfrei, so ist tp0qu “ SpecR.

(iii) Ein Punkt x P X eines topologischen Raums mit txu “ X heißt generischer Punkt.

(iv) Eine abgeschlossene Teilmenge Y Ď SpecR enthält einen generischen Punkt genau dann,

wenn Y irreduzibel ist.

(v) Die maximalen irreduziblen Teilmengen von SpecR sind die minimalen Primideale in R.

Beweis. (i) Ist I Ď R mit p P V pIq, so gilt I Ď p Ď q, also auch q P V pIq. Damit ist

q P
č

IĎp

V pIq “
č

AĚV ptpuq“p

A “ tpu.

(ii) Folgt direkt aus (i) und p0q P SpecR.

(iv) Sei zunächst Y abgeschlossen und irreduzibel. Ohne Einschränkung gelte Y “ V pIq für

ein Ideal I Ď R. Nach Voraussetzung ist dann I “ p für ein p P SpecR. Damit ist p ein

generischer Punkt.

Sei nun Y Ď SpecR abgeschlossen und Y “ V pI1q Y V pI2q. Sei nun p P SpecR generischer

Punkt von Y und es gelte ohne Einschränkung p P V pI1q. Dann gilt Y “ tpu Ď V pI1q also

V pI1q “ Y . Also ist Y irreduzibel.

Bemerkung 1.8 Seien R,R1 Ringe, α : R ÝÑ R1 ein Ringhomomorphismus. Dann ist die von

α induzierte Abbildung

fα : SpecR1 ÝÑ SpecR, p ÞÑ α´1 ppq
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stetig. Wir erhalten einen kontravarianten Funktor

Ringe ÝÑ Top, tR,αu 99K tSpecR, fαu.

Beweis. Sei V pIq Ď SpecR abgeschlossen. Es gilt

f´1
α pV pIqq “ tp P SpecR1 | fαppq “ α´1ppq P V pIqu

“ tp P SpecR1 | α´1ppq Ě Iu

“ tp P SpecR1 | p Ě αpIqu

“ V pαpIqq ,

womit die Stetigkeit von fα folgt. l

Bemerkung 1.9 Sei k algebraisch abgeschlossen, V Ď Anpkq affine Varietät. Dann ist

µ : V ÝÑ Spec pkrV sq , x ÞÑ mx

injektiv und stetig.

Beweis. Injektivität ist klar, denn verschiedene Punkte haben verschiedene maximale Ideale. Ist

nun I Ď krV s ein Ideal, so ist

µ´1 pV pIqq “ µ´1 ptm Ď krV s | I Ď muq “ V pIq Ď V,

womit die Stetigigkeit folgt. l

Bemerkung 1.10 Sei R ein Ring, f P R. Definiere

Dpfq :“ SpecRzV pf q “ tp P SpecR | f R pu.

Dann bilden die Dpfq eine Basis der Zariski-Topologie auf SpecR.

Beweis. Sei U Ď SpecR offen, p P U . Gesucht: f mit p P Dpfq Ď U . Sei V “ V pIq “ SpecRzU

für ein Ideal I Ď R. Da p R V pIq, ist I Ć p. Sei also f P Izp. Dann gilt p P Dpfq. Außerdem ist

f P q für alle q P SpecR mit I Ď q, also V pfq Ě V pIq. Damit folgt insgesamt

Dpfq Ď SpecRzV pIq “ U,

die Behauptung. l

Proposition 1.11 Für jeden Ring R ist SpecR quasikompakt.

Beweis. Sei tUiuiPJ eine offene Überdeckung von X :“ SpecR. Ohne Einschränkung gelte Ui “

Dpfiq für ein fi P R für alle i P J . Nach Voraussetzung ist

ď

iPJ

Ui “
ď

iPJ

Dpfiq “ X,
č

iPJ

V pfiq “ V

˜

ÿ

iPJ

pfiq

¸

“ H,
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also

R “ IpHq “ I

˜

V

˜

ÿ

iPJ

pfiq

¸¸

“

d

ÿ

iPJ

pfiq.

Wir finden also i1, . . . , in P J sowie λ1, . . . , λn P R mit

1 “
n
ÿ

k“1

λkfik .

Damit ist

X “

n
ď

k“1

D pfikq

und X ist quasikompakt. l

Erinnerung + Definiton 1.12 Sei R ein Ring, p P SpecR “: X.

(i) Wir definieren durch

Rp :“

"

f

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f P R, g P Rzp

*

die Lokalisierung von R nach p, wobei wir f
g statt pf, gq„ schreiben. Es gilt

pf, gq „ pf 1, g1q ðñ h
`

fg1 ´ f 1g
˘

“ 0 für ein h P Rzp

(ii) Sei U Ď X offen. Eine Abbildung

s : U ÝÑ
.
ď

pPU

Rp, q ÞÑ spqq P Rq

heißt regulär in p P U , falls es eine Umgebung U0 Ď U von p und f, g P R gibt sodass für

alle q P U0 gilt g R q und spqq “ f
g .

(iii) Die Menge

OXpUq :“

#

s : U ÝÑ
.
ď

pPU

Rp

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s ist regulär in allen p P U

+

heißt Ring der regulären Funktionen auf U .

(iv) Die Zuordnung U ÞÑ OXpUq ist eine Garbe von Ringen auf X “ SpecR.

(v) Das Paar pX,OXq heißt affines Schema.

(vi) Für x “ p P X heißt

OX,x “ tpU, sq | x P U Ď X offen , s P OXpUqu {„

Halm der Strukturgarbe in x, wobei

pU, sq „ pU 1, s1q ðñ Es gibt U2 Ď U X U 1 mit x P U2 und s|U2 “ s1|U2 .

OX,x ist ein lokaler Ring.
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Proposition 1.13 Sei R ein Ring, X “ SpecR sowie pX,OXq das dazugehörige affine Schema.

(i) Für jedes x “ p P X ist OX,x – Rp.

(ii) Für jedes f P R ist OX pDpfqq – Rf .

Beweis. (i) Definiere

ψ : OX,x ÝÑ Rp, rpU, sqs„ ÞÑ sppq.

Dann ist ψ wohldefinierter Ringhomomorphismus, denn für pU, sq „ pU 1, s1q gilt sppq “

s1ppq.

injektiv. Sei rpU, sqs P OX,x mit ψ prpU, sqsq “ 0, also sppq “ 0. Ohne Einschränkung sei für

alle q P U

spqq “
a

f
P Rq für geeignete a, f P R, f R q.

Da sppq “ 0, gibt es also h P Rzp mit h ¨ a “ 0 in R. Damit ist aber a
f “ 0 in Rq für alle

q P Dphq X U Q x, also gerade spqq “ 0 für alle q P DpHq X U . Es folgt

rpU, sqs “ 0 in OX,x,

wie gewünscht.

surjektiv. Sei af P Rp für a P R, f P Rzp. Sei U :“ Dpfq, also x P U . Setze für alle q P U

spqq :“
a

f
P Rq.

Dann gilt s P OXpUq sowie sppq “ a
f P Rp, also

ψ prpu, sqsq “
a

f
,

womit die Surjektivität von ψ und damit die Behauptung folgt.

(ii) Definiere nun

φ : Rf ÝÑ OX pDpfqq ,
a

fn
ÞÑ

„ˆ

Dpfq,
a

fn

˙

.

injektiv. Sei φ
´

a
fn

¯

“ 0. Dann gibt es für jeden Punkt p P Dpfq ein hp P Rzp mit hp ¨a “ 0

in R. Sei

a :“ Annpaq “ tr P R | r ¨ a “ 0u Ď R

das Annulatorideal von a. Es gilt a Ć p für alle p P Dpfq, also V paq Ď V pfq. Dann ist aber

IpV pfqq Ď IpV paqq “
?
a,

also f P
?
a. Damit gibt es ein m P N mit fm P a, also gerade afm “ 0. Damit gilt

a

fn
“ 0 in Rf ,
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was zu zeigen war.

surjektiv. Sei s P OX pDpfqq, d.h. für jedes x “ p P Dpfq gibt es ein Ux Ď Dpfq sowie

ap P R, hp P Rzp mit

spqq “
ap
hp

für alle q P Ux.

Da Dpfq quasikompakt ist, sei ohne Einschränkung

Dpfq “
r
ď

i“1

Ui, Ui “ Dphiq

sowie für alle i P t1, . . . , ru

s “
ai
hi

auf Dphiq.

Auf Dphiq XDphjq ist ai
hi
“

aj
hj
, das heißt wir finden n P N mit

phihjq
n paihj ´ ajhiq “ 0 in R.

Damit gilt

hn`1
j hni ai ´ h

n`1
i hnj ajq “ 0.

Setze

h̃j :“ hn`1
j , h̃i :“ hn`1

i , ãi :“ aih
n
i , ãj :“ ajh

n
j

Dann wird die Gleichung zu

h̃j ãi ´ h̃iãj “ 0 ðñ s “
ãi

h̃i
“
ãj

h̃j
.

Nun ist

Dpfq “
r
ď

i“1

Dph̃iq ùñ fm P
m
ÿ

i“1

ph̃iq für ein m ě 1

ùñ fm “
m
ÿ

i“1

bih̃i für geeignete bi P R

Setze a :“
řr
i“1 biãi. Dann gilt für 1 ď j ď m

ah̃j “
r
ÿ

i“1

bih̃j ãi “
r
ÿ

i“1

bih̃iãj “ ãjf
m,

also

s “
a

fm

auf ganz Dpfq, womit die Behauptung gezeigt ist. l

Proposition 1.14 Sei φ : R ÝÑ R1 ein Ringhomomorphismus, U Ď X “ SpecR offen, X 1 “
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SpecR1 sowie

fφ : X 1 ÝÑ X, q ÞÑ φ´1pqq

die von φ induzierte stetige Abbildung, d.h U 1 “ f´1
φ pUq ist offen in X 1. Dann induziert φ einen

Ringhomomorphismus

φU : OXpUq ÝÑ OX 1pU
1q, s ÞÑ φU psq “ φp ps pfφpqqqq P R

1
q,

wobei φp gegeben ist durch

φp : Rp ÝÑ Rφppq,
g

h
ÞÑ

φpgq

φphq
.

§ 2 Garben

Definition 2.1 Sei X ein topologischer Raum, C eine Kategorie. Eine Prägarbe F auf X mit

Werten in C ist eine Zuordnung U ÞÑ FpUq, die jeder offenen Teilmenge U Ď X ein Objekt FpUq

in C sowie für je zwei offene U Ď U 1 Ď X einen Morphismus ρU 1U : FpU 1q ÝÑ FpUq in C zuordnet,

sodass gilt

(i) Für alle U Ď X offen gilt ρUU “ idFpUq.

(ii) Für alle U Ď U 1 Ď U2 Ď X offen gilt ρU2U “ ρU
1

U ˝ ρU
2

U 1 .

Bemerkung 2.2 Sei OffpXq die Kategorie der offenen Teilmengen von X mit den Inklusionen

als Morphismen, also

MorOffpXqpU, V q “

$

’

&

’

%

tι : U ãÑ V u, falls U Ď V

H, sonst.

Dann ist eine Prägarbe F auf X mit Werten in C ein kontravarianter Funktor F : OffpXq ÝÑ C.

Definition 2.3 Eine Prägarbe F auf einem topologischen Raum X mit Werten in C heißt Garbe,

falls folgendes gilt: Für jedes offene U Ď X, jede offene Überdeckung tUiuiPI von U und jede

Familie si P FpUiq mit ρUiUiXUj psiq “ ρ
Uj
UiXUj

psjq für alle i, j P I gibt es genau ein s P FpUq mit

ρUUipsq “ si für alle i P I. Anders ausgedrückt: Eine Prägarbe F ist eine Garbe, falls für eine

beliebige offene Teilmenge U Ď X und eine offene Überdeckung tUiuiPI von U in der Sequenz

FpUq p0
ÝÑ

ź

iPI

FpUiq
p1
Ñ
p2

ź

i,jPI

FpUi X Ujq.

FpUq der Equalizier von p1 und p2 sowie p0 injektiv ist. Die erste Forderung sichert uns, dass lo-

kale Daten, welche auf den Schnitten der Ui übereinstimmen, von globalen Schnitten herkommen,

während die Forderung der Injektivität von p0 die Eindeutigkeit impliziert.
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Beispiel 2.4 (i) Für eine quasiprojektive Varietät V ist OV eine Garbe auf V .

(ii) Für ein affines Schema X “ SpecR ist OX eine Garbe auf X.

(iii) Die Zuordnung U ÞÑ CpUq :“ tf : U ÝÑ R | f ist stetig u ist eine Garbe auf jedem

topologischen Raum X.

(iv) Sei OX wie in (i) und (ii). Setze

OˆXpUq :“ tf P OXpUq | f ist Einheit u.

Dann ist OˆX ein Garbe von abelschen Gruppen (betrachte die Abbildung f ÞÑ exppfq).

(v) Sei X ein topologischer Raum, G eine Gruppe. Setze GpUq :“ G für alle U Ď X offen sowie

ρUU 1 “ idG für alle U 1 Ď U Ď X offen. Dann ist G Prägarbe, aber keine Garbe! Betrachte

hierfür U “ U1
.
Y U2.

Bemerkung 2.5 Ist F Garbe von abelschen Gruppen auf X, so ist FpHq “ t0u.

Beweis. Überdecke H durch tUiuiPH. Für die (konsistente!), leere Familie der tsi P FpUiquiPH
gibt es genau ein s P FpHqmit ρUiUiXUj psiq “ ρ

Uj
UiXUj

psjq für alle i, j P H. Damnit muss |FpHq| “ 1

gelten. l

Definition 2.6 Sei X toplogischer Raum, F ,G Prägarben auf X. Ein Morphismus φ : F ÝÑ G

ist eine natürliche Transformation zwischen F und G, d.h. für jedes U P Ob pOffpXqq ist ein

Morphismus φU : FpUq ÝÑ GpUq gegeben, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

FpU 1q
φU 1 //

ρU
1

U

��

GpU 1q

ρU
1

U

��
FpUq φU // GpUq

Bemerkung + Definition 2.7 Sei F eine Prägarbe von abelschen Gruppen auf X, x P X.

(i) Wir definieren den Halm von F in x durch

Fx :“ tpU, fq | x P U Ď X, s P FpUqu {„

wobei

pU, fq „ pU 1, f 1q ðñ Es gibt U2 Ď U X U 1, sodass ρUU2pfq “ f |U2 “ f 1|U2 “ ρU
1

U2pf
1q.

Fx ist eine abelsche Gruppe für alle x P X.

(ii) Für jedes x P U Ď X offen ist

pUx : FpUq ÝÑ Fx, f ÞÑ rpU, fqs “: fx

ein Gruppenhomomorphismus. fx heißt Keim von f in x.
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(iii) Fx ist der Kolimes des filtrierten Diagramms der FpUq, x P U , das heißt: Ist G abelsche

Gruppe und φU : FpUq ÝÑ G Gruppenhomomorphismus für jede offene Teilmenge U Ď X

mit x P U , sodass φU 1 “ φU ˝ ρ
U 1

U für alle x P U Ď U 1 Ď X offen, so gibt es genau einen

Homomorphismus φx : Fx ÝÑ G, sodass φU “ φx ˝ p
U
x für alle x P U .

(iv) Sei ψ : F ÝÑ G Homomorphismus von Prägarben abelscher Gruppen auf X. Dann indu-

ziert ψ für jedes x P X einen Gruppenhomomorphismus ψx : Fx ÝÑ Gx.

Bemerkung 2.8 Sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf, U Ď X offen, s P FpUq. Dann gilt

s “ 0 ðñ sx “ 0 für alle x P U.

Beweis. Wir zeigen die Notwendigkeit. Es gebe also zu jedem x P U eine Umgebung Ux mit

s|Ux “ 0, also ρUUxpsq “ 0. Die tUxuxPU bilden eine offene Überdeckung von U , die ts|UxuxPU

sind eine konsistente Familie von Schnitten. Nach Definition 1.3 gibt es genau ein t P FpUq mit

t|Ux “ s|Ux für alle x. Da 0 P FpUq diese Eigenschaft besitzt, folgt aus der Eindeutigkeit von s

bereits s “ 0.

Proposition 2.9 Seien F ,G Garben abelscher Gruppen auf X, φ : F ÝÑ G Garbenmorphismus.

Dann gilt

(i) φU ist injektiv für alle U Ď X offen genau dann, wenn φx injektiv ist für alle x P X.

(ii) Ist φU surjektiv für alle U Ď X offen, so ist φx surjektiv für alle x P X.

(iii) φU ist bijektiv für alle U Ď X offen genau dann, wenn φx bijektiv ist für alle x P X.

Beweis. Wir zeigen die Notwendigkeit von (i) und (iii).

(i) Sei U Ď X offen, s P FpUq mit φU psq “ 0. Dann gilt φxpsxq “ 0 für alle x P U , also sx “ 0.

Damit folgt bereits s “ 0.

(iii) Sei U Ď X offen, g P GpUq. Nach Voraussetzung gibt es dann für jedes x P U ein sx P Fx mit

φxpsxq “ g. Also finden wir einen Repräsentanten
`

Ux, s
pxq

˘

von sx mit φUxpspxqq “ g|Ux .

Die tUxuxPU bilden eine offene Überdeckung von U , (i) liefert also Injektivität von φUx .

Damit ist tspxquxPU eine konsistente Familie, es gibt also s P FpUq mit s|Ux “ spxq für alle

x P U . Wegen

φU psq|Ux “ φUxps
pxqq “ g|Ux für alle x P U

gilt φU psq “ g. l

Beispiel 2.10 Das Beispiel soll den fehlenden Pfeil in der vorangegangenen Proposition füllen.

Betrachte den topologischen RaumX “ C, die GarbeO der holomorphen Funktionen auf C sowie

die Garbe Oˆ der invertierbaren holomorphen FUnktionen auf C. Betrachte nun die Abbildung
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φ : O ÝÑ Oˆ, welche für offene Mengen U Ď C wie folgt definiert sei:

φU : OpUq ÝÑ OˆpUq, f ÞÑ expp2πifq.

Dann ist φ ein Garbenmorphismus und die auf den Halmen induzierten Homomorphismen φz für

z P C sind surjektiv (denn lokal ist eine Funktion ohne Nullstellen invertierbar), auf U :“ Czt0u

ist φU aber nicht surjektiv!

Proposition + Definiton 2.11 Sei X ein topologischer Raum, F eine Prägarbe auf X.

(i) Es gibt eine Garbe F` auf X und einen Morphismus θ : F ÝÑ F` von Prägarben, sodass

θx : Fx ÝÑ F`x für jedes x P X ein Isomorphismus ist.

(ii) F` und θ aus (i) sind eindeutig bis auf Isomorphie. F` heißt die zu F assoziierte Garbe.

(iii) Wir haben folgende universelle Abbildungseigenschaft: Zu jeder Garbe G auf X und jeden

Morphismus φ : F ÝÑ G von Prägarben gibt es einen eindeutigen Morphismus φ` : F` ÝÑ

G, sodass gilt φ “ φ` ˝ θ.

Beweis. (i) Für U Ď X sei

F`pUq :“

#

s : U ÝÑ
.
ď

xPU

Fx, spxq P Fx
ˇ

ˇ @x P U ex. Ux Q x und f P FpUxq mit s|Ux “ f

+

.

Dann ist F` offensichtlich Garbe. Definiere weiter θ für U Ď X offen mit x P U durch

θU : FpUq ÝÑ GpUq, fpxq ÞÑ fx.

Dann ist θ Morphismus von Prägarben und θx Isomorphismus für alle x P X.

(ii) Folgt aus (iii).

(iii) Für U Ď X sei φ`U : F`pUq ÝÑ GpUq wie folgt definiert: Für s P F`pUq und x P U seien

Ux und f pxq P FpUxq wie in der Definition von F`pUq. Dann ist φUx
`

f pxq
˘

P GpUxq. Weiter

bilden die tUxuxPU eine offene Überdeckung von U und es gilt

φUx

´

f pxq
¯

|UxXUy “ φUy

´

f pyq
¯

|UxXUy .

Da G Garbe ist, existiert ein eindeutiges

H :“ φ`U psq P GpUq mit h|Ux “ φUx

´

f pxq
¯

für alle x P X,

was zu zeigen war. l

Bemerkung + Definition 2.12 Sei φ : F ÝÑ G Morphismus von Garben abelscher Gruppen

auf X.

(i) Die Prägarbe U ÞÑ kerφU ist eine Garbe, genannt Kern φ.

(ii) φ heißt Monomorphismus oder injektiv, falls kerφ “ 0.
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(iii) Bild φ sei die zu U ÞÑ imφU assoziierte Garbe.

(iv) φ heißt Epimorphismus oder surjektiv, falls Bildφ “ G.

(v) φ ist Epimorphismus genau dann, wenn φx surjektiv ist für alle x P X.

Beweis. (i) Sei U Ď X offen, tUiuiPI ist offene Überdeckung von U , si P kerφUi eine konsistente

Familie. Da F Garbe ist, existiert ein eindeutiges s P FpUq mit s|Ui “ si. Für jedes x P X

sei i P I mit x P Ui, dann ist φxpsxq “ pφUipsiqqx “ 0, also ist pφU psqqx “ φxpsxq “ 0 für

alle x P X, nach 2.8 also φU psq “ 0.

(v) Es gilt

Bildφ “ G ðñ Bildφx “ Gx für alle x P X ðñ φx surjektiv für alle x P X,

es folgt also unmittelbar die Behauptung. l

Definition 2.13 Seien G Ď F Garben abelscher Gruppen auf X. Dann ist U ÞÑ FpUq
L

GpUq
eine Prägarbe (i.A. keine Garbe!). Die dazu assoziierte Garbe F {G heißt Quotientengarbe.

Beispiel 2.14 Sei X “ S1, F “ CX “ tf : X ÝÑ R | f ist stetig u und G die konstante Garbe

G “ Z. Wähle

U1 :“

"

pcosu, sinuq
ˇ

ˇ u P

„

´
π

4
,
5π

4

*

, U2 :“

"

pcosu, sinuq
ˇ

ˇ u P

„

3π

4
,
π

4

*

.

Dann ist U1 X U2 “ D1
.
YD2, es gilt also GpU1 X U2q “ Z2.

Sei nun f1 P FpU1q mit f1|D1 “ 0 und f1|D2 “ 1 sowie f2 P FpU2q mit f2 “ 0. Dann gilt

f1|U1XU2 P GpU1XU2q. Daraus folgt f1 “ f2 “ 0 in FpU1 X U2q
L

GpU1 X U2q . Damit bilden f1 P

FpU1q
L

GpU1q und f2 P FpU2q
L

GpU2q eine konsistente Familie in der Prägarbe U ÞÑ FpUq
L

GpUq
bezüglich der Überdeckung X “ U1 Y U1. Allerdings gibt es kein f P FpXq

L

GpXq “ FpXq {Z
mit f |U1 “ f1 und f |U2 “ f2 “ 0, mit anderen Worten, F {G ist keine Garbe.

Proposition 2.15 Sei X topologischer Raum, ShpXq die Kategorie der Garben abelscher Grup-

pen auf X.

(i) Für jedes x P X ist die Zuordnung F ÝÑ Fx ein kovarianter, exakter Funktor

Φx : ShpXq ÝÑ Ab, pφ : F ÝÑ Gq ÞÑ pφx : Fx ÝÑ Gxq .

(ii) Für jedes U P OffpXq ist die Zuordnung F ÝÑ FpUq ein kovarianter, linksexakter Funktor

ΦU : ShpXq ÝÑ Ab, pφ : F ÝÑ Gq ÞÑ pφU : FpUq ÝÑ GpUqq .

Beweis. Sei

0 ÝÑ F 1 φ
ÝÑ F ψ

ÝÑ F2 ÝÑ 0
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eine kurze exakte Sequenz in ShpXq, d.h. φ ist Monomorphismus, ψ ist Epimorphismus und es

gilt Bildφ “ Kernψ.

(i) Wir erhalten eine kurze Sequenz in Ab:

0 ÝÑ F 1x
φx
ÝÑ Fx

ψx
ÝÑ F2x ÝÑ 0.

Nach 2.9 und 2.11 ist diese exakt.

(ii) Wir erhalten eine Sequenz

0 ÝÑ F 1pUq φU
ÝÑ FpUq ψU

ÝÑ F2pUq.

Diese ist exakt, da φU nach 2.11 injektiv ist. Außerdem gilt BildφU “ KernψU , also

BildφpUq
p˚q
“ BildφU “ KernφU “ KernφpUq,

wobei p˚q aus der Injektivität von φ folgt. l

Bemerkung + Definition 2.16 Sei f : X ÝÑ Y stetige Abbildung topologischer Räume.

(i) Sei F Garbe abelscher Gruppen auf X. Dann ist die Prägarbe V ÞÑ F
`

f´1pV q
˘

auf Y eine

Garbe f˚F . Sie heißt direkte Bildgarbe von F .

(ii) Sei G Garbe abelscher Gruppen auf Y . f´1G sei die zur Prägarbe

U ÞÑ lim
ÝÑ

fpUqĎVĎY offen

GpV q

assoziierte Garbe. Sie heißt Urbildgarbe von G.

(iii) Wir haben kovariante Funktoren f˚ : ShpXq ÝÑ ShpY q und f´1 : ShpY q ÝÑ ShpXq.

Beweis. (i) Sei V Ď Y offen, tViuiPI offene Überdeckung von V sowie tsiuiPI Ď tFpViquiPI kon-

sistente Familie. Dann ist tf´1pViquiPI offene Überdeckung von f´1pV q und si P F
`

f´1pViq
˘

eine konsistente Familie. Da F Garbe ist, existiert ein eindeutiges s P F
`

f´1pV q
˘

“

f˚FpV q mit s|f´1pV q “ si für alle i P I.

(iii) Es gilt:

(a) Sei φ : F ÝÑ F 1 Garbenmorphismus in ShpXq. Setze

φ˚ : f˚F ÝÑ f˚F 1

V ÞÑ pφ˚qV :
`

F
`

f´1pV q
˘

“ f˚FpV q ÝÑ f˚F 1pV q “ F 1
`

f´1pV q
˘˘
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(b) Sei φ : G ÝÑ G1 Garbenmorphismus in ShpY q. Setze

f´1φ : f´1G ÝÑ f´1G

U ÞÑ
`

f´1φ
˘

U
: f´1GpUq “ lim

ÝÑ
fpUqĎVĎY offen

GpV q

“ lim
ÝÑ

fpUqĎVĎY offen

GpV q “ f´1G1pUq,

wobei die letzte Gleichung aus der UAE des Kolimes folgt. Insgesamt folgt dann die

Behauptung. l

Proposition 2.17 Für jede stetige Abbildung f : X ÝÑ Y von topologischer Räumen sind die

Funktoren

f˚ : ShpXq ÝÑ ShpY q, f´1 : ShpY q ÝÑ ShpXq

zueinander adjungiert. Genauer: f´1 ist linksadjungiert zu f˚, bzw. f˚ ist rechtsadjungiert zu f´1,

d.h. die Funktoren HomShpXq

`

f´1p¨q, ¨
˘

und HomShpY q p¨, f˚p¨qq sind isomorph als Funktoren von

ShpY q ˆ ShpXq nach Sets. Das wiederum heißt: Für alle Garben F P ShpXq und G P ShpY q gibt

es eine Bijektion

αF ,G : Hom
`

f´1G,F
˘

ÝÑ Hom pG, f˚Fq ,

sodass für alle Paare von Garbenmorphismen φ : F ÝÑ F 1 und ψ : G ÝÑ G1 das folgende

Diagramm kommutiert:

Hom
`

f´1G1,F
˘ αF,G1 //

��

Hom pG1, f˚Fq

��
Hom

`

f´1G,F 1
˘ αF,G // Hom pG, f`Fq

Beweis. Zur Definition von αF ,G konstruieren wir einen Garbenmorphismus σG : G ÝÑ f˚f
´1G.

Ist dann φ : f´1G ÝÑ F , so sei

αF ,G “ f˚pφq ˝ σG

die Komposition dieser zwei Morphismen. Zur Definition von σG .: Für V Ď Y ofen sei

f˚f
´1GpV q :“ f´1G

`

f´1pV q
˘

“ lim
ÝÑ

fpf´1pV qqĎWĎY offen

GpW q“ lim
ÝÑ

fpf´1pV qqĎWĎV offen

GpW q

Für jedes solche W gibt es eine Restriktionsabbildung GpV q ÝÑ GpW q. Diese induzieren die
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Abbildung

pσGqV : GpV q ÝÑ lim
ÝÑ

GpW q

Übung: Nachrechnen, dass das Diagramm kommutiert. Hinweis: Man muss für jeden Morphismus

ψ : G ÝÑ G1 zeigen, dass das folgende Diagramm kommutiert:

G1
σG1

%%
G //

σG ""

ψ
<<

f˚f
´1G1

f˚f
´1G

99

Es bleibt nun zu zeigen: αF ,G ist bijektiv. Konstruiere die Umkehrabbildung

βF ,G : Hom pG, f˚Fq ÝÑ Hom
`

f´1G,F
˘

als Komposition von

f´1 : Hom pG, f˚Fq ÝÑ Hom
`

f´1G, f´1f˚F
˘

und

ρF : f´1f˚F ÝÑ F .

Betrachte dazu für U Ď X offen

f´1f˚FpUq “ lim
ÝÑ

fpUqĎVĎY offen

f˚FpV q “ lim
ÝÑ

fpUqĎV offen

F
`

f´1pV q
˘

.

Da U Ď f´1 pfpUqq Ď f´1pV q für alle V mit fpUq Ď V , gibt es für jedes solche V Restriktions-

abbildungen F
`

f´1pV q
˘

ÝÑ FpUq. Mit der UAE des Kolimes erhalten wir

pρF qU : lim
ÝÑ

fpUqĎV offen

F
`

f´1pV q
˘

ÝÑ F .

Übung: Zeige, dass αF ,G und βF ,G invers zueinander sind. l

§ 3 Schemata

Definition 3.1 Sei X toplogischer Raum, OX Garbe von Ringen auf X.

(i) Das Paar pX,OXq heißt geringter Raum, OX heißt Strukturgarbe.

(ii) Ist für jedes x P X der Halm OX,x ein lokaler Ring, so heißt pX,OXq lokal geringter Raum.
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Beispiel 3.2 (i) Ist R ein Ring, X “ SpecR, und OX die Garbe der regulären Funktionen

auf X, so ist pX,OXq ein geringter Raum.

(ii) Ist X ein toplogischer Raum und CX die Garbe der stetigen R-wertigen Funktionen auf X,

dann ist pX, CXq ein lokal geringter Raum.

Definition 3.3 Seien pX,OXq , pY,OY q geringte Räume.

(i) Ein Morphismus geringter Räume f : pX,OXq ÝÑ pY,OY q ist ein Paar
`

f top, f#
˘

be-

stehend aus einer stetigen Abbildung f top : X ÝÑ Y und einem Garbenmorphismus

f# : OY ÝÑ f˚OX .

(ii) Sind pX,OXq , pY,OY q lokal geringte Räume, so verlangen wir für einen Morphismus lokal

geringter Räume zusätzlich, dass für jedes x P X der von f# induzierte Gruppenhomomor-

phismus f#
x : OY,fpxq ÝÑ OX,x lokal ist, also gilt

´

f#
x

¯´1
`

mfpxq

˘

“ mx.

Beispiel 3.4 Sei R nullteilerfreier, lokaler Ring, mR ‰ p0q sowie k :“ QuotpRq und ι : R ÝÑ k.

Dann ist ι kein lokaler Homomorphismus, denn es gilt:

ιpmRq “ mR Ğ p0q “ mk.

Die zugehörige Abbildung der Spektren ist

fι : Speck ÝÑ SpecR, p0q ÞÑ p0q.

Diese induziert auf den Halmen

OSpecR,p0q “ k, OSpeck,p0q “ k

die Identität idk, das heißt pfι, ιq ist lokaler Homomorphismus.

Proposition 3.5 Seien R,S Ringe. Dann entsprechen die Morphismen der lokal geringten Räu-

me pSpecS,OSpecSq ÝÑ pSpecR,OSpecRq bijektiv den Ringhomomorphismen R ÝÑ S. Die Zu-

ordnung R ÞÑ SpecR ist also eine Antiäquivalenz von Kategorien Ringe ÝÑ Aff.Sch..

Beweis. Ist f : SpecS ÝÑ SpecR Morphismus lokal geringter Räume, so ist

f#
SpecR : R “ OSpecR pSpecRq ÝÑ OSpecS

`

f´1pSpecRq
˘

“ f˚OSpecS pSpecRq “ S

Ringhomomorphismus. Sei nun α : R ÝÑ S Ringhomomorphismus. Dann ist

fα : SpecS ÝÑ SpecR, q ÞÑ α´1pqq

stetig. Für jedes offene U Ď SpecR induziert α nach 1.11 einen Ringhomomorphismus

αU :
´

f#
α

¯

U
: OSpecRpUq ÝÑ OSpecS

`

f´1pUq
˘

.
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Ist U “ Dpgq für ein g P R, so ist

OSpecRpUq “ OSpecR pDpgqq “ Rg

und

αU

ˆ

a

gn

˙

“
αpaq

αpgqn
P Sαpgq “ OSpecS pDpαpgqqq “ OSpecS

`

f´1
α pDpgqq

˘

“ fα˚OSpecS pDpgqq ,

das heißt αU induziert den gewünschten Garbenmorphismus. Auf den Halmen induziert α fol-

gende Abbildung:

Sei q P SpecS, p :“ fαpqq “ α´1pqq P SpecR. Die maximalen Ideale in OSpecR,p bzw. OSpecS,q

sind pRp bzw. qRq. Für a “ b
g P mp, also b P p und g P Rzp, ist dann

´

f#
α

¯

p
paq “ αppaq “

αpbq

αpgq
P mq,

denn aus b P p “ α´1pqq folgt αpbq P q und aus g R p “ α´1pqq folgt αpgq R q. Insgesamt liegt

also ein Morphismus lokal geringter Räume vor. l

Definition 3.6 Ein lokal geringter Raum pX,OXq heißt Schema, falls es eine offene Überdeckung

tUiuiPI von X gibt, sodass pUi,OXpUiqq für jedes i P I als lokal geringter Raum isomorph zu

einem affinen Schema pSpecR,OSpecRq ist.

Beispiel 3.7 (i) Ist V affine Variteät über k, so ist tpV q “ SpeckrV s affines Schema.

(ii) Sei V quasiaffine Varietät. Überdecke V durch affine Varietäten Vi für 1 ď i ď r. Klebe die

tpViq zum topologischen Raum tpV q zusammen. OtpV q sei dann die Garbe, die auf jedem

Vi mit OVi übereinstimmt.

Proposition 3.8 Seien pX,OXq , pY,OY q Schemata, U Ď X, V Ď Y offen und

f : pU,OX |U q ÝÑ pV,OY |V q

ein Isomorphismus von Schemata. Sei Z :“ pX
.
Y Y q {„ mit

u „ fpuq ðñ u P U

die Verklebung von X und Y längs f . Dann gibt es genau eine Garbe OZ auf Z mit

OZ |X “ OX , OZ |Y “ OY .

Insbesondere ist pZ,OZq damit ein Schema.

Beweis. Es ist W Ď Z offen genau dann, wenn W X X und W X Y offen sind. Also bilden

die offenen Teilmengen von X und Y eine Basis der Topologie auf Z. Nach Aufgabe 1 auf dem

2. Übungsblatt gibt es also genau eine Garbe OZ auf Z, die auf X bzw. Y mit OX bzw. OY

übereinstmmt. l
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Bemerkung 3.9 Sei pX,OXq Schema, U Ď X offen. Dann ist auch pU,OX |U q ein Schema. Es

heißt offenes Unterschema von pX,OXq.

Beweis. Ist tUiuiPI offene Überdeckung von X durch affine Schemata, so ist tU X UiuiPI offene

Überdeckung von U . Überdecke nun U X Ui durch offene Mengen der Form tDpfijqujPJ mit

fij P R, wobei Ui “ SpecRi und Dpfijq “ SpecpRiqfij . Insgesamt ist U damit durch affine

Schemata überdeckt.

Beispiel 3.10 Sei X “ Y “ A1pkq “ SpeckrT s, U “ V “ A1pkqzt0u “ SpeckrT sT “ DpT q.

Setze f “ id : U ÝÑ V . Sei Z die Verklebung von U und V längs f . Dann ist Z “ U Yt0X , 0Y u,

wobei

ιX : X ÝÑ Z, ιY : Y ÝÑ Z, 0X “ ιXp0q, 0Y “ ιY p0q.

Es gilt:

(i) Z ist irreduzibel.

(ii) Für jedes offene W Ď Z mit 0X PW, 0Y PW und jedes f P OZpW q ist fp0Xq “ fp0Y q.

§ 4 Abgeschlossene Unterschemata

Erinnerung 4.1 Sei X “ SpecR, R ein Ring. Dann gilt

V Ď X ist abgeschlossen ðñ V “ V pIq “ tp P SpecR | I Ď pu

für ein Ideal I Ď R. Dabei gilt

V pI1q “ V pI2q ðñ
a

I1 “
a

I2

Bemerkung + Definition 4.2 Sei R ein Ring.

(i) Für jedes Ideal I ist die Abbildung

π : V pIq ÝÑ SpecR {I , p ÞÑ p mod I

ein Homoöomorphismus.

(ii) Für jedes Ideal I Ď R heißt das affine Schema
´

V pIq,O
SpecR{I

¯

“

´

SpecR {I ,OSpecR{I

¯

abgeschlossene Unterschema von SpecR.

Die Ideale in R entsprechen also bijektiv den abgeschlossenen Unterschemata von SpecR.

Definition + Bemerkung 4.3 Sei R ein Ring, X “ SpecR, I Ď R ein Ideal in R, setze

Z “ SpecR {I . Sei weiter j : Z ÝÑ X der von der Restklassenabbildung R ÝÑ R {I induzierte

Morphismus affiner Schemata.
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(i) Für U Ď X sei

IpUq :“ I ¨OXpUq “ ρXU pIq ¨OXpUq Ď OXpUq.

Dann ist IpUq Ideal in OXpUq für alle U Ď X offen. I ist Garbe abelscher Gruppen und

heißt Idealgarbe auf X.

(ii) Es gilt

j˚OZ “ OX {I .

Beweis. (ii) Für U Ď X offen ist IpUq offenbar der Kern der surjektiven Abbildung

j#
U : OXpUq ÝÑ j˚OZpUq “ OZ

`

j´1pUq
˘

“ OXpUq
L

I ¨OXpUq “ OXpUq
L

IpUq ,

woraus die Behauptung folgt. l

Definition 4.4 Sei pX,OXq ein Schema.

(i) Eine Garbe I abelscher Gruppen auf X heißt Idealgarbe, wenn für jedes U Ď X offen gilt:

IpUq ist Ideal in OXpUq. Insbesondere ist I also Untergarbe von OX .

(ii) Ist X “ SpecR affines Schema, so heißt eine Idealgarbe I quasikohärent, wenn es ein Ideal

I Ď R gibt mit IpUq “ I ¨OXpUq für alle U Ď X offen.

(iii) Für ein allgemeines Schema X heißt eine Idealgarbe I quasikohärent, wenn für jedes affine

offene Unterschema U Ď X die Einschränkung I|U quasikohärent ist.

Proposition 4.5 Eine Idealgarbe auf einem Schema X ist genau dann quasikohärent, wenn es

eine offene Überdeckung tUiuiPI durch affine Schemata gibt mit Ui “ SpecRi, sodass I|Ui für

jedes i P I quasikohärent ist.

Beweis. Ist I Idealgarbe auf X, so folgt unmittelbar die Behauptung.

Sei nun U “ SpecR Ď X affines Schema in X, U offen in X. Nach Voraussetzung gibt es affine

Unterschemata tUiuiPJ mit
ď

iPJ

Ui “ U und IpUiq “ Ii ¨OXpUiq

Sei dabei ohne Einschränkung Ui “ Dpfiq für ein fi P R. Da SpecR quasikompakt ist, genügt

J “ t1, . . . , nu. Dann ist aber 1 P pf1, . . . fnq, also schreibe

1 “
n
ÿ

i“1

µifi, µi P R geeignet für i P t1, . . . , nu.

zu zeigen: Es gibt ein Ideal I Ď R mit I ¨Rfi “ Ii Ď Rfi ( Beachte: OSpecR pDpfiqq “ Rfi).

Beh. (a) Ist αi : R ÝÑ Rfi , a ÞÑ
a
1 , so ist

I “ α´1pIiq,
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also insbesondere nicht von i abhängig.

Bew. (a) Aus Dpfiq XDpfjq “ Dpfifjq folgt IiRfifj “ IjRfij . Sei nun also a
fki
P Ii. Für jedes

j P t1, . . . , nu gibt es bj P R, kj P N0 mit a
fki
“

bj

f
kj
j

. Ohne Einschränkung gelte k “ kj

für alle j (erweitere, bis die Potenzen im Nenner gleich sind). Dann gilt afkj “ bfki . Wir

erhalten

a
n
ÿ

j“1

µ̃jf
k
j “

n
ÿ

j“1

bjµjf
k
i ,

also

a “

˜

n
ÿ

j“1

bjµj

¸

fki P pfki q,

also a
fki
P R, was zu zeigen war. l

Definition + Bemerkung 4.6 Sei pX,OXq ein Schema.

(i) Ein abgeschlossenes Unterschema von X ist ein Schema pY,OY q, wobei Y Ď X abgeschlos-

sen und OY “ OX {I für eine quasikohärente Idealgarbe I auf X.

(ii) Ist pY,OY q abgeschlossenes Unterschema, U “ SpecR Ď X offenes affines Unterschema

von X, so ist U X Y das durch das Ideal IpUq Ď R definierte abgeschlossene Unterschema

von U .

Definition + Bemerkung 4.7 (i) Sei R ein Ring, X “ SpecR, NR :“
a

p0q das Nilradikal

in R. Dann ist R {NR reduziert, Xred “ Spec pR {NR q heißt das zu X assoziierte reduzierte

Schema.

(ii) Der von π : R ÝÑ R {NR induzierte Schemamorphismus ist ein Homoömorphismus. Er

mach Xred zu einem abgeschlossenen Unterschema vom X.

(iii) Sei pX,OXq ein Schema, NX sei die Idealgarbe, für die NXpUq das Nilradikal in OXpUq

ist. Dann ist NX quasikohärent. Xred “ pX,OX {NX q heißt das zu X assoziierte reduzierte

Schema.

(iv) pX,OXq heißt reduziert, falls NX “ p0q.

§ 5 Faserprodukte

Definition 5.1 Sei C eine Kategorie, X,Y, S Objekte sowie f : X ÝÑ, g : Y ÝÑ S Morphismen

in C.
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(i) Dann heißt der Limes des Diagramms

X
f

&&
S

Y

g

88

Faserprodukt von X und Y , schreibe X ˆS Y :

(ii) Explizit bedeutet das:

(1) Es gibt Morphismen pX : X ˆS Y ÝÑ X, pY : X ˆS Y ÝÑ Y mit f ˝ pX “ g ˝ pY .

(2) Universelle Abbildungseigenschaft: Für jedes Objekt Z und alle Morphismen φ : Z ÝÑ

X und ψ : Z ÝÑ Y mit f ˝φ “ g˝ψ gibt es genau einen Morphismus h : Z ÝÑ XˆSY

mit φ “ pX ˝ h und ψ “ pY ˝ h.

X
f

&&
Z

D!h //

φ
11

ψ

--

X ˆS Y

pX

66

pY

((

S

Y

g

88

(iii) Existiert für jedes Diagramm wie in (i) ein Limes in C, so sagt man, dass in C Faserprodukte

existieren.

Bemerkung 5.2 (i) In der Kategorie der Mengen existieren Faserprodukte.

(ii) In der Kategorie der topologischen Räume existieren Faserprodukte.

Beweis. Der Beweis erfolgt in beiden Fällen analog - wir zeigen exemplarisch (i). Sind X,Y, S

Mengen und f : X ÝÑ S, g : Y ÝÑ S Abbildungen, so ist das Faserprodukt gegeben durch

X ˆS Y “ tpx, yq P X ˆ Y | fpxq “ gpyqu

Wir haben die Projektionen

pX : X ˆS Y ÝÑ X, px, yq ÞÑ x, pY : X ˆS Y ÝÑ Y, px, yq ÞÑ y.

Ist nun Z eine weitere Menge und φ : Z ÝÑ X, ψ : Z ÝÑ Y Abbildungen mit f ˝ φ “ g ˝ ψ

gegeben, so erhalten wir eine Abbildung

h : Z ÝÑ X ˆS Y, z ÞÑ pφpzq, ψpzqq ,

welche offenbar auch eindeutig ist.
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Bemerkung 5.3 In Sets und Top gilt:

(i) Ist S “ tsu; so ist X ˆS Y “ X ˆ Y .

(ii) Es gilt

X ˆS Y “
ď

sPS

f´1ptsuq ˆ g´1ptsuq.

(iii) Sind X Ď S und Y Ď S, f, g die Inklusionen, so ist X ˆS Y “ X X Y .

(iv) Ist Y Ď S, g die Inklusion, so ist X ˆS Y “ f´1pY q.

(v) Ist X “ Y , so ist X ˆS Y der sogenannte Equalizer von f und g.

Bemerkung 5.4 In jeder Kategorie gilt:

(i) Das Faserprodukt ist eindeutig bis auf Isomorphie.

(ii) Für jedes f : X ÝÑ S gilt X ˆS S “ X.

(iii) Für Morphismen f : X ÝÑ S, g : T ÝÑ S, h : Y ÝÑ T in C gilt

pX ˆS T q ˆT Y “ X ˆS Y

mit

pT : X ˆS T ÝÑ T, pg ˝ hq : Y ÝÑ S.

Beweis. (ii) Zu zeigen ist: X erfüllt die UAE von X ˆS S. Haben pX “ id : X ÝÑ X,

oS “ f : X ÝÑ S. Sei nun Z beliebiges Objekt und φ : Z ÝÑ X, ψ : Z ÝÑ S mit

f ˝ φ “ id ˝ ψ “ ψ. Dann ist h “ φ eindeutig und es gilt id ˝ φ “ φ und f ˝ φ “ ψ.

(iii) Zu zeigen: XˆS Y erfüllt die UAE von pX ˆS T qˆT Y . Dazu benötigen wir h̃ : XˆS Y ÝÑ

X ˆS T . Betrachte also das folgende Diagramm:

Y
h

((
Z

β
00

D!π //

α --

X ˆS Y

pY

55

h̃

))

φ“pX // T
g

&&
X ˆS T

pT

77

p̃X
((

S

X
f

88

h̃ erhalten wir über die UAE von X ˆS T , denn es gilt f ˝ φ “ pg ˝ hq ˝ pY . Seien nun Z

sowie Morphismen

α : Z ÝÑ X ˆS T, β : Z ÝÑ Y
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gegeben, sodass pT ˝ α “ h ˝ β. Beachte: Für X ˆS Y gilt

p̃X ˝ h̃ : X ˆS Y ÝÑ X, pY : X ˆS Y ÝÑ Y

und

f : X ÝÑ S, pg ˝ hq : Y ÝÑ S.

Die UAE davon liefert also eine eindeutige Abbiildung

π : Z ÝÑ X ˆS Y

mit

f ˝ pp̃X ˝ h̃q ˝ π “ g ˝ pY ˝ π, also h̃ ˝ π “ pY ˝ π,

woraus die Behauptung folgt. l

Lemma 5.5 Seien X,Y, S Schemata, f : X ÝÑ S, g : Y ÝÑ S Morphismen von Schemata

sowie tSiuiPI , eine Überdeckung von S und setze Xi :“ f´1pSiq und Yi :“ g´1pSiq.

(i) Existiert Xi ˆS Y für alle i P I, so existiert bereits X ˆS Y .

(ii) Für jedes i P I gilt Xi ˆSi Yi “ Xi ˆS Y .

Beweis. (i) Verklebe die Xi ˆS Y längs der

Zij :“ p´1
Xi
pXi XXjq Ď Xi ˆS Y.

Dafür benötigen wir einen Isomorphismus φ : Zij ÝÑ Zji. Zeige dazu:

Zij “ pXi XXjq ˆS Y.

Betrachte hierfür

Xi XXj Ď Xif

$$
Z

D!h //

φ

33

ψ

,,

Zij Ď Xi ˆS Y

pXi

99

pY

%%

T

W

g

99

Wir zeigen nun: hpZq Ď Zij . Dies gilt jedoch, da φpZq Ď Xi XXj , pXi pφpZqq Ď Zij , also

hpZq “ p´1
Xi
pφpZqq Ď Zij .
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Sei nun also X̃ die Verklebung der Xi ˆS Y längs der Zij . Es bleibt noch zu zeigen:

X̃ “ X ˆS Y . Verklebe nun die pXi : Xi ˆS Y ÝÑ Xi Ď X zu Morphismen pX : X̃ ÝÑ X.

Betrachte

X
f

&&
Z

φ
11

ψ --

D!h // X̃

pX

88

pY

&&

T

Y

g

88

Für jedes i P I sei Zi :“ φ´1pXiq Erhalte dadurch

hi : Zi ÝÑ Xi ˆS Y

mit hi|ZiXZj “ hj |ZiXZj für alle i, j P I. Damit verkleben sich die hi zu einem Morphismus

h : Z ÝÑ X̃,

was den Beweis beendet.

(ii) Zu zeigen ist: Xi ˆSi Yi erfüllt die UAE von Xi ˆS Y - Betrachte als das Diagramm

Xi
f |Xi

&&
Z

φ
11

ψ --

h // Xi ˆSi Yi
pYi

((

pXi

66

S

Y

g

88

Es gilt f ˝ φ “ g ˝ ψ, also pg ˝ ψq pZq Ď Si und damit ψpZq Ď g´1pSiq “ Yi, das heißt es

gibt h : Z ÝÑ Xi ˆSi Yi. Damit folgt

Xi ˆSi Yi “ Xi ˆS Y,

die Behauptung. l

Satz 5.6 In der Kategorie der Schemata existieren Faserprodukte.

Beweis. Fall (1) Zeige die Behauptung für den affinen Fall X “ SpecA, Y “ SpecB,S “

SpecR, wobei A und B mit den Morphismen f : X ÝÑ S und g : Y ÝÑ S als R-

Algebren aufgefasst werden . Wir brauchen den Kolimes von A und B als R-Algebren in

der Kategorie der Ringe. Wir behaupten, dass das Tensorprodukt AbRB diese Eigenschaft

besitzt. Erinnerung: AbR B wird zur Algebra durch

pa1 b b1qpa2 b b2q “ a1a2 b b1b2.
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Setze nun

σA : A ÝÑ AbR B, a ÞÑ ab 1, σB : B ÝÑ AbR B, b ÞÑ 1b b.

σA und σB sind Homomorphismen von R-Algebren. Die UAE für A bR B ist: Ist Φ :

A ˆ B ÝÑ C bilineare Abbildung in eine R-Algebra C, so existiert eine eindeutige R-

lineare Abbildung γ : AbR B ÝÑ C sodass das folgende Diagramm kommutiert:

AˆB

Φ
''

b // AbR B
D!γ

vv
C

Betrachte nun das Diagramm

B

σBvv

β

uu
C AbR B

γoo R

ff

xx
A

σA
hh

α

kk

mit Φ : AˆB ÝÑ C, pa, bq ÞÑ pαpaq, βpbqq. Es lässt sich leicht nachrechnen, dass γ ein

Ringhomomorphismus ist. Damit erhalten wir

Spec pAbR Bq “ SpecAˆS SpecB “ X ˆS Y

in der Kategorie der affinen Schemata. Ist Z nun einbeliebiges Schema φ : Z ÝÑ X,

ψ : Z ÝÑ Y mit

α “ φ#
Z : OSpecApSpecAq “ A ÝÑ OZpZqφ˚OZpSpecAq

β “ ψ#
Z : B ÝÑ OZpZq.

Dann induzieren α, β die Abbildung

γ : AbR B ÝÑ OZpZq

und in der Übung haben wir gesehen, dass wir ein

h : Z ÝÑ Spec pAbR Bq

finden.

Fall (2) Seien nun X,Y, S beliebig. Überdecke S durch affine Schemata Si “ SpecRi, i P I.

Seien weiter Morphismen f : X ÝÑ S, g : Y ÝÑ S gegeben und setze Xi :“ f´1pSiq, Yi :“
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g´1pSiq. Überdecke nun nochmals die Xi durch offene affine Schemata Xij “ SpecAij , j P J

sowie die Yi durch Yik “ SpecB ´ ik, k P K. Nach Schritt (i) existiert Xij ˆSi Yik für alle

pi, j, kq P I ˆ J ˆK.

Wir wenden nun Lemma 5.5(i) an auf

(1) T “ Si, V “ Xi, Vj “ Xij ,W “ Yik für feste k P K. Dies liefert die Existenz von

Xi ˆSi Yik für alle i P I.

(2) T “ Si, V “ Yi, Vj “ Yij ,W “ Xi. Die Symmetrie des Faserprodukts liefert dann die

Existenz von Xi ˆSi Yi für alle i P I.

Wenden wir nun darauf Lemma 5.5(ii) an, existiert Xi ˆS Y für alle i P I und nochmals

mit (i) erhalten wir die Existenz von X ˆS Y , was gerade die Behauptung war. l

Definition 5.7 (i) Sei f : X ÝÑ S Mophismus von Schemata. Dann heißt X ein S´Schema,

schreibe X{S.

(ii) Sei X{S ein S-Schema, φ : T ÝÑ S ein Morphismus von Schemata. Dann heißt das T -

Schema

X ˆS T
pT
ÝÑ T

durch Basiswechsel aus X{S hervorgegangenes Schema. Das dadurch entstehende kommu-

tierende Diagramm

X ˆS T
pX //

pT
��

X

f
��

T
φ

// S

auch Basiswechseldiagramm oder cartesisches Diagramm. Beachte: Die UAE des Faserpro-

dukts stellt sicher, dass XˆS T minimal mit der Eigenschaft ist, das Diagramm mit X,S, T

kommutativ zu machen.

Beispiel 5.8 Sei f P ZrX,Y s. Die Ringhomomorphismen Z Ñ Q Ñ R Ñ C sowie Z Ñ Fp
ergeben folgende Diagramme mit X :“ Spec

`

ZrX,Y s
L

pfq
˘

und der Schreibweise

X ˆSpecZ Spec C “ X ˆZ C

X ˆZ C //

��

X ˆZ R //

��

X ˆZ Q //

��

X

��

X ˆZ Fpoo

��
SpecC // SpecR // SpecQ // SpecZ SpecFpoo
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Eine Fragestellung könnte dann lauten: Gibt es für ein vorgegebenes f P ZrX,Y s ein Schema,

sodass wir durch Basiswechsel wieder zum ursprünglichen Faserprodukt zurückkehren?

§ 6 Punkte

Definition + Bemerkung 6.1 Sei X ein Schema, x P X.

(i) Wir definieren den Restklassenkörper von X in x als

κpxq :“ OX,x {mx .

(ii) Sei f : X ÝÑ Y Morphismus von Schemata, y “ fpxq P Y . Dann induziert f einen

Homomorphismus κpyq ÝÑ κpxq. Damit wird κpxq{κpyq zur Körpererweiterung.

(iii) Für einen Körper k gibt es genau dann einen Morphismus ι : Speck ÝÑ X, ιp0q “ x, falls

κpxq isomorph zu einem Teilkörper von k ist.

(iv) Ein Punkt wie in (iii) heißt k-wertig.

Beweis. (ii) f induziert f#
x : OY,y ÝÑ OX,x. f

#
x ist lokaler Homomorphismus, das heißt es gilt

f#
x pmyq Ď mx. Der Homomorphiesatz liefert die Behauptung.

(iii) Sei U “ SpecR eine affine Umgebung von x, p P SpecR das zu x zugehörige Primideal

in R. Angenommen, eine solche Abbildung ι existiere. Dann gibt es α : R ÝÑ k mit

Kern α “ p. Wegen OX,x – Rp gilt κpxq “ Rp
L

pRp wird durch Restklassenbildung ein

Homomorphismus κpxq ÝÑ k induziert.

Ist nun umgekehrt κpxq ein Teilkörper von k, so wird durch R ÝÑ Rp ÝÑ Rp
L

pRp ÝÑ k

der gewünschte Morphismus induziert. l

Folgerung 6.2 Seien X,Y S-Schemata. Dann ist die Abbildung

Φ : X ˆS Y ÝÑ tpx, yq P X ˆ Y | fpxq “ gpyqu, z ÞÑ ppXpzq, pY pzqq

surjektiv.

Beweis. Seien x P X, y P Y mit fpxq “ gpyq “: s P S. Nach 6.1 (iii) ist κpsq Ď κpxq und

κpsq Ď κpyq. Sei k das Kompositum von κpsq und κpyq, also κpsq Ď k. Wieder nach 6.1(iii) gibt

es Morphismen

φ : Z :“ Speck ÝÑ X, 0 ÞÑ x, ψ : Z ÝÑ Y, 0 ÞÑ y.

Die Komposition f ˝ φ “ g ˝ ψ ist der von κpsq Ď k induzierte Morphismus. Damit gibt es einen

eindeutigen Morphismus h : Z ÝÑ X ˆS Y mit pX ˝ h “ φ und pY ˝ h “ ψ. Für z :“ hp0q gilt
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dann somit

pXpzq “ x, pY pzq “ y,

wie gewünscht. l

Beispiel 6.3 Die Abbildung Φ ist im Allgemeinen nicht injektiv. Betrachte hierfür den Basis-

wechsel

A1
C

Φ //

��

A1
R

��
SpecC // SpecR

mit A1
k :“ SpeckrXs sowie A1

C “ A1
R ˆSpecR SpecC. Dann ist Φ nicht injektiv.

Beispiel 6.4 Sei p Primzahl, X “ Spec Z. Dann gilt

κppq “ Zppq
M

pZppq “ Fp, κp0q “ Q.

Definition + Bemerkung 6.5 Sei f : X ÝÑ Y Morphismus, y P Y .

(i) Xy :“ f´1pyq :“ X ˆY Specκpyq heißt Faser von f über y.

(ii) Die Projektion

pX : Xy ÝÑ X, pXpXyq “ tx P X | fpxq “ yu

ist injektiv.

(iii) Ist y abgeschlossen, so ist Xy abgeschlossenes Unterschema von X.

Beweis von (ii) Seien x1, x2 P Xy mit pXpx1q “ pXpx2q “ x. Dann ist insbesondere fpxq “ y.

Sei Z “ Specκpxq und ι : Z ÝÑ X der Morphismus mit ιp0q “ x. Weiter sei ψ : Z ÝÑ Specκpyq

der von f#
x induzierte Morphismus. Wegen 6.1(ii) ist κpyq Ď κpxq Ď κpxiq für i P t1, 2u. Nach

6.1(iii) gibt es Morphismen

hi : Z ÝÑ Xy, hip0q “ xi.

Diese erfüllen pX ˝hi “ ι und pSpecκpyq ˝hi “ ψ. Die UAE des Faserprodukts liefert h1 “ h2 und

damit x1 “ x2. l

Definition + Bemerkung 6.6 Sei X ein Schema, T ein weiteres Schema.

(i) Ein T -wertiger Punkt von X ist ein Morphismus f : T ÝÑ X.

(ii) Der Funktor

hX : Sch ÝÑ Sets, T ÞÑ MorSchpT ,X q

ist kontravariant. hx heißt Punktfunktor.



§ 7 ENDLICHKEITSEIGENSCHAFTEN 33

(iii) Die hX definieren durch

h : Sch ÝÑ Funk pSchop ÝÑ Setsq , X ÞÑ hX

einen kovarianten Funktor.

Beispiel 6.7 Sei k ein Körper, T “ Speckrεs {ε2 und X “ A2
k “ SpeckrX,Y s. Ein T -wertiger

Punkt von A2
k ist ein Morphismus

ψ : Speckrεs {ε2 ÝÑ A2
k.

Dieser entpricht bijektiv einem Ringhomomorphismus α : krX,Y s ÝÑ krεs {ε2 . Sei α surjektiv,

sowie α´1 ppεqq “ pX,Y q. Dann gibt es a, b P k mit

αpXq “ b ¨ ε, αpY q “ a ¨ ε.

Dann gilt αpaX ´ bY q “ abε´ abε “ 0, also aX ´ bY P kerα. Damit gilt

kerα “ pX,Y q2 ` paX ´ bY q.

Geometrische Interpretation: α bestimmt einen Punkt P P A2
k und eine Gerade durch den Punkt,

also einer "Richtung" bzw. einem Element aus TP
`

A2
k

˘

.

Beispiel 6.8 Sei R diskreter Bewertungsring, T “ SpecR und k “ QuotpRq. Sei X ein weiteres

Schema. Dann gilt

HompT,Xq “
"

px0, x1, ιq | x0 P tx1u, ι : κpx1q ÝÑ k Hom. , ι
ˆ

O
tx1ured,x0

˙

Ď R und ιpmx0q Ď m

*

,

denn:

"Ď" Setze f : T ÝÑ X, x0 :“ fpmq, x1 :“ fp0q und ι :“ f#
x0 . Da T reduziert ist, faktori-

siert f nach Übungsaufgabe 5.3 über tx1ured “: Z. Weiter induziert f : T ÝÑ Z einen

Ringhomomorphismus auf dem Halm f#
x0 : OZ,x0 ÝÑ OT,m “ R mit f#

x0 pmx0q Ď m.

"Ě" Sei ι : OZ,x0 ÝÑ R Ringhomomorphismus. Dann induziert ι einen Morphismus

f : T ÝÑ SpecOZ,x0
ψ
ÝÑ Z ÝÑ X,

wobei ψ durch die Abbildung SpecR ÝÑ OZ,x0 , p ÞÑ
p
1 induziert wird.

§ 7 Endlichkeitseigenschaften

Definition 7.1 Sei pX,OXq ein Schema.

(i) X heißt lokal noethersch, wenn es eine offene Überdeckung tUiuiPI von X durch affine

Schemata Ui “ SpecRi gibt, sodass für jedes i P I Ri noetersch ist.
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(ii) X heißt noethersch, falls es die Überdeckung in (i) endlich gewählt werden kann.

Lemma 7.2 Sei R Ring, g1, . . . , gr P R, I Ď R sowie φi : R ÝÑ Rgi die natürlichen Homomor-

phismen für I P t1, . . . , ru. Dann gilt

I “
r
č

i“1

φ´1
i pφipIq ¨Rgiq .

Beweis. "Ď" Klar.

"Ě" Sei b P
Şr
i“1 φ

´1
i pφipIq ¨Rgiq. Dann gilt: Für alle i P t1, . . . , ru lässt sich φipbq schreiben

als
b

1
!
“ φipbq “

ai
gnii

P Rgi , ai P I, ni P N0,

also
b

1
´

ai
gnii

“ 0 ðñ gmii ¨ pb ¨ gnii ´ ai ¨ 1q “ 0 für ein mi P N0,

also

gmi`nii ¨ b “ gmii ai P I für alle i P t1, . . . , ru.

Ohne Einschränkung gelte mi ` ni “ N für alle i P t1, . . . , ru. Nun gilt
r
ď

i“1

Dpgiq “ R ùñ

r
č

i“1

V pgiq “ H,

die g1, . . . , gr erzeugen also R (als Modul). Schreibe

1 “
r
ÿ

i“1

cigi mit geeigneten ci P R.

Da die gi R erzeugen, tun es die gN1 , . . . , gNr ebenfalls, denn es gilt

1M “ 1 “

˜

r
ÿ

i“1

cigi

¸M

und falls M groß genug ist, kommt in jedem Monom ein gi mit Exponent ě N vor. Insge-

samt erhalten wir damit

b “ b ¨ 1 “
r
ÿ

i“1

cig
N
i b P I,

was zu zeigen war. l

Proposition 7.3 (i) Ein affines Schema X “ SpecR ist noethersch genau dann, wenn R

noethersch ist.

(ii) Ein Schema ist genau dann noethersch, wenn für jedes offene affine Unterschema U “

SpecR der Ring R noethersch ist.



§ 7 ENDLICHKEITSEIGENSCHAFTEN 35

Beweis. (i) Die nichttriviale Implikation folgt aus (ii).

(ii) Sei also X noethersch. Zeige: Jedes affine Unterschema U “ SpecR ist noethersch. Nach

Voraussetzung gibt es Ui “ SpecRi offen in X, i P I, sodass
Ť

iPI Ui “ X und Ri

noethersch. Sei nun U “ SpecR Ď X offen. Zu zeigen: R ist noethersch. Überdecke die

U X Ui durch Mengen tDpfijqujPJ mit fij P Ri. Es gilt bekanntlich Dpfijq “ Spec pRiqfij .

Die Lokalisierung eines noetherschen Rings ist noethersch (Algebra), also sind die Rij :“

Rfij noethersch für alle i, j P I, J . Überdecke nun eine weiteres Mal die Dpfijq durch

offene Mengen Dpgijkq mit geeigneten Elementen gijk P R. Wegen Dpfijq Ď U wird also

φij : R ÝÑ pRiqfij induziert. Weiter ist

Rgijk “ pRijqφijpgijkq

als Lokalisierung eines noetehrschen Rings wieder noethersch. Da U quasikompakt ist,

genügen endlich viele der Dpgijkq, um U zu überdecken - bezeichne diese als g1, . . . , gr. Wir

haben nun also

SpecR “
r
ď

i“1

SpecRgi

mit Noetherschen Ringen Rg. Sei nun

I1 Ď I2 Ď I3 Ď . . .

aufsteigende Kette von Idealen in R. Seien φi : R ÝÑ Rgi , a ÞÑ
a
1 die natürlichen Homo-

morphismen in die Lokalisierungen der gi. Wir erhalten eine stationär werdende Kette von

Idealen

φipI1qRgi Ď φipI2qRgi Ď φipI3qRgi Ď . . .

in Rgi . Mit Lemma 7.2 folgt die Behauptung. l

Definiton + Proposition 7.4 Sei f : X ÝÑ Y Morphismus von Schemata.

(i) f heißt lokal von endlichem Typ, wenn es eine offene affine Überdeckung tUi “ SpecAiuiPI

von Y durch affine Schemata und für jedes i P I eine affine Überdeckung tUij “ SpecBijujPJ

von f´1pUiq gibt, sodass Bij endlich erzeugte Ai-Algebra ist für alle i P I, j P J .

(ii) f heißt von endlichem Typ, wenn in (i) Ji für jedes i P I endlich gewählt werden kann.

(iii) Ist f lokal von endlichem Typ, so gibt es für jedes offene affine Unterschema U “ SpecA Ď

Y eine affine Überdeckung tUi “ SpecBiuiPI von f´1pUq, sodass Bi endlich erzeugte A-

Algebra ist.

Beweis von (iii) Wie in 7.2, nur einfacher. Beachte: Ist B endlich erzeugte A-Algebra, so auch

Bf für jedes f P B.
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Beispiel 7.5 (i) Morphismen affiner / quasiprojektiver Varietäten über k sind von endlichem

Typ.

(ii) Für jede quasiprojektive Varietät ist der Strukturmorphismus V ÝÑ Speck von endlichem

Typ.

(iii) Sei X von der Gestalt

das heißt, X besteht aus einer unendlichen Kette projektiver Geraden über k. Der Struk-

turmorphismus X ÝÑ Speck ist lokal von endlichem Typ, aber nicht von endlichem Typ.

(iv) Der Morphismus SpeckrX1, X2, X3, . . .s ÝÑ Speck ist nicht von lokal endlichem Typ.

(v) Der Morphismus SpecC ÝÑ SpecQ ist nicht lokal von endlichem Typ.

Definition 7.6 Ein Morphismus f : X ÝÑ Y vom Schemata heißt endlich, falls es eine offene

affine Überdeckung tUi “ SpecAiuiPI von Y gibt, sodass f´1pUiq “ SpecBi für jedes i P I affin

und Bi endlich erezugter Ai-Modul ist.

Beispiel 7.7 Sei S{R ganze Ringerweiterung, die als R-Algebra endlich erzeugt ist. Dann ist

SpecS ÝÑ SpecR endlich.

Proposition 7.8 Ist f : X ÝÑ Y endlicher Morphismus, so ist f´1pyq endlich für jedes y P Y .

Beweis. Sei U “ SpecA Ď Y offene Umgebung von y, sodass f´1pUq “ SpecB affin und B

endlich erzeugter A-Modul ist. Dann ist

f´1pyq “ Xy “ SpecB ˆSpecA Specκpyq “ Spec pB bA κpyqq

das Spektrum eines endlichdimensionalen κpyq-Vektorraums und hat damit nur endlich viele

Primideale, denn: Als ganze Ringerweiterung von κpyq gilt für die Krulldimension

0 “ dimκpyq “ dim pB bA κpyqq ,

also sind alle Primideale minimal. Als endlich erzeugte κpyq-Algebra besitzt B bA κpyq jedoch

nur endlich viele minimale Primideale, woraus die Behauptung folgt. l

Bemerkung 7.9 Abgeschlossene Einbettungen sind endliche Morphismen. Dabei entsprechen

abgeschlossene Einbettungen Y von X den abgeschlossenen Unterschemata, das heißt es gilt Y Ď

X abgeschlossen sowie ι˚OY “ OX {I für eine quasikohärente Idealgarbe I auf X.
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§ 8 Eigentliche Morphismen

Definition 8.1 Ein Morphismus f : X ÝÑ Y von Schemata heißt universell abgeschlossen,

wenn für jeden Morphismus g : Y 1 ÝÑ Y der induzierte Morphismus f 1 : X ˆY Y 1 ÝÑ Y 1

abgeschlossen ist.

Beispiel 8.2 (i) Betrachte die Projektion p : A2
k ÝÑ A1

k, px, yq ÞÑ x. p ist nicht abgeschlossen,

denn: V “ V pXY ´ 1q Ď A2 ist abgeschlossen, aber ppV q “ A1zt0u nicht.

(ii) Die Abbildung p1 : A1
k ÝÑ Speck ist abgeschlossen, aber nicht universell abgeschlossen,

denn für den Basiswechsel

A1
k ˆSpeck A1

k “ A2
k

//

p

��

A1
k

p1

��
A1
k p1

// Speck

ist p wie oben, also nicht abgeschlossen.

(iii) Für die entsprechende Konstellation mi P1
k erhalten wir

A1
k ˆSpeck P1

k
//

p

��

P1
k

��
A1
k

// Speck

Behauptung: p ist abgeschlossen, denn: Sei V Ď A1
kˆP1

k abgeschlossen. Ist dimV “ 0, so ist

V endlich, also ppV q endlich und damit abgeschlossen in A1
k. Ist dimV “ 1, so ist V “ V pfq

für ein f P krX,Y0, Y1s, das homogen von Grad d ě 0 in den Y0, Y1 ist. Ist d “ 0, so ist

ppV q endlich (Nullstellenmenge sind vertikale Gerade), ist d ě 1, so ist ppV q “ A1
k, denn:

Sei x0 P A1
k. Gesucht: py0 : y1q P P1, sodass fpx0, y0, y1q “ 0. Da fpx0, Y0, Y1q homogen von

Grad d ist, zerfällt es in Linearfaktoren und besitzt also Nullstellen.

Erinnerung 8.3 Ein topologischer Raum X ist genau dann hausdorffsch, wenn die Diagonale

∆X :“ tpx, xq P X ˆXu abgeschlossen in X ˆX ist.

Definition 8.4 Sei f : X ÝÑ S Morphismus von Schemata.

(i) Der von idX : X ÝÑ X induzierte Morphismus ∆ “ ∆f : X ÝÑ X ˆS X heißt Diagonal-

morphismus.

(ii) f heißt separiert, wenn ∆f abgeschlossene Einbettung ist. Man sagt auch: X ist eigentlich

über Y .

(iii) X heißt weiter eigentlich, falls X eigentlich über SpecZ ist.
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Beispiel 8.5 Sei X die affine Gerade mit doppeltem Nullpunkt sowie f : X ÝÑ Speck der

Strukturmorphismus. Dann ist ∆f pXq nicht abgeschlossen in XˆkX, denn in ∆f pXq liegen nur

p01, 01q und p02, 02q, in ∆f pXq aber auch noch p01, 02q und p02, 01q.

Bemerkung 8.6 Jeder Morphismus affiner Schemata ist separiert.

Beweis. Sei f : X “ SpecB ÝÑ SpecA “ Y ein Morphismus induziert vom Ringhomomorphis-

mus α : A ÝÑ B. Dann ist X ˆY X “ Spec pB bA Bq und ∆f : X ÝÑ X ˆY X wird induziert

von

µ : B bA B ÝÑ B, b1 b b2 ÞÑ b1b2.

∆f ist abgeschlossene Einbettung, denn µ ist surjektiv und damit B “ B bA B {kerµ , wobei

kerµ erzeugt wird von den 1b b´ bb 1 für b P B. l

Bemerkung 8.7 Offene und abgeschlossene Einbettungen sind separiert.

Beweis. Ist ι : U ÝÑ X offene (bzw. abgeschlossene) Einbettung, so ist U ˆX U “ U und damit

∆ι “ idU , also ist ∆ι separiert.

Definition 8.8 Ein Morphismus f : X ÝÑ Y von Schemata heißt eigentlich, falls f von endli-

chem Typ, separiert und universell abgeschlossen ist. Man sagt auch: X ist eigentlich über Y . X

heißt weiter eigentlich, falls X eigentlich über SpecZ ist.

Definition 8.9 Sei R diskreter Bewertungsring, k “ QuotR, U “ Speck und T “ SpecR.

Weiter sei f : X ÝÑ Y ein Morphismus von Schemata. Dann heißt ein kommutatives Diagramm

der Form

U
h0 //

��

X

f
��

T
h1

// Y

Bewertungsdiagramm für f .

Satz 8.10 Seien X,Y noethersche Schemata, f : X ÝÑ Y von endlichem Typ. Dann gilt:

(i) f ist genau dann separiert, wenn es zu jedem Bewertungsdiagramm für f wie in 8.9 höch-

stens einen Morphismus h : T ÝÑ X gibt, sodass f ˝ h “ h1.

(ii) f ist genau dann eigentlich, wenn es zu jedem Bewertungsdiagramm für f wie in 8.9 genau

einen Morphismus h : T ÝÑ X gibt, sodass f ˝ h “ h1.

Beweis. Es werden nur jeweils die Implikation "ñ" gezeigt - die Rückrichtung lässt sich bei-

spielsweise in Hartshorne II.4.3 bzw. II.4.7 nachlesen.
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(i) Sei nun ein Bewertungsdiagramm von X über Y sowie zwei Fortsetzungen h, h1 : T ÝÑ X

gegeben.

U

i

��

h0 // X

f

��
T

h1
//

h

??

h1

??

Y

T

h̃
��

h1

��

h



X ˆY X

p2
((

p1
vv

X

f
((

X

f
vv

Y

Wir müssen zeigen, dass h “ h1. Betrachte die UAE des Faserprodukts. Dann induzieren

die Morphismen h, h1 einen Morphisus h̃ : T ÝÑ XˆY X. Für den offenen Punkt t1 P T gilt

wegen h ˝ i “ h0 “ h1 ˝ i demnach hpt1q “ h0pt1q “ h1pt1q “: x1, das heißt, h̃pt1q P ∆f pXq.

Da ∆f pXq nach Voraussetzung abgeschlossen ist (denn f ist separiert) und t0 P tt1u ist

h̃pt0q P th̃pt1qu Ď ∆f pXq, also ist

hpt0q “ p1ph̃pt0qq “ p2ph̃pt0qq “ h1pt0q.

Dann gilt nach Beispiel 6.8 bereits h “ h1, denn die Abbildung ι : κpx1q ÝÑ k ist durch h0

bereits festgelegt.

(ii) Sei nun f eigentlich und das folgende Bewertungsdiagramm gegeben. Wir finden Ein Fa-

serproduktdiagramm darin:

U
h0 //

i

��

φ $$

X

f

��

T ˆY X
pT

zz

pX

66

T
h1

//

h

BB

Y

Nach der UAE des Faserprodukts gibts es φ : U ÝÑ TˆY X mit pT ˝φ “ i und pX ˝φ “ h0.

i ist dominant, f 1 “ pT damit auch und somit surjektiv, da pT abgeschlossen ist. Sei nun

z1 “ φpt1q P T ˆY X. Dan gilt f 1pz1q “ ipt1q “ t1. Weiter sei Z :“ tz1u mit der induzierten

reduzierten Struktur. Dann ist auch f 1|Z surjektiv, es gibt also z0 P tz1u mit f 1pz0q “ t0.

Wir behaupten nun, dass es einen Morphismus h : T ÝÑ X gibt, sodass x0 :“ hpt0q “

pXpz0q und hpt1q “ h0pt1q “ pXpz1q “: x1. Nach Konstruktion ist pXpz0q P th0pt1qu. Wir

brauchen also einen Homomorphismus ι : κph0pt1qq ÝÑ κpt1q “ k mit ι
´

O
tx1ured,x0

¯

Ď R
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und ι pmx0q Ď m. Vermöge pX ist O
tx1ured,x0

Ď OZ,z0 und mx0 Ď mz0 mit dem von f 1

induzierten lokalen Homomorphismus R ãÑ OZ,z0 und k ãÑ κpz1q. Andererseits induziert

φ einen Homomorphismus κpz1q ãÑ k, das heißt wir erhalten k “ κpz1q. Import aus der

Algebra: Diskrete Bewertungsringe in k sind maximal bezüglich Dominanz (d.h. es gilt

R Ď R1,mR “ mR1 XR), das heißt wir erhalten wie gewünscht R “ OZ,z0 . l

Beispiel 8.11 (i) Sei X “ A1
k, Y “ Speck, und f : X ÝÑ Y induziert von k ÝÑ krT s. Sei

K “ QuotkrT s “ kpT q. Es ist

ν : kpT qˆ ÝÑ Z,
f

g
ÞÑ deg g ´ deg f

die Nullstellenordnung vom Punkt P “ 8. ν ist diskrete Bewertung auf kpT q. Der Bewer-

tungsring ist gegeben durch

R “

"

f

g
P kpT q | deg f ď deg g

*

.

Wir erhalten aus dem entsprechenden Bewertungsdiagramm das folgende Diagramm von

k-Algebren:

SpecK //

��

A1
k

��
SpecR // Speck

kpT q krT soo

α
ww

R

OO

koo

OO

Es ist klar: Den Ringhomomorphimus α gibt es nicht, denn krT s Ć R, f ist also nicht

eigentlich.

(ii) Sei X die affine Gerade mit zwei Nullpunkten also X “ A1
kzt0uYt01, 02u. X ist irreduzibel

mit Funktionenkörper kpXq “ kpT q. Sei R “ krT spT q “ OA1
k,0
“ OX,0i für i P t1, 2u. Das

zugehörige Bewertungsdiagramm ist

SpeckpT q

i

��

// X

f

��
SpeckrT spT q //

h1

::

h2

::

Speck

Für i P t1, 2u induziert der Morphismus OX,0i ÝÑ R einen Morphismus hi : SpecR ÝÑ X,

der das Diagramm kommutativ macht. Weiter ist h1 ‰ h2, da h1pmq “ 01 ‰ 02 “ h2pmq

und f damit nicht separiert.

Folgerung 8.12 Für Morphismen noetherscher Schemata gilt:

(i) Die Komposition separierter Morphismen ist separiert.

(ii) Die Komposition eigentlicher Morphismen ist eigentlich.
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(iii) Separiertheit ist stabil unter Basiswechsel.

(iv) Eigentlichkeit ist stabil unter Basiswechsel.

(v) Ist g ˝ f separiert, so ist f separiert.

(vi) Ist g ˝ f eigentlich und g separiert, so ist f eigentlich.

Beweis. (i) Sei ein Bewertungsdiagramm von g ˝ f gegeben, dabei seien f und g separiert.

X
f // Y

g // Z

U

h0

OO

f˝h0

??

i
// T

h1

OO

h̃

__

h

gg

h1

gg

Angenommen es gibt h, h1 : T ÝÑ X mit h˝i “ h0 “ h1˝i und g˝f ˝h “ h1 “ g˝f ˝h1. Aus

der Separiertheit von g folgt: f ˝h “ f ˝h1 “ h̃. Da h̃ mit i und h0 ein Bewertungsdiagramm

für f ergibt, ist h “ h1.

(ii) Genau so wie (i)

Die übrigen Aussagen ergeben sich auf ähnliche Weise und werden hier nicht aufgeführt.

Bemerkung 8.13 Abgeschlossene Einbettungen sind eigentlich.

Beweis. Sei f : V ÝÑ X eine abgeschlossene Einbettung. Da f lokal (also affin) einer Rest-

klassenbildung mit einem Ideal entspricht, ist f von endlichem Typ. Nach 8.7 ist f separiert,

bleibt also zu zeigen, dass f universell abgeschlossen ist. Für jeden Basiswechsel mit Y ist aber

V ˆX Y “ f´1pV q und die hervorgehende Abbildung ist ebenfalls abgeschlossen. l

Bemerkung 8.14 Projektive Morphismen sind eigentlich.

Beweis. Seien X,Y projektive Varietäten, φ : X ÝÑ Y Morphismus, h : X ÝÑ Pnk die zuge-

hörige abgeschlossene Einbettung, sX , sY die zugehlörigen Strukturmorphismen. Betrachte die

Diagramme

Pnk

g

��

// PnZ

f

��
Speck // SpecZ

X //

sX

��

h // Pnk

g

��
Speck

X
φ //

sX

��

Y

sY

��
Speck

Dann ist f eigentlich nach Übungsaufgabe, g also nach 8.12 (iv) auch. h ist eigentlich nach 8.13,

die Strukturmorphismen als Verkettung eigentlicher Morphismen dann nach 8.12(ii) ebenfalls.

Damit ist sY ˝ φ eigentlich und sY separiert (da eigentlich), folglich ist φ eigentlich. l



42 I SCHEMATA



Kapitel II

Garben und Divisoren

§ 9 OX-Modulgarben

Definition 9.1 Sei pX,OXq lokal geringter Raum, F Garbe von abelschen Gruppen auf X. F

heißt OX -Modulgarbe auf X, falls

(i) Für jede offene Teilmenge U Ď X die abelsche Gruppe FpUq ein OXpUq-Modul ist.

(ii) Für alle offenen Teilmengen U 1 Ď U Ď X der Gruppenhomomorphismus ρUU 1 : FpUq ÝÑ

FpU 1q einOXpUq-Modulhomomorphismus ist. Dabei wird FpU 1q vermöge OXρ
U
U 1 alsOXpUq-

Modul aufgefasst.

Definition + Bemerkung 9.2 (i) Ein Homomorphismus von OX-Modulgarben F und G ist

ein Garbenmorphismus φ : F ÝÑ G, sodass für jede offene Teilmenge U Ď X der Gruppen-

homomorphismus φU : FpUq ÝÑ GpUq ein OXpUq-Modulhomomorphismus ist. Man sagt,

φ ist OX-linearer Garbenmorphismus.

(ii) Die OX -Modulgarben bilden zusammen mit den OX -linearen Garbenmorphismen eine Ka-

tegorie OX´Mod.

Beispiel 9.3 Sei X eine nichtsinguläre, projektive Kurve über einem algebraisch abgeschlosse-

nen Körper k.

(i) Sei D :“
ř

PPX nPP ein Divisor auf X, das heißt es ist nP P Z, nP ‰ 0 nur für endlich

viele P P X. Für U Ď X offen sei

LpDqpUq :“ tf P kpXq | div pf |U q `D|U ě 0u Y t0u.

Dann ist LpDq eine OX -Modulgarbe, denn: für g P OXpUq ist divg ě 0 und damit

div pfg|U q `D|U “ div pf |U q ` div pg|U q `D|U “ div pf |U q `D|U ě 0.
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Weiter ist der globale Schnitt

LpDqpXq “ tf P kpXq | divf `D ě 0u Y t0u “ LpDq

gerade der Riemann-Roch-Raum für D. Dieser ist demnach ein OXpXq-Modul, also ein k-

Vektorraum. Dieses Resultat hatten wir vergangener Semester bereits gesehen. Betrachte

nun eine kleine Umgebung U Ď X von P P X, das heißt es gilt nQ “ 0 für alle Q P UztP u.

Sei tP ein Erzeuger des zu P zugehörigen maximalen Ideals mP Ă OX,P . Wähle nun U so,

dass div tP |UztP u “ 0, das heißt tP P OXpUq. Dann ist t´nPP P LpDqpUq und t´npP erzeugt

LpDqpUq als OXpUq-Modul, denn: Ist g P OXpUq, so ist

div
`

t´nPP g|U
˘

“ div
`

t´nPP |U
˘

` div pg|U q ě div
`

t´nPP |U
˘

“ ´nPP,

also

div
`

t´nPP g|U
˘

`D|U ě ´nPP ` npP ě 0

und damit t´nPP g P LpDqpUq. Ist umgekehrt g P LpDqpUq, also

div pg|U q `D|U “ div pg|U q ` nPP ě 0,

so gilt

div
`

tnPP g|U
˘

“ nPP ` div pg|U q ě 0,

also tnPP g P OXpUq und damit g “ t´nPP

`

tnPP g
˘

.

(ii) Sei Ω “ ΩkpXq{k der kpXq-Vektorraum der Kählerdifferentiale von kpXq{k. Die Elemente

von Ω heißen rationale Differentiale auf X. Ohne Einschränkung gelte X “ V pfq mit

einem irreduziblen Polynom f P krX,Y s. Dann ist kpXq “ QuotkrX,Y s
L

pfq . Damit wird

Ω erzeugt von den Elementen dg für g P kpXq, wobei d die universelle Derivation bezeichne.

Da dpX2q “ 2XdXund induktiv dpXnq “ n!XdX, genügen die linearen Terme. df “ 0

ergibt also eine lineare Gleichung zwischen dX und dY und wir erhalten dimkpXqΩ “ 1.

Wir wollen uns daraus nun eine OX -Modulgarbe basteln. Für ω P ΩkpXq{k sei

divω “
ÿ

PPX

ordPωP

folgendermaßen definiert: Für P P X sei tP Uniformisierende, also Erzeuger vom maximalen

Ideal mP . Dann gilt dtP pP q “ 0 aber dtP ‰ 0, also bildet tdtP u eine Basis von ΩkpXq{k.

Schreibe also ω “ fPdtP für ein fP P kpXq. Setze nun ordP pωq “ ordP pfP q. Beachte:

tP ´ tP pQq ist Uniformisierende für Q auf einer offenen (und dichten) Teilmenge von X
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und dptP ´ tP pQqq “ dtP . Damit ist divω wohldefiniert. Setze nun

ΩXpUq :“
 

ω P ΩkpXq{k | divω|U ě 0
(

Y t0u.

ΩXpUq ist für jedes U Ď X offen ein OXpUq-Modul, also ist ΩX eine OX -Modulgarbe. Die

Elemente in ΩXpUq heißen reguläre Differentiale auf U . Bachte: Mit der Notation aus (i)

gilt ΩX – Lpdivω0q für ω0 P ΩkpXq{kzt0u, denn: ω0 ist eine Basis von ΩkpXq{k und es gilt

Lpdivω0qpUq “ tf P kpXq | pdivf ` divω0q |U ě 0u Y t0u

“ tf P kpXq | divpfω0q|U ě 0u Y t0u

“
 

w P ΩkpXq{k | divpωq|U ě 0
(

Y t0u

“ ΩXpUq.

divω0 heißt auch kanonischer Divisor. Erinnern wir uns nun an den Satz von Riemann-Roch

aus der algebraischen Geometrie, welcher besagt:

dimLpDq ´ dimLpK ´Dq “ degD ` 1´ g,

wobei g das Geschlecht der Kurve und K einen kanonsichen Divisor bezeichne, so erhalten

wir mit D “ 0:

1´ dimLpKq “ 1´ g ðñ dimLpKq “ g

und mit D “ K

dimLpKq ´ 1 “ dimLpKq ´ dimLp0q “ degK ` 1´ g,

zusammen also degK “ 2g ´ 2. Da sist praktisch! Betrachte wir uns beispielsweise den

Punkt 8 “ p1 : 0q P P1 , das Differential ω “ dX und die Uniformisierende t8 “ 1
X , so gilt

dX “ ω “ fpd
ˆ

1

X

˙

“ ´fP
1

X2
dX,

also fP “ ´X2 und ordPdX “ ordPX2 “ ´2, was mit unserer oben gefunden Formel und

g “ 0 für P1 übereinstimmt. Eine weitere Anwendung ist natürlich auch die Bestimmung

des Geschlechts einer Kurve mithilfe der obigen Formel.

Definition + Bemerkung 9.4 (i) Sei X “ SpecR ein affines Schema und M ein R-Modul.

Dann gibt es genau eine Garbe M̃ auf X, sodass M̃pDpfqq “ Mf “ M bR Rf für jedes

f P R. M̃ wird so zur OX -Modulgarbe. Weiterhin ist für jedes p P SpecR der Halm gegeben

durch

M̃p “Mp “M bR Rp.
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(ii) Eine OX -Modulgarbe F heißt quasikohärent auf SpecR, falls es einen R-Modul M gibt

mit F – M̃ , also FpDpfqq –Mf als Rf -Moduln.

(iii) Sei nun pX,OXq ein allgemeines Schema. Eine OX -Modulgarbe F auf X heißt quasikohö-

rent, falls es eine offene Überdeckung von X durch affine Unterschemata tUi “ SpecRiuiPI

gibt, sodass die Einschränkung F |Ui quasikohärent ist für jedes i P I, also F |Ui – M̃i für

einen Ri-Modul Mi.

(iv) Eine quasikohärente OX -Modulgarbe auf X heißt kohärent, falls X noethersch ist und die

Ri-Moduln Mi aus (iii) allesamt endlich erzeugt sind.

Proposition 9.5 Sei pX,OXq ein Schema. Eine OX-Modulgarbe F auf X ist quasikohärent

genau dann, wenn für jedes offene, affine Unterschema U Ď X die Einschränkung F |U quasiko-

härent ist.

Beweis. Wie zum Beispiel 4.5 oder 7.3.

Bemerkung 9.6 Sei X “ SpecR ein affines Schema. Dann ist die Zuordnung

R-Mod ÝÑ OX-Mod, M ÞÑ M̃

ein volltreuer, exakter Funktor, dessen Bild die quasikohärenten OX-Modulgarben sind.

Beweis. Sei 0 ÝÑM 1 ÝÑM ÝÑM2 ÝÑ 0 exakte Sequenz von R-Moduln. Zu zeigen: Für jedes

p P SpecR ist die lokalisierte Sequenz

0 ÝÑM 1
p ÝÑMp ÝÑM2

p ÝÑ 0

ebenfalls exakt (als Sequenz von Rp-Moduln): Übung. Man sagt, Rp ist "flacher" R-Modul.

Definition + Bemerkung 9.7 (i) Sei pX,OXq ein lokal geringter Raum, F ,G zwei OX -

Modulgarben. dann ist die zur Prägarbe U ÞÑ FpUqbOXpUqGpUq assoziierte Garbe FbOXG

eine OX -Modulgarbe.

(ii) Ist X “ SpecR affin, so gilt für R-Moduln M,N

ČM bR N “ M̃ bR̃ Ñ “ M̃ bOX Ñ .

(iii) Sind für i P I R-Moduln Mi gegeben, so ist

Č

à

iPI

Mi “
à

iPI

M̃i.

Bemerkung + Definition 9.8 Sei f : X ÝÑ Y Morphismus lokal geringter Räume.
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(i) Für jede OX -Modulgarbe F auf X ist f˚F eine OY -Modulgarbe auf Y .

(ii) Für jede OY -Modulgarbe G auf Y ist f´1G eine f´1OY -Modulgarbe und die zur Prägarbe

U ÞÑ f´1GpUq bf´1OY pUq OXpUq assoziierte Garbe f˚G :“ f´1G bf´1OY OX eine OX -

Modulgarbe. f˚G heißt Pullback von G unter f .

Beweis. (i) Für U Ď Y offen ist f˚FpUq “ F
`

f´1pUq
˘

ein OX

`

f´1pUq
˘

-Modul. Der Garben-

morphismus f# : OY ÝÑ f˚OX induziert einen Ringhomomorphismus f#
U : OY pUq ÝÑ

f˚OXpUq “ OX

`

f´1pUq
˘

, welcher die gewünschte OY pUq-Modulstruktur liefert.

(ii) Zur Wohldefiniertheit brauchen wir noch einen Morphismus f´1OY ÝÑ OX . Der Gar-

benmorphismus f# : OY ÝÑ f˚OX liefert den Morphismus f´1OY ÝÑ f´1f˚OX und

Proposition 2.16 liefert f´1f˚OX ÝÑ OX , was zusammen die Behauptung liefert. l

Bemerkung 9.9 Seien X “ SpecR, Y “ SpecS affine Schemata, f : X ÝÑ Y Morphismus

mit zugehörigem Ringhomomorphismus α : S ÝÑ R.

(i) Für jeden R-Modul M gilt: f˚M̃ “ Ą

αM , wobei αM die von α als S-Modul aufgefasste

abelsche Gruppe M bezeichne.

(ii) Für jeden S-Modul N gilt f˚Ñ “ ČN bS R.

Beweis. (i) Für U Ď Y offen ist f˚M̃pUq “ M̃pf´1pUqq. Das wird durch f#
U (von α induziert)

zum OY pUq-Modul. Für U “ Dpgq gilt wegen f´1pDpgqq “ Dpg ˝ fq “ Dpαpgqq:

f˚M̃pUq “ M̃pf´1pUqq “M pDpαpgqqq “Mαpgq “
Ą

αMg “
Ą

αMpUq.

(ii) Für die globalen Schnitte gilt

f˚ÑpXq “
´

f´1Ñ bf´1OY OX

¯

pXq “ N bS R

und für U Ď X offen

f˚ÑpUq “

´

f´1Ñ bf´1OY OX

¯

pUq

“
`

N bS f
´1OY pUq

˘

bf´1OY pUq OXpUq

“ N bS OXpUq

“

´

ČN bS R
¯

pUq,

also gerade die Behauptung. l

Proposition 9.10 Sei f : X ÝÑ Y Morphismus von Schemata.

(i) Ist G eine quasikohärente OY -Modulgarbe auf Y , so ist f˚G eine quasikohärente OX-

Modulgarbe auf X.
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(ii) Sind X,Y noethersch und G zusätzlich kohärent, so ist auch f˚G kohärent.

(iii) Ist X noethersch und F eine quasikohärente OX-Modulgarbe auf X, so ist f˚F eine qua-

sikohärente OY -Modulgarbe auf Y .

Beweis. (i) Die Eigenschaft quasikohärent zu sein ist eine lokale Eigenschaft, ohne Einschrän-

kung sei also X und damit auch Y affin. Dann folgt die Aussage mit 9.9 aus G “ Ñ für

einen S-Modul N und f˚G “ ČN bS R.

(ii) Ist N als S-Modul erzeugt von den n1, . . . , nr, so ist NbSR erzeugt von den n1b1, . . . , nrb

1, also insbesondere endlich erzeugt als R-Modul.

(iii) Ohne Einschränkung sei Y affin. Da X noethersch ist, gibt es eine endliche Überdeckung

X “
Ťr
i“1 Ui, ohne Einschränkung sei Ui X Uj affin für alle i, j. F ist eine Garbe, die

Sequenz

0 ÝÑ F α
ÝÑ

r
à

i“1

F |Ui
β
ÝÑ

à

iăj

F |UiXUj

mit αpmq “ pm|Uiqi und β ppmiqiq “
`

mi|UiXUj ´mj |UiXUj

˘

iăj
ist also exakt. Der Funktor

f˚ ist linksexakt, denn: Ist 0 ÝÑ F 1 ÝÑ F ÝÑ F2 ÝÑ 0 exakt, so ist die Sequenz

0 ÝÑ f˚F 1pUq “ F
`

f´1pUq
˘

ÝÑ F
`

f´1pUq
˘

ÝÑ F2
`

f´1pUq
˘

ebenfalls exakt (2.9 und 2.14). Da nun
Àr

i“1 f˚F |Ui und
À

iăj f˚F |UiXUj quasikohärent

sind, ist f˚F als Kern eines Homomorphismus quasikohärenter Garben ebenfalls quasiko-

härent, was zu zeigen war. l

§ 10 Lokal freie Garben

Beispiel 10.1 Sei X nichtsinguläre, projektive Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen

Körper k, D “
ř

PPX nPP ein Divisor auf X sowie LpDq die zu D assoziierte OX -Modulgarbe

LpDqpUq “ tf P kpXq | pdivf `Dq |U ě 0u Y t0u.

Erinnerung: Ist U "klein", so ist LpDqpUq “ tUOXpUq. Außerdem gilt für den Halm in jeden

Punkt P P X :

LpDqP “ tf P kpXq | ordP pfq ě ´nP u Y t0u “ t´nPP OX,P .
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Bemerkung 10.2 Ist X wie in Beispiel 10.1, so gilt für Divisoren D,D1 auf X

LpDq bOX LpD1q – LpD `D1q.

Beweis. Für U Ď X offen ist

ψ : LpDqpUq ˆ LpD1qpUq ÝÑ LpD `D1qpUq, pf, gq ÞÑ fg

eine wohldefinierte, bilineare Abbildung von OXpUq-Moduln, denn es gilt

`

divpfgq ` pD `D1q
˘

|U “ pdivf `Dq |U `
`

divg `D1
˘

|U ě 0` 0 “ 0.

Damit induziert φ also eine OXpUq-lineare Abbildung

φU :
`

LpDq bOX LpD1q
˘

pUq ÝÑ LpD `D1qpUq.

Diese Abbildungen verkleben sich zu einem Garbenmorphismus

φ : LpDq bOX LpD1q ÝÑ LpD `D1q.

Nach Beispiel 10.1 haben wir in jedem Punkt eine Isomorphismus der Halme

φP : t´nPP OX,P bOX,P t
´n1P
P OX,P ÝÑ t

´nP´n
1
P

P OX,P ,

φ ist also Isomorphismus. Beachte: Es gilt LpDq bOX Lp´Dq – OX . l

Definition 10.3 Sei pX,OXq lokal geringter Raum, F eine OX -Modulgarbe, n P N.

(i) F heißt frei von Rang n, falls gilt F – On
X “

Àn
i“1 OX .

(ii) F heißt lokal frei von Rang n, wenn es eine offene Überdeckung tUiuiPI von X gibt, sodass

für alle i P I gilt F |Ui – pOX |Uiq
n.

Bemerkung 10.4 Aus Freiheit folgt sicherlich lokale Freiheit, die Umkehrung ist im Allgemei-

nen allerdings nicht der Fall. Betrachte hierfür X “ P1
k für einen algebraisch abgeschlossenen

Körper k und für den Divisor D “ 1 ¨P auf X für ein P P X die Garbe LpDq auf X. In Beispiel

10.1 haben wir bereits gesehen, dass LpDq lokal frei von Rang 1 ist. Betrachte nun die globalen

Schnitte von LpDq und der Strukturgarbe. Es gilt

OP1
k

`

P1
k

˘

“ k
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und

LpDqpP1
kq “ tf P kpXq | divf ` P ě 0u

“
 

f P kpXq | ordQf ě 0 für alle Q P P1ztP u
(

‘ tf P kpXq | ordP f ě ´1u

“

!

f P kpXq | f P OP1
k

`

P1
kztP u

˘

)

‘ tf P kpXq | ordP f ě ´1u

“ k ‘
1

X ´XP
k,

womit die Garben nicht isomorph sein können.

Bemerkung 10.5 Ist pX,OXq ein Schema, so ist jede lokalfreie Garbe auf X quasikohärent. Ist

X weiterhin noethersch, so ist jede lokalfreie Garbe sogar kohärent.

Beweis. Sei F eine lokal freie Garbe von Rang n sowie tUi “ SpecRiuiPI eine offene, ohne

Einschränkung affine Überdeckung von X derart, dass F |Ui “ pOX |Uiq
n für alle i P I. Dann gilt

F |Ui “ R̃i
n
. Ist zudem X noethersch, so ist Ri noethersch für alle i P I, F also kohärent. l

Bemerkung 10.6 Jede lokalfreie Garbe L von Rang 1 auf einer nichtsingulären, projektiven

Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k, die sich einbetten lässt in die konstante

Garbe des Funktionenkörpers, ist isomorph zu einer Garbe LpDq für einen Divisor D auf X.

Beweis. Sei tUiu, i P t1, . . . , nu offene Überdeckung von X mit L|Ui – tiOX |Ui mit Erzeugern

ti P kpXqXLpUiq. Es ist tiOX |UiXUj “ tjOUiXUj , das heißt es gilt
ti
tj
P OXpUiXUjq

ˆ. Damit gilt

div ti|UiXUj “ div
tjti
tj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

UiXUj

“ div
ti
tj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

UiXUj

` div tj |UiXUj “ div tj |UiXUj ,

das heißt, wir können einen wohldefinierten Divisor D auf X durch D|Ui “ div 1
ti

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ui

definieren.

Dann gilt L – LpDq, denn für die Schnitte erhalten wir

LpUiq “ ttif | f P OXpUiqu “ ttif | div f |Ui ě 0u

“

#

f P OXpUiq | div
f

ti

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ui

ě 0

+

“ tf P OXpUiq | div f |Ui ě div ti|Uiu

“ tf P kpXq | pdiv f ´ div tiq |Ui ě 0u

“

#

f P kpXq |

ˆ

div f ` div
1

ti

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ui

ě 0

+

“ tf P kpXq | pdiv `Dq |Ui ě 0u

“ LpDqpUiq,

woraus die Behauptung folgt. l
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Proposition 10.7 Sei pX,OXq lokal geringter Raum, F lokal freie Garbe von Rang n auf X.

Dann gilt:

(i) Ist G lokal frei von Rang m, so ist F bOX G lokal frei von Rang mn.

(ii) Ist f : Y ÝÑ X Morphismus von lokal geringten Räumen, so ist f˚F lokal freie Garbe von

Rang n auf Y .

Warnung: Es gibt keine entsprechende Aussage für f˚.

Beweis. (i) Wähle eine ausreichend feine Überdeckung tUiuPI von X, sodass

F |Ui – pOX |Uiq
n , G|Ui pOX |Uiq

m

und wähle Basen ti1, . . . , tin von F |Ui und si1, . . . , sim von G|Ui als OXpUiq-Moduln. Dann

bilden die ti1bsi1, . . . , ti1bsim, . . . , tinbsim eine Basis von FbOXG, woraus die Behauptung

folgt.

(ii) Sei U Ď X offen mit F |U – pOX |U q
n. Dann ist

f˚F |f´1pUq “
`

f´1F bf´1OX OY

˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f´1pUq

“ pf´1Fq|f´1pUq bf´1OX |f´1pUq
OY |f´1pUq

“ f´1 pF |U q bf´1OX |f´1pUq
OY |f´1pUq

“ f´1 pOX |U q
n
bf´1OX |f´1pUq

OY |f´1pUq

“
`

f´1OX

˘n
|f´1pUq bf´1OX |f´1pUq

OY |f´1pUq

“

´

f´1OX

ˇ

ˇ

f´1pUq
bf´1OX |f´1pUq

OY |f´1pUq

¯n

“

´

f´1OX bf´1OX OY

ˇ

ˇ

f´1pUq

¯n

“
`

OY |f´1pUq

˘n

Ist nun tUiuiPI eine offene Überdeckung von X, so ist auch tf´1pUqu eine offene Über-

deckung für Y und damit ist f˚F lokal frei von Rang n wie gewünscht. l

Definiton + Proposition 10.8 Sei pX,OXq lokal geringter Raum sowie F , G OX -Modulgarben

auf X. Für U Ď X offen sei

HomOX pF ,GqpUq :“ HomOX |U pF |U ,G|U q .

Dann ist HomOX pF ,Gq eine OX -Modulgarbe.

Beweis. Sei U Ď X offen. Klar: HomOX pF ,GqpUq ist abelsche Gruppe. Wir brauchen also nur

noch eine OXpUq-Modulstruktur. Für α P OXpUq und φ P HomOX |U pF |U ,G|U q. Definiere αφ
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wie folgt: Für jede offene Teilmenge V Ď U sei

pαφqV : FpV q ÝÑ GpV q, pαφqV psq :“ α|V φV psq.

Die pαφqV ergeben den gewünschten Garbenmorphismus αφ : F |U ÝÑ G|U , womit also

HomOX pF ,GqpUq zum OXpUq-Modul wird. Es bleibt noch zu zeigen: die Zuordnung U ÞÑ

HomOX |U pF |U ,G|U q ist eine Garbe. Übung! l

Definiton + Proposition 10.9 Sei pX,OXq lokal geringter Raum, F lokal freie Garbe von

Rang n auf X.

(i) F˚ :“ HomOX pF ,OXq ist lokal frei von Rang n.

(ii) F˚ heißt die zu F duale Garbe.

(iii) Für jede OX -Modulgarbe G auf X gilt

HomOX pF ,Gq – F˚ bOX G.

Beweis. (i) Es genügt zu zeigen: Ist tUiuiPI offene Überdeckung vonX, so istHomOX pF ,OXq|Ui

frei. Es sei also ohne Einschränkung F – On
X . Dann ist zu zeigen:

HomOX pF ,OXq “ HomOX pO
n
X ,OXq

!
– On

X .

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass für einen Körper k gilt: Homkpk
n, kq – kn. Der

zugehörige Isomorphismus ist l ÞÑ plpe1q, . . . , lpenqq, wobei te1, . . . , enu eine Basis des kn

ist. Dieselbe Aussage kann auf freie Moduln übertragen werden, woraus die Behauptung

folgt.

(iii) Die entsprechende Aussage aus der linearen Algebra für k-Vektorräume V und W lautet

HomkpV,W q – V ˚ bk W,

denn: Betrachte die bilineare Abbildung

ψ : V ˚ ˆW ÝÑ HomkpV,W q, pl, wq ÞÑ pα : V ÝÑW, v ÞÑ lpvqwq.

Es induziert ψ eine Abbildung φ : V ˚ bW ÝÑ HomkpV,W q. Wir müssen zeigen: φ ist

bijektiv. Surjektivität sehen wir wie folgt ein: Sind Basen tb1, . . . , bnu für V und tc1, . . . , cmu

für W gegeben, so wird HomkpV,W q erzeugt von den fij für 1 ď i ď n und 1 ď j ď m,

wobei fij gegeben ist durch fijpbkq “ δikcj . Ist tb˚1 , . . . , b˚nu die zu tb1, . . . bnu duale Basis
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von V ˚, so erhalten wir die Darstellung fij “ ψpb˚i , cjq, das heißt, φ ist surjektiv. Nun gilt

dimV ˚ bk W “ dimV ˚ dimW “ dimV dimW “ nm “ dim HomkpV,W q,

also ist φ auch injektiv und damit bereits Isomorphismus und die Behauptung folgt. l

Definiton + Proposition 10.10 Sei pX,OXq lokal gringter Raum.

(i) Für jede lokal freie OX -Modulgarbe von Rang 1 gilt LbOX L˚ – OX .

(ii) Eine OX -Modulgarbe L heißt invertierbar, falls es eine OX -Modulgarbe L1 gibt, sodass

LbOX L1 – OX .

(iii) Ist pX,OXq noethersches Schema, so ist jede invertierbare OX -Modulgarbe auf X lokal frei

von Rang 1.

(iv) Die Isomorphieklassen der invertierbaren OX -Modulgarben auf X bilden eine abelsche

Gruppe, die sogenannte Picard-Gruppe PicpXq.

Beweis. (i) Nach 10.9 gilt LbOX L˚ – HomOX pL,Lq. Definiere nun

φ : OX ÝÑ HomOX pL,Lq, 1 ÞÑ idL.

Dann ist φ ein wohldefinierter, injektiver Morphismus von OX -Modulgarben. Für den Be-

weis genügt es nun, die Surjetkivität von φ nachzuweisen. Dies zeigen wir halmweise. Sei

x P X und betrachte φx. Sei α P HomOX,xpLx,Lxq “ pHomOX pF ,Fqqx, also α “ pU, sq,

wobei ohne Einschränkung U klein genug ist, sodass L|U – OX |U . Dann gilt s “ φxpsp1qq,

also ist φx und damit φ surjektiv.

(iii) Übung.

(v) Die Strukturgarbe OX ist neutral bezüglich des Tensorprodukt (welches auch assoziativ

und kommutativ ist) und inverses Element folgt aus (i). l

Beispiel 10.11 Sei X differenzierbare Mannigfaltigkeit, OX die Garbe der C8-Funktionen auf

X. Dann ist pX,OXq lokal geringter Raum. Sei E eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit

und p : E ÝÑ X differenzierbare Abbildung. Das Paar pE, pq heißt Vektorbündel von Rang n über

X, falls es eine offene Überdeckung tUiuiPI von X und für jedes i P I einen Diffeomorphismus

φi : p´1pUiq ÝÑ Ui ˆ Rn gibt, sodass das Diagramm

E Ě p´1pUiq
φi //

p

((

Ui ˆ Rn

π1
ww

Ui
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kommutiert, also p “ π1 ˝ φi, und gilt

φij :“ φi ˝ φ
´1
j : pUi X Ujq ˆ Rn ÝÑ pUi X UjqRn

faserweise linear ist für alle i, j P I, nach Wahl eine Basis des Rn also durch eine Matrix

A “ pAijq P GLn pOXpUi X Ujqq dargestellt wird. Im folgenden wollen wir zeigen, dass die

Vektorbündel von Rang n auf X gerade den lokal freien OX -Modulgarben von Rang n auf X

entsprechen. Sei dazu zunächst pE, pq ein Vektorbündel von Rang n auf X wie oben definiert

und E die Garbe der Schnitte in E auf X, für offene Teilmengen U Ď X gilt also

EpUq “ ts : U ÝÑ E | s ist differenzierbare Abbildung mit p ˝ s “ idUu .

Dann ist E lokal frei von Rang n, denn für i P I gilt

EpUiq “ ts : Ui ÝÑ Rn | s ist differenzierbar u “ OXpUiq
n.

Dasselbe erhalten wir für Einschränkungen auf beliebige offene V Ď Ui.

Sei nun umgekehrt E lokal freie OX -Modulgabe von Rang n auf X. Dann ist für jedes x P X

der Halm Ex ein freier OX,x-Modul von Rang n. Weiter gilt OX,x {mx – R sowie Ex {mxEx –

Rn. Ist nun Ui Ď X offen mit E |Ui – pOX |Uiq
n via φi : E |Ui ÝÑ pOX |Uiq

n, so ist φiφ´1
j ein

OX |UiXUj -Modulgarbenisomorphsmus von
`

OX |UiXUj

˘n auf sich selbst, also ein Element Aij P

GLn pOXpUi X Ujqq. In jedem x P Ui X Uj induziert Aij einen Vektorraumisomorphismus von

Ex {mxEx – Rn. Verklebt man nun die Ui ˆ Rn mithilfe der Aij zum Vektorbündel E, so erhält

man die gewünschte Aussage.

Definiton + Proposition 10.12 Sei pX,OXq ein Schema, p : E ÝÑ X Morphismus von Sche-

mata.

(i) pE, pq heißt geometrisches Vektorbündel von Rang n über X, falls es eine offene Überdeckung

tUiuiPI von X und für jedes i P I Isomorphismen φi : p´1pUiq ÝÑ AnUi “ UiˆSpecZAnZ gibt,

sodass für alle i, j P I und jedes affine offene Unterschema SpecR “ U Ď UiXUj von X die

Abbildungen φi ˝ φ´1
j R-lineare Automorphismen sind, also von linearen Automorphismen

von RrX1, . . . , Xns induziert werden.

(ii) Die Isomorphieklassen von geometrischen Vektorbündeln von Rang n entsprechen bijektiv

den Isomorphieklassen von lokal freien OX -Modulgarben von Rang n auf X.

Beweis. Wie in 10.11 l
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§ 11 Divisoren und invertierbare Garben

Erinnerung: Ist X nichtsinguläre, projektive Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen Kör-

per k und D “
ř

PPX nPP ein Divisor auf X, so wird durch

LpDqpUq “ tf P kpXq | ordP f ` nP ą 0 für alle p P Uu

eine lokal freie Garbe von Rang 1 auf X definiert.

Beispiel 11.1 Betrachte den Newtonknoten X “ V pY 2 ´ X3 ´ X2q Ď P2
k in der projektiven

Ebene und definere einen Divisor durch D “ 1 ¨ P0, wobei P0 den singulären Punkt der Kurve

bezeichne. Können wir nun auch die Garbe LpDq definieren? Betrachte das maximale Ideal

im Punkt P0: Es wird erzeugt von den Restklassen von X,Y , bezeichne sie mit x, y. Es gilt

y2 “ x2px´1q, es kann aber auf keinen Erzeuger verzichtet werden, mP0 ist also kein Hauptideal.

Wie kann man dann ordP0f bestimmen? Ist ordP0x “ 2? Betrachte den Faktorring OX,P0

L

pfq

und setze ordP0 :“ dimkOX,P0

L

pfq und erhalte beispielsweise ordP0x “ 2 (denn in OX,P0

L

pxq

sind 1, y linear unabhängig). Wir können die Garbe LpDq als konstruieren, für den Halm in P0

gilt aber

LpDqP0 “ tf P kpXq | ordP0f ě 1u “ mP ,

weswegen dieser nicht frei von Rang 1 ist und LpDq damit nicht lokal frei von Rang 1, also nicht

invertierbar ist.

Definition 11.2 Ein Schema pX,OXq heißt integer, falls es reduziert und irreduzibel ist.

Definition + Bemerkung 11.3 Sei pX,OXq ein Schema.

(i) Ein Primdivisor auf X ist ein integres, abgeschlossenes Unterschema der Kodimension 1.

(ii) Die von den Primdivisoren auf X erzeugte frei abelsche Gruppe DivpXq heißt Gruppe der

Weil-Divisoren. Die Elemente von DivpXq heißen Weil-Divisoren.

(iii) Ist X eine Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k, so sind die Primdi-

visoren gerade die abgeschlossenen Punkte in X und die Weil-Divisoren von der Form

D “
ř

PPX nPP für gewisse nP P Z.

(iv) Sei W ein Primdivisor auf X, γW der generische Punkt von W .
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Kapitel III

Kohomologie von Garben

§ 12 Garbenkohomologie als abgeleiteter Funktor

Erinnerung 12.1 Sei C eine Kategorie mit Nullobjekten, A,B P ObpCq und f : A ÝÑ B ein

Morphismus.

(i) Der Kern von f ist das Paar pker f, ιq mit ι : ker f ÝÑ A und f ˝ ι “ 0, sodass für jedes

Paar pC, ι̃q mit C P ObpCq und ι̃ : C ÝÑ A mit f ˝ ι̃ “ 0 der Morphismus ι̃ eindeutig über

ker f faktorisiert, es also einen eindeutigen Morphismus h : C ÝÑ ker f gibt, sodass das

folgende Diagramm kommutiert:

ker f
ι // A

f // B

C
h

bb

ι̃

??

(ii) der Kokern von f ist das Paar pcokerf, πq mit π : B ÝÑ cokerf und π ˝ f “ 0, sodass

für jedes Paar pC, π̃q mit C P ObpCq und π̃ : B ÝÑ C mit π̃ ˝ f “ 0 der Morphismus π̃

eindeutig über cokerf faktorisiert, es also einen eindeutigen Morphismus h : cokerf ÝÑ C

gibt, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

A
f // B

π //

π̃ ��

cokerf

h{{
C

Definition 12.2 Eine Kategorie C heißt abelsch, falls folgende Eigenschaften erfüllt sind:

(i) Es bildet HomCpA,Bq eine abelsche Gruppe bezüglich der Addition ” ` ” für alle A,B P

ObpCq.

(ii) Für Homomorphismen gelten die Distributivgesetze bezüglich ”` ” und ” ˝ ”, das heißt es
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gilt

pf ` gq ˝ h “ f ˝ h` g ˝ h, e ˝ pf ` gq “ e ˝ f ` e ˝ g

für alle h P MorCpA,Bq, f, g P MorCpB,Cq, e P MorCpC,Dq.

(iii) Endliche direkte Summen, Kerne, Kokerne existieren.

(iv) Jeder Monomorphismus ist der Kern seines Kokerns.

(v) Jeder Epimorphismus ist der Kokern seines Kerns.

Beispiel 12.3 Beispiele für abelsche Kategorien sind Ab, k-VR,Ringe, R-Mod,OX -Mod. Nicht

abelsch dagegen sind beispielsweise die Kategorien Grp, Sets.

Definition 12.4 Sei C eine abelsche Kategorie.

(i) Ein Komplex in C ist eine Sequenz

C‚ :“ . . . ÝÑ Ci´1 di´1

ÝÑ Ci
di
ÝÑ Ci`1 ÝÑ . . .

von Morphismen in C, sodass gilt di ˝ di´1 “ 0 für alle i P Z.

(ii) Für einen Komplex C‚ in C heißt

H ipC‚q :“ Kern di {Bild di´1

das i-te Kohomologieobjekt von C‚.

Proposition 12.5 Sei C eine abelsche Kategorie.

(i) Die Komplexe in C bilden eine Kategorie C‚ mit Morphismen

C‚

α
��

. . . // Ci´1

αi´1

��

di´1
// Ci

αi
��

di // Ci`1 //

αi`1

��

. . .

D‚ . . . // Di´1

d1i´1
// Di

d1i
// Di`1 // . . .

(ii) H i ist ein kovarianter, linksexakter Funktor C‚ ÝÑ C.

(iii) Zu jeder kurzen exakten Sequenz 0 ÝÑ C 1‚
α
ÝÑ C‚

β
ÝÑ C2‚ ÝÑ 0 von Komplexen in C‚

gibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz

. . . ÝÑ H ipC 1‚q ÝÑ H ipC‚q ÝÑ H ipC2‚q
δi
ÝÑ H i`1pC 1‚q ÝÑ H i`1pC‚q ÝÑ . . . .

Beweis. (ii) Sei α : C‚ ÝÑ D‚ Morphismus von Komplexen in C‚ wie in (i), wir haben also

für alle i P Z Morphismen αi : Ci ÝÑ Di gegeben. Wir suchen nun

α̃i : H ipC‚q “ Kern di {Bild di´1 ÝÑ Kern d1i {Bild d1i´1 “ H ipD‚q
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Für x P Kern di ist

0 “ αi`1 ˝ d
i “ d1i ˝ αi,

also αi|Kern di P Hom
`

Kern di,Kern d1i
˘

und damit induziert αi durch Restklassenbildung

die Abbildung α̃i : Kern di ÝÑ H ipD‚q. Wir müssen noch zeigen: Bild di´1 Ď Kern α̃i. Sei

also x “ di´1pyq für ein y P Ci´1. Dann gilt

αipxq “ αipd
i´1pyqq “ d1i´1pαi´1pyqq P Bild pd1i´1q,

also α̃ipxq “ 0 in H ipD‚q.

(iii) Wir haben folgende Situation:

0

��

0

��

0

��

0

��
. . . // C 1i´1

��

// C 1i

αi
��

d1i // C 1i`1

αi`1

��

d1i`1
// C 1i`2

αi`2

��

// . . .

. . . // Ci´1

��

// Ci

βi
��

di // Ci`1

βi`1
��

di`1
// Ci`2

βi`2
��

// . . .

. . . // C2i´1

��

// C2i

��

d2i // C2i`1

��

d2i`1
// C2i`2

��

// . . .

0 0 0 0

Wir brauchen eine Abbildung H ipC2‚q ÝÑ H i`1pC 1‚q. Sei x P Kern d2i Ď C2i. Da βi

surjektiv ist, können wir ein Urbild y P C 1i mit βipyq “ x wählen. Dann gilt

0 “ d2ipβipyqq “ βi`1pd
ipyqq,

also dipyq P Kern βi`1 “ Bild αi`1. Wegen letzterem können wir schreiben dipyq “ αi`1pzq

mit eindeutigem z P C 1i`1, αi`1 Monomorphismus ist. Damit gilt in unserer Rechnung nun

x ÞÑ fypxq :“ α´1
i`1pd

ipyqq P C 1i`1 mit einem y P β´1
i pxq. Es gilt sogar fypxq P Kern d1i`1,

denn es ist

αi`2pd
1i`1pfypxqqq “ di`1pdipyqq “ di`1pdipyqq “ 0

und da αi`1 ein Monomorphismus ist, muss bereits gelten d1i`1pfypxqq “ 0, das Gewünsch-

te. Es bleibt zu zeigen, dass für eine andere Wahl ỹ von y gilt fypxq ´ fỹpxq P Bild d1i -

dann ist die Abbildung

δ̃i : Kern d2i ÝÑ H ipC 1‚q, x ÞÑ fypxq für ein y P β´1
i pxq
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wohldefiniert. Sei also ỹ P β´1
i pxq beliebig und sei analog z̃ “ α´1

i`1pd
ipỹqq. Es gilt βipyq “

βipỹq, also y ´ ỹ P Kern βi “ Bild αi, etwa y ´ ỹ “ αipwq. Dann ist

fypxq ´ fỹpxq “ α´1
i`1pd

ipy ´ ỹqq “ d1ipα´1
i py ´ ỹqq “ d1ipwq P Bild d1i,

was zu zeigen war, womit δ̃i wohldefiniert ist. Schließlich ist noch zu zeigen, dass δ̃i über

H ipC2‚q faktorisiert. Sei also x P Bild d2i´1 Ď Kern d2i, etwa x “ d2i´1pvq für ein v P C2i´1.

Da βi´1 Epimorphismus ist, gilt v “ βi´1pṽq für ein ṽ P Ci´1, also

d2i´1pβi´1pṽqq “ d2i´1pvq “ x “ βipyq “ βipd
´1pw̃qq

und wir erhalten dipyq “ dipdi´1pw̃qq “ 0. Schließlich folgt

δ̃ipxq “ α´1
i`1pd

ipyqq “ αi`1p0q “ 0,

da αi`1 injektiv ist, was zu zeigen war. l

Sei nun pX,OXq ein Schema. Ziel soll es sein, für jede Garbe F von abelschen Gruppen auf X

und jedes i ě 0 eine abelsche Gruppe H ipX,Fq mit folgenden Eigenschaften zu definieren:

(i) Es gilt H0pX,Fq “ ΓpX,Fq :“ FpXq.

(ii) Ist 0 ÝÑ F 1 ÝÑ F ÝÑ F2 ÝÑ 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben, so gibt es eine

lange exakte Kohomologiesequenz

0 ÝÑ H0pX,F 1q ÝÑ H0pX,Fq ÝÑ H0pX,F2q ÝÑ H1pX,F 1q ÝÑ H1pX,Fq ÝÑ . . .

Proposition 12.6 Sei H ipX, ¨q mit (i) und (ii) gegeben, 0 ÝÑ F ÝÑ G0 ÝÑ G1 ÝÑ . . . eine

exakte Sequenz von Garben auf X (eine sogenannte Auflösung von F), sodass H ipX,Gjq “ 0 für

alle j ě 0 und i ě 1 (ein solche Garbe Gj heißt azyklisch). Dann ist

H ipX,Fq “ H i pΓpX,G‚qq .

Beweis. Durch Induktion über i.

i “ 0 Da der globale Schnittfunktor ΓpX, ¨q linksexakt ist, ist die Sequenz der globalen Schnitte

0 ÝÑ ΓpX,Fq α
ÝÑ ΓpX,G0q

d0
ÝÑ ΓpX,G1q ÝÑ . . .

exakt. Dann gilt aber bereits

H0pX,Fq “ ΓpX,Fq “ Kern d0 “ Bild α “ H0pΓpX,G‚qq.
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i “ 1 Die Auflösung von F zerlegt sich in exakte Sequenzen

p1q 0 ÝÑ F ÝÑ G0 ÝÑ G0 {F ÝÑ 0

p2q 0 ÝÑ G0 {F ÝÑ G1 ÝÑ G2 ÝÑ . . .

Nach Voraussetzung gibt es zu (1) eine lange exakte Sequenz

0 ÝÑ H0pX,Fq ÝÑ H0pX,G0q ÝÑ H0 pX,G0 {F q ÝÑ H1pX,Fq ÝÑ H1pX,G0q “ 0,

also gilt, da H0 pX,G0 {F q ÝÑ H1pX,Fq Epimophismus ist

H1pX,Fq “ H0 pX,G0 {F q
M

`

Kern
`

H0 pX,G0 {F q ÝÑ H1pX,Fq
˘˘

“ H0 pX,G0 {F q
M

`

Bild
`

H0pX,G0q ÝÑ H0 pX,G0 {F q
˘˘

.

Aus (2) folgt, dass die Sequenz

0 ÝÑ H0 pX,G0 {F q ÝÑ H0pX,G1q ÝÑ H0pX,G2q ÝÑ . . .

exakt ist, wir erhalten also

H0 pX,G0 {F q “ Bild
`

H0 pX,G0 {F q ÝÑ H0pX,G1q
˘

M

`

Kern
`

0 ÝÑ H0 pX,G0 {F q
˘˘

“ Kern
`

H0pX,G1q ÝÑ H0pX,G2q
˘

und schließlich

H1pX,Fq “ Kern
`

H0pX,G1q ÝÑ H0pX,G2q
˘

M

`

Bild
`

H0pX,G0q ÝÑ H0pX,G1q
˘˘

“ H1 pΓpX,G‚qq .

i ą 1 Folgt analog. l

Erinnerung 12.7 Seien C, D Kategorien und 0 ÝÑ C 1 ÝÑ C ÝÑ C2 ÝÑ 0 eine exakte Sequenz

in C.

(i) Ein kovarianter Funktor F : C ÝÑ D heißt linksexakt (bzw. rechtsexakt), falls die Sequenzen

0 ÝÑ F pC 1q ÝÑ F pCq ÝÑ F pC2q bzw. F pC 1q ÝÑ F pCq ÝÑ F pC2q ÝÑ 0

in D exakt sind.

(ii) Ein kontravarianter Funktor F : C ÝÑ D heißt linksexakt (bzw. rechtsexakt), falls die

Sequenzen

0 ÝÑ F pC2q ÝÑ F pCq ÝÑ F pC 1q bzw. F pC2q ÝÑ F pCq ÝÑ F pC 1q ÝÑ 0
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in D exakt sind.

(iii) Eine Funktor F : C ÝÑ D heißt exakt, falls er links- und rechtsexakt ist.

Definition + Bemerkung 12.8 Sei C eine abelsche Kategorie.

(i) Ein Objekt I in C heißt injektiv, falls HomCp¨, Iq exakt ist.

(ii) Ein Objekt P in C heißt projektiv, falls HomCpP, ¨q exakt ist.

Betrachte nun das folgende Diagramm mit Objekten in C.

0 // C 1
ι //

φ
��

C
φ̃

xx

π // C2 // 0

I P

ψ

OO
ψ̃

ff

Dann gilt:

(iii) I ist genau dann injektiv, falls für jedes solche linksexakte Diagramm ein φ̃ P HomCpC, Iq

existiert, sodass gilt φ̃ ˝ ι “ φ.

(iv) P ist genau dann projektiv, falls für jedes solche rechtsexakte Diegramm ein ψ̃ P HomCpP,Cq

existiert, sodass gilt π ˝ ψ̃ “ ψ.

Beispiel 12.9 Q {Z ist eine injektive abelsche Gruppe.

Beweis. Sei A1 Ď A abelsche Gruppen und betrachte das Diagramm

0 // A1 //

φ
��

A

Q {Z

mit einem Gruppenhomomorphismus φ : A1 ÝÑ Q {Z . Nach Bemerkung 2.8(iii) müssen wir für

die Injektivität φ auf A fortsetzen. Für a P A sei

φ̃apaq :“

$

’

&

’

%

0, falls n ¨ a R A1 für alle n P N

1
nφpnaq, falls n “ mintk | ka P A1u.

Dann ist

φ̃a : xA1, ay ÝÑ Q {Z , a1 ` k ¨ a ÞÑ φpa1q ` k ¨ φ̃apnaq

wohldefiniert und ein Homomorphismus, denn es gilt für ka P A1 mit k “ k0n

φ̃apkaq “ φ̃apk0naq “ k0φpnaq “ k0nφ̃apaq “ kφ̃apaq.
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Damit haben wir bereits eine Fortsetzung von φ auf xA1, ay für alle a P A. Für a P A sei nun

Φ :“
!

pA, φ | A Ď Ã ď A1, φ : A ÝÑ Q {Z mit φ|A1 “ φ
)

.

Dann ist Φ nichtleer und durch "ď" geordnet, enthält nach Zorns Lemma also ein maximales

Element pAmax, φmaxq. Wäre Amax ‰ A, so wähle a P AzA und verfahre wir oben und führe

diesen Fall zum Widerspruch. Damit folgt die Behauptung. l

Lemma 12.10 Sei C eine Kategorie, I eine beliebige Indexmenge und Ii injektive Objekte in C

für alle i P I. Dann ist auch das direkte Produkt I :“
ś

iPI Ii injektiv.

Beweis. Sei ein Diagramm

0 // C 1

φ
��

ι // C

I

gegeben. Da Ii injektiv ist für jedes i P I erhalten wir ein Diagramm

0 // C 1

φi
��

ι // C
φ̃i

xx
Ii

und die φ̃i setzen sich nach der UAE des direkten Produkts zu einem Homomorphismus φ̃ :

C ÝÑ I mit der gewünschten Kommutativität zusammen, was zu zeigen war. l

Proposition 12.11 Jede abelsche Gruppe kann in eine injektive abelsche Gruppe eingebettet

werden.

Beweis. Sei A abelsche Gruppe, a P Azt0u. Definiere

φa : xay ÝÑ Q {Z , a ÞÑ ca ‰ 0,

wobei ca P Q {Z beliebig gewählt ist, mit der Eigenschaft ordpcaq|ordpaq, falls ordpaq ă 8. Da

Q {Z injektiv ist, lässt sich φa fortsetzen zu φa : A ÝÑ Q {Z . Die φa für a P A definieren einen

Homomorphismus

φ : A ÝÑ
ź

aPAzt0u

Q {Z , g ÞÑ pφapgqqaPAzt0u.

φ ist injektiv, denn für alle a P Azt0u gilt pφpaqqa “ φapaq “ ca ‰ 0, also φpaq ‰ 0. Damit ist φ

injektiver Homomorphismus in eine nach Lemma 12.10 injektive Gruppe. l
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Proposition 12.12 In den Kategorien R-Mod,OX-Mod und in der Kategorie der Garben abel-

scher Gruppen AbpXq auf einem Schema X lässt sich jedes Objekt in ein injektives Objekt ein-

betten. Man sagt: Es gibt in diesen Kategorieren genügend viele injektive Objekte.

Beweis. Für R-Mod siehe dazu in Hilton-Stammbach, I.Prop.8, für AbpXq und OX -Mod siehe

Hartshorne III.2.2 sowie III.2.3.

Bemerkung 12.13 Ist C eine abelsche Kategorie mit genügend vielen injektiven Objekten, so

besitzt jedes Objekt eine injektive Auflösung, also eine Auflösung mit injektiven Objekten.

Beweis. Sei C ein Objekt in C. Beweise die Behauptung durch Induktion über i.

i “ 0 I0 existiert nach Voraussetzung.

i ě 1 Sei 0 ÝÑ C ÝÑ I0 ÝÑ . . .
di´1

ÝÑ Ii exakt mit injektiven Objekten Ij in C. Sei Ii`1 ein

injektives Objekt mit

Ii
L

d´1pIi´1q Ď Ii`1

(das existiert, da es genügend viele injektive Objekte in C gibt). Dann gilt für die Abbildung

di : Ii ÝÑ Ii`1 gerade Kern di “ di´1pIi´1q “ Bilddi´1, die Sequenz

0 ÝÑ C ÝÑ I0 ÝÑ . . .
di´1

ÝÑ Ii
di
ÝÑ Ii`1

ist also exakt, was zu zeigen war. l

Definition 12.14 Sei pX,OXq ein Schema, F eine Garbe abelscher Gruppen aus X und

0 ÝÑ F ÝÑ I0 ÝÑ I1 ÝÑ . . .

eine injektive Auflösung von F . Dann heißt für i ě 0

H ipX,Fq :“ H ipΓpX, I‚q

die i-te Kohomologiegruppe von F .

Bemerkung 12.15 (i) Es gilt H0pX,Fq “ ΓpX,Fq “ FpXq für jedes F P AbpXq.

(ii) Es gilt H ipX, Iq “ 0 für jede injektive Garbe I P AbpXq und i ě 1.

Beweis. (i) Siehe 12.4.

(ii) Wähle eine Auflösung 0 ÝÑ I ÝÑ I ÝÑ 0 von I. Dann folgt die Behauptung. l

Satz 12.16 Sei pX,OXq ein Schema.

(i) Für F P AbpXq ist H ipX,Fq nicht von der gewählten injektiven Auflösung abhängig.
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(ii) H ipX, ¨q : AbpXq ÝÑ Ab ist ein Funktor.

(iii) Ist 0 ÝÑ F 1 ÝÑ F ÝÑ F2 ÝÑ 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben abelscher Gruppen,

so gibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz

0 ÝÑ H0pX,F 1q ÝÑ H0pX,Fq ÝÑ H0pX,F2q ÝÑ H1pX,F 1q ÝÑ H1pX,Fq ÝÑ . . .

Beweis. (ii) Sein F ,G Garben abelscher Gruppen mit injektiven Auflösungen

0 ÝÑ F ÝÑ I‚, 0 ÝÑ G ÝÑ J ‚

sowie φ : F ÝÑ G ein Garbenmorphismus. Definiere φi : Ii ÝÑ J i wie folgt:

0 // F

φ

��

ε //

ε˝φ

&&

I0

φ0

��

d0 // I1

φ1
��

// . . .

0 // G ε̃ // J 0 d̃0 // J 1 // . . .

φ0 sei die Fortsetzung von ε̃ ˝ φ auf I0 (J 0 ist injektiv). Zur Definition von φ1 brauchen

wir, dass d̃0 ˝ φ0 über I0
{Kern d0 faktorisiert mit Kern d0 “ Bild ε “ F . Es ist aber F Ď

Kern d̃0˝φ0, da φ0pFq Ď ε̃pGq “ Kern d̃0. Die φi induzieren einen Morphismus ΓpX, I0q ÝÑ

ΓpX,J 0q, wir erhalten also einen Morphismus von Komplexen µ : ΓpX, I‚q ÝÑ ΓpX,J ‚q.

Nach 12.5 induzieren diese Homomorphismen

φi : H ipX,Fq “ H ipΓpX, I‚q ÝÑ H ipΓpX,J ‚q “ H ipX,Gq.

Es bleibt noch zu zeigen, dass φi nicht von der Wahl der φi abhängt. Seien also φi, φ̃i

Fortsetzungen, ohne Einschränkung gelte φ “ 0, φ̃i “ 0. Zu zeigen ist: Es gilt ebenfalls

φi “ 0, das heißt, φ‚ induziert die Nullabbildung auf H‚pΓpX, I‚qq.

Beh. (a) Für i ě 1 gibt es Homomorphismen hi : Ii ÝÑ J i´1 mit

φi “ d̃i´1 ˝ hi ` hi`1 ˝ di, φ0 “ h1 ˝ d0.

Wenden wir nun den Schnittfunktor ΓpX, ¨q auf das Diagramm

Ii
hi

ww
φi

��

di // Ii`1

hi`1

ww
J i´1

d̃i´1

// J i
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an, so erhalten wir Homomorphismen

hi : ΓpX, Iiq ÝÑ ΓpX,J i´1q

mit derselben Eigenschaft (wobei alle Homomorphismen ihren Namen behalten haben). Sei

nun x P H ipX,Fq “ H ipΓpX, I‚qq, also x P Kern
`

di : ΓpX, I‚q ÝÑ ΓpX, Ii`1q
˘

Dann gilt

φipxq “ d̃i´1phipxqq ` hi`1pdipxqq “ d̃i´1phipxqq P Bild d̃i´1

und damit φipxq “ 0 in H ipX,Gq “ pKern d̃iq
L

pBild d̃i´1q , was zu zeigen war.

Bew. (a) Betrachte das Diagramm

0 // F

φ“0

��

// I0

φ0

��

d0 //

""

I1

h1

oo

I0
{F

<<

φ
0

||
G // J 0

Wegen φ “ 0 ist F “ Kern d0 Ď Kern φ0, φ0 faktorisiert also über I0
{F . Da J 0

injektiv ist und I0
{F ãÑ I1, existiert die Fortsetzung h1 : I1 ÝÑ J 0 von φ0 nach I1

und es gilt φ0 “ h1 ˝ d0. Betrachte nun für i ě 1 das Diagramm

Ii´2 di´2
//

φi´2

��

Ii´1

hi´1

||

φi´1

��

di´1
// Ii

hi

~~
J i´2 d̃i´2

// J i´1

Setze φ̃i´1 “ φi´1 ´ d̃i´2 ˝ hi´1 : Ii´1 ÝÑ J i´1. Es gilt Kern di´1 “ Bild di´2. Für

x P Kern di´1 “ Bild di´2, x “ di´1pyq gilt dann Kern d1 ĎĎ φ̃1, wir erhalten also

eine Fortsetzung hi : Ii ÝÑ J i´1 von φ̃1 mit

hi ˝ di´1 “ φ̃i´1 “ φi´1 ´ d̃i´1 ˝ hi´1,

was zu zeigen war.

(i) Folgt aus (ii) mit G “ F und φ “ id.

(iii) Sei 0 ÝÑ F 1 ÝÑ F ÝÑ F2 ÝÑ 0 eine kurze exakte Sequenz in AbpXq. Wähle injektive
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Auflösungen

0 ÝÑ F 1 ÝÑ I 1‚, 0 ÝÑ F2 ÝÑ I2‚

von F 1 und F2. betrachte nun das folgende Diagramm:

0

��

0

��

0

��
0 // F 1 ε1 //

ι

��

I 10 //

ι1
��

I 11

��

// . . .

0 // F ε
//

ψ
99

π
��

I 10 ‘ I20

��

// I 11 ‘ I21

��

// . . .

0 // F2

��

ε2 // I20

��

// I21 //

��

. . .

0 0 0

Da I 10 injektiv ist und F 1 Ď F , gibt es ψ : F ÝÑ I 10. ψ und ε2 ˝ π induzieren gemeinsam

ε : F ÝÑ I 10 ‘ I20. ε ist injektiv, denn: Gilt pε2 ˝ πqpxq “ 0, so ist πpxq “ 0, also

x P Kern π “ Bild ι “ F 1, also

εpxq “ ψpιpx1qq “ ψpxq

und damit, da ε1 injektiv ist

εpxq “ 0 ðñ ι1pψpxqq “ 0 ðñ ψpxq “ εpxq “ 0 ðñ x “ 0.

Per Induktion erhalten wir auf diese Weise eine "injektive Auflösung der kurzen exakten

Sequenz". Wir wenden nun den globalen Schnittfunktor ΓpX, ¨q auf I 1‚, I‚, I2‚ an und er-

halten eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in Ab(Beachte: Das geht nun wegen der

geeigneten Wahl von I‚ gut). Dazu gibt es nach 12.5 (iii) eine lange exakte Kohomologie-

sequenz. l

Bemerkung 12.17 Folgende Verallgemeinerungen des Vorgehens in diesem Abschnitt sind mög-

lich:

(i) Es genügt, dass X ein topologischer Raum ist; die Schemastruktur ist nicht nötig.

(ii) Alles geht genauso für Objekte in einer beliebigen abelschen Kategorie mit genüend vielen

injektiven Objekten A (statt Garben abelscher Gruppen auf X) und einem kovarianten,

linksexakten Funktor F : A ÝÑ B (statt dem globalen Schnittfunktor). Genauer heißt dies:

Für A P ObpAq wähle eine injektive Auflösung 0 ÝÑ A ÝÑ I‚. Dann ist F pI‚q ein
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Komplex in B‚. Definiere

RiF pAq :“ H ipF pI‚qq.

Die RiF sind Funktoren A ÝÑ B. Sie heißen (rechts) abgeleitete Funktoren von F . Insbe-

sondere gilt R0F “ F . Eine Auswahl an Kategorien mit genügend vielen Injektiven haben

wir bereits kennengelernt. Weitere linksexakte Funktoren sind beispielsweise

(1) Die Hom-Funktoren. Die RiHom heißen auch Ext und Tor.

(2) Für Schemata X,Y und einem Schemamorphismus f : X ÝÑ Y ist f˚ linsexakt und

kovariant. Die Rif˚heißen auch höhere direkte Bildgarben.

§ 13 Čech-Kohomologie

Definition + Bemerkung 13.1 Sei X ein topologischer Raum, F eine Garbe in AbpXq sowie

U “ tUiuiPN eine offene Überdeckung von X.

(i) Für k ě 0 ist

CkpU,Fq :“
ź

i0ă...ăik

F pUi0 X . . .X Uikq

eine abelsche Gruppe.

(ii) Für k ě 0 ist

dk : CkpU,Fq ÝÑ Ck`1pU,Fq

psi0...ikqi0ă...ăik ÞÑ

˜

k`1
ÿ

ν“0

p´1qνsi0...iν´1iν`1...ik`1

ˇ

ˇ

Ui0X...XUik`1

¸

i0ă...ăik`1

ein Gruppenhomomorphismus.

(iii) Es gilt dk`1 ˝ dk “ 0 für alle k ě 0, d.h. C‚pU,Fq ist ein Komplex.

(iv) Die Gruppe

ȞkpU,Fq :“ HkpC‚pU,Fqq

heißt k-te Čechkohomologiegruppe von F bezüglich der Überdeckung U.

(v) Es gilt Ȟ0pU,Fq “ FpXq.

Beweis. (iii) Durch Induktion über k:

k “ 0 : Sei psiqiPN P
ś

iPNFpUiq “ C0pU,Fq. Dann gilt

d0ppsiqiPNq “ psj |UiXUj ´ si|UiXUj qiăj
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und damit mit Uijl :“ Ui X Uj X Ul

d1
`

d0ppsiqiPNq
˘

“
`

psl ´ sjq|Uijl ´ psl ´ siq|Uijl ` psj ´ siq|Uijl
˘

iăjăl
“ 0.

k ě 1 : Sei nun psi0...ikqi0ă...ăik P C
kpU,Fq. Dann gilt mit Ũk :“ Ui0 X . . .X Uik

pdk`1 ˝ dkq ppsi0...ikqi0ă...ăikq “ dk`1

¨

˝

˜

k`1
ÿ

ν“0

p´1qνsi0...iν´1iν`1...ik`1

ˇ

ˇ

Ũk`1

¸

i0ă...ăik`1

˛

‚

Die Vorzeichen kürzen sich weg und es bleibt dk`1 ˝ dk “ 0.

(v) Es gilt Ȟ0pU,Fq “ Kern d0. Weiter ist

C0pU,Fq “
ź

iPN
FpUiq.

Sei nun psiqiPN P Kern d0. Dann gilt

d0ppsiqiPNq “ psj ´ si|UiXUj qiăj
!
“ 0.

Da F eine Garbe ist, existiert ein eindeutiger globaler Schnitt s P FpXq mit si “ s|Ui ,

also Ȟ0pU,Fq “ Kern d0 Ď FpUq. Ist hingegen s P FpUq, so gilt selbstverständlich

ps|Uiq|UiXUj ´ ps|Uj q|UiXUj “ 0, also s P Kern d0. l

Beispiel 13.2 Sei X “ S1 sowie F “ Z die zur konstanten Prägarbe FpUq “ Z assoziierte

Garbe auf X. Sei durch U :“ tU1, U2u mit

U1 :“

"

pcosu, sinuq
ˇ

ˇ u P

„

´
π

4
,
5π

4

*

, U2 :“

"

pcosu, sinuq
ˇ

ˇ u P

„

3π

4
,
π

4

*

.

eine offene Überdeckung von X gegeben. Dann hat U1 X U2 “ D1
.
YD2 zwei Zusammenhangs-

komponenten. Für den Čechkomplex erhalten wir

C0pU,Zq “ FpU1q ˆ FpU2q – Z2,

C1pU,Zq “ FpU1 X U2q – Z2,

CkpU,Zq “ 0, für k ě 0.

Für d0 gilt

d0 : Z2 “ C0pU,Zq ÝÑ C1pU,Zq “ Z2, pa, bq ÞÑ pb´ a, b´ aq



70 III KOHOMOLOGIE VON GARBEN

und damit Bild pd0q “ tpa, aq P Z2u “ ∆Z. Die Čechkohomologiegruppen ergeben sich dann zu

Ȟ0pU,Zq “ ZpXq “ Z,

Ȟ1pU,Zq “ Kern d1
{Bild d0 “ Z2

{∆Z – Z,

ȞkpU,Zq “ 0 für k ě 0.

Definiton + Proposition 13.3 Sei X ein topologischer Raum, F P AbpXq sowie U “ tUiuiPN

eine offene Überdeckung von X.

(i) Für k ě 0 sei

CkpU,Fq “
ź

i0ă...ăik

pιi0...ikq˚F |Ui0X...Uik ,

wobei ιi0...ik : Ui0 X . . .X Uik ãÑ X die Inklusion ist. Für eine offene Teilmenge U Ď X ist

also

Γ
´

U, CkpU,Fq
¯

“ CkpU,FqpUq “
ź

i0ă...ik

FpU X Ui0 X . . .X Uikq.

Insbesondere gilt für die globalen Schnitte

Γ
´

X, CkpU,Fq
¯

“ CkpU,Fq.

(ii) Definiere für k ě 0 Garbenmorphismen

dk : CkpU,Fq ÝÑ Ck`1pU,Fq

wie in 13.1(ii) und erhalte dadurch ebenfalls einen Komplex C‚pU,Fq.

(iii) Definiere einen weiteren Garbenmorphismus ε : F ÝÑ C0pU,Fq wie folgt: Für jede offene

Teilmenge U Ď X sei εU der Gruppenhomomorphismus

εU : FpUq ÝÑ Γ
`

U, C0pU,Fq
˘

“
ź

iPN
FpU X Uiq

s ÞÑ ps|UXUiqiPN .

Dann ist ε wegen der Garbeneigenschaft ein Monomorphismus.

(iv) Die Sequenz

0 ÝÑ F ε
ÝÑ C0pU,Fq d0

ÝÑ C1pU,Fq d1
ÝÑ C2pU,Fq d2

ÝÑ . . .

ist exakt, also eine Auflösung von F .

Beweis. (iv) Zeige zunächst die Exaktheit bei C0pU,Fq. Sei U Ď X offen, psiqiPN P Γ
`

U, C0pU,Fq
˘

.



§ 13 ČECH-KOHOMOLOGIE 71

Dann gilt psiqiPN P Kern d0 genau dann, wenn gilt si|UXUiXUj “ sj |UXUiXUj für alle i, j P N.

Da F eine Garbe ist, gibt es einen eindeutigen Schnitt s P FpUq mit si “ s|UXUi für alle

i P N, das heißt es gilt psiqiPN “ εU psq und damit im Bild von ε, also Kern d0 “ Bild ε, was

die Exaktheit an dieser Stelle bedeutet. Sei nun k ě 1 beliebig. Es genügt, die Exaktheit

halmweise zu zeigen. Sei also x P X, j P N mit x P Uj .

Beh. (a) Es gibt einen Gruppenhomomorphismus

hkx : CkxpU,Fq ÝÑ Ck´1
x pU,Fq

mit dk´1
x ˝ hkx ` h

k`1
x ˝ dkx “ id.

Dann gilt für s P Kern dkx

s “ idpsq “ dk´1
x phkxpsqq ` h

k`1
x pdkxpsqq “ dk´1

x phkxpsqq P Bild dk´1
x ,

also Kern dkx Ď Bild dk´1
x . Wegen dkx ˝ dk´1

x “ 0 folgt dann bereits Kern dkx “ Bild dk´1
x ,

das heißt, der Komplex ist exakt. Es bleibt noch die Behauptung zu zeigen.

Bew. (a) Sei s P CkxpU,Fq, das heißt es ist s “ rpV, sqsmit V Ď Uj und s “ psi0...ikqi0ă...ăik P

FpV X Ui0 X . . .X Uikq. Sei weiter

ti0...ik´1
:“

$

’

&

’

%

0, falls j P ti0, . . . ik´1u

p´1qνsi0,...iν´1,j,iν ,...ik´1
, falls iν´1 ă j ă iν .

Setze nun

hkxpsq :“
“

pV, pti0,...,ik´1
qi0ă...ik´1

‰

und zeige, dass der so definierte Homomorphismus hkx die gewünschte Eigenschaft

erfüllt (Übung). l

Folgerung 13.4 Sei X ein topologischer Raum, F P AbpXq eine Garbe abelscher Gruppen auf

X sowie U “ tUiuiPN eine offene Überdeckung von X. Dann gibt es für jedes k ě 0 einen

natürlichen Homomorphismus

ȞkpU,Fq ÝÑ HkpX,Fq.

Beweis. Sei 0 ÝÑ F ÝÑ I‚ eine injektive Auflösung von F .

0 // F

id
��

// C‚pU,Fq

φ‚

��
0 // F // I‚
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Nach Übungsaufgabe 10.2 gibt es einen Morphismus von Komplexen φ‚ : C‚pU,Fq ÝÑ I‚, wel-

cher auf F die Identität induziert. Anwenden des globalen Schnittfunktors liefert die gewünschten

Gruppenhomomorphismen.

§ 14 Kohomologie quasikohärenter Garben

Definition 14.1 SeiX ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen aufX. F heißt

welk, falls für alle offenen Teilmengen U Ď V Ď X die Restriktionsabbildung ρUV : FpUq ÝÑ FpV q

surjektiv ist.

Beispiel 14.2 Sei X ein topologischer Raum.

(i) Sei x P X sowie A eine abelsche Gruppe. Dann ist die Wolkenkratzergarbe

x˚pAqpUq :“

$

’

&

’

%

A, falls x P U

0, sonst.

welk.

(ii) Ist X irreduzibel, so ist jede Konstante Garbe auf X welk.

Proposition 14.3 Sei 0 ÝÑ F 1 α
ÝÑ F β

ÝÑ F2 ÝÑ 0 eine kurze exakte Sequenz in AbpXq.

(i) Ist F 1 welk, so ist für jede offene Teilmenge U Ď X die Sequenz

0 ÝÑ F 1pUq αU
ÝÑ FpUq βU

ÝÑ F2pUq ÝÑ 0

exakt, das heißt βU ist surjektiv.

(ii) Sind F und F 1 welk, so ist auch F2 welk.

Beweis. (i) Sei s2 P F2pUq und zeige: Es gibt ein s P FpUq mit βU psq “ s2. Da β ein

Epimorphismus ist, gibt es eine offene Überdeckung tUiuiPI von U und si P FpUiq mit

βUipsiq “ s2|Ui . Definiere nun

Φ :“ tpV, sq | V Ď U offen, s P FpV q mit pβU q |V “ βV psq “ s2|V u

Wegen pUi, siq P Φ ist Φ nichtleer. Außerdem ist Φ durch

pV, sq ď pV 1, s1q :ðñ V Ď V 1 und s1|V “ s
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halbgeordnet und für jede aufsteigende Kette pV1, s1q ď pV2, s2q ď . . . in Φ ist durch

V :“
8
ď

i“1

Vi

sowie der Verklebung der si (Garbeneigenschaft) eine obere Schranke gegeben. Zorns Lem-

ma liefert also die Existenz eines maximalen Elements pU0, s0q P Φ.

Beh. (a) Es gilt U0 “ U .

Bew. (a) Angenommen es gelte U0 Ĺ U . Dann wähle x P UzU0 sowie pV, s1q P Φ mit

x P V . Dann gilt

s1|U0XV ´ s0|U0XV P Kern βU0XV “ Bild αU0XV ,

das heißt es gibt ein s1 P FpU0 X V q mit

αps1q|U0XV “ ps1 ´ s0q|U0XV .

Da F 1 welk ist, gilt sogar s1 P FpV q. Damit stimmen s1 ´ αps1q und s0 auf U0 X V

überein, es gibt also s P FpU0 X V q mit s|U0 “ s0, s|V “ s1 ´ αps1q und βU0XV psq “

s2|U0YV . Damit ist pU0, s0q ă pU0 Y V, sq P Φ, ein Widerspruch zur Maximalität von

pU0, s0q.

Damit gilt βU psq “ s2 und βU ist surjektiv, was zu zeigen war.

(ii) Seien Ũ Ď U offen in X und s̃2 P F2pŨq. Nach (i) gibt es s̃ P FpŨq mit βŨ ps̃q “ s̃2. Da F

welk ist, gibt es s P FpUq mit Fρ
U
Ũ
psq “ s̃. Dann gilt für s2 :“ βU psq P F2pUq:

F2ρ
U
Ũ
ps2q “ βŨ pFρ

U
Ũ
psqq “ βŨ ps̃q “ s̃2,

das heißt ρU
Ũ
ist surjektiv, was zu zeigen war. l

Definition 14.4 Sei X ein topologischer Raum, U Ď X offen und F eine Garbe abelscher

Gruppen auf U . Ist ι : U ãÑ X die Inklusion, so ist die durch Null fortgesetzte Garbe ι!pFq die

zur Prägarbe

V ÞÑ

$

’

&

’

%

FpV q, falls V Ď U

0 sonst

assozierte Garbe auf X.

Proposition 14.5 Ein pX,OXq ein lokal geringter Raum, I eine injektive OX-Modulgarbe auf

X. Dann ist I welk.
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Beweis. Seien U 1 Ď U Ď X offen in X. Zu zeigen: Die Restriktionsabbildung ρUU 1 : IpUq ÝÑ

IpU 1q ist surjektiv. Es gilt

IpUq – HomOX pOX |U , I|U q ,

denn: Ein Garbenmorphismus φ : OX ÝÑ I wird eindeutig durch φp1q bestimmt. Fasse nun

OX |U 1 als Untergarbe von OX |U auf. Sei dazu OU :“ ι!OX |U ; dann gilt OU 1 Ď OU . Da I injektiv

ist, gilt

HomOX pOU 1 , Iq – HomOX pOU , Iq.

Insbesondere ist also

ρUU 1 : IpUq “ HomOX pOU , Iq ÝÑ HomOX pOU 1 , Iq “ IpU 1q

surjektiv, was zu zeigen war. l

Proposition 14.6 Sei pX,OXq ein geringter Raum, F eine welke OX-Modulgarbe auf X. Dann

Ist F azyklisch, das heißt es gilt

H ipX,Fq “ 0

für alle i ě 1.

Beweis. Sei I eine injektive OX -Modulgarbe aufX mit F Ď I und setze G :“ I {F . Wir erhalten

damit eine kurze exakte Sequenz

0 ÝÑ F ÝÑ I ÝÑ G ÝÑ 0.

Nach 14.5 ist I welk, nach 14.3 ist also auch G welk. Die lange exakte Kohomologiesequenz ist

0 Ñ FpXq α0
Ñ IpXq β0Ñ GpXq δ

0

Ñ H1pX,Fq α1
Ñ H1pX, Iq β1Ñ H1pX,Gq δ

1

Ñ H2pX,Fq α2
Ñ . . .

Nach 14.2 (i) ist β0 surjektiv, also Kern δ0 “ Bild β0 “ GpXq. Damit ist Kern α1 “ Bild δ0 “ 0,

α1 ist also injektiv. Da I injektiv ist, also H1pX, Iq “ 0 für i ě 1. Dann folgt aber bereits

H1pX,Fq “ 0. Mit gleichem Argument gilt auch H1pX,Gq “ 0. Iterativ folgt damit die Behaup-

tung. l

Proposition 14.7 Sei X “ SpecR ein affines noethersches Schema, I ein injektiver R-Modul.

Dann ist Ĩ welk.

Beweis. Da aus der Surjektivität von ρXU 1 “ ρUU 1 ˝ρ
X
U für U 1 Ď U Ď X bereits die Surjektivität von
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ρUU 1 folgt, genügt es zu zeigen, dass für alle offenen Teilmengen U Ď X die Restriktionsabbildung

ρXU : ĨpXq “ I ÝÑ ĨpUq

surjektiv ist. Sei dazu zunächst U “ Dpfq für ein f P R. Dann ist

ĨpUq “ ĨpDpfqq “ If “ I bR Rf .

Sei also b
fn P If mit b P I und n P N0 und zeige, dass es ein a P I gibt mit

ρXDpfqpaq “
a

1
“

b

fn

in If , also fm pfna´ bq “ 0 für ein m P N0. Für jedes m P N0 sei nun die R-lineare Abbildung

φm : R ÝÑ
`

fm`n
˘

, 1 ÞÑ fm`n

gegeben. Dann gilt für den Kern

Kern φm “ Annpfm`nq “ tr P R | rfm`n “ 0u Ă R.

Außerdem gilt Annpfkq Ď Annpfk`1q für alle k P N0. Da R noethersch ist, gibt es ein m P N0,

sodass

Annpfmq “ Annpfm`1q “ . . . “ Annpfm`nq “ . . . ,

das heißt es gilt Kern φm “ Annpfmq. Mit dem Homomorpiesatz ist

R
L

Annpfmq – pf
m`nq

als R-Moduln. Sei nun durch

ψ : R ÝÑ I, 1 ÞÑ fmb

eine weitere R-lineare Abbildung definiert. Dann gilt Annpfmq Ď Kern ψ, ψ induziert also

ψ : R
L

Annpfmq –
`

fm`n
˘

ÝÑ I.

I ist injektiv, wir können ψ also fortsetzen zu ψ̃ : R ÝÑ I. Setze nun a :“ ψ̃. Dann gilt

fmb “ ψp1q “ ψpfm`nq “ ψ̃pfm`n ¨ 1q “ ψ̃pfn`mqψ̃ “ fm`na,

woraus also die Behauptung für den fall U “ Dpfq folgt. Sei nun U beliebig. Sei f P R mit
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Dpfq Ď U und t P ĨpUq. Dann gibt es nach dem Spezialfall ein s P I mit s|Dpfq “ t|Dpfq. Damit

gilt

Suppps´ tq Ď SupppĨq X SupppUzDpfqq.

Zeige nun die Behauptung durch Induktion über dim SupppĨq “: n: Für n “ 0 ist Ĩ eine Wol-

kenkratzergarbe (bzw. eine Summe von Wolkenkratzergarben) und damit welk. Den Fall n ě 1

wollen wir nicht diskutieren - allerdings sei an dieser Stelle ein algebraischer Import bemerkt:

Der R-Modul J Ď I, der von den Elementen mit Träger in SupppĨqzDpfq ist injektiv. l

Folgerung 14.8 Sei X “ SpecR ein noethersches, affines Schema und F eine quasikohärente

Garbe auf X. Dann gilt für alle i ě 1

H ipX,Fq “ 0.

Beweis. Sei also F “ F̃ für den R-Modul F “ FpXq sowie

0 ÝÑ F ÝÑ I‚

eine injektive Auflösung von F in R-Mod. Dann ist die Sequenz

0 ÝÑ F̃ ÝÑ Ĩ‚

ebenfalls exakt, wir haben also eine Auflösung von F durch welke, also azyklische Garben. Damit

gilt nach 12.6 und wegen der Exaktheit

H ipX,Fq “ H ipΓpX, Ĩ‚qq “ H ipI‚q “ 0

für i ě 1, was zu zeigen war. l

Folgerung 14.9 Sei pX,OXq ein noethersches Schema. Dann lässt sich jede quasikohärente

Garbe auf X in eine welke, quasikohärente Garbe einbetten.

Beweis. Sei F quasikohärent und X “
Ťn
i“1 Ui eine offene Überdeckung von X durch affine,

noethersche Schemata Ui “ SpecRi. Nach Voraussetzung gibt es Ri-Moduln Mi mit F |Ui “ M̃i.

Bette nun Mi in injektive Ri-Moduln Ii für jedes 1 ď i ď n ein. Nach 14.5 ist die dazu gehörige

quasikohärente Garbe Ĩi welk. Man sieht leicht, dass auch das direkte Bild ιi˚pĨiq für die Inklusion

ιi : Ui ãÑ X welk ist. Setze nun

ρi : M̃i “ F |Ui ãÑ Ĩi
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und

ρ : F ãÑ

n
à

i“1

ιi˚pĨiq

Dann ist ρ eine Einbettung von F in eine injektive, quasikohärente Garbe, woraus die Behauptung

folgt. l

Proposition 14.10 Sei X ein topologischer Raum, F P AbpXq welk und U eine offene Über-

deckung von X. Dann gilt für alle i ě 1

Ȟ ipU,Fq “ 0.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass CkpU,Fq welk ist für alle k ě 0, falls F welk ist. Ist F welk,

so ist auch die Einschränkung F |Ui0X...XUik welk für alle i0 ă . . . ă ik. Weiter ist für stetige

Abbildungen auch das direkte Bild f˚F welk, es ist also pιi0...ikq˚F |Ui0X...XUik welk. Damit ist

auch das direkte Produkt

CkpU,Fq “
ź

i0ă...ăik

pιi0...ikq˚F |Ui0X...XUik

welk. Wählen wir nun mit

0 ÝÑ F ÝÑ C‚pU,Fq

eine Auflösung von F , so gilt nach 14.6

Ȟ ipU,Fq “ H ipC‚pU,Fqq “ H i pΓ pX, C‚ pU,Fqqq “ H ipX,Fq “ 0

für alle i ě 1, was zu zeigen war. l

Lemma 14.11 Sei X noethersches separiertes Schema und U “ tUiuiPN eine offene, affine

Überdeckung von X. Dann gibt es auch für die Čechkohomologie eine lange exakte Sequenz.

Beweis. Sei also eine kurze exakte Sequenz 0 ÝÑ F ÝÑ G ÝÑ H ÝÑ 0 quasikohärenter Garben

gegeben. Da X separiert ist, ist Ui0 X . . .X Uik affin für alle i0 ă . . . ă ik. Nach 14.6 gilt also

H i
´

Ui0 X . . .X Uik ,F |Ui0X...XUik
¯

“ 0

für alle i ě 1, das heißt die Sequenz

0 ÝÑ F pUi0 X . . .X Uikq ÝÑ G pUi0 X . . .X Uikq ÝÑ H pUi0 X . . .X Uikq ÝÑ 0

ist exakt. Produktbildung liefert exakte Sequenzen
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0 ÝÑ
ź

iPN
FpUiq ÝÑ

ź

iPN
GpUiq ÝÑ

ź

iPN
HpUiq ÝÑ 0

0 ÝÑ
ź

iăjP

FpUi X Ujq ÝÑ
ź

iăj

GpUi X Ujq ÝÑ
ź

iăj

HpUi X Ujq ÝÑ 0

0 ÝÑ
ź

i0ă...ăik

FpUi0 X . . .X Uikq “ CkpU,Fq ÝÑ CkpU,Gq ÝÑ CkpU,Hq ÝÑ 0,

also eine exakte Sequenz von Komplexen. Dazu gibt es aber eine lange exakte Sequenz, woraus

die Behauptung folgt. l

Satz 14.12 Sei pX,OXq ein noethersches, separiertes Schema, F eine quasikohärente OX-Modulgarbe

auf X und U eine offene, affine Überdeckung von X. Dann gilt für alle i ě 1

H ipX,Fq – Ȟ ipU,Fq.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion über i.

i “ 0 : Klar, denn es gilt H0pF , Xq “ FpXq “ ΓpX,Fq “ Ȟ0pU,Fq.

i ě 0 : Bette F in eine welke, quasikohärente Garbe G ein und setze H :“ G {F . Dann ist auch

H quasikohärent und die Sequenz

0 ÝÑ F ÝÑ G ÝÑ H ÝÑ 0

ist exakt. Damit gibt es eine lange, exakte Kohomologiesequenz

0 Ñ FpXq Ñ GpXq Ñ HpXq Ñ H1pX,Fq Ñ H1pX,Gq Ñ H1pX,Hq Ñ H2pX,Fq Ñ . . .

und wegen H ipX,Gq “ 0 für alle i ě 1 wir diese zu

0 Ñ FpXq Ñ GpXq Ñ HpXq Ñ H1pX,Fq Ñ 0 Ñ H1pX,Hq Ñ H2pX,Fq Ñ 0 Ñ . . .

da diese exakt ist, folgt daraus

H ipX,Hq – H i`1pX,Fq

für alle i ě 1. Nach Lemma 14.11 gibt es für die Čechkohomologie ebenfalls eine lange

exakte Sequenz

0 Ñ FpXq Ñ GpXq Ñ HpXq Ñ Ȟ1pU,Fq Ñ Ȟ1pU,Gq Ñ Ȟ1pU,Hq Ñ Ȟ2pU,Fq Ñ . . .
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welche zu

0 Ñ FpXq Ñ GpXq Ñ HpXq Ñ Ȟ1pU,Fq Ñ 0 Ñ Ȟ1pU,Hq Ñ Ȟ2pU,Fq Ñ 0 Ñ . . .

wird. Auf gleiche Weise erhalten wir Ȟ ipU,Hq – Ȟ i`1pU,Fq. Damit gilt

Ȟ1pU,Fq “ Ȟ0pU,Hq
L

Ȟ0pU,Gq – H0pX,Hq
L

H0pX,Gq – H1pX,Fq

und

Ȟ2pU,Fq – Ȟ1pU,Hq – H1pX,Hq – H2pX,Fq.

Iterativ folgt damit die Behauptung. l

Beispiel 14.13 Sei X “ A2
kztp0, 0qu und U “ tU1, U2u mit U1 “ Dpxq, U2 “ Dpyq eine offene

Überdeckung von X sowie F “ OX “ OA2
k
|A2
kztp0,0qu

die Strukturgarbe. Dann ist

Č0pU,OXq “ OXpU1q ‘OXpU2q “ krX,Y sX ‘ krX,Y sY

Č1pU,OXq “ OXpU1 X U2q “ OXpDpXY qq “ krX,Y sXY .

Weiter ist

d0 : Č0pU,OXq ÝÑ Č1pU,OXq,

ˆ

f

Xi
,
g

Y j

˙

ÞÑ
g

Y j
´

f

Xi

Damit ist

H1pX,OXq “ Ȟ1pU,OXq “ Č1pU,OXq
L

d0pČ1pU,OXqq

der von den 1
XiY j

für i, j ě 1 erzeugte unendlichdimensionale k-Vektorraum.

§ 15 Kohomologie auf projektiven Schemata

Erinnerung + Bemerkung 15.1 Sei S “
À8

d“0 Sd ein graduierter, kommutativer Ring mit

Eins. Definiere

ProjS :“ tp P SpecS | p ist homogen mit S` Ć pu ,

wobei S` :“
À8

d“1 Sd das irrelevante Ideal von S ist. Die Menge ProjS wird homogenes Spektrum

von S genannt. Für ein homogenes Ideal I Ă S setzen wir

V pIq :“ tp P ProjS | p Ě Iu .
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Wir erhalten damit auf ProjS eine Topologie, die Zariski-Topologie, indem wir V pIq als abge-

schlossen definieren. Für homogenes Elemente f P S bilden die Mengen

D`pfq :“ tp P ProjS | f R pu

eine Basis der Topologie. Die Strukturgarbe auf ProjS erhalten wir durch Fortsetzen von

OProjS pD`pfqq :“ Spfq :“

"

s

fn
| s P S, n P N, deg s “ n deg f

*

zu einer Garbe auf ProjS, wobei f P S homogen ist. Damit wird pProjS,OProjSq zu einem lokal

geringten Raum und wir schreiben ProjS statt pProjS,OProjSq. Mit

`

D`pfq,OProjS |D`pfq
˘

–

´

SpecSpfq,OSpecSpfq

¯

erhalten wir eine affine Überdeckung von ProjS, wodurch ProjS also zum Schema wird. Ist

p P ProjS, so ist der lokale Ring in p gegeben durch

OProjS,p “ Sppq “
!s

r
| s, r P S homogen, r R p, deg r “ deg s

)

.

Sei nun M “
À

dPZMd ein graduierter S-Modul.

(i) M bestimmt eine Garbe M̃ auf ProjS durch

M̃pD`pfqq “Mpfq “

"

m

fn
| m PM homogen , degm “ n deg f

*

.

Für jedes homogene f P S. Insbesondere ist

ΓpX, M̃q “ M̃pXq “M0.

(ii) Für die Halme gilt M̃x “Mppq für x “ p P ProjS.

Bemerkung 15.2 Sei R ein noetherscher Ring, S “ RrX0, . . . , Xns, S “ ProjS “: PnR. Ist F

eine kohärente OX Modulgarbe auf X, so gibt es einen graduierten, endlich erzeugten S-Modul

M , sodass gilt F “ M̃ .

Beweis. Siehe Übungsaufgabe 9.3. l

Definition + Bemerkung 15.3 Sei S “
À8

d“0 ein graduierter, kommutativer Ring mit Eins

und X “ ProjS.

(i) Es gilt S̃ “ OX .
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(ii) Für n P Z sei Spnq “
À8

d“0 Spnqd der graduierte S-Modul mit getwisteter Graduierung

Spnqd “ Sd`n.

(iii) OXpnq :“ ĆSpnq heißt die n-fach getwistete Strukturgarbe.

(iv) Ist S “ RrX0, . . . , Xns, so ist

H0pX,OXp1qq “ ΓpX,OXp1qq “ Sp1q0 “ S1

der freie R-Modul mit Basis X0, . . . , Xn. Allgemeiner ist

H0pX,OXpdqq “ ΓpX,OXpdqq “ Spdq0 “ Sd

der freie R-Modul erzeugt von den Monomen von Grad d, das heißt die

#

Xd0
0 ¨ ¨ ¨Xdn

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“0

di “ d

+

bilden eines Basis. Insbesondere gilt damit für alle d ă 0

H0pX,OXpdqq “ 0.

Bemerkung 15.4 Sei R ein noetherscher Ring und X Ď PnR ein abgeschlossenes Unterschema

sowie j : X ãÑ PnR die Einbettung. Ist F eine Garbe abelscher Gruppen auf X, so gilt

H ipX,Fq – H ipPnR, j˚Fq

für alle i ě 0.

Beweis. Ist 0 ÝÑ F ÝÑ J ‚ eine welke Auflösung. Dann ist 0 ÝÑ j˚F ÝÑ j˚J ‚ eine welke

Auflösung von j˚F . Aus ΓpX,J kq “ ΓpPnR, j˚J kq folgt dann H ipX,Fq “ H ipPnR, j˚Fq, was zu

zeigen war. l

Satz 15.5 Sei R ein noetherscher Ring, n ě 1, S “ RrX0, . . . , Xns und pX,OXq :“ pPnR,OPnRq.

(i) Es gilt für die n-te Kohomologiegruppe der Garbe OXp´n´ 1q

HnpX,OXp´n´ 1qq – R.

(ii) Für jedes d P Z gibt es eine natürliche, bilineare Abbildung

β : H0pX,OXpdqq ˆH
npX,OXp´d´ n´ 1qq ÝÑ R.
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Diese ist eine nicht ausgeartete Paarung zwischen freien R-Moduln von endlichem Rang.

(iii) Für alle i R t0, nu und alle d P Z ist

H ipX,OXpdqq “ 0.

Beweis. (i) Sei Ui “ DpXiq und U “ tU0, . . . , Unu die kanonische Überdeckung von X durch

affine, offene Teilmengen. Nach 14.9 gilt dann

H ipX,OXpdqq “ Ȟ ipU,OXpdqq

für alle i P N0 und d P Z. Damit folgt sofort

H ipX,OXpdqq “ 0

für alle i ě n` 1 und d P Z. Wir betrachten nun den Čech-Komplex an der n-ten Stelle:

. . .
dn´2

Ñ

n
à

i“0

OXpdqpU0X. . .XUi´1XUi`1X. . .XUnq
dn´1

ÝÑ OXpdqpU0X. . .XUnq
dn
Ñ 0 Ñ . . .

Es gilt

ȞnpU,OXpdqq “ Kern dn {Bild dn´1 .

Es ist zum einen

Kern dn “ OXpdqpU0 X . . .X Unq

“ OXpdqpDpX0 ¨ ¨ ¨Xnqq

“ RrX0, . . . , XnspX0¨¨¨Xnq

“

#

f

Xd0
0 ¨ ¨ ¨Xdn

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f P Ss homogen, deg f “ d`
n
ÿ

i“0

di

+

der freie R-Modul mit Basis
#

Xd0
0 ¨ ¨ ¨Xdn

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

di P Z,
n
ÿ

i“0

di “ d

+

sowie

`

Čn´1pU,OXpdqq
˘

i
“ OXpdqpU0 X . . .X Ui´1 X Ui`1 X . . .X Unq

“ OXpdqpDpX0 ¨ ¨ ¨Xi´1Xi`1 ¨ ¨ ¨Xnqq

“

#

f

Xd0
0 ¨ ¨ ¨X

di´1

i´1 X
di`1

i`1 ¨ ¨ ¨X
dn
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f P S homogen, deg f “ d`
n
ÿ

i“0

di

+
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der freie R-Modul mit Basis
#

Xd0
0 ¨ ¨ ¨Xdn

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dj P Z,
n
ÿ

j“0

dj “ d, dj ě 0

+

.

Damit sehen wir ein:

Xd0
0 ¨ ¨ ¨Xdn

n P Bild dn´1 ðñ di ě 0 für ein 0 ď i ď n.

Daraus folgt: Ist d ě ´n, so ist dn´1 surjektiv, es gilt also

HnpX,OXpdqq “ 0.

Ist d “ ´n´ 1, so folgt di “ ´1 für alle 0 ď i ď n, es ist also

HnpX,OXp´n´ 1qq “

B

1

X0 ¨ ¨ ¨Xn

F

R´Mod

ein freier R-Modul von Rang 1, woraus die Behauptung folgt.

(ii) Ist d ă 0, so haben wir oben gesehen, dass dn´1 surjektiv ist, denn aus
n
ÿ

j“0

dj “ ´d´ n´ 1 ą ´n´ 1

folgt dj ě 0 für ein 0 ď j ď n und damit Xd0
0 ¨ ¨ ¨Xdn

n P Bild dn´1. Damit ergibt sich

HnpX,OXp´d´ n´ 1qq “ 0.

Sei nun also d ě 0. Dann wird H0pX,OXpdqq als R-Modul frei erzeugt von den Xν0
0 ¨ ¨ ¨Xνn

n

mit
řn
j“0 νj “ d und νj ě 0 für alle 0 ď ν ď n (das sind die gewöhnlichen Monome von

Grad d). Wie oben bereits gesehen, wird HnpX,OXp´d´n´ 1qq als R-Modul frei erzeugt

von den Xµ0
0 ¨ ¨ ¨Xµn

n mit
řn
j“0 µj “ ´d ´ n ´ 1 und µj ă 0 für alle 0 ď j ď n. Definiere

nun die Abbildung

β : H0pX,OXpdqq ˆH
npX,OXp´d´ n´ 1qq ÝÑ HnpX,OXp´n´ 1qq – R

pXν0
0 ¨ ¨ ¨Xνn

n , Xµ0
0 ¨ ¨ ¨Xνn

n q ÞÑ Xµ0`ν0
0 ¨ ¨ ¨Xµn`νn

n

β ist wohldefiniert, denn die Summe der Exponenten ist gerade ´n ´ 1. Sicherlich ist β

bilinear. Es bleibt noch zu zeigen, dass β nicht ausgeartet ist, für jede Wahl von pν0, . . . , νnq

und pµ0, . . . , µnq P Zn mit
řn
j“0 νj “ d und νj ě 0 für alle 0 ď j ď n bzw.

řn
j“0 µj “

´d´ n´ 1 und µj ă 0 für alle 0 ď j ď n also die Abbildungen

β1 : H0pX,OXpdqq ÝÑ HnpX,OXp´n´ 1qq, s ÞÑ β ps,Xµ0
0 ¨ ¨ ¨Xµn

n q

β2 : HnpX,OXp´d´ n´ 1qq ÝÑ HnpX,OXp´n´ 1qq, s ÞÑ β pXν0
0 ¨ ¨ ¨Xνn

n , sq
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nicht die Nullabbildungen sind. Das folgt aus

β1

´

X´µ0´1
0 ¨ ¨ ¨X´µn´1

¯

“ β
´

X´µ0´1
0 ¨ ¨ ¨X´µn´1, Xµ0

0 ¨ ¨ ¨Xµn
¯

“
1

X0 ¨ ¨ ¨Xn
‰ 0,

β2

´

X´ν0´1
0 ¨ ¨ ¨X´νn´1

¯

“ β
´

Xν0
0 ¨ ¨ ¨Xνn , X´ν0´1

0 ¨ ¨ ¨X´νn´1
¯

“
1

X0 ¨ ¨ ¨Xn
‰ 0.

(iii) Aus den Überlegungen in (i) wissen wir, dass H ipX,OXpdqq “ 0 für alle i ě n`1, wir neh-

men also 0 ă i ď n´1 an. Man überlegt sich leicht, dass jedes Element inH ipX,OXpdqq von

einem Tupel von Linearkombinationen von Monomen der Form Xν0
j0
¨ ¨ ¨Xνi

ji
mit

ři
l“0 νl “ d

und νl ă 0 für alle 0 ď l ď i repräsentiert wird.

Beh. (a) Für jedes k P t0, . . . , nu ist die Multiplikation mit Xk

µi : H ipX,OXpdqq ÝÑ H ipX,OXpd` 1qq, s ÞÑ Xks

ein Isomorphismus.

Dann folgt: Ist Xν0
j0
¨ ¨ ¨Xνi

ji
P H ipX,OXpdqq, so multiplizieren wir mit X´ν0j0

und erhalten

X´ν0j0

´

Xν0
j0
¨ ¨ ¨Xνi

ji

¯

“ Xν1
j1
¨ ¨ ¨Xνi

ji
“ 0

in H ipX,OXpd ´ ν0qq. Mit Behauptung (a) folgt dann, dass bereits Xν0
j0
¨ ¨ ¨Xνi

ji
“ 0 in

H ipX,OXpdqq gilt, also H ipX,OXpdqq “ 0, was zu zeigen war. Wir müssen nun noch die

Behauptung (a) zeigen.

Bew. (a) Sei ohne Einschränkung k “ n. Wir haben eine exakte Sequenz von graduierten

S-Moduln

0 ÝÑ Spdq
¨Xn
ÝÑ Spd` 1q ÝÑ Spd` 1q

L

XnSpdq ÝÑ 0 p˚q

mit

Spd` 1q
L

XnSpdq – pS {XnS q pd` 1q – RrX0, . . . , Xn´1spd` 1q.

Diese liefert eine exakte Sequenz

0 ÝÑ OXpdq ÝÑ OXpd` 1q ÝÑ OXpd` 1q
L

XnOXpdq ÝÑ 0 p˚˚q

von Garben. Ist j : Z :“ V pXnq – Pn´1
R ãÑ PnR “ X die Einbettung, so erhalten wir

OXpd` 1q
L

XnOXpdq – j˚OZpd` 1q.

Wir zeigen die Behauptung nun durch Induktion über n. Ist n “ 1, so ist we-

gen 0 ă i ď 0 ist nichts zu zeigen, sei also n ě 2. Nach Bemerkung 15.4 gilt

H ipPn´1
R ,Fq “ H ipX, j˚Fq für jede Garbe F auf Z. Wir betrachten nun die lan-
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ge exakte Kohomologiesequenz zu (**):

. . .Ñ H i´1pZ,OZpd` 1qq Ñ H ipX,OXpdqq
µi
Ñ H ipX,OXpd` 1qq

Ñ H ipZ,OZpd` 1qq Ñ . . . p˚ ˚ ˚q

Nach Induktionsvoraussetzung ist H ipZ,OZpd` 1qq “ 0 für 0 ď i ď n´ 2, also

H i´1pZ,OZpd` 1qq “ 0 “ H ipZ,OZpd` 1qq

für 1 ď i ď n. Dann wird die Sequenz zu

. . .Ñ 0 Ñ H ipX,OXpdqq
µi
Ñ H ipX,OXpd` 1qq Ñ 0 Ñ . . .

und da sie noch exakt ist folgt

H ipX,OXpdqq
µi
– H ipX,OXpd` 1qq

für alle 1 ď i ď n´ 2. Es bleiben noch die Fälle i P t1, n´ 1u zu betrachten.

i “ 1 : Wir betrachten (***) an der richtigen Stelle:

. . .Ñ H0pZ,OZpd` 1qq
α
Ñ H1pX,OXpdqq

µ1
Ñ H1pX,OXpd` 1qq

Ñ H1pZ,OZpd` 1qq Ñ . . .

dies entspricht aber gerade der Sequenz (*), also ist α die Nullabbildung und

µ1 somit injektiv. Für n ě 3 ist außerdem H ipZ,OZpd ` 1qq “ 0, woraus die

Surjektivität von µ1 für n ě 3 folgt. Für n “ 2 betrachte den Fall i “ n´ 1.

i “ n´ 1 : Wir betrachten nun also

. . .Ñ Hn´2pZ,OZpd` 1qq
α
Ñ Hn´1pX,OXpdqq

µn´1
Ñ Hn´1pX,OXpd` 1qq

Ñ Hn´1pZ,OZpd` 1qq Ñ . . .

Für n ě 3 ist Hn´2pZ,OZpd ` 1qq “ 0, also µn´1 injektiv. Für n “ 2 betrachte

den Fall i “ 1. Zeige nun noch die Surjektivität von µn´1.

Wir haben die Sequenz

. . .Ñ Hn´1pX,OXpdqq
µn´1
ÝÑ Hn´1pX,OXpd` 1qq

αn´1
ÝÑ Hn´1pZ,OZpd` 1qq

δn´1

ÝÑ HnpX,OXpdqq

µn
ÝÑ HnpX,OXpd` 1qq ÝÑ . . .

µn´1 ist surjektiv genau dann, wenn αn´1 die Nullabbildung ist, was wiederum

äquivalent dazu ist, dass δn´1 injektiv ist. Dies wiederum ist genau dann der Fall,



86 III KOHOMOLOGIE VON GARBEN

wenn

Rang
`

Bild δn´1
˘

“ Rang
`

Hn´1pZ,OZpd` 1qq
˘

(als freie R-Moduln). Dies können wir zeigen: Es ist Hn´1pZ,OZpd`1qq der freie

R-Modul mit Basis
#

Xν0
0 ¨ ¨ ¨X

νn´1

n´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

j“0

νj “ d` 1, νj ă 0 für alle 0 ď j ď n´ 1

+

.

Weiter gilt wegen der Exaktheit der Sequenz Bild δn´1 “ Kern µn und Kern µn

ist der frei erzeugte R-Modul mit Basis
#

Xµ0
0 ¨ ¨ ¨X

µn´1

n´1 X
´1
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

n´1
ÿ

j“0

µj

¸

´ 1 “ d, µj ă 0 für alle 0 ď j ď n´ 1

+

.

Damit folgt offenbar Kern µn “ Hn´1pZ,OZpd` 1qq, und rückwärts lesen liefert

die Surjkektivität von µn´1, was zu zeigen war. l

Proposition 15.6 Sei R ein noetherscher Ring, X Ď PnR ein projektives Schema und F eine

kohärente OX-Modulgarbe auf X. Dann gibt es ein d0 P Z, sodass für alle d ě d0 die getwistete

Garbe Fpdq :“ FbOX OXpdq von globalen Schnitten erzeugt wird, es also s1, . . . , sr P ΓpX,Fpdqq

gibt, sodass für alle x P X die Keime ps1qx, . . . , psrqx den Halm Fpdqx als OX,x-Modul erzeugen.

Beweis. Ohne Einschränkung sei X “ PnR. Überdecke PnR durch DpXiq für 0 ď i ď n. Nach

Voraussetzung gibt es endlich erzeugte Moduln Mi “ FpUiq über OXpUiq – R
”

X0
Xi
, . . . , XnXi

ı

,

sodass gilt F |Ui “ M̃i. Sei nun i fest und si1 , . . . , siki Erzeuger von Mi als R
”

X0
Xi
, . . . , XnXi

ı

-

Modul. Dann wird für jedes x P PnR mit x P Ui der Halm Fx “ pM̃iqx erzeugt von den Keimen

psi1qx, . . . , psiki qx. Ziel soll es sein, die sij auf geeignete Weise zu globalen Schnitten fortzusetzen.

Dazu zeigen wir, dass sich tij :“ sijX
di
i P M̃i bOX OXpdq zu einem globalen Schnitt in Fpdiq

fortsetzt. Sei 0 ď j ď n mit j ‰ i und ν P t1, . . . , kiu. Dann ist

siν |UiXUj P FpUi X Ujq “ pMjqXj
Xi

“

"ˆ

Xi

Xj

˙p

¨mj | mj PMj , p P N0

*

.

Dann gibt es ein djν P N0 mit siνX
djν
i P Mj , also siνX

djν
i P Fpdjν qpUi X Ujq und damit aber

bereits siνX
djν
i P Fpdjν qpUi Y Ujq. Für

di :“ max
jPt0,...,nu

max
νPt1,...kiu

djν

sind alle siνX
di
i globale Schnitte. Verfahren so für alle 0 ď i ď n, es folgt dann also die Behaup-

tung. l
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Satz 15.7 Sei R ein noetherscher Ring, X Ď PnR ein abgeschlossenes Unterschema. Dann ist

H ipX,Fq für jede kohärente Garbe F auf X ein endlich erzeugter R-Modul für alle i ě 0.

Beweis. Ohne Einschränkung gelte X “ PnR, denn für die abgeschlossene Einbettung j : X ãÑ

PnR ist j˚F eine kohärente OX -Modulgarbe auf PnR und nach Bemerkung 15.4 H ipX,Fq “

H ipPnR, j˚Fq für alle i ě 0.

Beh. (a) Es gibt einen Epimorphismus von Garben

Φ :
r
à

i“1

OXpdiq ÝÑ F .

Dann gibt es mit K “ Kern Φ eine kurze Exakte Sequenz

0 ÝÑ K ÝÑ
r
à

i“1

OXpdiq ÝÑ F ÝÑ 0.

Beachte hierbei, dass K ebenfalls kohärent ist, denn der Kern eines Homomorphismus von R-

Moduln ist ein R-Untermodul, womit K quasikohärent ist. Da R noethersch ist, ist jeder R-

Untermodul eines endlich erzeugten R-Moduls endlich erzeugt, K ist also kohärent. Weiter sieht

man (ähnlich wie im Beweis von Satz 12.16 (iii) ), dass

H i

˜

X,
r
à

j“1

OXpdjq

¸

“

r
à

j“1

H ipX,OXpdjqq.

Aus der langen exakten Kohomologiesequenz

0 Ñ KpXq Ñ
r
à

j“1

ΓpX,OXpdjqq Ñ FpXq Ñ H1pX,Kq Ñ
r
à

j“1

H1pX,OXpdjqq Ñ H1pX,Fq Ñ . . .

folgt nun die Behauptung, denn für alle i ě 0 ist
Àr

j“1H
ipX,OXpdjqq nach Satz 15.5 endlich

erzeugt, damit auch H1pX,Kq und also auch H1pX,Fq. Iterativ folgt der Satz. Es bleibt noch

die Behauptung zu zeigen.

Bew. (a) Nach Proposition 15.6 gibt es einen Epimorphismus

Ψ :
r
à

i“1

OX ÝÑ Fpdq “ F bOX OXpdq, ei ÞÑ si.

Tensorieren mit OXp´dq liefert (wegen der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts) einen

Epimorphismus

Φ :
r
à

i“1

OXp´dq “

˜

r
à

i“1

OX

¸

bOX OXp´dq ÝÑ Fpdq bOX OXp´dq “ F bOX OX – F ,
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was zu zeigen war. l

§ 16 Der Satz von Riemann-Roch für Kurven

Sei X eine nichtsinguläre, projektive Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k.

Dann haben wir bereits gesehen, dass jeder Divisor D “
ř

PPX npP auf X eine invertierbare

Garbe LpDq via

LpDqpUq “
 

f P kpXqˆ | pdivf `Dq |U ě 0
(

Y t0u.

Für die globalen Schnitte gilt mit der Notation aus der algebraischen Geometrie

LpDq :“ ΓpX,LpDqq “ H0pX,LpDqq

sowie

lpDq :“ dimk LpDq “ dimkH
0pX,LpDqq.

Sei weiter ΩX die Garbe der regulären Differentiale auf X

ΩXpUq “
 

ω P ΩkpXq{k | divω|U ě 0
(

,

wobei ordPω “ ordP f , falls ω “ fdtP für ein uniformisierendes Element tP P OX,P und damit

divω|U :“
ř

PPU ordPωP . Für ω0 P ΩkpXq{kzt0u heißt K :“ Kω0 “ divω0 kanonischer Divisor.

Dass K dabei unabhängig von der Wahl von ω0 ist, sieht man leicht ein: Ist 0 ‰ ω1 P ΩkpXq{k

ein weiteres Differential, so ist ω1 “ f ω0 für ein f P kpXqˆ, also divω1 “ divω0 ` divf , also

Lpdivω1q – LpKq “ ΩX – Lpdivω0q.

Satz 16.1 (Satz von Riemann-Roch aus der algebraischen Geometrie) Sei X eine nicht-

singuläre, projektive Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k von Geschlecht g.

Dann gilt für jeden Divisor D auf X

lpDq ´ lpK ´Dq “ degD ` 1´ g,

also

dimkH
0pX,LpDqq ´ dimkH

0pX,ΩX bOX LpDq´1q “ degD ` 1´ g.

Beweis. Siehe zum Beispiel Hartshorne IV.1.3. l

Definition 16.2 Sei pX,OXq ein noethersches Schema und F eine kohärente Garbe auf X.
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Dann definieren wir die Eulercharakteristik von F auf X als

χpFq :“
8
ÿ

k“0

p´1qk dimkH
kpX,Fq.

Satz 16.3 Sei X eine nichtsinguläre, projektive Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen

Körper k und g “ dimkH
1pX,OXq. Für jeden Divisor D auf X gilt

dimkH
0pX,LpDqq ´ dimkH

1pX,LpDqq “ degD ` 1´ g.

Beweis. Mit D “ 0 erhalten wir mit 16.1 und Lp0q “ OX die Behauptung sofort. Ein beliebiger

Divisor D ist nun eine endliche Summe und geht damit aus endlich viele Additionen von Punkten

zum Divisor D “ 0 hervor. Wir zeigen die Behauptung also durch Induktion über n “
ř

PPX |np|,

wobei der Induktionsanfang bereits geleistet ist. Sei nun D ein Divisor und P P X beliebige. Wir

zeigen, dass

dimkH
0pX,LpDqq ´ dimkH

1pX,LpDqq “ degD ` 1´ g

genau dann gilt, wenn

dimkH
0pX,LpD ` P qq ´ dimkH

1pC,LpD ` P qq “ degpD ` P q ` 1´ g

erfüllt ist. Nach Definition gilt LpDq Ď LpD`P q. Wir erhalten damit eine kurze exakte Sequenz

0 ÝÑ LpDq ÝÑ LpD ` P q ÝÑ LpD ` P q
L

LpDq ÝÑ 0.

Betrachte die Halme der Faktorgarbe. Wegen
`

LpD ` P q
L

LpDq
˘

Q
“ LpD ` P qQ

L

LpDqQ erhal-

ten wir für Q ‰ P
`

LpD ` P q
L

LpDq
˘

Q
“ 0,

LpD ` P q
L

LpDq ist also eine Wolkenkratzergarbe. Ist nun f P kpXq, so gilt fP P LpD ` P q

genau dann, wenn ordP f ě ´nP ´1 und fP P LpDq genau dann, wenn ordP f ě ´nP . Insgesamt

erhalten wir dadurch

H0
`

X,LpD ` P q
L

LpDq
˘

– k, H i
`

X,LpD ` P q
L

LpDq
˘

“ 0 für i ě 0

Übungsaufgabe 13.3 liefert

χpLpD ` P qq “ χpLpDqq ` χ
`

LpD ` P q
L

LpDq
˘

“ χpLpDqq ` 1,

woraus zusammen mit degD ` P “ degD ` 1 die Behauptung folgt. l
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Folgerung 16.4 Vergleicht man die Sätze 16.1 und 16.2, so folgt

dimkH
1pX,LpDqq “ dimkH

0pX,ΩX bOX LpDq´1q.

Dieser Zusammenhang wird als Serre-Dualität bezeichnet. Wir werden später noch sehen, dass

H1pX,LpDqq kanonisch isomorph zu H0pX,ΩX bOX LpDq´1q ist.

Bemerkung 16.5 Mit P ‰ Q erhalten wir durch tXztP u, XztQuu eine affine Überdeckung

durch zwei offene Mengen. Da LpDq quasikohärent ist, gilt also HkpX,LpDqq “ 0 für k ě 2. Der

linke Term von Satz 16.2 ist also gerade die Eulercharakteristik

χpLpDqq :“
8
ÿ

k“0

p´1qk dimkH
kpX,LpDqq

von LpDq.

Beispiel 16.6 Nach 16.4 folgt für D “ K

dimkH
1pX,LpKqq “ dimkH

1pX,ΩXq “ dimkH
0pX,ΩX bOX Ω´1

X q “ dimkH
0pX,OXq “ 1.

Was genau aber ist H1pX,LpKqq? Wir berechnen die Dimension im Folgenden per Hand: Seien

P1 ‰ P2 P X Punkte und wähle eine affine Überdeckung U “ tU1, U2u von X, wobei Ui “ XztPiu

für i P t1, 2u. Dann gilt

H1pX,ΩXq “ Ȟ1pU,ΩXq “ Č1pU,ΩXq {Bild d0 “ ΩXpU1 X U2q
L

pΩXpU1q ´ ΩXpU2qq .

Wir behaupten nun:

(i) Es gibt kein ω P ΩkpXq{k mit ordP1ω “ ´1 und ordPω “ 0 für alle P P XztP1u.

(ii) Es gibt für alle n ě 2 ein ωn P ΩkpXq{k mit ordP1ωn “ ´n und ordPωn “ 0 für alle

P P XztP1u.

(iii) Es gibt ein ω0 P ΩkpXq{k mit ordP1ω0 “ ordP2ω0 “ ´1 und ordPω0 “ 0 für alle P P

XztP1, P2u.

Dann folgt aus den Behauptungen: dimk

`

ΩXpU1 X U2q
L

ΩXpU1q ´ ΩXpU2q
˘

“ 1, denn: (folgt).

Wir zeigen noch die Behauptungen.

Beweis. (i) Ein solches ω wäre in H0pX,ΩXpP1qq, wobei wir ΩXpP1q :“ ΩXbOX LpP1q setzen.

Nach Riemann-Roch ist

dimkH
0pX,ΩXpP1qq “ dimkH

0pX,LpP1qq ´ degp´P1q ´ 1` g “ g,
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denn es gibt keine Funktionen auf X mit mindestens einer Nullstelle und ohne Polstellen.

Wegen dimkH
0pX,OXq “ g folgt

ω P H0pX,ΩXpP1qq ðñ ω P H0pX;OXq,

also ω R H0pX,ΩXpP1qq, ein Widerspruch.

(ii) Wir verfahren völlig analog. Riemann-Roch liefert

dimkH
0pX,ΩXpnP1qq “ dimkH

0pX,Lp´nP1qq ´ deg nP1 ´ 1` g “ n´ 1` g.

Für n ě 2 ist also

dimkH
0pX,ΩXpnP1qq “ dimkH

0pX,ΩXppn´ 1qP1qq ` 1,

woraus die Existenz des gewünschten Differentials folgt.

(iii) Ebenso erhalten wir

dimkH
0pX,ΩXpP1 ` P2qq “ dimkH

0pX,Lp´P1 ´ P2qq ´ degp´P1 ´ P2q ´ 1` g “ 1` g.

Damit existiert ein ω0 P H0pX; ΩXpP1 ` P2qqzH
0pX,OXq und wegen (i) gilt bereits

ordP1ω0 ` ordP2ω0 “ ´1. l

Beispiel 16.7 Werden wir nun konkreter und betrachten X “ P1
k. Wir wollen nun zu gege-

benen Punkte Differentiale finden, welche den Behauptungen aus Beispiel 13.6 nach existieren.

Betrachte dz
z P ΩkpXqpk. Dann gilt

ord0

ˆ

dz

z

˙

“ ´1, ord8

ˆ

dz

z

˙

“ ´1.

Um zweiteres einzusehen, müssen wir das Differential eins uniformiserendes Elements des zuge-

hörigen maximalen Ideals nehmen. Beachte an dieser Stelle, dass dz uniformisierend in jedem

Punkt außer 8 ist. Es gilt

dz

z
“ ´

z2

z
d

ˆ

1

z

˙

“ ´zd

ˆ

1

z

˙

“ ´
1
1
z

d

ˆ

1

z

˙

,

also gerade

ord8

ˆ

dz

z

˙

“ ´1.
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Wählen wir nun allgemeine Punkte a, b P P1
kzt8u, so ist für

ωa,b “
dz

pz ´ aqpz ´ bq

offensichtlich ordaωa,b “ ´1 “ ordbωa,b und ordPωa,b “ 0 für alle P P P1
kzta, b,8u. Was ist mit

dem Punkt 8? Wir schreiben wieder

ωa,b “
dz

pz ´ aqpz ´ bq
“ ´

z2

pz ´ aqpz ´ bq
d

ˆ

1

z

˙

,

also auch ord8ωa,b “ 0.

Definition + Bemerkung 16.8 Sei X eine nichtsinguläre, projektive Kurve über einem alge-

braisch abgeschlossenen Körper k, ω P ΩkpXq{kzt0u ein Differential sowie P P X. Sei weiter tP

ein uniformisierendes Element in P und f P kpXqˆ, sodass ω “ fdtP und es gelte ordPω “ ´n

für ein n P N.

(i) f besitzt eine eindeutige Darstellung f “ a´nt
´n
P ` a´n´1t

´n´1
P ` . . . ` a´1t

´1
P ` f0 mit

f0 P OX,P und Körperelementen ai P k.

(ii) Wir definieren das Residuum von ω in P als

resPω :“ a´1.

Gilt ordPω ě 0, so setzen wir resPω :“ 0.

(iii) Das Residuum hängt nicht von der Wahl von tP ab.

Beweis. (i) Klar.

(iii) Wir zeigen die Aussage lediglich für chark ‰ 2.

Fall (a) Es gilt ω “
dtP
tP

, also f “ 1
tP

und damit resPω “ 1. Sei nun z eine weitere

Uniformisierende in P , es gelte also z “ tPu mit einer Einheit u P OˆX,P . Dann gilt

u “ 1` tPh mit h P OX,P und damit z “ tP p1` tPhq. Dann gilt

dz “ dtP`dpt2Phq “ dtP`t
2
Pdh`2tPdh “ dtP`t

2
Ph

1dtP`2tPh
1dt1P “ dtp1`2h1tP`t

2
Phq.

Wir erhalten damit

dtP
tP

“
dz

1` 2h1tP ` t2Ph
1

1` tPh
1

z
“

dz

z

1` tPh

1` 2h1tP ` t2Ph
1
.

Wegen tP pP q “ 0 gilt
1` tPh

1

1` 2h1tP ` t2Ph
1
P OˆX,P
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und damit

resP
dz

z
“ 1 “ resP

dtP
tP

,

was zu zeigen war.

Fall (b) Man kann leicht die Identität

dtP
tnP

“ ´
1

n´ 1
d

˜

1

tn´1
P

¸

für beliebiges n P N verifizieren. Ist z nun ein beliebiges uniformisierendes Element in

P , so schreibe
1

tn´1
P

“
1

zn´1
` bn´2

1

zn´2
` . . .` b1

1

z
` c0

mit c0 P OˆX,P . Dann gilt

d

˜

1

tn´1
P

¸

“

n´1
ÿ

i“1

bid

ˆ

1

zi

˙

` dc0 “ ´

n´1
ÿ

i“1

bii
dz

zi`1
` c10dz.

In dieser Darstellung fehlt der 1
z -Term, das heißt das Residuum bleibt unverändert. l

Bemerkung 16.9 Ist X “ P1
k und ω “ dz

z , so gilt ord0ω “ 1 und ord8ω “ 1. Allgemeiner

haben wir gesehen:

resa

ˆ

dz

z ´ a
´

dz

z ´ b

˙

“ 1, resb

ˆ

dz

z ´ a
´

dz

z ´ b

˙

“ ´1.

Folgerung 16.10 Die Konstruktion aus 16.8 liefert einen wohldefinierten Isomorphismus

Res : H1pX,ΩXq ÝÑ k

wie folgt: Für ω P H1pX,ΩXq wähle P1, P2 P X und ω0 P ΩXpXztP1, P2uq mit ordPiω0 “ ´1 für

i “ 1, 2. Setze dann Respωq :“ resP1ω0.

Beweisskizze. Sei zunächst X “ P1
k. Dann ist resP2ω0 “ ´resP1ω0 nach der vorangegangenen

Bemerkung. Vertauschen von P1 und P2 liefert ´ω0. Weiter zeigt das Beispiel, dass resP1ω0

unabhängig von der Wahl von P1 ‰ P2 ist. Diese Beobachtungen liefern die Wohldefiniertheit von

Res im Fall X “ P1
k. Ist nun X beliebig, wähle f P kpXq mit ordPidf “ 0 für i “ 1, 2, es soll also

f : X ÝÑ P1
k unverzeigt in den Pi sein. Dann induziert f eine Spurabbildung tr : f˚ΩX ÝÑ ΩP1

k

mit resP1ω0 “ resfpP1qptrpω0qq. Damit lässt sich dieser Fall auf X “ P1
k zurückführen.

Proposition 16.11 (Serre-Dualität) Sei X eine nichtsinguläre, projektive Kurve über einem
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algebraisch abgeschlossenen Körper k. Dann ist für jeden Divisor D auf X die Abbildung

Φ : H0pX,LpDqq ˆH1pX,ΩX bOX LpDq´1q ÝÑ H1pX,ΩXq
Res
– k, pf, ωq ÞÑ fω

eine nichtausgeartete Bilinearform.
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