Zusammenfassung des Stoffes zur
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Max Kramer
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Diese Zusammenfassung entstand als personliche Vorbereitung auf die Klau-
sur zur Vorlesung “Formale Systeme” von Prof. Dr. Bernhard Beckert im Win-
tersemester 08/09 an der Universitat Karlsruhe (TH). Sie ist sicherlich nicht
vollstéandig, sondern verzichtet bewusst auf ganze Kapitel und Themen wie
Tableaukalkiil, Resolutionskalkiil, OCL und viele mehr. Fiir Verbesserungen,
Kritik und Hinweise auf Fehler oder Unstimmigkeiten an third dht web.de
bin ich dankbar.
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1 Voraussetzungen

1.1 Relationen

Sei RC D x D.

R irreflexiv : <
Vx € D gilt xRz nicht

R antisymmetrisch &
Ve,y € D gilt tRy ANyRx = x =1y

R asymmetrisch :&
Vz,y € D gilt zRy = —yRx

R Ordnung &

R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch

R strikte Ordnung <

R irreflexiv, transitiv und asymmetrisch

R totale Ordnung :&
R Ordnung und Vz,y € D mit x # y gilt entweder xRy oder yRx

R Kongruenzrelation bzgl. ¥ &
R Aquivalenzrelation und Vf € ¥ mit Stelligkeit n und Va1, ..., Ty, y1, ..., yn € D gilt

T1Ry1, ooy n Ryn, = f(21, oy xn) RF(Y1, ey Yn)



2 Aussagenlogik

2.1 Syntax der Aussagenlogik
3} Signatur :&
¥ abzéhlbare Menge von Symbolen (auch Atome oder Aussagenvariablen genannt)
Aussagenlogische Formeln iiber einer Signatur >:
e {1,0}UX C For0yx

e VA, B € ForOx und o € {A,V, —, <>} ist auch Ao B,—A € For0yx

2.2 Semantik der Aussagenlogik
I Interpretation iiber einer Signatur ¥ :<

1:% — {W,F}

Zu einer Interpretation I zugehorige Auswertung valy:
valy : For0y — {W, F}

I Modell von A € For0Oy, :&
I Interpretation iiber ¥ mit valj(A) =W

I Modell von M C For0Oy, :&
VA € M gilt I Modell von A

Aus M C ForOyx, folgt A € ForQy, : &
ME A :& Jedes Modell von M ist auch Modell von A

A € For0Oy allgemeingiiltig <
V Interpretationen I gilt val;(A) = W < Jede Interpretation ist Modell von A < F A

A € ForOy, erfiillbar :&
3 Interpretation I mit val;(A) =W < 3 ein Modell von A < F —-A

A, B € For0Oyx, logisch dquivalent &
A=B & AFB AN BFA & FA+ B



2.3 Normalformen

| Literal : &
leXoder -le X

F € For0Oy, in disjunktiver Normalform (DNF) :&

F' Disjunktion von Konjunktionen

F € For0Oy, in konjunktiver Normalform (KNF) :<

F Konjunktion von Disjunktionen

Shannon-Operator:
. valp(Ag) falls valj(A)) = F
VA1, Ag, As € ForOy gilt val;(sh(Ay, As, Ag)) =
valr(As)  sonst
normierte sh-Formeln:

e 0,1 sind normierte sh-Formeln

e A, B normierte sh-Formeln und fiir P; € ¥ kommen in A und B nur P; € ¥ mit

j > vor = sh(P;, A, B) normierte sh-Formel

sh-Graph ~» DNF:

Disjunktion aller Pfade zur 1

sh-Graph ~~ KNF:

Konjunktion aller negierten Pfade zur 0

F € ForOx; Horn-Formel :&
F in KNF und jede Disjunktion enthélt hochstens ein positives Literal < F = (A5 A
. NA, = B)A ...

Erfiillbarkeit von Horn-Formeln (O(n?)):

1. Markiere alle Fakten (Mengen die nur aus einem positiven Literal bestehen)
2. Falls nichts markiert: erfillbar

3. Falls A1 A...AA,, — B existiert mit A4, ..., A, markiert aber B nicht, dann markiere

alle Vorkommen von B. Ansonsten: erfillbar



4. Falls B = 0: unerfillbar. Ansonsten: Wiederhole Schritt 3.

Aquivalenzformel-Tautologien:
Falls A € For0Osx, nur aus Aussagenvariablen v € 3, <+, 1 und 0 besteht gilt:
A Tautologie < Jede Variable v € ¥ und 0 haben eine gerade Anzahl Vorkommen

2.4 Beweistheorie der Aussagenlogik

Kalkiil korrekt : &
VM C ForOs gilt Mbgg A = MEA

Kalkiil vollstandig :<
VM C ForOx gilt MEA = Mbgg A

Endlichkeitssatz :&
VM C ForQOy gilt M hat ein Modell < Jede endliche Teilmenge von M hat ein Modell

Klauselmengen:
Identifiziere disjunktive Klauseln mit der Menge ihrer Literale und deren Konjunktion

mit der Vereinigung ihrer Mengen.

Davis-Putnam-Loveland-Verfahren zur Wiederlegung einer Klauselmenge M:
1. Falls M = 0: erfiillbar

2. Falls M keine Einerklausel K enthélt wihle beliebige Variable A und wiederlege
M A=1 und M A=1

3. Ansonsten streiche alle Klauseln die K enthalten und alle Literale =K
4. Falls {} € M: unerfillbar

5. Ansonsten gehe zu 1.



3 Pradikatenlogik erster Stufe

3.1 Syntax der Pradikatenlogik

Individuenvariablen:
kurz Variablen Var := {v; € Py | i € N} C Sondersymbole

Y = (Fy, Py, ay) Signatur &
Fx, Ps, abzéhlbar, enthalten keine reservierten Sondersymbole und ay : Fs U Py — N

Fy», Funktionssymbole:

nullstellige Funktionssymbole heiffen auch Konstanten

Ps, Pradikatssymbole:

nullstellige Préadikatssymbole heiffen auch aussagenlogische Atome

Terme iiber einer Signatur ¥ :&
o Var C Termsys

o Vf € Fy mit n:= ax(f),t1,...,t, € Termy ist auch f(t1,...,t,) € Termy

Grundterme :&
Term® := {t € Termy, | t enthilt keine Variablen}

Atomare Formeln:
Aty :={t=u | t,u € Termxg} U{p(t1,....tn) | p € Pu,n = ax(p),ti,....,tn € Termx}
Formeln Fory:

° {1,0} U Ats, C Fors,

o Vzr € Var, A, B € Fory, sind mit o € {A,V,—, <} auch A, Ao B,VaxA,JxA €
Fors,

Wirkungsbereich:
Fiir die Formeln Vx A, 3x A heifst A € Fory, der Wirkungsbereich von Va bzw. Jdz



Auftreten von z € Var gebunden :&

x im Wirkungsbereich eines Quantors Va oder dx

Gebundenen Variablen von A € Fors:

Bd(A) := {x € Var | x kommt in A mindestens einmal gebunden vor }

Auftreten von z € Var frei :&

Auftreten nicht gebunden

Freien Variablen von A € Fory:

Frei(A) :={z € Var |  kommt in A mindestens einmal frei vor }

A € Fory, geschlossen &
Frei(A) =0 < jede Variable kommt nur gebunden vor

3.2 Semantik der Pradikatenlogik

(D, I) Interpretation von einer Signatur ¥ :<
e D beliebige, nichtleere Menge
o Vf e Fy,n=ax(f)egilt I(f): D" — D
e VP € Py mit ax(P) =0gilt I(P) € {W,F}

e Vp € Py mit n:= ax(p) >0 gilt I(p) C D"

Variablenbelegung iiber D:
B:Var — D

Modifikation von £ an der Stelle x € Var zu d € D:
d falls y = x

Yy € Var gilt 84(y) ==
B(y)  sonst

Auswertung einer Belegung 5 zu einer Interpretation (D, I) iiber X:

e valpp: Terms, U Fors, — DU{W,F}



o Vz € Var sei valp 1 g(z) == p(z)

o Vfe Fy,n=ax(f),t,..t, € Termy sei
valp,1,5(f(t1s s tm)) == (I(f))(valp,r,a(t1), ..., valp,1 5(tn))

W falls val t) = val U
e Vt,u € Termy sei valp 1 g(t =u) = p.1.5(t) D.1.5(u)
F sonst

e VP € Py mit Oéz(P) = 0 sei UalD’[ﬂ(P) = I(P)
e Vp € Py mit n:= ax(p) > 0,t1,...,t, € Termy sei

W falls (valp,rg(t1),...,valp 1s(tn)) € 1(p)

F sonst

valp 1 3(p(te, ..., tn)) ==

W falls Vd € D gilt val A=W
e VA € Forsy, sei valp 1 g(VrA) := & D’I’ﬁg( )
F sonst

. W falls 3d € D mit valp j ga(A) = W
o VA € FOT'E sel UCLZD’]ﬂ(E'CCA) = 1Pz
F sonst,

e Liir aussagenlogische Teilformen sei valp ;s wie in der Aussagenlogik definiert

(D, I) Modell von A € Fory, ohne freie Variablen iiber ¥ 1<
(D, I) Interpretation iiber ¥ mit valp ;(A) = W

(D, I) Modell von M C Fory, ohne freie Variablen :&
VA e M gilt (D, I) Modell von A

Aus M C Fory ohne freie Variablen folgt A € Fory ohne freie Variablen <
ME A & Jedes Modell von M ist auch Modell von A

Aus M C Fory, folgt lokal A € Fory &
M E° A & Fiir jede Belegung ist jedes Modell von M auch Modell von A

A € Fory, ohne freie Variablen allgemeingiiltig :<
FA

A € Forys, ohne freie Variablen erfiillbar :&



E-A

A € Fory, Tautologie <

e 7 endliche aussagenlogische Signatur ¥ = {Py,..., P,}, A" € ForOxy, Ay, ..., A, €

Fors, so dass
e A’ aussagenlogisch allgemeingiiltig tiber ' ist und

e A aus A’ durch das Ersetzten aller P; durch A; (1 <i < n) entsteht

A, B € Fory, logisch dquivalent <
A=B & FA+ B

(= = ist eine Kongruenzrelation)

3.3 Normalformen

A € Fory in Negations-Normalform :<

In A steht jedes — vor einer atomaren Teilformel

A € Fory, bereinigt <
Frei(A) N Bd(A) = () und die quantifizierten Variablen paarweise verschieden sind

A € Fory, in Pranex-Normalform :&
A = Q121...Qnx, B mit B € Fory, quantorenfrei und V1 < i < n gilt Q; € {V,3},x; €
Var

A € Fory, in Skolem-Normalform :&
A = Vxi..Va, B geschlossen mit B € Fory quantorenfreie KNF und V1 < i < n gilt
z; € Var

VA € Fory, 3 endliche Erweiterung Y5 von 3 und eine erfiillbarkeits-Aquivalente

Agr € Fory_, in Skolem-Normalform

Interpretation (D, I) von einer Signatur ¥ Herbrand-Interpretation :<

° D:Term%



o Vf € Fy mit n:=ax(f),t1,....tn € Term® gilt I(f)(t1,...stn) = f(t1, .oy tn)

3.4 Beweistheorie der Pradikatenlogik erster Ordnung
Kompaktheitssatz:
VM C Fors, A€ Fory gilt MEF A < dendliches E C M mit EF A

Endlichkeitssatz:
M C Fory, hat ein Modell < Jede endliche Teilmenge von M hat ein Modell

Nichtcharakterisierbarkeit der Endlichkeit:

BM C Fory, so dass V(D, I) gilt (D,I) Modell von M < D endlich

3.5 Reduktionssysteme

(D, >) Reduktionssystem :<
D nichtleere Menge und > C D x D

V Reduktionssysteme (D, >) sei — die reflexive, transitive Hiille und « die re-

flexive, transitive, symmetrische Hiille von >

Reduktionssystem (D, >) konfluent :&
Vs, 81,82 € D mit s — s1,5 — so gilt It € D mit s7 — ¢, 50 — ¢

Reduktionssystem (D, >) lokal konfluent :<
Vs, 81,82 € D mit s = s1,8 = so gilt It € D mit s1 — t,50 — ¢

Reduktionssystem (D, =) noethersch oder terminierend :&

# unendliche Folge sg > s1 > ...

Reduktionssystem (D, ) kanonisch :&
(D, >) noethersch und konfluent

s € D irreduzibel in einem Reduktionssystem (D, >) :<
#eDmits>-t
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sn € D Normalform fiir s € D in einem Reduktionssystem (D, >) <

sy, irreduzibel und s — s,

V kanonischen Reduktionssysteme (D, >) gilt:
Vs,t € D 3 eindeutige Normalformen irr(s),irr(t) mit s <> t < irr(s) = irr(t)

Reduktionssystem (D, >) noethersch und lokal konfluent = (D, >) konfluent
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4 Modale Aussagenlogik

4.1 Syntax der modalen Aussagenlogik

Formeln der modalen Aussagenlogik iiber einer aussagenlogischen Signatur >:
e {1,0}UX C mFor0x

e VA, B € mForOy und o € {A,V,—,+} ist auch =4, Ao B,[JA,0A € mFor0Ox

4.2 Semantik der modalen Aussagenlogik

R = (5, R) Kripke-Rahmen :&
e S nichtleere Menge von Zustdnden

e RCSxS

K = (S, R, I) Kripke-Struktur tiber ¥ :&
e (S, R) Kripke-Rahmen

e [:(¥xS) — {WF}

Auswertung einer Kripke-Struktur I = (S, R, I):
e vali s : mForO0y — {W, F} vollkommen analog zur Aussagenlogik bis auf:
o VA € ¥ gilt valk s(A) :==I1(A)(s)

_ falls Vs’ € S mit sRs" gilt valg s(A) = W
o VA € X gilt valk s(OA) :=
F sonst

. W falls 3¢’ € S mit sRs’ gilt valg s(4) =W
o VA € ¥ gilt valk (QA) == ’

F sonst

Die Begriffe Modell, allgemeingiiltig und erfiillbar ergeben sich analog zur Aussa-

genlogik jedoch mit K anstatt I und zusétzlichem ebenso quantifizierten s € S

12



4.3 Charakterisierungen der modalen Aussagenlogik
A € mFor0Oyx, charakterisiert Klasse von Kripke-Rahmen K :&
V Kripke-Rahmen (S, R),V Interpretationen I,Vs € S gilt:
val(S,R,I),s(A) =W < (S, R) e K
VA € Var gelten folgende Charakterisierungen:

e [JA — A charakterisiert reflexive R

e [JA — [OA charakterisiert transitive R

e A — [JOA charakterisiert symmetrische R

o [JA — {OA charakterisiert endlose R
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5 Temporale Logik
5.1 Syntax der Linearen Temporalen Logik
LTL Formeln iiber einer aussagenlogischen Signatur X::

e Definiere LT LFory, analog zur modalen Aussagenlogik und zusétzlich:

e VA, B e LTLFory, ist auch AU B, AU, B AV B, X A€ LTLFory,

5.2 Semantik der Linearen Temporalen Logik

R = (N, <, &) omega-Struktur fiir eine aussagenlogische Signatur ¥ :<
¢€:N — 2% mit der Intention p € £(n) < p ist in R zum Zeitpunkt n wahr

bei n beginnende Endstiick von &:

En(m) = &(n+m)
V omega-Strukturen R = (N, <,{) und A € LT LFory, sei:
o {Ep & pek(0)
o {FUA & VneNgilt§, FA
e tFOA & dneNgilt ¢, FA
e tFAUB < dneNmité, FBund Vm € Ny mit m < n gilt {, F A
e (FAU,B & Esgilt {F(AN-B)firalleneNoderesgilt {FAUB

e ({FAV B & (F Bund Vn € Nygilt: §, F =B = dm € Ny mit m < n und
EmFA

e fE XA & gFEA

o {F Ao B und £ F —A wie fiir aussagenlogische Variablen A, B iiblich
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6 Automaten

6.1 Biichi Automaten

Sei V¥ die Menge der unendlichen Wérter iiber einem endlichen Alphabet V'
Interpretiere jedes w € V¥ alsw: N — V

endliche Anfangsstiick von w € V¥:

w (n) = w(0)...w(n)

VK CV* J C V¥ sei:
o K¥:={weV¥|w=w...w..., so dass Vn € N gilt w,, € K}
e K:={weV¥|wl (n)e K fiir unendlich viele n € N}

o KJ:={wws | w; € K,wy € J}

80, .-y S, ... Berechnungsfolge von w € V¥ &

Vn € No gilt sp+1 € 3(Sn, w(n))

80, .-y Sp, ... akzeptierende Berechnungsfolge < unendlich viele Finalzusténde vor-

kommen

Von einem endlichen Automaten A akzeptierte w-Sprache:

LY(A) := {w € V¥ | 3 akzeptierende Berechnungsfolge von w}

L C V¥ w-regular <
3 endlicher Automat A mit L“(A) = L

V endlichen Automaten A gilt:

o [“(A) #0 & 3 erreichbarer Endzustand gy € F' der auf einer Schleife liegt

—

o [“(A) C L(A) mit Gleichheit gdw. A deterministisch

VL, Ly w-regular, K regular gilt:
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o K¥ wregulir & e¢ K

KL w-regulér

Ly U Ly w-regiilar

L1 N Ly w-regiilar

V endlichen Alphabete V' ist V¥ \ L; w-regtlér

6.2 Bichi Automaten und LTL

VB € LTLFory, 3 endlicher Automat Ap mit LY(Ap) ={{ € V¥ | { F B}
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