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|. Einfiihrung in die Theorie der
Finanzmarkte

1.1. Praferenzen

Modelle, die den Finanzmarkt beschreiben, miissen stochastisch sein, um Risiko addquat modellieren
zu konnen.

Ein Markt ist ein Ort, an dem Giiter und Dienstleistungen von Agenten ausgetauscht werden, deren
Handlungen durch ihre Préiferenzen bestimmt werden.

Sei & eine nichtleere Menge. x € & bezeichnet die Wahlmdéglichkeit eines Agenten.

Definition 1.1.1
Eine bindre Relation =< % x & heildt Préferenzrelation, falls sie

e transitivist, also Vx,y,ze X: x>y, y=zz = x>z
¢ vollstindigist, also Vx,ye X: x> yoder y = x

Falls x = y und y = x, schreiben wir x ~ y (Indifferenzrelation). Fiir x = y und y # x schreiben wir
x>y.

Beispiel 1.1.2
X =R xzy<<=x=zy

Definition 1.1.3
Eine numerische Reprdsentation einer Praferenzordnung > ist eine Funktion U : & — R, so dass
xzy = Ux)=U().

Bemerkung 1.1.4
Eine numerische Reprédsentation ist nicht eindeutig: Sei f eine streng monoton wachsende Funktion.
Dann ist U(x) := f(U(x)) auch eine numerische Reprisentation.

Beispiel 1.1.5
Sei > die lexikographische Ordnung auf & := [0, 1] x [0, 1], also

(x1,y1) > (x2,2) <= x1 > xp oder x; = xp und y; > J».
Fiir > gibt es keine numerische Représentation.

Definition 1.1.6
Sei > Priferenzrelation auf &'. Eine Teilmenge Z < & heillt dicht in & (beziiglich >), falls fiir alle
X,y €& mit x> yein ze€ Z gibt,sodass x =z > y.

Beispiel 1.1.7
=R Z=Q,===.
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Satz 1.1.8
Fiir die Existenz einer numerischen Reprédsentation einer Priaferenzrelation > ist es notwendig
und hinreichend, dass & eine abzdhlbare Teilmenge Z enthdlt, die dicht in & liegt.

Insbesondere hat fiir abzdhlbare & jede Praferenzrelation eine numerische Reprédsentation.

Beweis
siehe Follmer & Schied, Beweis von Theorem 2.6 m

1.1.1. Von Neumann-Morgenstern-Reprasentation

Im Folgenden betrachten wir das Konzept des erwarteten Nutzens.

Es seien alle Wahlméglichkeiten eines Agenten durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einer
vorgegebenen Menge von Szenarien gegeben. Sei (S, &) ein messbarer Raum und M; (S, &) die Menge
aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (S, S). Wir betrachten eine Teilmenge M < M, (S, S). Wir
nehmen an, dass M konvex ist, das heil3t fiir alle y,v € M und alle a € [0,1] ist au + (1 — a)v € M. Die
Elemente von M werden auch Lotterien genannt.

Definition 1.1.9
Eine numerische Reprisentation einer Praferenzordnung wird von-Neumann-Morgenstern-Reprdsen-
tation genannt, falls sie sich darstellen ladsst als:

U(p = f u(x)uldx) Yue M

wobei u eine reelle Funktion auf S ist.

Wir werden spéter die Funktion u, wenn sie gewisse Voraussetzungen erfiillt, Nutzenfunktion nennen.

Wir betrachten beispielsweise eine Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P),
die die Auszahlung einer Anlagemdoglichkeit angibt.

Ist etwa S S R, & = B!, dann bezeichnet das Integral in der Definition 1.1.9 den Erwartungswert von
u(X), wobei u messbar (spéter stetig) sei und X die Verteilung

u(B) = Px(B)=P(X '(B) VBeB
besitzt.
Wann existiert eine von-Neumann-Morgenstern-Reprisentation?

Sei M die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle p auf S, die sich als Linearkombination y = Zﬁi 1 @0y,
von xi,...,xy € S mit Koeffizienten a;, ..., ay € (0, 1] darstellen ldsst. Das Dirac-Mald ist dabei definiert
als

1, xeA

0, sonst

6x(A) :{

1Borelsche o-Algebra
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Dann existiert eine von-Neumann-Morgenstern-Représentation, falls > die folgenden Eigenschaften
hat:

* Unabhdngigkeitseigenschaft: Fiir alle u, v € M mit u > v, alle a € (0, 1] und beliebige A € M gilt:
ap+(1-a)l>av+(1-a)d

das heil3t, dass die Prédferenz p > v in jeder Konvexkombination erhalten bleibt, unabhingig
von der zusitzlichen Lotterie A.

¢ Archimedeseigenschafft, Stetigkeitseigenschaft: Zu jedem Tripel u > A > v existieren Konstanten
a, B € (0,1), so dass gilt:
ap+(1-a)v>A>Bu+1-pP)v

Falls S eine endliche Menge ist, haben alle Malle die obige Darstellung als Konvexkombination von
Dirac-MaRen.

Im allgemeinen Fall benotigt man fiir die Existenz einer von-Neumann-Morgenstern-Reprisentation
neben der Unabhéngigkeitseigenschaft und der Archimedeseigenschaft noch eine weitere Eigenschaft
von = (,,sure thing principle®).

Fiir u,v € M und A mit p(A) =1 gilt:

(VxeA:6,>v) = u>v

(VxeA:v>6y) = v>u

Beweise siehe Follmer und Schied, Kapitel 2.2.

1.1.2. Risikoaversion

Wir betrachten Anlagemdoglichkeiten (z.B. Aktien), deren Verteilung der Auszahlung zu einem festen
Zeitpunkt bekannt ist. Die Verteilung wird als Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem Intervall S € R
angenommen. ./ sei die Menge aller Borel-Wahrscheinlichkeitsmalie auf S. Wir nehmen an, dass .#
konvex ist und alle Punktmalfle 6 fiir x € S enthilt. Wir nehmen an, dass fiir alle u € .# die Erwartung

m(y) := f xu(dx) eR

wohldefiniert ist.
Definition 1.1.10
* Eine Priferenzrelation > auf .4 wird monoton genannt, wenn x > y impliziert, dass 6 > 9.

* Eine Préferenzrelation > wird risikoavers genannt, falls fiir alle p € .4 mit y # 6 () gilt, dass
6m(u) > K.

Satz1.1.11
Eine Priferenzrelation > ist

(1) monoton, genau dann wenn u streng monoton wachsend ist.

(2) risikoavers, genau dann wenn u streng konkav ist.
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Beweis
(1) Sei x > y. Monotonie ist dquivalent zu u(x) = [ u(s)8(ds) = U(8,) > U(6,) = u(y).

(2) Sei = risikoavers. Dann gilt fiir verschiedene x,y € Sund a € (0,1)
Oax+1-a)y > @0y +(1-a@)by = ulax+(1-a)y) >au(x)+(1-a)u(y)
also ist u streng konkav.

Sei u streng konkav. Risikoaversion folgt aus der Jensen-Ungleichung, da

UG myn) = ulm(n) = u f xp(dx) = f () pdx) = U

Es gilt Gleichheit fiir g = 6,y ]

Definition 1.1.12
Eine Funktion u : S — R heilt Nutzenfunktion, falls sie streng monoton wachsend, streng konkav und
stetig” auf S ist.

Im Folgenden betrachten wir nur noch Préferenzrelationen > auf .#, die eine von-Neumann-Mor-
genstern-Reprisentation U(u) = [ udy mit einer Nutzenfunktion u: S — R haben.

Die Anwendung des Zwischenwertsatzes auf die streng monoton wachsende, stetige Funktion u
liefert fiir jedes p € ./ die Existenz einer eindeutigen reellen Zahl c(u) € S mit

w(e(w) = Uy = f udp

Dann gilt 6., ~ p, das heilSt der Agent ist indifferent zwischen der sicheren Auszahlung c(u) und der
Lotterie p.

Definition 1.1.13
Das Sicherheitsdquivalent einer Lotterie u € # ist die reelle Zahl c(u) € S, die

u(e(w) =U(Ww =fudu

16st.

Die Risikoprdmievon p ist definiert als p (1) :== m(u) — c(u).

Risikoaversion impliziert iiber die Jensen-Ungleichung, dass c(¢) < m(u) gilt, und dass Gleichheit
genau dann gilt, wenn p = 6 ().

Beispiel 1.1.14
Siehe St. Petersburg-Paradox, Ubungsblatt 1

Beispiel 1.1.15 (Beispiele fiir Nutzenfunktionen)
e u(x) = —e~ "%, wobeiy > 0 der Koeffizient der absoluten Risikoaversion ist. Diese Funktion wird
CARA (“constant absolute risk aversion”) genannt. (Siehe AbbildungI.1)

2Wobei nur die Stetigkeit auf dem Rand von S extra zu fordern wire.

10



u(x)

Abbildung I.1.: Die CARA-Funktion

u(x&€
R=0,

Abbildung I.2.: Die CRRA-Funktion

u(x)

/5=0,2

=04

X

Abbildung1.3.: Die ,Nutzenfunktion“ u(x) = x — %xz

1.1. Priferenzen

11
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-00, XxX=<0
Funktion wird CRRA (“constant relative risk aversion”) genannt. (Siehe Abbildung I.2)

X -R
—, x>0 . .. . .
e u(x) = { 1-R ,wobei R >0, R # 1 der Koeffizient der relativen Risikoaversion ist. Diese

logx, x>0
e u(x)= { & 0 ist CRRA-Nutzenfunktionen fiir R = 1.
—00, X =

¢ Die Funktion u(x) = x— %xz, € >0, ist konkav, aber nicht monoton wachsend. Sie wird trotzdem

manchmal als ,Nutzenfunktion“ verwendet, da sie einfach zu handhaben ist. (Siehe Abbildung
1.3)

Bemerkung 1.1.16
Fiir zweimal stetig differenzierbare u € C? gilt: u ist konkav genau dann, wenn u” < 0 ist.

1.1.3. Arrow-Pratt-MaR

Im Folgenden definieren wir zwei Mal3e fiir Risikoaversion eines Agenten: Das Arrow-Pratt-MaR
(APM) der absoluten Risikoaversion und das APM der relativen Risikoaversion.

Wir betrachten einen Agenten mit Vermogen x, dessen Priaferenzen durch eine Nutzenfunktion
u € C? ausgedriickt werden. Wenn man ihm anbietet, einen Zahlungsanspruch (contingent claim) Y
(Zufallsvariable) zu bekommen, wird er ihn genau dann annehmen, wenn

Elu(x+Y)] = Elu(x)] = u(x).

Unter der Annahme, dass Y ,klein® ist, machen wir eine Taylorentwicklung um x:
1
0<Elu(x+Y)-ux)]~Eu(x)Y + Eu”(x) Y3

das heil3t, der Agent wird Y haben wollen, falls

2EY - —u" (%)
E[Y?] ~ u'(x)

wobei ARA(-) den absoluten Risikoaversionskoeffizienten bezeichnet.

=:ARA(x)

Bemerkung1.1.17
(1) Falls ARA(x) konstant ist, dann ist # die CARA-Nutzenfunktion.

(2) Esgilt: ARA(x) = 0.
(3) Der Agent will Y lieber haben, falls EY grof3 oder E [Y?2] klein ist.
Alternativ konnen wir den Fall betrachten, dass ein Agent in eine risikobehaftete Anlagemdoglichkeit

investieren kann, die zum Zeitpunkt 1 den Wert x(1 + Y) hat. Der Agent bevorzugt die Investition, falls
E[u(x(1+Y))] = u(x). Nach Taylor ist dann

0<E[u(x(1+Y))—ux)] ~E[(x)xY + %u"(x)xz Y?]

Der Agent zieht diese Investition vor, genau dann wenn
2EY - —xu(x)
E[Y?] ~ u(x)

ist, wobei RRA(:) den relativen Risikoaversionskoeffizienten bezeichnet.

=:RRA(x)

12
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Bemerkung 1.1.18
Falls RRA(x) konstant ist, dann ist # die CRRA-Nutzenfunktion.

Definition 1.1.19
Eine Nutzenfunktion u : R — R heillst HARA-Nutzenfunktion (“hyperbolic absolute risk aversion”),
falls u € C?>(R) und fiir Konstanten a, f3:

~u'(x) 1

ARA() = u'(x) ax+p

Die CARA-, CRRA-Nutzenfunktionen sind HARA-Nutzenfunktionen.

1.1.4. Reservationspreise

Sei o/ die Menge, die das erreichbare Vermdgen eines Agenten beschreibt. Der Agent wird versuchen,
Sup ye s Elu(X)] zu bekommen. Wir nehmen an, dass das Supremum angenommen wird, das heil3t
es gibt X™* € o mit sup y. ., E[u(X)] = E[u(X™)].

Falls o ein affiner Raum ist, das heilt fiir alle X7, X, € «f und t e Rist tX; + (1 — £) X5 € o, konnen wir
of = X* +7V schreiben, wobei 7 ein Vektorraum ist. Dann gilt fiir { € 7 und ¢ € R, dass E[u(X* +¢-&)] <
E[u(X™)]. Ableiten nach t liefert fiir alle ¢ € 7: E[u/(X*)¢] = 0 (ersetze fiir die Gleichheit & durch —¢).

Im Folgenden werden wir das Konzept des erwarteten Nutzens verwenden, um zu entscheiden, ob
man einen contingent claim Y zu einem Preis 7 kaufen sollte. (O.B.d.A. nehmen wir an, dass Y = 0).
Definition 1.1.20

Der Reservations-Bid-Preis n(Y) eines contingent claim Y ist die grof3te reelle Zahl r, fiir die

sup E[u(X +Y —m)] = E[u(X™)]
Xedd

erfiillt ist.
Bemerkung 1.1.21
(1) Der Reservations-Bid-Preis ist der (maximale) Preis, zu dem der Agent bereit ist, den contingent
claim zu kaufen.
(2) Die Abbildung Y — n(Y) ist konkaw.
Beweis
Seien X7, X5 € o/, so dass
E[u(Xy + Y1 —n(Y1))] = E[u(Xz + Y2 — n(Y2))] = E[u(X")].
Dann gilt fiir p € [0, 1], dass
Elu(X")] = p-Elu(X; + Y1 — (YD) + (1= p) - E[u(Xz + Y2 — (Y2))]
<Elulp-(X1+ Y1 —7n(Y1))+ 1A —-p)- (X2 + Y2) + (1 - p)r(Y2))]
=Elu(pXi+(1-p)Xo +pV1+ 10— p)Yo —pr(Y1) + (1 - p)r(¥2))]

ETd :‘_r)_/
< sup E[u(X+Y — (p(Y1) + (1 - p)7(¥2)))]
Xeod
Dabher gilt
pr(Y1)+ (1 -pr(Yo) sa(¥)=a(pY1+(1-p)Y) n

13
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3)
4)

)

Reservationspreise sind nicht homogen, das heif3t in der Regel gilt: 7(1Y) # An(Y).

Reservationspreise sind abhéngig vom Agenten, also von u# und /. Verdnderungen des An-
fangsvermogens dndern in der Regel den Reservationspreis.

Reservationspreise als Bewertungsmethode zu verwenden ist schwierig, da sie selten in ge-
schlossener Form vorliegen.

(6) Wir verwenden nun den Reservations-Bid-Preis, um Marginalpreise (Preise fiir unendlich kleine

()

(8)

1.2.

Mengen) zu bestimmen:

Sei of affin. Angenommen, ein Agent moéchte ¢ Einheiten von Y kaufen, wobei ¢ klein ist. Dann
ist

Elu(X")]=Eu(X; +tY —n(tY))]
Duch Entwicklung als Taylorreihe ergibt das

0=E[u(X; + 1Y -m(tY)) — u(X")]
=E[u' (X" -(tY —a(tY)] + o(®)

da X; — X* € o« und E[u/(X*)¢] =0 fuir alle { € 7/ ist.
Dann gilt

. n(tY) E[/(XM)Y]
lim =
—0 t Elu/ (X*)]

Dieser Ausdruck ist linear in Y. Man kann diesen Preis als E(Y) interpretieren:
Elu/(X*)Y] _ f u'(X")

E[u'(X*)] o Elu'(X)]
=:dp

dP:de?:EY.

das heil3t % = % Dieses MaR P wird auch risikoneutrales MafS genannt.

Es gab viele Annahmen in dieser heuristischen Herleitung: Die Suprema werden angenommen,
man kann unter dem Erwartungswert differenzieren. « ist affin...

Trotzdem haben wir hier schon einmal gesehen, dass Preise hier als Erwartungen unter einem
speziellen Mal$ verstanden werden kénnen.

Optimale Portfolios

Notation und Annahmen:

¢ Eswird ein Einperiodenmodell mit Anfangszeitpunkt ¢ = 0 und Endzeitpunkt ¢ = T betrachtet.

Das heil3t, wir stellen heute (¢ = 0) ein Portfolio zusammen und dndern dann nichts mehr an
der Zusammensetzung biszu t = T.

e Der Markt enthalte d Anlagemdoglichkeiten, deren Preise zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch S(0) =

14

(51(0),...,84(0))T € R? gegeben sind. Die Preise zum Zeitpunkt ¢ = T sind durch den Zufallsvek-
tor S(T) = (S1(T),...,S4(T)) " € R? gegeben.



1.2. Optimale Portfolios

¢ Eswird der zufillige Return (Ertrag)
Si(T
Ri(T) = il ), i=1,..,d
Si(0)

betrachtet und angenommen, dass dessen Erwartungswert

ER;(T)=m;,i=1,...,d

und Kovarianzmatrix
Cov(R;(T),Rj(T)) =:0j, i,] = 1,...,d

bekannt (oder geschitzt) sind.

* Die symmetrische Matrix X = (0;;) sei positiv definit (das heiSt V7 € R\ {0} : 7" I > 0).
Insbesondere ist X invertierbar und es wird garantiert, dass keine Anlagemoglichkeit tiberfliissig
ist, in dem Sinne, dass sie als Linearkombination anderer Anlagemdoglichkeiten dargestellt
werden konnte.

* Wir bezeichnen mit ¢ € R eine Handelsstrategie, wobei ¢; die Stiickzahl der i-ten Anlagemog-
lichkeit angibt.

e Manchmal wird ¢; =0 fiir alle i = 1,..., d vorausgesetzt. (“no short selling”, , keine Leerverkdu-
fe“)
Definition 1.2.1
Gegeben sei ein Investor mit Anfangsvermdogen x > 0, der ¢; > 0 Stiick einer Anlagemdglichkeit
i=1,...,d besitzt, wobei

d
Y 9iSi(0)=x (Budgetgleichung)
i=1

gilt. Dann bezeichnen wir mit 7 = (74, ..., nd)T eRY,

;Si (0
;= i l( ), i::lp..,d
X

den Portfoliovektor und

d
R":=) m;iRi(T)
i=1

den Portfolio-Return.

Bemerkung 1.2.2
(1) Die Elemente des Portfoliovektors bezeichnen die Anteile des Vermdogens, die in die jeweilige
Anlagemoglichkeit investiert wurden:
in-—l > s =S =1
i= 90 = - =
i=1 Xi=1 X

i=
(2) Sei V*(T) das Endvermé6gen zum Anfangsvermégen x und dem Portfoliovektors 7, das heil$t

VT =) ¢iSi(T).

1

d
1=
Damit ist

S;(0) S;(T) _V™(T)
x  S;(00  x

d a Qi
R'=Y mRy(T)=) =
i=1 i=1

15



I. Einfiihrung in die Theorie der Finanzmdérkte

(3) Erwartungswert und Varianz des Portfolio-Returns sind

d
E[R"] = Znimi =1'm
i=1

d
Var(R™) = Z ﬂiUl'jJTj=7l'TZ7l'
ij=1

1.2.1. Portfolio-Optimierung nach Markowitz

Im Folgenden betrachten wir die Auswahl eines optimalen Portfolio. Harry M. Markowitz (Nobel-
preistrager Wirtschaftswissenschaften 1990) schlug das Erwartungswert-Varianz-Kriterium also Opti-
mierungskriterium vor, das hei3t es wird nach einer Balance zwischen Risiko (Varianz) und Return
(Erwartungswert) gesucht.

Definition 1.2.3
Ein Portfolio hei8t Grenzportfolio, wenn es unter allen Portfolios mit gleichem Return die kleinste
Varianz hat. Die Menge aller Grenzportfolios heilt Portfoliogrenze.

Satz 1.2.4
Ein Portfolio p hei8t Grenzportfolio, genau dann, wenn der Portfoliovektor 7, Losung des folgen-
den Optimierungsproblems ist:

1 g 1E ¢ D I
min 2z Zn—mln—izzlj;nla”n]—mnmEVar(R )
unter den Nebenbedingungen
d

n'm=)Y n;m;=E[R"|=m,
i=1

d
n'l= Z”i: 1
i=1

wobeil=(1,...,1)T €RY, m=(my,...,mg)" der erwartete Return der Anlagemdoglichkeiten und
my, der vorgegebene Portfolio-Return ist.

Berechnung mit der Lagrange-Funktion
L(m) = %ﬂTZn ~M@Tm-mp) =l (r"1-1)
ergibt den Gradienten (als Vektor in RY)
L'(r)=2m—Aym—As1=0.
Dies gilt genau dann, wenn

= /112_1m+122_11.
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1.2. Optimale Portfolios

Die Lagrange-Multiplikatoren 1;, 1, werden iiber die Nebenbedingungen bestimmt:

ma=Am'Z ' m+A,m o1

1'm=11"2""m+2,1"=11
Losen dieses lineraren Gleichungssystems liefert
Cmp-A B—-Am,,

A= —F = A
! D 2 D

wobei
A=m'zl1=1"z"1m
B=m'2"'m
c=1"z"1
D:=BC-A*>0

Dann ist das optimale Portfolio gegeben durch

Cmy,—A B—-Am
mp= 0 Aty B2 A g
D D
was man schreiben kann als
Tp=8+h-my
wobei
1 -1 -1
g::B(—A-Z m+B-27°1)

1
hi=—(C-2'm-A-27'1)
D
Wir sehen, dass fiir m), = 0 das optimale Portfolio durch g gegeben ist, fiir m;, = 1 ist es durch g+ h
gegeben. Fiir ein beliebiges m, gilt
Tg=g+hmg=0-mg)g+my(g+h)

Das heil3t, dass das optimale Portfolio eine Linearkombination aus zwei Portfolios g und g+ h ist. Jedes
Grenzportfolio kann also als Linearkombination dieser zwei Grenzportfolios ausgedriickt werden
(“two-fund separation”).

Beide Portfolios haben positive Varianz:

1 1
g'Tg=5B (§+1 2(g+h) = - (B-2AD+C)

Setzt man 7 in die Varianzgleichung ein, erhilt man

2 I
UMarkowitz(mP) T np Z]‘[p

1 2
= E(ZmpA+ mpC)
C Az 1
=5lm-c) + 5

Diese Gleichung beschreibt eine Parabel im Varianz-Erwartungswert-Raum und eine Hyperbel im
Standardabweichungs-Erwartungswert-Raum mit Koordinaten (0 markowitz) 7p)-

Die globale minimale Varianz % wird fiir my, = é erreicht.

17



I. Einfiihrung in die Theorie der Finanzmdérkte

Bemerkung 1.2.5
(1) Das Portfolio mit der kleinsten Varianz wird Minimum-Varianz-Portfolio (mvp) genannt (m =

é und minimale Varianz %).

(2) Ein Grenzportfolio ist effizient, genau dann, wenn es eine echt gréBere erwartete Rendite als
das mvp hat.

(3) Ein Portfolio, dass weder das mvp noch effizient ist, heilst ineffizient.

(4) Die Effizienzgrenze ist der Teil der Kurve, der oberhalb der des globalen Minimums der Varianz
liegt.

effiziente Portfoliogrenze

Minimum-Varianz-Portfolio

Ol

O Markowitz

Ol

Satz 1.2.6

Sei Z positiv definit. Dann ist 7, ein Grenzportfolio genau dann, wenn zwischen der Varianz
des Portfolio-Returns und dem vorgegebenen Portfolioreturn m,, der folgende Zusammenhang
bestelt:

) - C Ay 1
UMarkowitz(mP) = ﬂpZﬂp = B(mp - 6) + E
wobei
A=m'z11 B=m'2"'m
c=1"z1 D =BC- A>.

Diese Hyperbel in der (0'Markowitz» 772p)-Ebene ist die Portfoliogrenze. Effiziente Portfolios sind auf
der Portfoliogrenze mit erwartetem Return m;, > é

18



1.2. Optimale Portfolios

1.2.2. Portfolio-Optimierung nach Tobin

Wir betrachten den Markt mit den Anlagemaoglichkeiten wie bisher und fiigen eine risikolose Anla-
gemoglichkeit Sg hinzu. Der Markt enthélt dann d + 1 Anlagemaoglichkeiten: Sp, Sy, ..., S4. Weiterhin
sei 2, die Kovarianzmatrix der d risikobehafteten Anlagemoglichkeiten, reguldr. Wir bezeichnen den
erwarteten Return der Anlagemoglichkeiten mit m.

Da Cov(Sy, S;) =0fiir i =1,...,d kénnen wir nicht wie zuvor vorgehen, da sonst die Kovarianzmatrix
der d + 1 Anlagemdoglichkeiten singulédr wire.

Wir setzen also Ro(T) = 25 =: Ry und E[Ry(T)] = Ry.

Sei 7T = (mg,...,mq) € R4+1 der Portfoliovektor fiir das Investitionsproblem mit d + 1 Anlagemoglichkei-
ten und deren Kovarianzmatrix 3 € R4*1xd+1 5 — (89). Wir fordern weiterhin #' 1 = 7 + Z?zl ;=
7o+1Tm=1,also 7y = 1— 1" . Dann ldsst sich der Return schreiben als
d d d
R'=Y) miRi(T)=) mRiy(T)+(1—-) m)Ro(T)
i=0 i=1 i=1

mit Erwartungswert
EIR" 1 =n"m+Ry(1-n"1)=n" (m—Ryl) + Ry
und Varianz Var(R™) = ' 2x. Das Optimierungsproblem ist dann
1
min =7 Zx
2
unter der Nebenbedingung

n'(m=Rol) + Ry = m,,
Wir verwenden die Lagrange-Methode:
1
L(m) = EHTZH —M@" (m=Rol) + Ry — m)

L'(1) === A (m - Rol) = 0
— 7=12"'m-Ryl) = A,b

Uber die Nebenbedingung kann A; bestimmt werden:

M= (m = Rol) T (m = Rol) + Ro = myy <> Ay = —2_10__
! 0 o T bTm-RybT1
Dann ist das optimale Portfolio (fiir die Investition in die Aktien) gegeben durch
m,— R m,— R »’1 1
n=Mb= p_ %0 = P—0 . . b=a*n"
bTm-RobT1l b m-Rb'1 1 b'l
N _ ) N——
=a* =m*

Insbesondere gilt
. (mp—Ro)b"1 _ (mp—Ro)b"1 _ mp—Ry
b"m-Ryb"1 (%_RO)le n*m-— Ry

Die optimale Strategie fiir die risikolose Anlagemdglichkeit ist dann
Lb'1

—=1-a".
bT1

mo=1-1"7=1-a
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I. Einfiihrung in die Theorie der Finanzmdérkte

Definition 1.2.7
Das obige n* heilst Tangentialportfolio.

Bemerkung 1.2.8

Das optimale 7* hdngt nicht von m,, ab! Ein Investor wird unabhéngig von seiner Zielrendite immer
das Tangentialportfolio als Investition in die risikobehafteten Anlageméglichkeiten wihlen. Die Wahl
eines effizienten Portfolios bedeutet also, dass die Praferenzen des Investors nur durch seine Wahl
des Anteils (1 — a™), den er risikolos investiert, ausgedriickt werden.

Die minimale Varianz ist dann gegeben durch

2 2
) 2 aTe e Mp=RO*  (my=Ry)
OTobinMp) = (@) m" XZmn” = = = 5

b'xb DaMarkowitZ(RO)

In der Varianz-Erwartungswert-Ebene wird dadurch eine Parabel beschrieben. In der Standardab-
weichungs-Erwartungswert-Ebene vereinfacht sich die Darstellung.

Satz 1.2.9

Im Markt mit zusétzlicher risikoloser Anlageméglichkeit mit Return Ry ist ein Portfolio ein Grenz-
portfolio genau dann, wenn der folgende Zusammenhang zwischen Standardabweichung der
Portfoliorendite und erwarteter Rendite gilt:

O Tobin = la™|v T Em* =

mp—Ro

n*Tm—Ry

A /T[*TZTL'*

Effizient sind alle Portfolios auf der so beschriebenen Portfoliogrenze, deren erwartete Rendite
echt groler als Ry ist.

Definition 1.2.10
Die effizienten Portfolios liegen auf der sogenannten Kapitelmarktgeraden:

7" Tm-R,

\ /ﬂ*TZﬂ*
—_—

Marktrisikoprdmie

My = Ry + OTobin

Das heil3t, dass das Hinzufiigen einer risikolosen Anlagemaoglichkeit aus der Portfoliogrenze eine
Gerade macht, die von (0, Ry) tangential zur Portfoliogrenze der risikobehafteten Anlagemdoglichkeiten
geht. In dem Zusammenhang spricht man auch vom One-Fund-Theorem: Jedes effiziente Portfolio
kann als Kombination aus dem Fund und der risikolosen Anlagemaéglichkeit konstruiert werden.

Bemerkung 1.2.11
Fiir das optimale Markowitz-Portfolio gilt:

_ M Tl -1
TMarkowitz(MMp) = TZ m+ TZ 1
Fiir das Tangentialportfolio gilt:
* 1 -1 n —Ro -1
A-RoC A—-RyC

20



1.2. Optimale Portfolios

Man kann nachrechnen, dass fiir

und m* > Ry gilt:

Insbesondere

und

* * T B-RyA
m =1 m=-——-=
A—R,C

* *
T Markowitz (M) =70

% %
O Markowitz (2" ) = OTobin (M)

/ ®y I *
UMarkowitz(m )= aTobin(m )

Am Punkt m* beriihren sich die Portfoliogrenze und die Kapitelmarktlinie tangential.

mp

Kapitalmarktgerade

Markowitz’ effiziente Portfoliogrenze

‘/H*TZH* o

Bestimmung von Kovarianzen

Sei 7, ein Portfolio von der effizienten Portfoliogrenze und 7, ein beliebiges Portfolio. Dann gilt

Zmp=A1(m—Rpl).

Durchmultiplizieren mit an, nZT liefert

Var(R™) = 7] £y = Ay7t] (m— Rol)

Cov(R™,R™) = ;) X1ty = Mty (m — Ro1)

Auflésen nach A; und gleichsetzen liefert

Var(R™)  Cov(R™,R™)

T
1

m—Ron| 1 a my, m—Rom,; 1

Cov(R™,R™) E[R™]—-Ry
Var(R™)  E[R™]-R,

< E[R™] = Ry + B, (E[R™] - Ry)

/4

— ﬁﬂpﬂz =
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I. Einfiihrung in die Theorie der Finanzmdérkte

Das heil3t, dass die erwartete Rendite eines beliebigen Portfolios linear von seiner Kovarianz mit einem
Portfolio minimaler Varianz abhéngt. 8, », bezeichnet das ,Beta“ eines Portfolios 7, in Bezug auf ein
Portfolio 1. Dabei ist B, », der gewichtete Mittelwert des Betas der verschiedenen risikobehafteten
Anlagemoglichkeiten:

d
By, = ) (2)iBim,
i-1

1.2.3. Captial Asset Pricing Model (CAPM)

Bisher haben wir die Portfolioselektion aus der Perspektive eines einzelnen Investors betrachtet. Wir
kommen nun zu einer Gleichgewichtsaussage iiber den gesamten Kapitalmarkt.

Dazu machen wir folgende Annahmen:

¢ Alle Marktteilnehmer haben homogene Informationen und dadurch homogene Erwartungen
(gleiche Kovarianzmatrix, gleiche Erwartungswerte), denselben Investitionshorizont, Nume-
raire etc.

* Es gibt eine risikolose Anlagemoglichkeit. Bei dieser kann man zu demselben Zinssatz Kredite
aufnehmen, zu dem auch Investitionen verzinst werden.

* Alle entscheiden sich nach dem Erwartungswert-Varianz-Kriterium.

¢ Daher halten alle Marktteilnehmer das gleiche Portfolio der risikobehafteten Anlagemaoglich-
keiten, das Tangentialportfolio.

¢ Im Gleichgewicht muss die Gesamtnachfrage nach Aktien gleich der umlaufenden Aktien sein,
da dass Tangentialportfolio in unterschiedlichen Mengen von den Investoren gehalten wird,
muss es aus allen risikobehafteten Anlageméglichkeiten proportional zu ihrer Marktkapitalisie-
rung bestehen. Das so entstehende Marktportfolio ist mit dem individuellen Tangentialportfolio
strukturell identisch.

Satz 1.2.12
In einem Markt mit einer risikolosen Anlagemdglichkeit mit Rendite Ry erfiillt die erwartete
Rendite m,, eines beliebigen Portfolios p die Gleichung

my = Ry + ﬁp,M(mM — Ro)

wobei

5 _ Cov(R"r, R™M)
PM = T Nar (Rv)

und ms die erwartete Rendite des Marktportfolios ist.

Man kann auch einen Zusammenhang zwischen der erwarteten Rendite einer einzelnen Anlagemog-
lichkeit und der Rendite des Marktportfolios herstellen:

m; = Ry + B;(mp — Ro) (%)
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1.3. Stochastische Dominanz

wobei
__ Cov(R;, R™M)

"7 Var(R™).
Hier bezeichnet m; die erwartete Rendite und §; den ,Beta“-Faktor der Anlagemdglichkeit i. Die
Gleichung () wird als Wertpapiermarktlinie (“security market line”) bezeichnet. Sie zeigt, dass die
erwarte Rendite einer Anlagemoglichkeit als lineare Funktion der Kovarianz der Anlagemdoglichkeit
mit dem gesamten Markt ausgedriickt werden kann.

1.2.4. Kurze Diskussion der Annahmen des Erwartungswert-Varianz-Ansatzes

Statisches Problem: Investor investiert am Anfang und dndert sein Portfolio nicht mehr.

Risiko wird nur durch die Varianz gemessen.

¢ Symmetrische Form der Varianz: Abweichungen nach oben werden genauso bestraft wie Ab-
weichungen nach unten.

Die Bevorzugung der erwarteten Rendite und die Aversion der Varianz wird durch die Monoto-
nie und Konkavitdt der Nutzenfunktion impliziert. Aber fiir allgemeine Nutzenfunktionen kann
erwarteter Nutzen nicht nur iiber erwartete Rendite und Varianz definiert werden. Sei y € .4
(Wahrscheinlichkeitsmald mit endlichem Erwartungswert). Konvergenz der Taylorentwicklung
und Vertauschung von Summation und Integration liefert

x ] 1
Uu) = f uudx) = | Y Eu(k)(m)(x— m)*u(dx) = u(m) + 5u”(m)Var(u) +R3 ().
k=0

Das Restglied R3(u) muss in der Regel auch berticksichtigt werden.

¢ Fiir quadratische Nutzenfunktionen u(X) = x — %xz, €>0gilt

U = m-— g(Var(u) +m?).

Aber/(X)=1-ex=20 < xs%.
Und:
_ull(x) € , 2
ARA(x) = = , ARA'(x)=——=>0
u'(X) 1-e¢x (1-¢€x)?

also wachsende absolute Risikoaversion!

¢ Fir multivariat-normalverteilte Anlagemdoglichkeiten, also R* ~ N, konnen Priferenzen tiber
Erwartungswert und Varianz ansgedriickt werden.

1.3. Stochastische Dominanz

Im vorigen Kapitel wurden Préferenzrelationen tiber feste Nutzenfunktionen ausgedriickt. Wir wol-
len nun der Frage nachgehen, ob eine Verteilung (einer risikobehafteten Anlagemdoglichkeit) einer
anderen Verteilung unabhéngig von der Wahl der Nutzenfunktion vorgezogen wird. Wir betrach-
ten S = R als Menge aller moglichen Auszahlungen und betrachten .4 als Menge aller y € 4, (R)
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I. Einfiihrung in die Theorie der Finanzmdérkte

(Wahrscheinlichkeitsverteilungen) mit wohldefinierter Erwartung

m() :fxp(dx).

Definition 1.3.1
Seien p,v € 4. Dann dominiert ¢ v im Sinne der Stochastischen Dominanz zweiter Ordnung, falls

fuduzfudv

fiir alle Nutzenfunktionen u. Wir schreiben dafiir y >yn; v (“uniform preference”).

Das heifdt, u >ypn;i v gilt genau dann, wenn ein risikoaverser Agent u v vorzieht, unabhingig davon
welche Nutzenfunktion er verwendet. In diesem Sinne driickt u >,y v eine gleichméfige Préaferenz
VO 4 >ypj V aus.

Satz 1.3.2
Fiir beliebige y,v € ./ sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) p=univ
(2) [fdu= [ fdv fiir alle wachsenden, konkaven Funktinen f.

(3) Fiir alle c € R gilt:
f(c —x) " uldx) < f(c - x)"v(dx)

(4) Fiir die Verteilungsfunktionen F;, und F, und alle ¢ € R gilt:

[ Cc
f Fu(x)dxsf F,(x)dx

(e o) —00

(5) Fiir die Quantilfunktionen g, g, und 0 < r <1 gilt:

t t
f qu(s)dszf qgv(s)ds
0 0

Beweis
* (4) < (5): Ubungsaufgabe

e (3) = (4):
C (o
f Fupdy =f f pdz)dy
—00 —00 J(~00,y]
:f f l{zsysc}dJ/lJ(dZ)
RJR
=[(C—Z)+u(dZ)
R
* (2) = (3): Die Funktion f(x) := —(c — x)™" ist konkav und monoton wachsend.
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1.3. Stochastische Dominanz

* (3) = (2): (Beweisidee) Sei f eine monoton wachsende, konkave Funktion. Dann ist &= —f
konvex und monoton fallend. Schreibe / so um, dass die Voraussetzung (3) angewendet werden
kann.

Sei h/, die monoton wachsende rechtsseitige Ableitung von k. Man kann sie als , Verteilungs-
funktions“ eines nicht-negativen MaRes y auf R verstehen: Fiir y < b gilt h'(b) = I’ (y) + y((y, b]).

Dann gilt fiir x < b:
b
mmzhuwj’wwmy
X

b
= h(x)+h’(b)(b—x)—f y(dz)dy
x J(y,b]

= h(x) + h'(b)(b - x) _f f Liyx<y<zdyy(dz)
(—o0,b] JR

= h(x)+h’(b)(b—x)—f (z—x)"y(dz)
(=00,b]

Dann gilt fiir alle —oco < x < b:

h(x) = h(b) - h'(b)(b—x)" +/

(=00,

(z—x)"y(dz)
bl

Berechne nun

f h(x)p(dx)
(—o0,b]

mit obiger Darstellung von h, verwende (3) und lasse b — oo.
e (2) = (1):Klar

e (1) = (2): Sei y eine Nutzenfunktion, fiir die [ uodp und [ updv endlich sind, z.B.

x—e? +1, x<0
Up(x) =

vx+1-1, x=0

Sei f eine konkave und monoton wachsende Funktion, a € [0,1). Dann ist uy(x) := af(x) + (1 —
a) up(x) eine Nutzenfunktion und damit gilt

ffd,u=limfuad,uzlimfuadv:ffdv
a—1 a—1 [ ]

Bemerkung 1.3.3
Sei p =yni v. Wihle f(x) = x als monoton wachsende konkave Funktion. Dann gilt m(u) = m(v).

Im Folgenden betrachten wir die stochastische Dominanz zweiter Ordnung im Zusammenhang mit
Normalverteilungen. Die Dichte einer N(u,0?)-verteilten Zufallsvariablen (2 > 0) ist

1

2no?

PRY
3 (ngﬁzt) )

P(x) = exp (

und die Verteilungsfunktion ist
X
d(x) :f P(z)dz.
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Satz 1.3.4
Fiir zwei Normalverteilungen gilt

N(i,0%) =uni N(fi,6?) < p=jiund o® <>

Beweis
Ubungsblatt. n

Wir haben in der klassischen Portfoliotheorie gesehen, dass zum Vergleich zweier Portfolios mit
bekannter Verteilung der Auszahlung das Erwartungs-Varianz-Kriterium (MV, "mean variance”)
verwendet wird. Dieses basiert auf der Relation

UEmy vV <= m(u) = m(v) und Var(u) < Var(v)

wobei m(u) = [ xu(dx) und Var(u) = [ (x — m(w)?u(dx).

Wir haben gerade gesehen, dass >,y und >y, 4quivalent sind, falls ¢ und v Normalverteilungen sind.
Das gilt aber nicht im Allgemeinen.

Beispiel 1.3.5

2
Sei u eine Gleichverteilung auf [—-1,1], also m(u) = f_ll %dx = 0 und Var(u) = f_ll %dx— 0% =
weiterv=p-6_g5+(1—p)-o mitp = g, also m(v) = —%-%+2-% =0und Var(v) = (—%)'%+22-

. Sei

—

Daher ist m(u) = m(v) und Var(u) < Var(v), aber

1, 1f—é 1 1
_Z_ dx) == e —XYdx=—
f(z X)" p(dx) 2_1(2 x)dx 16
1
f(———x)W(dx) =0.
2
Dabher gilt nicht pt =yn; v (Siehe Theorem 1.3.2 Punkt 2).

Definition 1.3.6
Eine reellwertige Zufallsvariable Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, &%, P) hei8t lognormalver-
teilt mit Parametern a € R, o = 0, falls sie dargestellt werden kann als

Y =exp(a+0X)

wobei X ~ N(0,1).

Satz 1.3.7
Seien p, fi zwei Lognormalverteilungen mit Parametern (a, o) und (&, 5). Dann gilt

0.2

2

pruifl = o*<d*unda+—=d+

l\>|ql’v

26



1.3. Stochastische Dominanz

Definition 1.3.8
Seien 1, v zwei beliebige Wahrscheinlichkeitsmalie auf R. Dann dominiert pv im Sinne der Stochasti-
schen Dominanz erster Ordnung, falls

f fduz= f fdv

fiir alle beschrankten, monoton wachsenden Funktionen f € C(R). Wir schreiben dafiir y >pon v
(“monotone preference”).

Satz 1.3.9
Fiir pu, v € M; (R) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) g=monVv
(2) Die Verteilungsfunktionen von g und v erfiillen F,(x) < F, (x) fiir alle x € R.
(3) Jedes Paar von Quantilfunktionen von p und v erfiillt g, (¢) = g, () fiir fast alle z € (0, 1).

(4) Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, &, P) mit Zufallsvariablen X, X, mit Vertei-
lungen w, v, so dass P-fast-sicher X, > X, gilt.

Insbesondere gilt
UZ=ZmonV = K Zuni V.

Die Menge aller beschridnkten, monoton wachsenden, stetigen Funktionen in Definition 1.3.8
kann ersetzt werden durch die Menge aller monoton wachsenden Funktionen, fiir die beide
Integrale wohldefiniert sind.

Beweis
Siehe Follmer-Schied, Theorem 2.70 -

F(x)

M Z=mon V
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1.4. Risikomale

1.4.1. Koharenz

Sei Q eine gegebenene Menge, die verschiedene Szenarien beschreibt. Wir beschreiben eine Finanz-
position durch eine Abbildung X : Q — R, wobei X (w) der diskontinierte Nettowert einer Position
am Ende einer Handelsperiode ist, wenn Szenario w € Q) eingetreten ist. Unser Ziel ist es nun, das
Risiko von X durch eine Zahl p(X) zu quantifizieren, wobei X zu einer Klasse von Finanzpositionen
Z gehort. Z sei ein linearer Raum von beschréankten Funktionen, der auch die Konstanten enthalt.

Definition 1.4.1
Eine Abbildung p : Z — R wird monetdres Risikomafs genannt, falls es die folgenden zwei Bedingun-
gen fiir alle X, Y € & erfiillt:

e Monotonie: Falls X < Y, dann gilt p(X) = p(Y).

* Translationsinvarianz, “cash invariance”: Fiir m € R gilt p(X + m) = p(X) — m.

Diesen Eigenschaften kdnnen folgende Bedeutungen im Finanz-Kontext zugewiesen werden:

* Montonie: Das Downside-Risiko einer Position ist reduziert, wenn das Auszahlungsprofil groQer
ist.

 Translationsinvarianz: p(X) kann als Kapitalanforderung interpretiert werden, das heilst p(X)
ist der Wert, der zur Position X hinzugefiigt werden muss, um diese Position akzeptabel aus der
Perspektive einer Aufsichtsinstanz zu machen. Das heif3t, wenn die Menge m zu der Position
hinzugefiigt wird und risikolos investiert wird, reduziert das die Kapitalanforderung um den
gleichen Betrag.

Aus der Translationsinvarianz folgt sofort p(X+p (X)) = p(X)—p(X) =0und p(m) = p(0+m) = p(0)—m
fiir alle m € R. Manchmal fordert man die Normalisierung p(0) = 0.

Satz 1.4.2
Jedes monetire Risikomal p ist Lipschitz-stetig im Bezug auf die Supremumsnorm || - ||, das heif3t
[p(X) —p(Y)| = | X-Y] wobei | X|| = sup,cq | X (w)].

Beweis

Esgilt X < Y + [ X - Y. Aus der Monotonie folgt p(Y + | X — Y||) < p(X) und aus der Translationsin-
varianz p(Y) — | X = Y| = p(X). Vertausche nun X und Y und fiihre dieselbe Argumentation durch,
woraus die Behauptung folgt. n

Definition 1.4.3
Ein monetires Risikomal} p : & — R heillt konvexes Risikomafs, falls

PAX+1-D)Y) <Ap(X)+ 1 —-N)p(Y)

firosA<1, X, YeX.
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Die Bedeutung dieser Definition ist: Angenommen ein Investor kann zwischen zwei Investitionss-
trategien wéhlen. Die eine liefert Auszahlung X, die andere Y. Wenn der Investor nun diversifiziert,
das heif3t nur einen Anteil A in der ersten Investitionsmoglichkeit investiert und den restlichen Anteil
(1-A) in die zweite, erhélter AX + (1 — 1) Y. Die Annahme der Konvexitidt bedeutet letztendlich, dass
Diversifikation nicht das Risiko erh6hen sollte.

Falls p konvex und normalisiert ist, dann gilt p(AX) = A-p(X) fiir0<A <1, pAX) = A-p(X) fiir A = 1.

Definition 1.4.4
Ein konvexes Risikomal? heil3t kohdrentes Risikomafs, falls es positiv homogen ist, also fiir alle 1 = 0
gilt:
PAX) =A-p(X).
Bemerkung 1.4.5

* Wenn ein monetédres Risikomal? positiv homogen ist, dann ist es normalisiert, da p(0) = p(0 +
0) =p(2-0)=2-p(0) und damit p(0) = 0.

¢ Unter der Annahme der positiven Homogenitit ist die Konvexitdt dquivalent zur Subadditivitét
pX+Y)=p(X)+p(Y).

* Die Subadditivitdt erlaubt es, das Risikomanagement zu dezentralisieren. Das Risiko der Ge-
samtposition ist nach oben durch die Summe der individuellen Risiken begrenzt. Diese konnen
einzeln vorgegeben werden.

¢ Invielen Situationen wéchst das Risiko nicht linear zu der Hohe der Investition. Daher ist hiufig
positive Homogenitét eine zu starke Forderung, weshalb hdufig auch konvexe statt kohdrenter
RisikomaRe betrachtet werden.

Definition 1.4.6
Sei p : Z — R ein monetires Risikomal3. Wir bezeichnen die Menge

Ay ={xeX: p(X)<0}
als die Akzeptanzmenge von p.

<4, beschreibt die Positionen, die akzeptabel sind in dem Sinne, dass sie kein zusétzliches Kapital
erfordern.

Satz 1.4.7
Sei p ein monetéres Risikomal mit Akzeptanzmenge </, = <f. Dann gilt:

(1) «f # @ und erfiillt
(1) infimeR: me o} >—c0
() Xed, YEX, Y=2X>YeA

AuBerdem hat « die Eigenschaft: Fiir X € o/, Y € & ist die Menge {1 € [0,1]: A X +
(1-1)Y € o/} abgeschlossen in [0, 1].

(2) p kannvon «f bestimmt werden: p(X) =inf{m: m+ X € of}.

(3) pistein konvexes Risikomall & < ist konvex.
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(4) p ist positivhomogen & & ist ein Kegel.

p ist kohdrent © < ist ein konvexer Kegel.

Beweis

30

(1) Sei X e X.Dannist p(X+p(X) =p(X)—p(X)=0=<0.= X+p(X) e

() inffmeR: meo}=infimeR: p(m) <0} =infimeR: p(0) < m} = p(0) > —co
(i) Y=2X=2p(V)spX)<s0=>Y e«

Die Funktion A — p(AX + (1 - A)Y) ist stetig (Satz 1.4.2). Daher ist die Menge aller A € [0, 1]
mit p(AX + (1-A1)Y) < 0 abgeschlossen.

(2) Sei X € Z. Aus der Translationsinvarianz folgt infim e R: m+ X € At = inflmeR: p(m+ X) <

0} =infilmeR: p(X) = m} = p(X).

(3) Sei p konvex. Seien X,Y € o/, 1 €[0,1].

PAX+(1-D)Y)<A-pX)+A-Np(Y)<0=>AX+(1-A)Y €.
<0 <0

Sei of konvex, X,Y € &, A €[0,1].

Dannist X + p(X),Y + p(Y) € &« und damit A(X + p(X)) + (1 —A)(Y + p(Y)) € of . Wegen der
Translationsinvarianz gilt dann

0= pAX+p(X) + (1= (Y +p(Y)))
=pAX+1-DY +ApX)+1-)p(Y)))
= p(AX + (1= )Y) = (Ap(X) + (1 - Dp(Y))

also gilt
PAX+(1-NY)=ApX)+ (1 -A)p(Y)

Damit ist p konvex.

(4) Sei p positivhomogen. Sei X € o/, A = 0. Dann gilt: p(AX) = Ap(X) =0 und daher A1 X € «/.

Sei of ein Kegel, X € ', 1 = 0. Dann ist X + p(X) € « und wegen der Kegeleigenschaft 1(X +
p(X)) = AX + Ap(X) € o . Daher folgt mit der Translationsinvarianz p(AX + Ap(X)) = p(AX) -
Ap(X)=0= p(AX) = Ap(X).

Wir zeigen nun die umgekehrte Ungleichung: Sei X € &', e >0, A = 0. Dann ist p(X) > p(X) —¢€
und wegen der Translationsinvarianz 0 < p(X) — (p(X) —€) = p(X + p(X) —¢). Daher ist X +
(p(X)—€) ¢ of. Wegen Kegeleigenschaftist A(X+(p(X)—€)) ¢ o . Daher 0 < p(A(X +(p(X)—¢€))) =
PAX) —A(p(X) —€) = p(AX) > A(p(X) —e¢). Fiir € | 0 folgt die Behauptung.

Sei p kohérent, das heil3t konvex (= &« konvex) und positivhomogen (= <« Kegel). Dann ist &
ein konvexer Kegel.

Riickrichtung wie vorher! n



1.4. RisikomalSe

Umgekehrt kann man auch eine Klasse «f < & von akzeptierten Positionen vorgeben und als priméres
Objekt betrachten. Fiir eine Position X € & kann man dann eine Kapitalanforderung als minimalen
Betrag m, der m + X akzeptal definiert: p ¢ (X) :=infimeR: m+ X € «/}.

Satz1.4.8
Sei &/ eine nichtleere Teilmenge von & mit den zwei Eigenschaften

inflmeR: me}>-oc0 und Xed,YeX,Y=2X=>Yed.

Dann hat p s die folgenden Eigenschaften:

(1) p ist ein monetidres Risikomal?.

(2) Falls of konvex, dann ist p s konvex.

(3) Falls of ein Kegel ist, dann ist p . positiv homogen.

Insbesondere: p, ist kohdrentes Risikomall, wenn & ein konvexer Kegel ist.
(4) o ist Teilmenge von <, ,. Falls fiir X € o/, Y € & die Menge
fAel0,1]: AX+(1-NY e}

abgeschlossen in [0, 1] ist, dann ist of = </, ,.

Beweis
Follmer & Schied, Proposition 4.7 m

Beispiel 1.4.9
Das Worst-case-Risikomald pmay ist definiert als pmax = — ingf2 X(w) firalle X e &X.
(2]

Pmax ist die kleinste obere Schranke fiir einen Verlust, der in einem beliebigen Szenario passieren
kann.

Fiir die Akzeptanzmenge gilt: <,

max

={XeX:  pmxX) =0} ={XeX: —in(sz(w)SO}={X€5€:
wE

in&f2 X(w) =0}, das heildt Ap,. 1St der konvexe Kegel aller nicht-negativen Funktion in &'. Daher ist

we

Pmax €in kohidrentes Risikomal.

Es ist das konservativste Risikomal} in dem Sinne, dass fiir jedes normalisierte RisikomaR p auf & gilt:
X= in;[;X(w), daher p(X) < p(ingX(w)) =p(0) - in(sz(w) = Pmax(X).
wEeE wE wEeE

1.4.2. Value at Risk

Ein hdufiger Ansatz der Risikomessung von Finanzpositionen X besteht darin, ein Quantil der Vertei-
lung von X unter einem Wahrscheinlichkeitsmall P zu bestimmen. Sei X Zufallsvariable auf (Q2, &, P),
A €10,1]. Das A-Quantil von X ist eine reelle Zahl g, sodass P(X = gq) = A, P(X < q) = A.
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Die Menge aller A-Quantile von X ist ein Intervall [g} (1), 3 (1)] mit

qx(A) =sup{x: P(X <x)<A}=inf{x: P(X=x) =2 A}
qy(A) =inf{x: P(X <x) > A} =supfx: P(X <x) < A}

und mit Verteilungsfunktion Fx (x) = P(X < x) gilt:

qx(A) =inf{x: Fx(x) = A}
g% (A) = inflx: Fx(x) > A}

In dieser Lektion werden wir uns auf Eigenschaften von q;( (1) konzentrieren, wobei X eine Finanzpo-
sition beschreibt.

Definition 1.4.10
Sei A € [0, 1]. Wir definieren fiir eine Finanzposition X den Value at Risk zum Niveau A als

V@R (X) = g7 (M) = q_x(1—A) =inf{m: P(X + m<0) < A}.

Bemerkung 1.4.11
¢ Im Finanzkontext ist V@R, (X) die kleinste Kapitalmenge, die, sobald sie zu X hinzugefiigt und
risikolos investiert wird, die Wahrscheinlichkeit eines negativen Endvermégens unter dem
Niveau A hélt.

¢ V@R, kontrolliert nur die Wahrscheinlichkeit eines Verlusts, aber nicht dessen Grol3e, falls er
eintritt.

» V@R, ist ein monetires RisikomaR auf & = L° (Menge aller P-fast-sicheren endlichen Zufalls-
variablen) und ist positiv homogen.

Beweis
— Monotonie: Sei X < Y. Dann st Fx(x) = P(X < x) = P(Y < x) = Fy(x) und q;(()t) < q;(ﬂt)
(Siehe Satz 1.3.9). Daher gilt V@R (Y) = — g5, (1) < =g (A1) = V@R (X).

— Translationsinvarianz: Sei x € R:

V@R (X + x) =infim: P(X+x+m<0) <A}
=infim—-x:PX+x+m—-x<0) <A}
=infim—-x:P(X+m<0) <A}
= V@R, (X) - x

— Positive Homogentiit: Sei a > 0.

V@R (X) =inf{m: P(a X+ m<0) <A}
=inflam: P(aX+am<0) <A}
=inffam: P(X+m<0) <A}
= a V@R (X) ]

e V@R, ist in der Regel nicht konvex und damit kein konvexes Risikomal3. Das heil3t, dass der
Value at Risk manchmal Diversifikation bestraft.
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Beispiel 1.4.12
Wir betrachten zwei Finanzpositionen Xi, X»:

X = 1 mit Wahrscheinlichkeit 0,99 Y = 1 mit Wahrscheinlichkeit 0,99
L 1 mit Wahrscheinlichkeit 0,01 ' S 101  mit Wahrscheinlichkeit 0,01

Dannist V@R o1 (X1) = inf{m: P(m+ X; <0) <0 01} = —1 = V@R 91 (X»). Der Value at Risk unterschei-
det nicht zwischen diesen beiden Positionen, obwohl X, im Falle eines Verlustes den viel hoheren
Verlust erleidet. Beide Positionen sind akzeptabel in dem Sinne, dass sie keinen positiven V@R haben.

Beispiel 1.4.13
Wir betrachten zwei unabhingige Finanzpositionen X; und X, wobei

X { 1, mit Wahrscheinlichkeit p =0,5
l‘ =

—1, mit Wahrscheinlichkeit(1 - p) =0,5
fiir i = 1,2. Dann ist das diversifizierte Portfolio gegeben durch

1, mit Wahrscheinlichkeit p- p = 0,25
0, mit Wahrscheinlichkeit2-p(1-p)=0,5
—1, mit Wahrscheinlichkeit(1 - p)(1 - p) =0,25.

X1+X5 _
2 =

Dannist V@R 5(X;) = —1fiir i = 1,2 und V@R0,5(% (X7 + X)) =0. Das heif$t, nach dem Value at Risk ist
das diversifizierte Portfolio das riskantere Portfolio, verglichen zu den Einzelpositionen. Insbesondere
gilt:

1 1 1 1

3 V@Rg5(X7) + 2 V@Ry5(X2) =—1#V@Rg5 (5 Xy + EXZ)

1.4.3. Average Value at Risk

Im Folgenden betrachten wir ein Risikomal}, das tiber den Value at Risk definiert wird, aber im
Gegensatz dazu ein kohérentes RisikomaR ist.

Definition 1.4.14
Der Average Value at Risk zum Niveau A € (0, 1) einer Position x € & ist

1 4
AV@R) (X) = Xf V@RY(X)dY
0

Daraus bekommt man sofort die Darstellung

1 A
AVGR, (X) =~ fo L) dy.

Bemerkung 1.4.15
Im Satz 1.3.2 haben wir gesehen, dass

t t
U=V <= Vte(0,1] :f qﬂ(s)dszf qv(s)ds
0 0

fiir Quantilfunktionen g, gy von u,v. Seien nun X,;, X, Zufallsvariablen mit Verteilung y, v.

[ =uni v <= VA€ (0,1]: AV@R, (X,) < AV@R, (Xy)
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Lemma 1.4.16
Sei A € (0,1) und g ein A-Quantil von X. Dann gilt:

1 1
AV@R,(X) = —El(g-X)* ]—q— 1nf(E[(r—X) 1-Ar)

Beweis
Ubungsblatt. n

Satz 1.4.17
Fiir A € (0,1) ist AV@R ein kohérentes Risikomalf.

Beweis
Monotonie, Translationsinvarianz und positive Homogenitit rechnet man leicht nach. Wir zeigen nur
die Subadditivitit, also AV@R (X + Y) < AV@R, (X) + AV@R, (V).

Aus Lemma 1.4.16 folgt:

AV@R, (X) = %E[(q—XV] -
—El(g—X)1ix<ql — q
_ %(qp(x <@ +E-X)1x<g) - q
= —%E[Xl{)kq} +qA-PX <q)]

Betrachte die Zufallsvariable

o) 1
Lix<q = 7 ix<g +xlix=q),

wobei g ein A-Quantil von X ist und

A-P(X<q)

~ {0, falls P(X = q) =
PX=q) ’

sonst.

Dann ist
El-X-1{}_] f( X)+ 5 (xeq) + K1 ix=q)dP
=——E[X1{X<q}]——E[X Lix=q!

=——E[X1{X<q}]— qP(X q)
= AV@R, (X)
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Wir verwenden nun diese Darstellung, um die Subadditivitit zu zeigen. Seien gqx, gy und gx+y
A-Quantile von X, Y und X + Y. Dann gilt:

AV@R) (X) +AV@R) (Y) —AV@R) (X +Y)

) )
=E[-X1{}_ N+ E=-Y1{y_ 1-E-X+ 1 ]
(@3] (/1) ()] (/1)
[X(l{X+Y<qX+y} {X<q })] +E[Y(1{X+Y<QX+Y} {Y<LIY})]
) (@3] (/1)
Z4xE 1 y<qyy ™ X<q JHavEN xoye gy ~ Ly<gy!
=gx(1-1)+qgy(1-1)
=0
Hierbei haben wir verwendet, dass
o ) _
E[I{X<01x}] =1
(@] (@] s
* Lixsvequo ~ Lx<gqy = 0f0r X > qx
o« 1 ) .
LiX+v<qur) 1{X<q <O0fir X < gx -

Bemerkung 1.4.18
(1) Seien P und Q zwei Wahrscheinlichkeitsmalle, die auf der gleichen o-Algebra & definiert sind.
Q ist absolut stetig beziiglich P (Notation: Q <« P), falls fiir alle A € & mit P(A) =0 gilt Q(A4) =

(2) Fiir Q < P nennt man die % -messbare Funktion (Zufallsvariable) X mit
VAe Z:Q(A) :f Xdp
A

die Radon-Nikodym-Ableitung. Schreibweise:

aQ

==X
dp

(3) Falls Q < Pund P « Q gilt, nennt man P und Q dquivalente Mafse und schreibt P ~ Q.

Satz 1.4.19
Fiir A € (0,1) hat der AV@R ) (X) die Form

AV@R) (X) = m%XEQ[ X1,

wobei Q) die Menge aller WahrscheinlichkeitsmafRe ist, die absolut stetig beziiglich P sind und
deren Dichte durch % beschrinkt ist. Das Maximum wird von dem MaR Q angenommen mit

aQ _w
dP (X<qt®
Beweis
Follmer und Schied, Beweis von Theorem 4.47. m

Man kann fiir geeignete Rdume zeigen, dass ein Risikomal? p genau dann kohirent ist, wenn es als
p(X) =supge g Eql—X] dargestellt werden kann. (Siehe Follmer und Schied, Proposition 4.14)
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter
Zeit

2.1. Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

2.1.1. Bedingte Erwartungswerte

Sei (Q, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir A, B € & mit P(B) > 0 ist die bedingte Wahrscheinlich-
keit von A gegeben B definiert durch

P(AnB)

P(A|B) = PB)

Sei X : Q) — R eine Zufallsvariable.

Definition 2.1.1
Der bedingte Erwartungswert von X gegeben B ist

E[X|B] = ElX-1p] /X P
P(B) _ P(B)

Falls X diskret mit Werten x;,..., x, ist, gilt

L P({X = B L
BIXIBI= ) x k%i;xkp(vf:xk}m).

Falls X absolut stetig ist mit Dichte f, gilt

1
E[X|B] = (B)f ﬁfo-fx(x)dx.

Beispiel 2.1.2 (Wiirfel)
Seien Q =1{1,...,6}, & = 2(Q) und P({w}) = %. Sei X(w) =w, A:={1,2}, B:= A° ={3,4,5,6}. Dann gilt

1 1,1 1, 3
E[X|Al=—— | XdP=~(1-=+2-=)==

P(A) Ja 16 6 2

1 1.1 1 1 1, 9
E[X|Bl=——| XdP=5(3-=+4-=+5--+6-=) =~

P(B) Jp 26 6 6 6 2

Sei Y : Q — R eine diskrete Zufallsvariable mit Werten y;,..., y, auf den Mengen Ay, ..., Ay, das heil3t
Ai={weQ:Y(w)=y;}, i=1,...n. Dannist (A;) eine Zerlegung von (2, das heillt A;NA; = @ fiir i # j
und U7, A; = Q. Uber diese Zerlegung kann eine o-Algebra definiert werden: o(Y) = 0(A1,..., A,) =
{alle moéglichen Vereinigungen der A;}.
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Definition 2.1.3
Sei X : Q — R mit E[|X]|] < co. Der bedingte Erwartungswert von X gegeben Y ist die (diskrete)
Zufallsvariable

n
E[X|Yl(w) =) EIX|Aj]-14 ).
i=1

Man schreibt statt E[X | Y] auch E[X | o(Y)].

Bemerkung 2.1.4
e E[X | Y] kann als Approximation von X verstanden werden.

¢ Fiir konstante Y (,,schlechteste“ Approximation) ist E[X | Y] = E[X].
e E[X|Yl(w)=E[X|A;], fallswe A;.
* E[X|Y]=g(Y), wobeig(Y)=X7" E[X|Y =yl (Y).
Im Folgenden wird der bedingte Erwartungswert beziiglich einer beliebigen o-Algebra definiert. Sei

(Q, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, . < & eine beliebige Teil-o-Algebra von &. Auerdem sei
X : Q — R eine Zufallsvariable mit E[| X|] < oo.

Definition 2.1.5
Die Zufallsvariable Z : QO — R hei8t bedingter Erwartungswert von X beziiglich der o-Algebra ., falls

1) Z (<,*B(R))-messbar ist
(2) furalle Ae #gilt: [, XdP = [, ZdP.

Man schreibt: E[X | ] = Z.

Bemerkung 2.1.6
¢ Die Existenz von Z wurde von Kolmogorov bewiesen (1933). (siehe Williams, Kapitel 9)

e Zist nur bis auf P-Nullmengen eindeutig. Man spricht deswegen manchmal auch von Versio-
nen der bedingten Erwartung.

Lemma 2.1.7
Falls ¥ = o (Y) fiir eine diskrete Zufallsvariable Y, dann gilt E[X | #] = E[X | Y].

Beweis

Sei Z =E[X|Y]=g(Y)= ?ZIE[X 'Y = yil-1y,(Y). Y ist (<,B(R))-messbar, also ist auch Z
(#,B(R))-messbar. Es geniigt, die zweite Eigenschaft fiir die erzeugenden Ereignisse A; der o-Algebra
& zu zeigen.

n
deP:f 2 EIX1Y =yl 1,(Y)dP
Aj A

ji=1

:f E[X|Y =y;ldP

AJ

_f E[X-1y=y,]

CJay P(Y=y))

=| XdP ]
Aj
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Bemerkung 2.1.8
Angenommen, der Zufallsvektor (X, Y) hat die Dichte f(x, y). Dann hat X die Randdichte fx(x) =
S, f(x, y)dy und Y die Randdichte fy(y) = [ f(x, y)dx.

Die bedingte Dichte von X gegeben Y ist

fx)
fry

Es ist klar, dass wir die bedingte Erwartung nicht tiber E;,)(il,ij,)y ! definieren kénnen, da wir dabei durch

Null teilen miissten. Man konnte o(Y) als die kleinste o-Algebra definieren, so dass alle Ereignisse
{Y <cteo(Y), ce Rund dann tiber E[X | o(Y)] aus Definition 2.1.5 definieren.

fxivxly) =

Man kann aber E[X | Y] auch direkt konstruieren: Fiir ffgo f(x, y)dx > 0 setzen wir

_xfxydx _ [xfxy)dx
- [fxydx fr(@)

und g(y) =0sonst. Dannist E[X | Y] = E[X | 0(Y)] gegeben durch g(Y).

gy

Zur Integrierbarkeit: Sei A:={Y < c}.

¢ [xf(x,y)dx

) fy(y)dy=f fxf(x,y)dxdyzE[X-lA]
oo v -

E[g(Y)-14] =f s frwdy=

Beispiel 2.1.9 (Fortsetzung Wiirfelbeispiel)
Sei A:={1,2}, A°:=1{3,4,5,6}. 0(A) :={®, A, A°,Q} =: /. Es ist also

¢ %, fallswe A
Z=EX|AL=E[X|Al' 14+ E[X|A"]:14c= P
5 falls w € A€
und damit
32 94 7
EIZI=EEX|A]==-—+—--—=—==E[X].
26 26 2

Bemerkung 2.1.10 (Eigenschaften der bedingten Erwartung)
Sei E[| X|] < cound ¥, A seien Teil-o-Algebren von &.

(1) SeiY eine Version der bedingten Erwartung E[X | %4]. Dann gilt E[Y] = E[X].

(2) Falls X ¢-messbar ist, dann gilt: E[X | ¥¢] = X fast sicher.

(3) Linearitat: E[a1 X1+ a2 X5 | 9] = i E[ X7 | 9] + ax E[ X5 | 4]

(4) Positivitat: Falls X = 0, dann gilt E[X |¥4] =0

(5) Bedingtes MON: Falls 0 < X, 1 X, dann gilt E[X,, | 4] | E[X | 4] fast sicher.

(6) Bedingtes FATOU: Falls X, = 0, dann gilt E[liminf X, | 4] < liminf E[X | ¢] fast sicher.

(7) Bedingtes DOM: Falls fiir alle n € N und w € Q gilt | X, (w)| < V(w), E[V] <ocound X, — X fast
sicher, dann gilt E[ X}, | 9] — E[X | ¢] fast sicher.

(8) Bedingte Jensen-Ungleichung: Sei ¢ : R — R konvex, E[|c(X)|] < oo, dann ist E[c¢(X) | ¥4] =
c(E[X | 4]) fast sicher.
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(9) Turmeigenschaft: Sei # eine Teil-o-Algebra von ¢, dann gilt E[E[X | 4] | #] = E[X | /] fast
sicher.

(10) ,Messbares Ausklammern“: Sei Z eine ¢-messbare Zufallsvariable und beschrénkt. Dann gilt
ElZ-X|¥9=Z-E[X|4].

(11) Falls #£ unabhingig von o (0 (X),¥9) ist, dann gilt E[X | 0 (A, %4)] = E[X | ¢4] fast sicher. Insbe-
sondere: Wenn X unabhéngig von ./ ist (also X und 14 sind fiir alle A € # unabhingig), dann
gilt E[X | #] = E[X].

Fiir Beweise und weitere Informationen siehe Williams, Kapitel 9.

Aus diesen Eigenschaften folgt sofort fiir 4 = {®,Q}: E[X | 4] = E[X].

2.1.2. Martingale

Sei (0, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Gegeben sei eine Indexmenge I # @. Wir verwenden in
dieser Vorlesung I ={0,1,..., t} oder I =Njy. In der Vorlesung ,Finanzmathematik I1“ wird I = [0, c0)
sein. Die Menge I kann als Zeitparameter interpretiert werden.

Definition 2.1.11
(1) Eine Familie von Zufallsvariablen X = (X;) e, X;: Q — R, heil’t stochastischer Prozess.

(2) Eine Familie (&;);c; von Teil-o-Algebren &; <€ & heildt Filtration, falls fiir alle s, t € I mit s < ¢
gilt: F; € F;.

(3) Ein stochastischer Prozess (X;) e heilt adaptiert beziiglich der Filtration (%;), falls fiir alle t € I
die Zufallsvariable X; %;-messbar ist.

Bemerkung 2.1.12
* Wir interessieren uns beispielsweise fiir stochastische Prozesse, die den Preisverlauf von Aktien
iber die Zeit beschreiben.

¢ Wir modellieren Informationen iiber die Filtration. Haufig ist (¥;) die natiirliche Filtration,
das heilt die kleinste Filtration, beztiglich der der Prozess X adaptiert ist: %, = 0 (X, ..., X;) =
{(Xo,...,X)"1(B) | BSR'"! messbar}.

e Man schreibt (2, %, (%), P) fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P), der mit der Filtration
(Fy) versehen ist und nennt diesen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.1.13
Sei (Q, F, (Z;), P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (X;) ;¢ ein stochastischer Prozess. (X;)
heilst Martingal, falls

(1) (X;) adaptiert ist,
(2) E[|X¢ll<oofuralle tel,
(3) El[X;|Fs] = X gilt fast sicher fiir alle s, € I mit s < 1.

(X}) ist ein Submartingal, falls (1) und (2) gilt, und (3) ersetzt wird durch: E[X; | %] = X, fiiralle s, t € I
mit s<t.
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2.1. Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

(X;) ist ein Supermartingal, falls (1) und (2) gilt, und (3) ersetzt wird durch: E[X; | %] < X; fiir alle
s, telmits<t.

Bemerkung 2.1.14
e Merkregel: Su{)martingal »wiéchst im Durchschnitt®, Su?errnartingal Hfallt im Durchschnitt*.

* (X;) ist ein Supermartingal genau dann, wenn (—X;) ein Submartingal ist.
* (X;) ist ein Martingal genau dann, wenn (X;) ein Supermartingal und ein Submartingal ist.

* Sei (X;) ein stochastischer Prozess mit Xy € B1(Q, %, P). Dann ist (X;) ein Martingal, genau
dann wenn (X; — Xp) ein Martingal ist. Deshalb setzt man manchmal Xj = 0.

e Falls I diskret ist, geniigt es (3) fiir alle ¢, £ + 1 € I zu liberpriifen: E[X;4+1 | F¢] = X;.

Beweis
Sei m < n—1 < n. Dann ist %, € %,_1 < %,. Wiederholtes Anwenden der Turmeigenschaft
und der Martingaleigenschaft fiir n, n + 1 liefert:

E[X, |gm] = E[E[X} |gn—1] |9m] =E[Xn1 |gm] = =FE[Xmn |gm] =Xm ]

* ElXin | Fl =Xy <= E[Xi1—Xe | F4]=0
* Seis<tund E[X; | %] = X;. Dann gilt E[X,] = E[X;] = -+ = EXp.

Beispiel 2.1.15
Seien S, == Z?Zl X;i, wobei X; unabhéngige Zufallsvariablen mit EX; =0, E| X;| < cound Sy := 0 sind.
Sei weiter &, :=0(Xy,..., X,) und % := {®,Q}. Dann ist (S,;) ein Martingal.

Beweis
Integrierbarkeit und Adaptiertheit klar. Martingaleigenschaft: Sei n € N:
E[Sp+1 | Fnl = E[Sp+ Xp+1 | Fnl
= E[Sp | Fnl + E[Xp+1 | Fnl
=Sp+ EXp+1

=Sy [ ]

Sei
X = {1, mit Wahrscheinlichkeit p = %
1

~ |-1, mitWahrscheinlichkeit (1 — p) = %
Dann ist EX; = 0. X; kann als Laufrichtung interpretiert werden: Man startet bei Sy = 0 und wirft eine

faire Miinze um zu entscheiden, ob man einen Schritt nach links oder rechts lauft. (S;;) beschreibt
eine Irrfahrt (“random walk”) auf den ganzen Zahlen.

Eine andere Interpretation ist ein Gliicksspiel: X; beschreibt das Ergebnis des i-ten Miinzwurfs und
S, beschreibt den Gewinn nach n Wiirfen.

Satz 2.1.16
Sei (M})e; ein Martingal und f : R — R eine konvexe Funktion mit E[| f (M;)|] < co fiir alle t € I.
Dann ist (f(M;y)) e ein Submartingal.
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Beweis
Aus der Jensen-Ungleichung folgt sofort, dass fiir alle s, t € I mit s < ¢ gilt:

E[f(Mp) |1 F] = f(EIM; | Fs]) = f(My) -
Definition 2.1.17

Ein Prozess (X)) n=1,2,... auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, (%), P) heil3t vorhersag-
bar, falls X, fiir alle n =1 %,,_-messbar ist.

Lemma 2.1.18 (Doobsche Zerlegung)
Sei (X{)¢=0,1,., 7 ein Supermartingal beziiglich (%;);=¢,1,.., 7. Dann kann man (X;) schreiben als

XIZMt'FAt,

wobei (M;) ein Martingal beziiglich (%) ist und (A;) mit Ay = 0 ein fallender Prozess, das heif3t
At+1 < At fiir t=0,1,..., T-1.

AuBerdem ist (A;) vorhersehbar. Die Zerlegung ist P-fast-sicher eindeutig.

Beweis
Ubungsblatt -

Martingal-Transformation

Wir betrachten ein Gliicksspiel in diskreter Zeit. Die Indexmenge sei hier I = Ny. Zum Zeitpunkt
0 findet kein Spiel statt, zu den Zeitpunkten n = 1,2,... wird gespielt und AZ,, .= Z,, — Z,_, ist der
Nettogewinn im n-ten Spiel.

Falls (Z,) ein Martingal ist, ist das Spiel fair in dem Sinne, dass E[AZ, | %#,,—1] = 0. Falls (Z;) Super-
martingal ist, ist das Spiel unvorteilhaft fiir den Spieler, da E[AZ,, | %;,-1] < 0.

Beispielsweise ist der Miinzwurf mit Z,, = S,, ein Martingal und damit ein faires Spiel. Es ist AS;, €
{—1,1}. Falls der Spieler zur Zeit n— 1 (also vor dem n-ten Miinzwurf) verdoppelt hitte, wiirde er
2AS;, € {-2,2} gewinnen oder verlieren. Das Spiel wire weiterhin fair. Er hétte seinen Einsatz so
auswihlen konnen, dass er von allen Ereignissen bis zur Zeit n — 1 abhéngt — das Spiel bliebe fair.

Sei (C,,) ein vorhersehbarer Prozess und n € N (ohne 0). (C,) repridsentiert den Spieleinsatz im n-
ten Spiel. Der Spieler wihlt (C,;) unter der Verwendung der Information bis zur Zeit n — 1. Dann
ist der Gewinn im n-ten Spiel C,AZ, = C,(Z,, — Z,—1) und der Gesamtgewinn bis zur Zeit »n ist
Yo:=X" Ci(Zi—Zi-1) = (Ce Z),. Hierist (Co Z)g =0 und Yy, — Yy_1 = Cp(Zy — Zn—1). (C+ Z) wird
Martingal-Transformation von Z (durch C) genannt.

Satz 2.1.19
(1) Sei C ein nicht-negativer, vorhersehbarer und beschrdankter Prozess (das heilt, fiir ein
Ke[0,00) geltefiiralle ne I und w € Q: |Cy(w)| < K). Sei Z ein Supermartingal. Dann ist
(C e Z) ein Supermartingal und (C e Z)( = 0.
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(2) Falls C ein vorhersehbarer und beschriankter Prozess und Z ein Martingal ist, dann ist
(C e Z) ein Martingal und (C e Z)y = 0.

Beweis
Y = C e Z ist integrierbar, da C beschriankt und Z integrierbar ist. Adaptiertheit ist auch klar, da C
vorhersehbar und Z adaptiert ist.

Zur (Super-)Martingaleigenschaft: Es gilt
ElYy =Yy 1| Fn1l=ECh(Zn— Zn-1) | Fn-1l = CuEZy — Zp—1 | Fp-1l

da C, ein &,,_1-messbarer, beschrénkter Prozess ist. Falls C = 0 und Z ein Supermartingal ist, gilt

Interpretation: “You can't beat the system!” Da C ¢ Z unter den obigen Voraussetzung ein Martingal
ist, wird dadurch ein faires Spiel beschrieben.

Bemerkung 2.1.20
Der Ausdruck (C ¢ Z), die Martingal-Transformation von Z durch C, ist das diskrete Aquivalent zum
stochastischen Integral [CdZ.

2.1.3. Stoppzeiten

Sei I weiterhin die Indexmenge.

Definition 2.1.21
Eine (%;)-Stoppzeit ist eine I-wertige Zufallsvariable 7, so dass fiir alle t € I

{weQ:17(w) <t} e F.

Bemerkung 2.1.22
e Zur Schreibweise: Man schreibt haufig fiir die Menge {w € Q : 7(w) < t} verkiirzt {t < ¢} und
ebenso {T =t} fir {w e Q: 7(w) = t}.

* Interpretation der Stoppzeit: Zum Zeitpunkt ¢ weill man, ob 7 eingetreten ist oder nicht. Bei-
spielsweise ist T der Zeitpunkt, an dem der Spieler aufthort, an einem Gliicksspiel teilzunehmen.
Die Entscheidung nach der ¢-ten Spielrunde, das Spiel zu beenden, hingt nur von den Ergeb-
nissen bis zum Zeitpunkt ¢ und nicht von der Zukunft ab.

Lemma 2.1.23
Falls I diskret ist, gilt:
T ist (F;)-Stoppzeit < Vtel: {1 =t} € F

Beweis
Sei 1 eine (¥;)-Stoppzeit. Dann gilt {t < f} e F;und {1 < t — 1} € F;_) < F;. Darausfolgt {t =t} = {1 <
dn{r<t-11ce %,

Seinunfiiralle t € I {1t = t} € %;. Dann gilt {1 < 1} = Ur<,{1 = k} € &;. -
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Beispiel 2.1.24
(1) 7=t € Iisteine Stoppzeit, da

Q, fallsty=<t
{weQ:T(w)<tl={weQ:H=<t}= €%,
@, sonst

(2) Sei(St)er, I=10,1,2..., T}, ein Aktienkursprozess adaptiert beziiglich (%;) ;c;. Dann ist
T:=inf{t=0:S;,=b}AT
eine (%;)-Stoppzeit:

rstt=Ulr=k=USk=b e F

k<t k<t

und 7 = T, falls der Aktienkurs in I nie den Wert b tiberschreitet.

(3) Sei S wie in 2. Definiere 7 := argmax,_, S (Zeitpunkt, zu dem S den maximalen Wert an-
nimmt). Dann ist 7 keine Stoppzeit, da man zum Zeitpunkt ¢ < T nicht sagen kann, ob 7
eingetreten ist.

Lemma 2.1.25
Sind 7, 0 Stoppzeiten, so sind min{r, o}, max{r,o} und 7 + o wieder Stoppzeiten.

Beweis
Ubungsblatt -

Satz 2.1.26 (Doob’s Optional Stopping Theorem)
Sei T eine beschrédnkte Stoppzeit und X = (Xj) zen, €in Martingal. Dann ist X; integrierbar und
E[X7] = E[Xp].

Beweis
Da 7 beschrénkt ist, existiert ein K € N, so dass 7(w) < K fiir P-fast-alle w. Dann gilt:

00 K
Xe(@) (@) = Y Xe(@)lz)=ig = D_ Xk(@) @)=k
k=0 k=0
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daher gilt

E[X:] = E[ ) Xi(@)Lig(w)=k]
k=0

K

=Y ElXiliw=p]

k=0

K

= Y ElE[Xk | Fi) iz ()=k)]

k=0

K

= Z E[

k=0

E

E[ Xkl w)=k | Frll
K

=Y E[Xklgw=k]
k=0

K
= E[)_ Xk1lgrw=k] = E[Xk] = E[Xo). m
k=0

Bemerkung 2.1.27
¢ Den Satz kann man auch auf ein Supermartingal X = (X,) anwenden und erhélt dann E[X;] <
E[Xp].

e Die Annahme, dass die Stoppzeit T beschrédnkt ist, kann durch eine der beiden folgenden
Bedingungen ersetzt werde:

(1) X = (Xj) ist beschrankt (| X, (w)| < L fur ein L und alle n,w) und 7 ist fast sicher endlich
(P(t<o0)=1).

(2) E[r] <oound fiirein L € R : | X, (@) — X;,—1 ()| < L fiir alle n, w.

Satz 2.1.28
Sei X = (X,) ein (&,)-adaptierter stochastischer Prozess mit E[X;] < co fiir alle n. Fiir jede
beschrinkte Stoppzeit 7 gelte E[X;] = E[Xp]. Dann ist X ein Martingal.

Beweis
Sei0 = m<n<oound A€ %,,.Dannist 7 := nls + ml 4c eine beschriankte Stoppzeit. Dann gilt

E[Xol = E[X;] = E[Xpla+ Xl gc]l = E[ X1 4] + E[ X5 1 4]
Da o := m auch eine beschrinkte Stoppzeit ist, gilt
E(X,] = EXm] = E[Xmla+ Xml gc]l = E[X;n1 4]+ E[ X1 4c]

Dabher gilt fiir alle A € &,;;: E[X;,14] = E[X;14] und damit E[X,|% ] = X, aus der Definition der
bedingten Erwartung, das heilt X ist ein Martingal. =

Definition 2.1.29
Sei 7 eine (&;)-Stoppzeit. Die o-Algebra der Ereignisse bis zur Zeit 7 ist definiert durch

Fr={AceF: furallet=0 An{r <t} € F}
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Lemma 2.1.30
Fiir eine Stoppzeit 7 ist &; eine o-Algebra.

Lemma 2.1.31
Seien 0,7 Stoppzeiten mit o < 7. Dann gilt %, < %;.

Lemma 2.1.32
Sei X = (X},) ein stochastischer Prozess adaptiert zu (%) und 7 eine (%,)-Stoppzeit. Dann ist
X; =) Xplg=py Fr-messbar.

n

Satz 2.1.33 (Doob’s Optional Sampling Theorem)
Sei (X;) nen €in Martingal und 7, 0 beschriankte Stoppzeiten mit o < 7. Dann gilt E[X;|%;] = X,
und daher E[X;] = E[X,].

Beweis
Die Beweise von 2.1.30-2.1.33 sind Ubung.

Bemerkung 2.1.34

Haufig betrachtet man gleichgradig integrierbare Martingale:

Ein Martingal (X},) nes heilst gleichgradig integrierbar, falls /llim sup E[| X1 x,>11 = 0.
—o0 1

Falls ein Martingal gleichgradig integrierbar ist, gilt Optional Sampling fiir beliebige Stoppzeiten.

Satz 2.1.35
Sei (X;,) nen, €in (Fy)-Martingal (Super-, Submartingal) und 7 eine (%,)-Stoppzeit. Dann ist der
gestoppte Prozess (X, a7) nen, auch ein (%,)-Martingal (Super-, Submartingal).

Beweis
Sei Cj:=1{j<7. Dann ist

n n
Xean=Xo+ ch(Xj—Xj_l) =Xo+ Z 1j=n(X; = Xj-1)
j=1 j=1
AR
=Xo+ Z(Xj_Xj—l):X0+X1—X0+...+XT,\n
j=1

=Xran
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Da{j=st}={r<j}°={r<j-1}“€ F;_, ist C, vorhersagbar.
Dabher ist X7, adaptiert. Es gilt

n-1

Ci(Xj— Xj-1) + Cn(Xy — Xpn—1)
i=1

n
Xenn=Xo+ ) Ci(Xj—-Xj-1)=Xo+
i=1 j=

J
= Xoan-1+Cn(Xp — Xp-1)
Dann folgt
ElXoanlFn-1] = E[Xean-1+ Cn(Xy — Xp- D)1 Fn-11 = Xpan-1 + Cu(E[XulFn-1] — Xn-1)

Aus der Martingal- (Super-, Submartingal)-Eigenschaft folgt die Behauptung. n

Wir schlieBen dieses Kapitel mit einer Konvergenzaussage:

Satz 2.1.36 (Doob’s Martingale Convergence Theorem)
Sei X = (X,,) ein £'-beschrianktes Supermartingal (sup E[|X,|] < oo). Dann existiert Xo, Foo-

n
messbar, sodass X;,, — X, P-f.s. und X, ist P-f.s. endlich.

Beweis
Siehe Williams Kapitel 11. =

2.2. Motivation und erste Begriffe

Wir werden nun Derivate bewerten. Ein Derivat ist ein Finanztitel, bei dem Zahlungen wesentlich von
anderen Finanztiteln (Basistitel) abhédngen (derivare=ableiten).

Beispiele fiir Derivate:

» Termingeschéfte: Vertrédge, bei denen die
Erbringung von Leistung und Gegenleis-
tung zu einem zukiinftigen Zeitpunkt heu-
te vereinbart werden. Zu Termingeschif-
ten gehoren:

(1) Warentermingeschifte

(2) Devisentermingeschifte: z.B. kaufe
zum Zeitpunkt T a US Dollar zu ei-
nem Wechselkurs von b.

(3) Finanztermingeschéfte: Man unter-
scheidet hier Financial Forwards und
Financial Futures. Futures werden an Abbildung II.1.: Chicago Board of Trade
Mairkten gehandelt, z.B. am CBOT
(Chicago Board of Trade).
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

¢ Optionen: Der Kaufer der Option hat das
Wabhlrecht (aber nicht die Verpflichtung),
ein bestimmtes Finanzgut (z.B. eine Aktie) (underlying, underlying asset) bis zu einem zukiinf-
tigen Zeitpunkt T (maturity, expiry) zu einem vereinbarten Preis K (strike price, excerise price,
Ausilibungspreis) zu kaufen oder zu verkaufen. Das Kaufrecht wird Call-Option genannt und
das Verkaufsrecht wird Put-Option genannt. Man unterscheidet:

- Europdische Option: Ausiibung ist nur zum Zeitpunkt T méglich.

- Amerikanische Aption: Ausiibung jederzeit bis zum Zeitpunkt T moglich.

Beispiel 2.2.1 (Preisbestimmung einer européischen Call-Option)

Sei t = 0 der aktuelle Zeitpunkt, T > 0 der Ausiibungszeitpunkt, (S;) der stochastische Prozess, der
den Preis der zugrunde liegenden Aktie beschreibt, und K der Ausiibungspreis. Die Auszahlung des
Calls zum Zeitpunkt T ist gegeben durch die Funktion

H:=max{0,S7—-K}=(S7-K)*.

Sei der Anfangswert der Aktie Sp = 10$. Wir nehmen an, dass die Aktie zum Zeitpunkt T nur zwei
Werte annehmen kann: S7(w1) = 20$, S7(w2) = 7,5% mit Wahrscheinlichkeiten p und 1-p. Sei K = 15$.
Dann ist die Auszahlung des Calls

5, mit Wahrscheinlichkeit p

H=(S7-K)" = . - .
0, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

Wir nehmen weiter an, dass es als zusétzliche Investitionsmoglichkeit (neben der Aktie) in dem Markt

noch ein Bankkonto gibt, mit Zinssatz r = 0 fiir Soll- und Habenpositionen. Was ist der Preis 7 (H) fiir

diese Option?

Idee: No-arbitrage-Prinzip: Es darf keine Arbitrage (risikoloser Gewinn) mdglich sein. Die Auszahlung
H wird mit anderen Finanzinstrumenten (hier Aktie und Bankkonto) repliziert. Das Anfangskapital,
das notig ist, um H zu reprisentieren, ist der Preis der Option. Im Folgenden bezeichnen wir mit (a, 8)
eine Handelsstrategie, wobei a die Anlage in die Aktie (Stiickzahl) angibt und S ist die Anlage auf
dem Bankkonto. Fiir a < 0 spricht man vom Leerverkauf. Die Aktien kénnen in beliebigen Anteilen
ge- und verkauft werden. Der Wert des Portfolios aus Aktie und Bankkonto zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist
Wl(a,B) =B+ a-Sound zum Zeitpunk t =T Vr(a,B) =f+a-St.

Replizieren der Auszahlung bedeutet nun, dass man H = Vr(a, ) setzt, also S+ a - St(w) = H(w). Dies
gibt fiir w € {w1, w,} ein lineares Gleichungssytem mit zwei Gleichungen:

B+a-20=5
B+a-7,5=0

Lésen nach a, 8 liefert a = % und B = —3. Damit ist Vy(a,B) = -3 + % -10 = 1. Die replizierende
Strategie (Hedging-Strategie) fiir den Call H ist: Leihe heute 3$ von der Bank und kaufe % Aktien. Die
Gesamtinvestition ist dann 1$.

Zum Zeitpunkt T gibt es zwei Szenarios:
(1) St =20$. Verkauf der Aktien liefert % -20$ = 8$. Nach der Kreditriickzahlung von 3$ bleiben 5$.

(2) Sy =7,5%. Verkauf der Aktie liefert % -7,5% = 3$%. Nach der Kreditriickzahlung von 3$ bleiben 0$.
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Angenommen, wir verkaufen einem Kunden die Call-Option zum Preis von 1$ und investieren diesen
wie oben beschrieben. Im ersten Szenario (St = 20) wird der Kunde von seinem Recht Gebrauch
machen und den Call ausiiben. Er m&chte also die Aktie zum Ausiibungspreis K = 15$ kaufen. Unsere
replizierende Strategie hat uns schon 5$ eingebracht, wir bekommen nun noch K = 15$ hinzu und
konnen den Marktpreis einer Aktie von 20$ bezahlen und sie dem Kunden geben.

Wir haben uns mit der replizierenden Strategie perfekt gegen das Risiko, dass der Kunde von seinem
Ausiibungsrecht Gebrauch macht, abgesichert (“Hedging”).

Im zweiten Szenario (S = 7,5%) wird der Kunde den Call nicht ausiiben und die Aktie lieber am
Markt fiir S7 = 7,5$ kaufen als von uns zum Preis K = 15$. Unsere replizierende Strategie hat uns 0$
eingebracht, wir bekommen 0 hinzu und miissen keine Aktie liefern.

Der faire Preis ist 7(H) = 1. Angenommen, es gelte 7 (H) > 1: Wir verkaufen Option zum Preis 7 (H)
und replizieren sie wie oben mit den Kosten von 1$. Der risikolose Gewinn betrédgt 7 (H) — 1. Nehmen
wir stattdessen an, dass 7 (H) < 1 gilt, dann kaufen wir eine Option zum Preis 7 (H) und verkaufen die
replizierende Strategie. Der risikolose Gewinn wire dann 1 — 7 (H).

Beachte: 7 (H) ist unabhéngig von der Wahrscheinlichkeit p (“real world probability”).

2.3. Endliche Finanzmarkte

Es werden nun endliche Finanzmirkte, die durch endlich viele Marktzustdnde und durch endlich viele
Handelszeitpunkte charakterisiert sind, betrachtet. Es sei I = {0, 1,..., T}. Wir betrachten einen filtrier-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, (%,), P) mit endlichen Q und % = 22(Q)). Weiter sei P ({w}) > 0 fiir
alle w € Q. Handelszeitpunkte seien die Zeitpunkte £ =0,1,..., T.

Der Markt besteht aus d + 1 Anlagemdoglichkeiten: Einer risikolosen Anlagemdoglichkeit B (“Bond”) mit
deterministischem Bond-Preis (B;) e, wobei By =1 und B; > 0fiir t = 1,..., T, und d risikobehafteten
Anlagemdoglichkeiten (“stocks”) mit Preisprozessen (S’f)tel, k=1,...,d,wobei S; = (S%, e, S‘t7l)T e R4
und S];(w) >0furallek=1,...,d, t€ I, weQ.Die Prozesse (Slf)tel seien fiir alle k =1,...,d adaptiert
beziiglich der gegebenen Filtration (%) te;.

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir auch Z; = (B;, S},...,S9)T € R%*! als Preisprozessvektor
aller Anlagemaoglichkeiten im Markt.

Fiir viele Uberlegungen ist es wichtg, dass der Preisprozess mindestens einer Anlagemdoglichkeit
strikt positiv ist: Einen Preisprozess (Y;) s, der strikt positiv ist, nennt man Numéraire. Wir werden
diskontierte Preise betrachten, wobei % als Diskontfaktor verwendet wird. Haufig wird der risikolose
Bond Y = B als Numéraire verwendet.

Definition 2.3.1

Ein Portfolio oder eine Handelsstrategie ¢ ist ein R¢*!-wertiger stochastischer Prozess

Q=@ er+ = (ﬁt)
trer+
der vorhersagbar beziiglich der Filtration (&) ist. Dabei ist
* f;eRdie Stiickzahl des Bonds, die wihrend des Zeitraums (¢ — 1, t] gehalten wird.

s a;=(al,...,ahT e R? und a¥ ist die Stiickzahl des Wertpapiers k, die wihrend des Zeitraums
(t—1, t] gehalten wird.
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Die Vorhersagbarkeit von ¢ bedeutet, dass g, a’t‘ fir t = 1,...,T &;_1-messbar sind. Wir setzen
B:=(Bo)rerr und a = (@p) rer+-

Der Investor beobachtet die Preise Z;_; und wihlt basierend auf diesen Informationen sein neues
Portfolio ¢;, was er dann hilt bis direkt nach Bekanntwerden der Preise Z;.

Definition 2.3.2
Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt ¢ € {1,..., T} ist gegeben durch

d
‘/[(/J = (p—[th = ﬁtBt+ a;rSt = ,BtBt+ Z Of]tcsltc
k=1
und wir setzen V(;p = (plTZo =p1Bo+ alTSO.

Bemerkung 2.3.3
. V;p wird auch der Wert- oder Vermdgensprozess zur Strategie ¢ genannt.

. VO(p wird als das Anfangsvermdégen bezeichnet.
J (p?+1 Z; ist der Wert des Portfolios direkt nachdem es zur Zeit t neu zusammengesetzt wurde.

. (plrl Z;+1 ist der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt ¢+ 1, wenn die Zeit- (¢ + 1)-Preise beobachtet
werden, aber das Portfolio noch nicht wieder umstrukturiert wurde.

 Die Anderung des Martkwertes des Portfolios nur durch Anderung der Preise ist daher
Pl (Zen = Z) =9l A v

Definition 2.3.4
Eine Handelsstrategie ¢ heil3t selbstfinanzierend (“self-financing”), falls

T T
P Zt =P s
fuirt=1,2,...,T-1.
Dies bedeutet, dass kein Zu- oder Abfluss von Geld stattfindet. Wenn der Investor die neuen Preise Z;

beobachtet, passt er sein Portfolio von ¢; zu ¢+ an, ohne dass er zusitzliches Vermdgen hinzufiigt
oder abzieht.

Wir zeigen im Folgenden, dass bei selbstfinanzierenden Strategien die Kenntnis von ¢ = (g) dquiva-
lent zur Kenntnis von (Vo(p, a) ist.

Lemma 2.3.5
Sei ¢ = (P) eine selbstfinanzierende Strategie. Dann gilt

t t
Sp_1 Sp_1
ﬁt:ﬁl_ZAaIBn =V/-Y Aa, ="

n=2 n—-1 n=1 Bn—l

fur t = 1,...,T,WobeiA04{C = a’f firk=1,...,d.
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2.3. Endliche Finanzmérkte

Beweis
Seit=1.
® T T 50
VO ZﬂlBQ+(X1 80:ﬁ1+a1 B_
0
und daher

S S
N Vo T20 _ 0 T 20
ﬁl—VO —a’lB—O—VO —Aale—O

Sei r€{2,3,..., T}. Da (£) selbstfinanzierend ist, gilt
Bi1Bii+a] 1 Si1= BBy +a) S

— (Br—PBr-1)Br—1 =—(aI—af_1)st_1

Dann gilt
Br=Pp1—P1+P2—Pot+Pr1—Br1+Ps
t
=pi+ Z ABn
n=2

t Sp_
=B+ Y (-DAa) 2L
n=2 B

n-1

So & 1S
= V¢ —Aa] 22— Y Aaj 227
By ;% Bp

Man kann sich oft ohne Beschdnkung der Allgemeinheit auf den Fall B; = 1 beschridnken, da der
folgende Zusammenhang gilt:

Lemma 2.3.6 .
Sei ¢ = (#) eine selbstfinanzierende Strategie und X* := %’t der diskontierte Preisprozess, k =
1,...,dund ¢t =1,...,T. Dann gilt:

Vi et T
R Y a,AX,
t n=1
Beweis
Firn=1,..., T gilt
Vi Vpa 1 T 1 T
— - =—(PuBn+a,Sy) — 1Bp-1t+a, S
By Buy By Pt nSn =g Bna Bt oSl
1 1
= B—(,Ban'i'a’;,—Sn)_ B (ﬁan—l"'a];Sn)
n n-1
Sn Sn1
= (Bn—Pn) +ay| -~ =—
" " n(Bn Bn—l)

=a) AX,
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Dabher gilt mit By = 1:

¢ 4 4 ¢ ¢ ¢
veovy v, veovio

_t 0 _ 0 ... =1 _ “t=1 't
B, By By Bi1 Bi1 By
@ @
Y% ¥ (V_f_h)
BO n=1 Bn Bn—l
t
=V/+ Y anAXy, -
n=1

Definition 2.3.7
Den Prozess (G‘;‘) einer Handelsstrategie ¢ = (g), derfiirt=1,..., T durch
t
G¢=Y ajAX,
n=1

definiert ist und Gg =0, bezeichnen wir als (diskontierten) Gewinnprozess von ¢.

Definition 2.3.8
Ein Zahlungsanspruch (“contingent claim”) ist eine & -messbare Zufallsvariable H: Q — R

Bemerkung 2.3.9
Ist ¥ = %1 =0(S0,S1,...,S7), so ist H= h(Sy,S1,...,St) fiir eine Funktion h: RT™! — R.

Beispiel 2.3.10
 Europiische Call-Option: H=(Sy - K)*

 Europdische Put-Option: H = (K- S7)*

¢ Termingeschift (“short”): H=K - St

Digital Call-Option: H = 15,5k}

* Asiatische Option: H=(St—+ X/, S)*

Definition 2.3.11
(1) Ein Zahlungsanspruch H heil3t erreichbar, wenn es eine selbstfinanzierende Strategie ¢ gibt
mit
¢ _
VY =H.
Dann heil$t 7(H) = VO"’ ein Preis von H und ¢ eine Hedging-Strategie.

(2) Ein Markt heil3t volistindig, falls jeder Zahlungsanspruch erreichbar ist.

Definition 2.3.12
Fine selbstfinanzierende Handelsstrategie heilst Arbitrage-Strategie, falls P(Votp =0)=1,PV’=0=1
und P(V > 0) > 0.

Wir sagen, dass eine Arbitragemaoglichkeit existiert, falls eine Arbitrage-Strategie existiert.

Bemerkung 2.3.13
Von Lemma 2.3.6 gilt fiir eine selbstfinanzierende Strategie ¢ = (g)
4
T _ 9
B_T = VO + G%
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2.4. Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell
Dabher liegt eine Arbitragemdglichkeit genau dann vor, wenn eine selbstfinanzierende Strategie ¢ = (g)
existiert mit P(V;’ =0) = 1, P(G% = 0) = 1, P(G} > 0) > 0.

Bemerkung 2.3.14
Wir schreiben (NA) (“no arbitrage”), wenn keine Arbitragemdoglichkeit existiert.

Lemma 2.3.15
Es gelte (NA). Dann ist der Preis 7 (H) fiir einen erreichbaren Zahlungsanspruch eindeutig be-
stimmt und damit unabhingig von der Wahl der Hedging-Strategie.

Beweis

Sei H ein erreichbarer Zahlungsanspruch und ¢ = (5), @= (5 ) zwei Hedging-Strategien fiir H. Von
Lemma 2.3.5 wissen wir, dass ¢, ¢ durch (V.*, @) und V7 @ ausgedriickt werden konnen. Aus Lemma
2.3.6 folgt dann

H B =
¢ _ _y®
VO +G%—B—T—VO +Gl7x~

Angenommen, Vo(p # VO(Z’ und ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte Vo(p < VO‘Z’. Dann ist d :=
V) = Vy >0. Damit gilt

_y? 9 a
0=V -V -G}+G§
=-d+G7 -G}

T
=—d+ ) (a)-a,)AX,
n=1

=-d+G7 ¢

DT>

Daher ist G3~% > 0. Also ist ¢ eine Arbitrageméglichkeit, wobei y = ( ), @ = a—aund fist definiert

uber Lemma 2.3.5, wobei Vow =0, im Widerspruch zu (NA). -

2.4. Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell

Wir betrachten nun ein einfaches Finanzmarktmodell in diskreter Zeit. In diesem Modell werden
wir viele wichtige Ergebnisse zur Bewertung von Derivaten herleiten, die auch in viel allgemeineren
Zusammenhdngen gelten (siehe spétere Kapitel). Wir betrachten das grundlegende Binomialmodell
von Cox, Ross und Rubinstein (1979 verdffentlicht).

Sei d =1, das heil’t wir betrachten einen Markt mit einem Bond und einer Aktie.

2.4.1. Ein-Perioden-CRR-Modell

Wir beginnen mit einem Ein-Perioden-Modell, also T = 1. Sei Q = {w;,w,} und & = F; = P(Q). Die
Werte des Bondes seien By =1 und B; =1+ r, r > 0. Die Werte der Aktie seien So = S > 0 und

u-Sog, fallsw=w;
S1(w) =
d-Sy, fallsw=w>
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

fiir 0 < d < u. Hier steht u fiir den up-Faktor und d fiir den down-Faktor. (Wére u = d, wire das Modell
nicht wirklich stochastisch und damit nicht interessant.)

Lemma 2.4.1
Gegeben sei das Ein-Perioden-CRR-Modell. Dann gilt (NA) genau dann, wennd <1+ r < u.

Beweis

u
d<l+r<u < —<l<——
1+r 1+r
Sod Sou
— — << —
1+r 1+r
Sod S()u
— —-5<0<——-§g
1+r 1+r
S (w S1(w
1( 2)—So<0< 1wy) ,
1+r 1+r
—> (NA)

Die letzte Aquivalenz folgt aus den folgenden Uberlegungen:

»=—" Sei Vo = B+ a8y =0, daher f=Vp—aSp = —aSo. Also ist
S1
Vi=pA+r+aS =-aSg(l+r)+aS;=a(l+ r)(_l - So)
;

Wir haben gerade gesehen, dass V; nicht mit positiver Wahrscheinlichkeit positiv sein kann,
ohne dass es auch mit positiver Wahrscheinlichkeit negativ sein kann. Damit gilt (NA).

»<="“ Angenommen, d = 1+ r. Beginne ohne Anfangsvermégen. Leihe Geld fiir das Kaufen einer
Aktie von der Bank und kaufe diese Aktie (@ =1, f = —Sy, Vh =0).

Im ersten Szenario ist S; (w1) = uSy und damit

Vi=pA+r)+aS; =-So(1+1r)+uSy=-Sod+uSy=Sp(u—d)>0.

Im zweiten Szenario ist S; (w») = dSp und damit

Vi=p+r+aS; =-So(1+r)+dSy=—-Spd+dSy=0.

Dies ist ein Wiederspruch zu (NA). Analog kann man bei der Annahme von u© < 1+ r einen
Leerverkauf der Aktie machen und das Geld auf dem Bankkonto investieren (a = -1, = Sy,
VO = 0). [}
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2.4. Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell

Lemma 2.4.2
Es gelte (NA). Dann ist das CRR-Modell vollstdndig, das hei3t zu jedem Zahlungsanspruch H gibt
es eine selbstfinanzierende Strategie ¢ = (#), so dass V} = H.

Insbesondere ist hier

_ H(w) - Hw,)

_ uH(wz) - dH(w)
"= (u—d)So

pr= (u—d)y(1+71)

und damit ist der eindeutige Preis 7 (H) gegeben durch

Hw))1+r—d H(w>) 1+r—-d
t e g

=B1By+ 1Sy =
7(H) = f1Bo+ @150 1+r u-d 1+r u—d

Beweis
Der Ansatz ist pr =pf1(1+71)+a;S; = H.DaQ = {w;, w,} erhalten wir das lineare Gleichungssystem

P11 +71)+a1S1(w1) = H(w)
P11+ 1)+ 151 (w2) = H(wo)

was sich schreiben ldsst als

Br(l+71)+ai1uSy = H(w1)
ﬁl(l + r) +a1d80 = H(a)g).

Dieses ldsst sich nach f;, @; auflésen, so dass man durch Umsortieren die Behauptung erhilt. n

Bemerkung 2.4.3
* Wir setzen ¢ = %. Wegen (NA) gilt 0 < g < 1.

u

e Nach Lemma 2.4.2 gilt dann fiir den Preis von H:

_Hw)  Hwy)
7(H) = 1+r a+ 1+r 1-a

Wir definieren ein Wahrscheinlichkeitsmal3 Q durch Q({w;}) = ¢ und Q({w2}) =1 — gq. Also gilt

n(H) = Eq [FHr]' wobei Eg den Erwartungswert beziiglich des MaRles Q bezeichnet.

¢ Tir den diskontierten Preis X; = % gilt

E[X]—E[ﬂ]
QAL = Q31

_ S1(w1) g+ S1(w2)

1_

B B 1=

LtS() dS()
=—qg+——(1-

1+rq 1+r( a

So

=Sy= — = X,

0 Bo 0

Q ist das einzige WahrscheinlichkeitsmaR mit Eq[X;] = Xo.
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

2.4.2. Mehr-Perioden-CRR-Modell

Wir betrachten das T-Perioden-CRR-Modell, das heildt wir betrachten den Zeithorizont T und
tef{o,1,...,T}.

Seir>0und B;y; =B;(1+71), By=1.Dannist B;,=(1+r)! firt=0,1,...,T.

Fiir die risikobehaftete Anlagemdoglichkeit gelte

S = uS;, mit Wahrscheinlichkeit p
aa dS;, mit Wahrscheinlichkeit1—-p

fir0<d<u,pe(0,1),t=0,1,...,T—1und Sy > 0.

Wir konstruieren nun ein Modell, indem wir den Prozess

o-()
O T

mit £ = 1,..., T jeweils als Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q;, F,, P;) betrachten,
wobei

Q,=Q={ud},
F=F =2Q) =1{p,1d}, (u},Q}
P, =P mit P({u}) = p, P({d}) =1 - p, fiirein p € (0,1)

Auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum ist Y;(u) .= u, Y;(d) :=d, t=1,2,...,T.

Unser Ziel ist es, einen Wahrscheinlichkeitsraum zu definieren, auf dem wir die Preise der Anlagemdg-
lichkeiten B und S beschreiben konnen. Da man den Aktienkurs S als

t
Se=So[[ Y, t=1,...,T
k=1

schreiben kann, liegt es nahe als zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum den Produktraum
(Q, %, P) zu betrachten, wobei:

Q=0;x---xQr

F =)

P({w}) :=P(y}) - P(yr)

wobeiw = (y1,...,yr)und y,e{d, u}, tefl,..., T}.

Fiir weitere Infos zu Produktraumen siehe Williams, Kapitel 8. Hier werden iiber den Produktraum
unabhéngige Wiederholungen einen Zufallsexperiments beschrieben. Da Y; eine Zufallsvariable
ist, die zwei Werte annehmen kann, kann man das durch Y beschriebene Zufallsexperiment als
Miinzwurf (mit einer nicht notwendig fairen Miinze) interpretieren.

Wir definieren nun die Y, £ =1,... T, neu auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P):

u fallsy,=u

Y :Y reey =
1) =Y (y1,.., y1)) {d falls y, =d
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2.4. Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell

furt=1,...,T.

Mit dieser Konstruktion gilt: P(Y; = u) = p = 1 - P(Y; = d) und die Y; sind unabhingig identisch
verteilt.

Die Informationen im Markt werden durch die naheliegende Filtration modelliert: %, := {@, Q} und
Fr=01,...,.Y)=0(Sy,...,Sp fiirte{l,...,T-1}und Fr = F = 2(Q).

Bisher haben wir nur das Reale-Welt-Mal$ P definiert. Zur Optionsbewertung werden wir aber wie im
Ein-Perioden-Modell ein risikoneutrales Mal} Q benotigen, dass wir analog zum obigen Vorgehen auf
dem messbaren Raum (Q, %) definieren:

QU{w}) = QU(y1,-..,y1N = QU -+ QUyrH = qy, -+~ qy,

wobei
q falls y, = u

QUy) =¢qy, = {1 —q fallsy,=d

mit g := % und wir fordern, dass d < 1 + r < u. Man rechnet leicht nach, dass Q ein Wahrschein-
lichkeitsmalR ist.

Lemma 2.4.4
Im T-Perioden-CRR-Modell gilt:

(NA) <= d<l+r<u

Beweis
siehe Ubungsblatt n

Satz 2.4.5
Es gelte (NA). Dann ist das T-Perioden-CRR-Modell vollstdndig. Insbesondere gilt:

Zu jedem Zahlungsanspruch H gibt es eine selbstfinanzierende Hedging-Strategie ¢ = (g) mit
V¥ = Hund
T

H(w)

H
E(H)=,31B0+05180=qu1 ..... qu_BT =Eo

Br

ist der eindeutige Preis von H und Q ist das oben definierte Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beweis
Der Preis und die Hedging-Strategie kann rekursivim Binomialbaum ermittelt werden. Beginne mit
t=T.Setze Vr = H. Da Y1 zwei Werte annehmen kann, wird aus der Gleichung

Vi=PptBr+a:S;
das Gleichungssystem mit den zwei Gleichungen:

Vic1 =Br-1Bi-1+a-1Si-1 = BiBro1 + @S
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Lose LGS in zwei Unbekannten (81, ar) (eindeutig 16sbar) in Abhéngigkeit von (yy,..., yr-1) (zur
Erinnerung: w = (y1,..., y1)).

Aus der zweiten Gleichung kann nun Vr_; berechnet werden (in Abhéngigkeit von (y1,..., y7-1)).
Fiir T =1 folgt die Behauptung aus dem Ein-Perioden-CRR-Modell.

Fur T >1kann der Schrittflirt=T-1,t =T —2,... rekursiv wiederholt werden.

Q berechnet man analog zum Ein-Perioden-CRR-Modell. -

Korollar 2.4.6
Sei H ein europdischer Zahlungsanspruch mit Laufzeit T gegeben durch H = f(S7). Dann ist der
Preis (zur Zeit 0) gegeben durch

(S7) 1 LT _ _
7 (H) = Eq f(Sr - Ly gk - g™ * fisourat™,
BT BT k=0 k
. 14r-d

wobei g = “T=E.
Beweis
Es gilt St = Sp H,{zl Y mit Q(Yy = u) = q = 1 - Q(Y; = d). Daher folgt aus Satz 2.4.5 sofort die
Behauptung. ]

Bemerkung 2.4.7 (Hedging im Mehr-Perioden-CRR-Modell)

Sei H ein Zahlungsanspruch und 7;(H, S;) der Preis des Zahlungsanspruchs H zum Zeitpunkt ¢ bei
Kurs S;. Sei ¢ = (g) eine selbstfinanzierende Hedging-Strategie fiir H, so gilt n;(H,S;) = V;p und
aulBerdem 7 (H) = o (H, Sp).

Mit n:(H,S;) = B+B: + a;S; folgt:

we(H,uS;—1) =B:Br+a;uS;1
we(H,dSi—1) = BtBr +a;dS;—1
und daher ist
_ i (H,uSi—1) —m(H,dSi-1)
(u—a)Si—

a;

und

_ uﬂt(H, dS[_]) - dﬂt(H, uSt_l)

b (u—d)B;

Definition 2.4.8
¢ Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 Q auf (2, %), fiir das

o= (%)
! B¢ ) tepo,.., 1)

ein Martingal ist (beziiglich der Filtration &%;), heillt Martingalmafs oder risikoneutrales Mafs.
Zur Erinnerung: Fiir ein solches Q gilt: (X;) ist adaptiert, E|X;| <oofiir £=0,...,fund Eq[X;41 |
gl’] :Xt fur tZO,..., T-1.

e 2 ={Q WahrscheinlichkeitsmaQ auf (Q, %) | Q ist ein Martingalmal?}

e 2% ={Q€e 2| Qistdquivalent zu P}
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2.4. Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell

Bemerkung 2.4.9
e Zur Erinnerung: Ein Wahrscheinlichkeitsmall Q ist 4quivalent zu einem Wahrscheinlichkeits-
mal P (kurz Q ~ P) genau dann, wenn Q und P die gleichen Nullmengen haben, das heil3t fiir
alle Ae F gilt P(A) =0 < Q(A) =0.

e Wir haben bisher gefordert, dass P({w}) > 0 fiir alle w € Q. Daher ist in diesem Fall 2* = {Q €
2 |VweQ:Q({w}) > 0}.

Satz 2.4.10
Gegeben sei das T-Perioden-CRR-Modell. Dann gilt

(1) (NA) <= d<l+r<u
(2) d <1+r<u < Esexistiert ein dquivalentes Martingalmal} Q. (EMM)

(3) Esgelte d <1+ r < u.Dann ist das Martingalmall eindeutig und charakterisiert durch

_1+r-d
u-d

Beweis
(1) Lemma 2.4.4, Ubungsblatt

(2) Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmall. Dann gilt

Si1
| Z1
Br1 !

Y1 S
- EQ[& | F,]
Biti1

S
= L EolYii1 | F4]

Bt

EQ[Xt+1 | F] = EQ[

— St
Bt
St

1
= ——EplY;
B, 1+r o[Yr+1]

EqlYi1]

=Xy

EolY,
1+7 Q[Yi+1l

Ly,

Damit Q ein Martingal ist, muss also ﬁEQ[YHl] =1 gelten, also qu+ (1 - qg)d =1+ r fiir ein
q€[0,1].

Das ist ein gewichtetes Mittel von 1 + r und daher 1 + r € [d, u]. Falls Q dquivalent zu P ist, ist
g € (0,1) und damit Q dquivalent zu P.

1+r—d
u-d ° u

(3) Die Gleichung qu+ (1 — g)d =1+ r hat eine eindeutige Losung und diese ist g =
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

2.5. Hauptsatz der Optionspreistheorie

Wir betrachten wieder allgemeine endliche Finanzmérkte wie in Sektion 2.3. Sei (Q, &, P) der Wahr-
scheinlichkeitsraum mit natiirlicher Filtration (%¥;);c; und I = {0,1,..., T}. Wir betrachten wieder
einen Bond (B;);c; und d Aktien (S’;) e, k=1,...,d. Wir schreiben wieder

-3
t)tel Bt el

und wie zuvor £ = {Q Wahrscheinlichkeitsmal auf (Q, %) | Q ist MartingalmaB} und 2* ={Q e 2 |
Q~P}={Qe2|VweQ:Q({w}) > 0}.

Satz 2.5.1
SeiQe 2 und ¢ = (g) eine selbstfinanzierende Strategie. Dann ist der diskontierte Vermoges-

prozess
¢
Vi
B;

ein Q-Martingal.

Beweis
Da ¢ selbstfinanzierend ist, gilt nach Lemma 2.3.6:

4 t
B—" =VP+GE=V+ Y a;AX,
t n=1
und daher
v v St Si-
=1 :G?—G‘f_lza:AX[:atT(—t— ! 1)
B: B B: By
und da X; = ISB_Z ein Q-Martingal ist, gilt
vy vy S Si
Eql-t - L1 %11 = a] Eol=f - = | F 1] = 0.
Q[Bt By | Fr-1] = a; Q[Bt Bt—ll t-11

Der diskontierte Wertprozess ist also eine Martingal-Transformation des Q-Martingals g—’[ durch ¢
und daher selbst ein Q-Martingal. n

Satz 2.5.2
Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmal$ auf (Q2, &). Dann gilt

() Qe 2 < Va:Eg[G=0

2) F#¢ = (NA)
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2.5. Hauptsatz der Optionspreistheorie

Beweis
(1) ,=“:Sei Q€ 2.Fiiralle aist G%=Y]_, @} AX,.Im Beweis von Satz 2.5.1 wurde gezeigt, dass

)

EglajAX, | Fnoq] =0fiiralle ne{l,..., T}. Da Egla, AX,] = EqlEqla; AX, | F,-11] folgt die
Behauptung.

,=“Fuirnefl,...,T}, ke{l,...,d} und B € &,,_; definieren wir die folgende Strategie a:
ak=1p al = 0fiir (j, 1) # (k, n)
Dann ist a vorhersehbar. Dann gilt G7:= 1 sAX¥ und nach Voraussetzung
0= EqlG%] = Egl13AX}]
Da 15 &%,_1-messbar ist, gilt dann
0= EQ[EQ[IBAX,IIC | Fp-1ll = EQ[lBEQ[X,Ii | Fn-1ll

Da n, k, B beliebig sind, folgt fiiralle n=1,...,T, k=1,...,d: EQ[AX,If | F,-11=0,also Qe 2.

Sei Q € 2%. Die (NA)-Bedingung ist 4quivalent zu der Aussage, dass fiir alle selbstfinanzierenden
Handelsstrategien ¢ = (£) gilt

Gi=0 = Gf=0 (P-fs)

Aus (1) folgt, dass fiir alle a gilt Eg [G%] = 0. Damit ist G‘% >0 = G‘J’i =0 (Q-f.s.). Da Q dquivalent
zu P ist, gilt dies auch P-f.s. m

Lemma 2.5.3 (Trennungssatz)
Sei L = R” ein linearer Unterraum und K < R” eine kompakte und konvexe Teilmenge mit LN K =
@. Dann gibt es eine lineare Abbildung f:R"” - R,sodass Vxe L: f(x) =0und Yxe K: f(x) > 0.

Satz 2.5.4 (Erster Fundamentalsatz der Preistheorie)
(Auch “first fundamental theorem of asset pricing”, FTAP1)

(NA) < 2" #£¢

Bemerkung 2.5.5
Ausformuliert sagt FTAP1: Der Finanzmarkt ist genau dann arbitragefrei, wenn ein zu P dquivalentes
Malk Q existiert, so dass der diskontierte d-dimensionale Preisprozess

o= (5]
==
e By ) ter

ein Martingal unter Q ist.
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Beweis
,<—*“Siehe Satz 2.5.2 (2).

»=—=“ Qist endlich, wir setzen m := |Q| < co und schreiben Q = {wy, ..., ;,}. Wir werden im Folgenden
eine Zufallsvariable X auf (Q, %, P) als Vektor im R = R interpretieren, indem wir schreiben
(X(@1),..., X (@) ". Sei A die Menge aller Zufallsvariablen auf (Q, %, P). Dann bezeichnen wir mit
A < R™ den dazugehorigen m-dimensionalen Raum (X € A — (X(wy),...,X (wm))T € A). Wir
schreiben fiir X(w;) auch X;.

Wir definieren zwei Unterraume des R™:

C={YeA|Vie{l,....m}:Y;=0undJie{l,...,m}:Y; >0}
L={YeA|Vie{l,....m}:Y; = G‘%(w,-) fiir eine selbstfinanzierende

Handelsstrategie ¢ = (5)}

Die Menge C wird verwendet, um (NA) geeignet auszudriicken. Sei ¢ = (g) eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie mit Anfangsvermoégen Vo(p = 0, dann folgt aus (NA), dass (V;f) (w1),..-) V}p (wm)" ¢C.

Da G% = Z,lel a,AX, linear ist, ist L < R™ ein linearer Unterraum. L beschreibt die Menge aller
Zahlungsanspriiche, die erreichbar zum Preis 0 sind. Wegen (NA) gilt daher Cn L = @.

Wir definieren nun einen weiteren Unterraum des R™:
m
K:={YeC|) YVi=1}
i=1
K ist konvex und kompakt, und da K < C ist, gilt wegen (NA) auch hier KN L = @.

Aus dem Trennungssatz (Lemma 2.5.3) folgt die Existenz einer linearen Abbildung f : R™ — R mit
VxeL:f(x)=0undVxeK: f(x) >0, diewirals f(x) =g x= Y%, qix; schreiben.

Wir betrachten die Zufallsvariable ¢ := 1y,,. Dann ist der zugehérige m-dimensionale Vektor
EDw),...,ED (W) T, wobei f;") = 8;;. Daher ist (£ (w1),...,¢P(w,,) T € K fiir i = 1,...,m. Dann
gilt
m
FEP @), e @m) ) = Y D)) g; = qi.
j=1

Der Trennungssatz liefert uns also g; > 0 fiir alle i € {1, ..., m}.

Wir definieren nun ein neues Wahrscheinlichkeitsmalfd auf (Q2, &):

QUiw) = =

j=14j

Da dieses Q keine nichtleeren Nullmengen hat, ist Q dquivalent zu P.

Aus dem Trennungssatz folgt insbesondere, dass f(x) = g' x = 0 fiir alle x € L. Sei ¢ = (g) eine
selbstfinanzierende Handelsstrategie. Dann gilt

EolGH1 =) %G%(wﬂ =cm Y. 4iG}w;) =0,
i=12j=19] j=14ii=1

da (G%(wl), . G%(wm))T € L. Mit Satz 2.5.2 (1) folgt damit, dass Q € £, und da Q dquivalent zu P ist,
auch Qe 2. (]
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2.5. Hauptsatz der Optionspreistheorie
2.5.1. Risikoneutrale Bewertung von Zahlungsanspriichen

Das folgende Lemma verallgemeinert Lemma 2.3.15.

Lemma 2.5.6
Es gelte (NA). Dann gilt fiir jeden erreichbaren Zahlungsanspruch H und zwei selbstfinanzierende

Stratgie ¢, ¥ mit V]‘f) =H= V}’/ zu jedem Zeitpunkt ¢ =0,..., T:

vi=v/

Beweis
Ubungsblatt n

Definition 2.5.7
Es gelte (NA) und H sei ein erreichbarer Zahlungsanspruch mit Laufzeit T. Der Arbitragepreisprozess

(¢ (H))teq0,..., T}

ist der Wertprozess einer replizierenden Strategie ¢ von H.

Satz 2.5.8
Es gelte (NA). Sei H ein erreichbarer Zahlungsanspruch. Dann gilt die risikoneutrale Bewertungs-
formel

H
¢ (H) = BtEgl—— | F4]
Br

wobei Q € 2" beliebig.

Beweis
Da H erreichbar ist, existiert eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ = (g) mit H = V}p . Wegen
(NA) existiert nach Satz 2.5.4 ein Q € 2*. Aus Satz 2.5.1 folgt, dass

v/
B;
ein Q-Martingal ist. Daher gilt
o VY %44 H
7w (H) =V =By— = BiEgl—— | ] = BtEgl—— | F¢]. (]
By Bt Bt

Der folgende Satz gibt uns nun die Methode an, mit der wir faire Preise zum Zeitpunkt ¢ = 0 ei-
nes Zahlungsanspruchs bestimmen kénnen. Ein solcher Preis ist ein Erwartungswert unter einem
risikoneutralen MaR:
Korollar 2.5.9
Es gelte (NA). Sei H ein erreichbarer Zahlungssanspruch. Dann gilt fiir den Preis 7 (H) von H zur Zeit
t=0:
H)=E [E]
7 ( Q Br

wobei Q € 2* beliebig.
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Beweis
Die Behauptung folgt sofort aus Satz 2.5.8 mit By = 1 und %y = {@, Q}. -

2.6. Vollstandigkeit und Martingalmalle

Wir haben gesehen, dass das Cox-Ross-Rubinsteinmodell vollstdndig ist. In allgemeinen endlichen
Finanzmarkten liefert uns der zweite Fundamentalsatz den Zusammenhang zwischen Vollstandigkeit
und Eindeutigkeit des dquivalenten Martingalmalf3es.

Satz 2.6.1 (Zweiter Fundamentalsatz der Preistheorie)
(Auch “second fundamental theorem of asset pricing”, FTAP2)

Es gelte (NA). Dann ist der Markt genau dann vollstdndig, wenn |2*| = 1, also wenn genau ein
dquivalentes MartingalmaR existiert.

Beweis

»=—>"“: Der Markt sei vollstindig. Wegen (NA) gilt nach Satz 2.5.4 (FTAP1), dass 2* # @. Seien Q1,Q- €
2%,

Sei H ein Zahlungsanspruch und ¢ = (5) die zugehorige Hedging-Strategie. Dann gilt B—HT = Vo(p +GY
Aus Satz 2.5.2 folgt: Eq, [G7] =0 = Eq,[G7] und daher Eq, [H] = Eq,[H].

Setzte nun H =14 fir A€ . Dann gilt Q (A) = Eq,[14] = Eg,[14] = Q2(A), und somit Q; = Q> und
|2% =1.

,<=": Der Markt sei nicht vollstindig. Zu zeigen ist |2*| > 1.

Wir betrachten wieder die Menge aller Zufallsvariablen auf (2, %), bezeichnet mit A, und die dazuge-
horige m-dimensionale Darstellung A wie im Beweis von Satz 2 5.4, wobei m = |Q], Q = {w1,..., 0}

Sei
L={(c+G}1),...,c+ Gwm)) " € A| ¢ = (P) selbstfinanzierende Handelsstrategie, ¢ € R}

Da G% linear ist, ist L ein linearer Untervektorraum von R™.

Wegen (NA) gilt 2* # ¢ (Satz 2.5.4, FTAPI1). Sei Q € 2 und Q({w;}) = ¢q; fur i = 1,..., m. Wir be-
trachten das Skalarprodukt (Z, Y) — Eg[ZY] fiir Zufallsvariablen Z, Y € Q. In der m-dimensionalen
Schreibweise bedeutet dies fiir (Z(w1),...,Z(@) ", (Y (@1),...,Y(wn)" € A:

m
(Z@)ye s Z@) T, (Y (@1, Y @) ) = Y Z@)Y (1)
i=1
Nach Voraussetzung existiert ein nicht erreichbarer Zahlungsanspruch H. Dannist (H(w1),..., Hwn)) €
A, aber ¢ L. Damit ist L ein echter Untervektorraum von R™ und das orthogonale Komplement L+
ist nicht trivial, das heiBt es gibt (Z(w), ..., Z(@,)) " € L+ \ {0} mit X7, Z(w)Y (w;)g; = 0 fiir alle
(Y(®1),...,wn) " €eL.Da(l,...)T € Lgilt ¥, Z(w;)q; =0.

Wir definieren nun ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmald
Z(w;)
21 Z oo

QUwH) =0+ )QUw;})
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2.7. Bestimmung des risikoneutralen MalSes Q

wobei || Z]lo = supilZ(w;)| : w; € Q}. Durch die Konstruktion ist klar, dass Q" # Q. Q' ist ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf, da fiir alle w; € Q: Q' ({w;}) > 0 gilt und

p u Z(w;)
Q) = 1 ;
Q) i:ZI( + 2”2“00)0({601})

m
=) QUwh+ ZZ(w )QUwH =1+0=1.
i=1

211 Zlloo i=
Insbesondere hat Q' keine nichtleeren Nullmengen und ist damit dquivalent zu P.

Seinun (Y (w1),...,Y(wmn) " = (c+G“(a)1), ,C+G§f(wm))T€L.Danngilt

c+EglGH =Eg(Y]=) Y()Q (lw:})

= Y(wi)(1+ i
,-:Zl (w;)( 2||Z||OO)Q({ w;i})
m Z(w;)
L “"”“Z 0 71

=EqglY]+0

=Eglc+Gjl=c

da (Y(@1),...,Y(m) €L, Qe D*.

Daher gilt E [G$] = 0 und deswegen folgt mit Satz 2.5.2, dass Q' € 2. Da Q' dquivalent zu P ist, gilt
Qe 2*. Aus Q # Q' folgt damit die Behauptung. n

2.7. Bestimmung des risikoneutralen Malles Q

Im Cox-Ross-Rubinstein-Modell haben wir das Mal$ Q explizit angegeben. Wie sieht dieses MaR in
allgemeinen endlichen Finanzmirkten aus? Wir betrachten ein MaR auf Q = Q7 mit |Q| < co, wobei
Q die Menge der Ein-Schritt-Bewegungen des Aktienkurses ist (zum Vergleich: Im CRR-Model ist
Q = {u,d}). Wir schreiben = (y1,..., y7) € Qund w; = (y1,...,y:) € QL.

Wir definieren das Wahrscheinlichkeitsmalfd

QUwh) =QUH1,-- - ¥yDD =1y G2(y2 lw1) - qr(¥yT | WT-1)

Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten pro Periode konnen im Gegensatz zum Cox-Ross-Rubinstein-
Modell unterschiedlich sein. Deswegen miissen wir angeben, wo im Baum wir uns befinden. Daher
die Schreibweise q;(y; | ws-1).

IstQe Z,sogiltfiiraller=1,...,T,k=1,...,d:

EQIAXf | F11]1=0

“— VAegt_lf AdeQ:f()dQ
A A
= f AxFaQ=0
{w\wtflz(yl,...,y[,l)}
- Z AXf(wt—l,y)ch(ylwt_ﬂ:O

yeQ
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Daher kann man Q € 2* bestimmen, indem man fiir jede Aktie k = 1,...,d und jeden Verzweigungs-
punkt £ =1,..., T die bedingten Wahrscheinlichkeiten g;(y | w;-1) aus dem folgenden Gleichungssys-
tem bestimmt:

Y gy lwe)AX 0,1, =0
yeQ

Y qi(ylwe) =1
oy

firallew; 1€ QY t=1,...,T, k=1,...,d.

Beispiel 2.7.1

Gegeben sei ein Markt mit zwei Anlagemdéglichkeiten: ein Bond, ein Stock. Wir betrachten den
Zeithorizont T = 2. Die Werte des Bonds seien B, =1 fiir alle = 0,1,2. Die Werte der Aktie zeigt der
folgende Baum:

9 W)

8
5/ 6 w2
\4/6 w3
\3 Wy

=0 t=1 =2

Dann ist # = {Q, ¢}, F1 = {3, {w1, w2}, {w3, w4}, A und F, =P (Q) = F.
Fiir t =1 gilt

g1(uw)(8-5)+qi1(d)(4-5)=0
g +q1(d)=1

woraus man ¢ (u) = i und ¢q;(d) = ?'1 berechnen kann.
Fiir t =2 und y; = u gilt:

Go(u|w)(9—-8)+qg2(d|u)(6-8)=0
Go(ulu)+qg2(dlu)=1

woraus man g (u | u) = % und q»(d | u) = % berechnen kann.
Fiir t=2und y; = d gilt:

Go(u|d)(6-4)+qg2(d|1d)(3-5)=0
Guld)+q2d|d)=1

woraus man gy (u | d) = % und q2(d | d) = % berechnen kann.

Insgesamt gilt also

Qlw}) =

_! QUwz}) =
=5 o)) =

wil N
|

Qlws}) = Qws}) =

R N
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2.8. Konsistente Preissysteme

Bemerkung 2.7.2

Das Gleichungssystem hat fiir jedes ¢ und jedes w; d + 1 Gleichungen in |Q| Unbekannten g,(y |
wy),w € . Eine eindeutige Losung liegt zum Beispiel dann vor, wenn fiir alle w; € Qf, r=1,..., T, die
Vektoren (AXf(le, ¥),YE Q) e R und (1,...,1) € R linear unabhingig sindund d+1 = |Q] ist.

Anders ausgedriickt: Besteht zwischen der Preisentwicklung der d Aktien keine lineare Abhéngigkeit,
so existiert ein eindeutiges MartingalmaR im Allgemeinen nur, falls |Q| = d + 1. Das heift, wenn die
Anzahl der Wertpapiere (Bond und Stock) gleich der Anzahl der méglichen Marktbewegungen ist.

2.8. Konsistente Preissysteme

Wir betrachten im Folgenden sogenannte konsistente Preissysteme. Dartiber kann auch Q € 2*
interpretiert werden.

Definition 2.8.1

Ein Preissystem ist eine Abbildung p : R/

— R mit
(1) fiir @y, @ € R und Zahlungsanspriiche H;, H, € R'Y gilt

plarHy+ a2 Hy) = a1 p(Hy) + axp(Hy) (,Linearitat®)

(2) fur H=0gilt p(H) =0und

p(H)=0 < VweQ:Hw)=0 (,Positivitdt“)

Ein Preissystem p heil3t konsistent, falls gilt: Ist H ein durch eine selbstfinanzierende Strategie ¢
erreichbarer Zahlungsanspruch, so ist p(H) = VO(”.

Bemerkung 2.8.2
Ist p ein konsistentes Preissystem, so folgt p(Br) =1, da ¢ = (g) mit a = 0, § = 1 eine Hedging-
Strategie fiir B ist, mit V; =1.

Satz 2.8.3
(1) Sei p ein konsistentes Preissystem. Dann ist Q, definiert durch

Q(A) := p(Brly) fiir Ac F,
in 2*.

(2) Ist Qe 27, soist p, definiert durch

H H
p(H) := EQ[B—T =y 9 60} fiir He R

we Br(@)

ein konsistentes Preissystem.
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Beweis

68

(1) Da p ein konsistentes Preissystem ist, ist p linear und damit gibt es ein ¥ € R’!, so dass

p(H) =) Y(wHw) (%)

we)
Zu zeigen ist, dass (th) rer €in Q-Martingal fiir k=1,...,d ist.

H H
Ed Z—ﬁﬂm{n
Br

weQ)

H(w)
=) —TP(BTl{w})

weQ)

=2, (2 Y@ Brliw (@)

weQ PT  @peQ
y H(w)
weQ PT

Y Hw)Y ()

weQ)

= p(H)

H(w)

Y(w)Br

Firaller=1,...,T,k=1,...,d, Ae %;_; existiert eine selbstfinanzierende Handelsstrategie
Q= (g) fiir den Zahlungsanspruch H = Br1l AAX;C . Dabei gilt: Falls zur Zeit ¢ — 1 das Ereignis A
eingetreten ist, so leihe %Sf_l aus dem Bond und kaufe damit %f Anteile des Stocks k.

Zum Zeitpunkt ¢t — 1 wéhle §; = —ﬁsf_lBT und a; = %f. Das Vermdogen nach der Zusam-
menstellung zum Zeitpunkt ¢ —1 ist dann

1
BiBi1+a,S* | = ——S];_IBTBt_1+ st =0
B:-1B;
und zum Zeitpunkt ¢
BB+ a;S Lo BB, +5Tgk B(Sk k)BAXk
aSt=———
Dy 9T Bt—lBttthlBt TBI B T

also repliziert ¢ den Zahlungsanspruch H.

Also gilt
H
0="VY = p(H) :EQ[B—] = Eol14AX5)
T

und damit ist (X;C) re1 €in Q-Martingal.

Mit (x) und der Positivitdt von p folgt Y = 0. Damit gilt fiir alle Ae &

Q(A) =pBrla) = ) Y()Brlaw)=Br ) Y(w)

we) weA
und Q(A) = 0. Esist Q(QQ) = p(Br) =1, also ist Q ein Wahrscheinlichkeitsmal?.

Sei

{1, Y(w) =
H(w) =
0, Y(w)>0.



2.9. Grenziibergang von Cox-Ross-Rubinstein zu Black-Scholes

Dann gilt

p(H)=0 = H=0
= YVoeQ:Y(w) >0
= YweQ:Q({w}) =BrY(w)>0

also ist Q ein zu P dquivalentes MartingalmaQ.

(2) p ist ein Erwartungswert und damit linear. H=0 — p(H)=z0und H =0, p(H) = EQ[B—HT] =
0 = H =0 Q-fast-sicher und damit, da Q € 2%, auch P-fast-sicher. Konsistenz von p ist klar.
]

Satz 2.8.4
Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(1) (NA)
2 2°#¢

(3) Es gibt ein konsistentes Preissystem (Arrow-Debreu-Preissystem).

Beweis
Die Aussagen folgen sofort aus den Sidtzen 2.5.4 und 2.8.3. ™

2.9. Grenziibergang von Cox-Ross-Rubinstein zu Black-Scholes

Von Korollar 2.4.6 wissen wir, dass der Preis eines europdischen Zahlungsanspruchs mit Laufzeit T
der Form H = f(St) im Mehrperioden-Cox-Ross-Rubinsteinmodell gegeben ist durch

|- 3 (F)gta- @™+ pisouta™,

S
n(H):EQ[f( T)
T

B

wobei g = 1;:1‘1.

Fiir den europdischen Call mit H = f(S7) = (S — K)* gilt dann insbesondere mit

a:=min{keNp | Sou*d" ¥ - K> 0}

1 &[T
Co=n(H) ==Y | [¢“ Q- Sou*d"*~K)*

1 T(T

g*(1 - T *SoukdT* - k)
Br =

|
(qu)k(u—q)d)T—k_ K Z(T)qk(l_q)m
(

69



II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Wir betrachten nun die Konvergenz gegen ein zeitstetiges Modell. Dabei bleibt T fest und wir zerlegen

das Intervall [0, T] in n Teilintervalle der Lange A, := %

Sei r > 0 eine Zinsrate im stetigen Modell und (1+ 1) == en,
Weiterhin sei u;, = exp(ov/Ay) und d;, == uin =exp(—ov/Ay) fiir ein o > 0 (Volatilitit).

Wenn 7 grof genug ist, ist die (NA)-Bedingung in jedem Fall erfiillt.

1+71,—

Wir definieren ¢q,, := —d und

n

> ( k)m —qn)" F(Soupd) - K)*

(n) ._
Cy = —(1 P
)™ k=0

Dann gilt lim . g5 = % und

CBS = lim C™ = Sy®d(d) — Ke " Td(d - oV'T)
0 oo 0

log( )+ (r+ 2)T
oVT

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Die Formel fiir C(lfs ist die Formel
von Black und Scholes (1973, Preis fiir europédische Call-Optionen). Hier ist r der Zinssatz im stetigen
Fall, o die Volatilitédt des Aktien, Sy der Aktienkurs zum Zeitpunkt ¢ = 0, T der Filligkeitstermin der
Option und K der Ausiibungspreis.

Der Black-Scholes-Preis der europédischen Call-Option zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch

log(3) + (r+ Z)(T - 1)
ovVT—t '

CBS Ifq)(dt) — Ke_r(T t)q)(dt ovT ), dt =

Beweis
Fiir den Konvergenzbeweis setzen wir a,, := min{k € Ng : Soufd’~F — K > 0}. Dann gilt

n

1 n
C(n) = k 1 _ n—k S kdn—k _ +
0 (1+rn)”,§)(k)q"( n)™ " (Sottydy = = K)

1 " (n _ _
"W (k)q'ﬁ(l“'")” Sty =0
nJ k=a,

_ $ dnlUn (A —gp)dn\n- L n—k
B Zé ( )(l+rn) ( 1+7, ) (1+rn)n Z{; ( )qn(l qn)

v v
v~ v~

::Bn,dn (ay) _'Bn,qn (ay)

Man kann leicht nachrechnen, dass durch

_ qnln
1+rn

dn:
ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmalf induziert wird.

Achtung: Der Aktienkurs S (¢) héngt von n ab, aber S (0) = S, fiir alle n.
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2.9. Grenziibergang von Cox-Ross-Rubinstein zu Black-Scholes

Esgilt(1+r,) "= exp(—r% -n)=e "’ Wir zeigen lim,, .o, Bn,[]”(an) = d(d). Sei Z,, eine binomialver-
teilte Zufallsvariable mit Parametern (7, §,). Dann ist Bn,qn (an) = P(ay, < Z, < n). Unser Ziel ist es,
den zentralen Grenzwertsatz anzuwenden. Wir normieren deswegen:

- Zy—EZ,  Zy-nin Y 1j—ngn

"UWarZy)  \/nn( =40 /1Gn(1— G

wobei I; unabhéngig und identisch binomialverteilt mit Parameter (1, §).

: . n— An . (I_QH) : : 1 :
Seien a,, = —==24n g .= _"Z9n) _ \an kann zeigen, dass lim,,_. =1 und lim,_.,n(1 -
" V nEfn(l_ffn) ﬂl’l Vv nQn(l_Qn) g n—oo Qn 2 oo (

24n) VA, = -T(L + ) (siehe Ubung). AuRerdem ist

K
Soukd" ¥ - K >0 = log(ufd" % > log(s—o)

K
<~ klogu, + (n-k)logd, > log(S—)
0

log(S—Ko) —nlogd,
— k>

log(*)

und log(g*) = log(efZ—A'fm) =20+v/A, undlogd, = -oV/A,.
Weiter ist

) log(%)—:znlogdn _ 1y
lim a, = lim n " Mn__ _ lim o8(a,)
oo T =\ /Gn(l=gn) " /G- dn)
log(s—lf)) —nlogd, — ngp20vA,
n=eo \/ngn(1-Gn)20v/Ay,
o lim log(g) +0ny/Ry(1-24)
P nbndn o
log(5)~0oT(5+9)
B %\/TZO'
log(&) - T(r+%)
T oVT
log3) + T(r+ %

= 7

Il
E.

=-d
und analog ist lim;,_.o, B, = +0c0. Mit dem zentralen Grenzwertsatz gilt dann
,111_{{.103;1,‘7,1 (an) = CD(r}i_{Igoﬁn) - (D(r}ijgloan) =®(00) = D(-d) =1-D(-d) = D(d)
und dhnlich zeigt man

lim By, 4, = ®(d—-aVT). -
n—oo
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

2.10. Amerikanische Optionen

Europdische Optionen kénnen nur am Ende ihrer Laufzeit zur Zeit T ausgeiibt werden. Dagegen
kénnen amerikanische Optionen zu jeder Zeit bis zum Ende ihrer Laufzeit, also in {0, ..., T}, ausgetiibt
werden.

* Was ist der optimale Ausiibungszeitpunkt einer amerikanischen Option?
¢ Was ist ein fairer Preis fiir eine amerikanische Option?
* Wie sieht eine Hedging-Strategie fiir eine amerikanische Option aus?

Sei (Hy)¢er, I =10,..., T}, ein (¥;)-adaptierter stochastischer Prozess und 7 : Q — {0,..., T} eine (%;)-
Stoppzeit. Dann ist H; = ZtT:() Hilgz=p.

Beispiel 2.10.1 (Amerikanische Call-Option)
Esist H; = (S; — K)*. Eine Ausiibungsstategie konnte sein: 7 = min{t e N: §; = K} A T (7 ist eine
Stoppzeit, vergleiche Beispiel 2.1.24). Dann ist H; = ZtT:o (St —K) 1lg=g.

Fiir ein festes 7 ist H; ein Zahlungsanspruch und damit ist sein Preis w(H;) = Eq [g—:].

Bemerkung 2.10.2
Wir gehen im Folgenden immer von einem vollstdndigen, arbitragefreien Markt aus. Damit ist das
dquivalente MartingalmaR Q eindeutig. Wir definieren den Preis einer amerikanischen Option durch

H;

A
H) = E
i =i

T

wobei das Supremum iiber alle Stoppzeiten 7 mit T < T genommen wird.

Warum ist diese Definition sinnvoll? Angenommen, 74 (H) < sup, Eqg [ I;—TT] . Dann gibt es eine Stoppzeit
7, so dass 74 (H) < Eqg [g—:] Kaufe die amerikanische Option zum Preis 74(H) und iibe sie mit
7 aus und verkaufe eine Hedging-Strategie fiir g—: Dann ergibt sich ein risikoloser Gewinn von

Eq [g’_:] - nA(H) > 0, im Widerspruch zu (NA).

Der Fall 7 (H) > sup, Eqg [g—:] wird spéter besprochen.

Zur Bewertung einer amerikanischen Option muss ein optimales Stopp-Problem gel6st werden. Sei
(X ter, I =10,..., T} ein (&;)-adaptierter stochastischer Prozess mit E| X;| < oo fiir alle ¢ € I. Zu l6sen
istsup,; EX;.

Definition 2.10.3
Ein stochastischer Prozess (Z;)cy definiert durch Z; = X7 und Z; = max{X;, E[Z;+1 | %]} fiir ¢t =
T —1,...,0 heifdt Snell-Einhiillende (snell envelope) von (X;).

Satz 2.10.4
Die Snell-Einhiillende (Z;) von (X;) ist ein Supermartingal und das kleinste Supermartingal, das
(X;) dominiert (das heilSt Z; = X, fast sicher fuir alle t € I).
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2.10. Amerikanische Optionen

Beweis
Nach Definition gilt Z; = E[Z;11 | F¢] fiir t =T -1,...,0und Z; = X;.

Sei (Y;) ein weiteres Supermartingal mit Y; = X;. Wir zeigen Y; = Z;.

Induktion nach ¢ (riickwérts): Es gilt Y1 = X7 = Z7. Weiter gilt Y,_; = E[Y; | 11 = E[Z; | %:-1] und
Yt—l = Xl‘—l- Daher ist Yt—l = maX{Xt_l,E[Zt | gt]} = Zt—l- [

Lemma 2.10.5
Seit* :=inf{r=0: Z; = X;}. Dann ist 7* eine Stoppzeit und der gestoppte Prozess (Zia+) sey ist
ein Martingal.

Beweis

Da Zr = Xr ist t* € {0,1,..., T} wohldefiniert. Fiir ¢ = 0 gilt {t* = 0} = {Zy = Xy} € Sy, da Xy Fo-
messbarist. Fir t=list {t* =t} = {Zy > Xo} N N{Z_1 > X;1In{Z = X e Fr,da{Z; > X; e F; <
G, furalle i =10,...,t— 1} und {Z; = X;} € &;. Daher ist * eine Stoppzeit.

Fir t < T -1 gilt Zysnyars — Ziars = Lipr1=1+3(Zr41 — Z1). Nach Definition von 7* gilt auf der Menge
{t+1<71*}: Z; > X; und wegen der Definition von Z; gilt dann Z; = E[Z;,1 | %] auf {t+1 < t*}. Daher
gilt Zisryars — Zinrs = Lipsr=r) (Zre1 — E[Ze41 | F¢]), denn fiir T* < ¢ sind beide Seiten Null.

Wir betrachten nun die bedingte Erwartung unter %, auf beiden Seiten. Da {t+1 < 1t*} = {1* < 1} € &,
gilt dann

E[Z(t+1)/\r* - Zt/\r* | 9}] = E[l{t+lsr*}(Zt+1 - E[Zt+1 | gt]) | gt]
= 1{t+lsr*}E[Zt+1 —-E[Zi1 |9t] |9t]
= 1{t+1$r*}(E[Zt+1 | 9}] —E[Zt41] gt])
=0.

Daher ist E[Zs41yar* | Fi] = Ziar+ und Zipo+ ist ein Martingal. -

Satz 2.10.6
Die Stoppzeit
T* = lnf{tZ 0: Zl’ = Xt}

16st das Stopp-Problem sup, E[X;] und es gilt Zy = E[X;+] = sup, E[X;].

Beweis

Da nach Lemma 2.10.5 der Prozess (Z;x7+) ein Martingal ist, gilt Zy = Zoar+ = E[Z7ar+] = E[Zy+] =
E[X;+]. Fiir eine beliebige Stoppzeit 7 gilt dann wegen Satz 2.1.35 Zy = Zoar = E[Z7a:] = ElZ;] 2
E[XT] | ]

Wir verwenden nun diese Ergebnisse, um den Preis einer amerikanischen Option zu bewerten. Hier
. H, . A H,
ist X; = B—:, t=0,...,T, und gesucht ist die Losung von sup, Eqg [B_T]'
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Korollar 2.10.7
Sei (Z)e1 die Snell-Einhiillende von (g—[‘) te1 bezliglich dem Wahrscheinlichkeitsmall Q und 7* =
inf{t = 0: Z; = X;}. Dann ist der Preis der amerikanischen Option gegeben durch

H,
BT*

A HT
T (H):supEQ[—]:EQ =7
T B;

und 7* ist die optimale Ausiibungsstategie.

Beispiel 2.10.8 (Amerikanische Calloption)
Hierist H; = (S;— K)", t € I. Dann ist

5olsg) (o)
Lol = x - .
B, \B, B B,
K

+
m) ist konvex. Aus der Jensen-Ungleichung folgt dann

Die Funktion g(x) = (x -

Hiy

H
B—[ < g(X) = g(EQ[ X1 | Fi]) < Eglg(Xi41) | F1l = Egl
t

Dabher ist g—[’ ein Submartingal unter Q.

Fiir beliebige beschriankte Stoppzeiten o < 7 gilt nach Satz 2.1.33

SEQ E]

—SEQ[—ng]ﬁEQ B
T

o
Da 1 < T fiir alle 7 gilt:

sup Eg
T

T
Das heift die amerikanische Calloption wird erst am Ende der Laufzeit ausgeiibt und hat den gleichen
Preis wie eine europdische Calloption.

2.10.1. Amerikanische Optionen im Cox-Ross-Rubinsteinmodell

Sei (H)teg ein (%;)-adaptierter stochastischer Prozess. Sei X = I;T’ und (Z;) die Snell-Einhiillende
von (X;). Wir betrachten den Spezialfall, dass H; nur von S; abhiingt (und nicht wie im Allgemeinen
H; = h(S,...,St)), das heilBt H; = h(S;). Zum Beispiel beim amerikanischen Put gilt h(s) = (K —s)™.

Im Cox-Ross-Rubinsteinmodell ist S; = Sy l'[,tC:1 Yeund Q(Y=u)=qg = % ist die risikoneutrale
Wahrscheinlichkeit fiir eine Aufwirtsbewegung des Aktienkurses. Dann gilt:

- h(St) _ h(S7)

Zr=Xr= Br - (+nT = Vr(St)
Zroy =max{Xr_1, Eo[Zr | Fr-1l}
= max(— T B V(S Ye) | Fral)
(1+nT-17¢
h(St-1) )
= maX{m, qVr(St—1w)+ (1 - q)Vr(St-1d)} = Vr_1(St-1)
h(S;) )
Zt:max{m,qvtﬂ(stu)+(1—Q)Vt+1(std)} = V¢(Sy)

Zo =max{h(Sp), qgVi(Sou) + (1 — q)V1(Spd)}
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2.10. Amerikanische Optionen

2.10.2. Preisvergleich zwischen amerikanischen und europidischen Optionen

Bemerkung 2.10.9
(1) Sei ¢ eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Dann ist 4 B e1n Q-Martingal (siehe Satz 2.5.1).

(2) Sei H ein Zahlungsanspruch und ¢ eine selbstfinanzierende Hedging- Strategie fiir H. Dann
ist der Preis fiir die zugehorende europaische Option zur Zeit ¢ gegeben durch V, = B tEqlg; oy

F = EQ[ L H| %] (siehe Satz 2.5.8).

Sei (H;):e1 gegeben. Der Preis der zugehdrenden amerikanischen Option zur Zeit ¢ ist

B 5
sup EQ[B—"H, |\ F,1=B,Z,= 2,
T

t<1<T

wobei (Z;) die Snell-Einhiillende von %’ ist.

Satz 2.10.10
Der Preis der amerikanischen Option ist zu jedem Zeitpunkt grol3er oder gleich dem Preis der
entsprechenden européischen Option: also Z; = V;, fiir alle ¢ € I.

Ist L ein Q-Submartingal, dann sind die Preise gleich, also Z, = V; fiiralle t € I und t* = T ist
der optlmale Ausiibungszeitpunkt der amerikanischen Option.

Beweis
Da 7 =T eine Stoppzeit ist, gilt Z;=B; sup,.,<1 Egl B L | F] = BIEQ | F)=Vrfirtel.

Ist ( ) ein Q-Submartingal, so gilt fiir alle r =0,1,..., T:

H H H
—L<Eo T|%]<:>HtthEQ —T|%]=Vt
Bt BT T
alsoist H; < V; fiir alle t =0,..., T und daher g‘ > g‘ Da (Bli) ein Q-Martingal ist (und damit auch
ein Q-Supermartingal) folgt mit Satz 2.10.4 fiir alle t =0,...,T: Z; < BK‘[ und daher Z; < V;. Daher gilt

dann also fiir alle t=0,...,T: Z; = V;. -

Im Folgenden sei CE der Preis der europdischen Call-Option und C# der Preis der amerikanischen
Call-Option zur Zeit t und P beziehungsweise P/ der Preis der europiischen beziehungsweise
amerikanischen Put-Option zur Zeit ¢.

Satz 2.10.11
Es gelten die folgenden Zusammenhénge:

(1) Put-Call-Paritat: Furt=0,...,T:

B:
T

ct_pE=g,-K
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

(2) Fuart=0,...,T gilt

B
S;—K<Cl-PA<S,—K—L
Bt

Beweis
(1) Es gilt CF = B;Eq( 5~ | %] mit Hr = (Sy — K)* und Pf = B,Eq[4 | %] mit Hy = (K- Sr)*. Es
gilt Hr + K =max{Srt,K} = Hy + St und damit

1 Hyr - Hr
—(CE-PEy =yl —— | &
B[( t t) Q[ BT I t]
Sr—-K
=E F
ol By | F
St K
=EQl— | F¢l - —
OB 7" By
S K
"B, Br
(2) Aus PA> PEund C# =CE folgtfiralle =0,..., T
B
cA-pA<cF-pF=5,-Kk—L.
Br
Wir miissen noch zeigen, dass CtA +K= P{‘ + S, ist. Wir setzen
St—-K)* K
y= 10" K
Br B,

dannistY = BKI und Y = g—i,daBTth und

_Sr-K" K _maxS,K}-K K _max(SrK} 1 1 _Sr

Y K(———)=z—.
Br B Br B; Br B: Br  Br
Sei 7 eine beliebige Stoppzeit t <7 < T. Dann gilt
EolY | il 2 Bgl s | 7= X 2 K
O E T, T B T B,
ST S‘[
EolY | F 1= Eol— | %] = —
Q[ I T] Q[BTl ‘I,'] Br
K S K,S
— ElY | %] = max(~, 21y - maxtk, 5}
BT T BT
Dabher gilt
Cr+K=CE+K=BEqlY |/
= BtEQ[EqlY | F1]| F4]
max{K, S;}
= BiEgl—————— | %]
B:
(K-8t +8p)
=Bl F 0 5

T
(K_ST)+ ST
=BEg[———— | %]+ BtEg[— | &
tEql B, | ]+ By Q[BTI ¢l
(K-S)*
:BtEQ[B—T|9t]+St

T
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2.11. Exotische Optionen

insbesondere gilt dann C# + K > sup, (B;Eq [% | ) +S; und daher CA+K>=PA+S;. m

2.10.3. Hedging einer amerikanischen Option

Wir betrachten weiterhin einen vollstdndigen, arbitragefreien Markt. Eine selbstfinanzierende Han-
delsstrategie ¢ ist eine Hedging-Strategie fiir eine amerikanische Option basierend auf (H;), falls fiir
alle t=0,..., T gilt: V/ > H,.

Wir zeigen, dass es eine Hedging-Strategie ¢ gibt mit
H.
vy =nt(H) = supEQ[B—’] =7
T T
wobei (Z;) die Snell-Eintillende von (%’) ist.

Nach Satz 2.10.4 ist (Z;) ein Supermartingal. Aus Lemma 2.1.18 folgt Z; = M; + A7 wobei (M;) ein
Martingal ist und (A;) mit Ag = 0 ein fallender, vorhersehbarer Prozess. Insbesondere ist A;+; < A; <
<A <Ap=0.

Da der Markt vollstdndig ist, gibt es eine Hedging-Strategie ¢ fiir den Zahlungsanspruch Br Mr.
Wir zeigen, dass ¢ eine Hedging-Strategie fiir die amerikanische Option ist. Wir zeigen Vt‘p = H, fiir
t=0,...,T.

Fiir t = T gilt V}p =BrMr=BpZr = BT% = Hr, da nach Definition der Snell-Einhiillenden Zr = I;—;'
gilt. Wegen Ar < Ag =0und Zr = Mt + Ar giltauch M = Zr.

Fiir £ < T gilt V;” = B.EqI25YL | #41 = B,EqIMy | /1 = B;M; = B;Z; = B, 5 = H;.

Dann ist der Preis fiir die Hedging-Strategie ¢

BrMr
Br

VY = Eql 1=Eq[Mr]=My= Mo+ Ay = Zp.

Also gilt auch 7 (H) = inf] Vo(p | @ ist eine selbstfinanzierende Hedging-Strategie fiir (H;)}. Mit der so
konstruierten Hedging-Strategie konnen wir die Begriindung vom ,fairen* Preis fiir eine amerikani-
sche Option abschliel3en:

Angenommen, es sei 7 (H) > sup;, Eq [?—Z]. Wir verkaufen die Option zum Preis 7/ (H) und realisieren

mit dem Betrag sup, EQ[I;—TT] eine Hedging-Strategie wie oben angegeben. In diesem Fall ist ein
risikoloser Gewinn dieser Differenz méglich. Ahnlich folgt fiir die optimale Ausiibungsstrategie 7*,
dass VT(’Z = H;«, das heil3t wir verkaufen die amerikanische Option zum fairen Preis und iibt der Kaufer
optimal aus, so bleibt in diesem Fall kein Gewinn tibrig.

2.11. Exotische Optionen

Wir betrachten nun Optionen, deren Auszahlung vom Maximum des Aktienkurses abhéngen.

Beispiel 2.11.1
¢ Up-and-in-Call-Option

u&i —

car_ ) ST—K)" falls maxo<;<7S; > B
0 sonst
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

¢ Up-and-out-Call-Option

cal_ O falls maxo<;<7S; = B
u&o (ST—K)* sonst

e Lookback-Put-Option

Put
H = max S;—-S
max ~ oot O

Wir betrachten spiter eine spezielle Form des T-Perioden-Cox-Ross-Rubinsteinmodells, das uns er-
laubt, eine explizite Preisformel fiir obige Beispiele zu bekommen. Dabei wird das Spiegelungsprinzip
eine zentrale Rolle spielen.

Sei Q:={-1,+1}T ={w=(y1,...,y7) 1 yi € (=1, +1}}. Fiiro = (y1,...,y1) sei

I (@) = Ty (( N +1, fallsy;=1
w) = yeens =
! AL YT -1, fallsy,=-1

die Projektion auf die ¢-te Komponente.
Sei Z gegeben duch Zy:=0, Z;:=Y!_ T;, t=1,...,T.

Sei P({lw}) = 277 fiir alle w € Q. Unter dem MaR P sind die Zufallsvariablen T, unabhéngig mit
Verteilung P(I'; = 1) = % Dabher ist der Prozess Z eine symmetrische Irrfahrt unter P.

Dabher gilt

271(4), falls ¢+ k gerade
P(Zt = k) = 2
0, sonst
Bemerkung 2.11.2
Es fithren 3 = (; ) Wege zu —1. Man benétigt immer eine Aufwirtsbewegung und zwei Abwértsbewe-
2
gungen.

Eine Irrfahrt Z; mit insgesamt ¢ Schritten besteht aus n, = 0 Aufwértsbewegungen und ng = 0
Abwirtsbewegungen mit n, + ng = t. Dann ist der Wert der Irrfahrt k = ny, -1+ n4- (1), also k =
ny —(t—ny) =2n, —t. Das heil$t k + t = 2n, und daher ist k + ¢ gerade.
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Angenommen, die Irrfahrt besteht aus %’C Aufwirtsbewegungen und %k Abwirtsbewegungen, dann
ist der Wert der Irrfahrt %k 14 %k -(-=1) = k. Es gibt ( L ) Méglichkeiten %k Aufwirtsschritte bei
2
insgesamt ¢ Schritten zu machen. Alle diese Wege sind unter P gleichwahrscheinlich.

Im Folgenden sei M; := maxy<s<; Zs; das laufende Maximum des Prozesses Z. Fiir den folgenden
Satz nehmen wir an, dass der Prozess Z bis zur Zeit T + 1 definiert ist. Das kann durch geeignete
Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsraums erreicht werden.

Satz 2.11.3 (Spiegelungsprinzip)
Fiir alle ke N, [ € N gilt
PMp = k,ZT = k—l) =P(Zr= k+l)

und et i+l
+1+
PMyp=k Zr=k-1)=2 . P(Zri=1+k+1)
k+1 .
k e
0
T
k-1
Beweis
Sei t(w) ={t=0:Z;=k}AT.Fir w = (y1,...,y7) € Q definieren wir f(w) = w, falls T = T und
f@) =1, Yrw) —Yrw+1,---» —YT), falls das Niveau k vor dem Endzeitpunkt T erreicht wird. Man

sieht im Bild, dass die zwei Pfade (Z;(w)) und (Z;(f(w))) bis zur Zeit 7 (w) iibereinstimmen. Ab 7 (w)
erhdlt man den neuen Pfad durch Spiegelung des urspriinglichen Pfades an der horizontalen Achse
zum Niveau k.

Sei Ay :={we Q| Mr(w) =k, Zr(w) = k—1}. Dann ist f eine Bijektion von A ; in die Menge {w € Q |
Mr(w)zk, Zr(w)=k+1}.Dal=0gilt{iwe Q| Mr=k,Zr = k+1} ={we Q| Zr = k+1}. Daher teilt die
Gleichverteilung P die beiden Mengen Ay ;, {w € Q| Zr(w) = k + [} die gleiche Wahrscheinlichkeiten
zu. Daher gilt die erste Gleichung.

Die zweite Gleichung ist klar, falls T + k + [ ungerade ist, da dann P(Z74; = 1+ k+[) = 0 und auch
T + k — | ungerade ist, und damit die linke Seite auch 0 ist.
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Sei j = T+Tk+l Wir verwenden die Verteilung von (Z;) und den ersten Teil des Satzes. Es gilt

PMr=k Zr=k-1)=PMr=k, Zr=k-1)-PMp=k+1,Zr=k-1)
=PZr=k+)—-PMr=k+1,Zr=(k+1)—(l+1))
=PZr=k+0)-P(Zr=k+1+2)

?)_Z_T(ffl)

_2_T(T+1)2j+1—1‘

=277

j+1 T+1
sowie
k+1+1 k+1+1 T+1
P(Zry=1+k+D)=2—"2"T+D
T+1 ( T+1 ) T+]. T+k2+l+2

| T+1\T+k+1+1-T
j+1 T+1

_rTH1|2i+1-T
B j+1] T+1

Fiir die Bewertung von exotischen Optionen benétigen wir das Martingalmaf Q und nicht P. Falls die
Gleichverteilung P durch das Martingalmal$ Q ersetzt wird, erhédlt man

0z, = k) = g (1- q)%(%tk), falls ¢+ k gerade
' 0 sonst.
Wir formulieren das Spiegelungsprinzip unter Q:
Satz 2.11.4 (Spiegelungsprinzip unter Q)
Firalle keN, I e Ny gilt
1-¢g !
QWMrzk, Zr=k-1)= (T) QZr=k+1)
k
= (%) QZr=-k-D
1(1-g\ k+i1+1
Quitr =k zr= k=1 = = (21 Sz =1 kD
g\ q T+1
1 g \Fk+i+1
= Zry1=—-1-k-1
1—q\1=q) Tx1 Q(Zr+1 )

Beweis
Wir zeigen zuerst, dass die Dichte von Q beziiglich P gegeben ist durch

dQ _p T+ r-zp
— =2 2 1- 2
ap qg? (1-9 (%)
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Das Mal! Q ordnet jedem w = (y1,...,yY7) € Q, das genau k Komponenten mit y; = +1 enthilt, die
Wahrscheinlichkeit Q(w) = qk(l -q) T-k zu. Fiir solche o gilt aber genau Zr(w) =k—(T-k)=2k-T
und damit gilt die Gleichung fiir die Dichte.

Dabher folgt aus ()
QMr=k,Zr=k —l)—2T (l—q) P(MT>kZT—k D
Aus dem Spiegelungsprinzip fiir P (2.11.3) zusammen mit (x) folgt:

2Tg™ " 1-q) ¢ P(Mr=k Zr=k-1I)
=2Tq (1 q) P(ZT—lc+l)—

T—(k+0)

:2TqT+2k 1-q) (zkfl)(quT*zk 1-q) 2 )'QZr=k+1) =

—( ") QZr = k+1)
q

Die zweite Aussage zeigt man analog. m

Im Folgenden betrachten wir den Finanzmarkt, der einen Bond B; = (1+r)!, t =0,..., T, und eine
Aktie mit Preisprozess S;(w) = Sy u%@ enthilt. Z ist die Irrfahrt, die oben definiert wurde. Dies ist ein
spezieller Fall des CRR-Modells mit u = %

Beispiel 2.11.5 (Up-and-In-Call)

u&i —

cal ) (ST—K)" falls maxo<;<7S; = B
0 sonst

Hier ist K > 0 der Ausiibungspreis und B > max{Sy, K} ist eine vorgegebene Schranke.

Call
Wir mdchten den Preis n(ngil) =F ﬁ berechnen. Man sieht sofort, dass
r

EqIH i) = El(ST = K)" 1 max 5,25)]
= Eql(ST = K)"1i5,2m)] + EQl(ST = K) "1 max 5,2B,5:<8]]

2111 o

::Ig

~

Wir nehmen an (OBdA), dass B ein m('jglicher Aktienpreis ist, d.h. es existiert ein k € N, sodass

B = Sou*. Dann ist S; = Sou? = B = Syuf < Z, = k (und damit Oma)%St =B < My =k).Der
<t<
erste Erwartungswert I; kann direkt berechnet werden (vgl. Kor 2.4.6).

Sei f(S) = (S— K)+1{523}.

T T 3 B
11: Z (n qn(l—q)T "(Souzn T—K)+1{Sou2n—’l'23}

n=0

= f(Sour-T)

Sei by = min{n e Ny : SOuZ"_T > Souk} =min{n eNy:2n—T = k}. Dann gilt
(T
L= | |q"0-@ S - K

n:bk
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II. Bewertung von Derivaten in diskreter Zeit

Wir berechnen I, und wenden dazu das Spiegelungsprinzips fiir Q (Satz 2.11.4) an:

I, =Egl(So u’r — K) Y tp=k, zr<ky)

=Y Eql(Sou” = K)" 1ptyk, zp=k—13]
=1

=) EQ[(SOuk_l - K) " Uny=k zo=k-1)]
=1
=) Sou* ' - KT QWMr =k, Zr = k-1)

=1

k
=Y (SouF - K)* (ﬁ) QZr=—k-1)

=1

k
q 2k —k-1 —2ky+
=——| u (Sou -Ku """ QUZr=-k-1
q k
== Sou - QZr=-k-1)
I-q (30) lgi 0 Qler
k 2
q B _

-2 S2 _
wobei B:= 7 = Sou k.

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass Z7 = —k—1 < St < B. Dazu folgende Nebenrechnung:

Sei Zy = —k — [. Dann ist ST—Sou_k_l:%’ - :B% B. Dann folgt wie bei der Berechnung von I
mit by := max{n € Ny : Sy = Sou*" T < B} = 2n—T < —k}:
q 2 b T-n 2n-T
IZZ(E So pa 0( )q A-q) " (Sou -B*
Dann ist 7(HG&) = a7 (11 + I2).

Beispiel 2.11.6 (Up-and-Out-Call-Option)

Call _ 0 falls maxo<;<7S; = B
U0 T (Sp—K)*t sonst

Hier ist K der Ausiibungspreis, B > max{Sy, K} die Schranke.

Wie im Beispiel zuvor sei B = Sou fiir ein k € N. Sei HCl:= (S r—K)* die gewdhnliche Call-Option

mit Preis 7(H®!) = Eq [ (ffﬂl)(;

u&o u&i

1 N q k(g2 .,
:—(1+r)T(EQ[(ST_K) I{ST<B}]—(W) (8—0) Eql(ST-R)* 15,5

mit der gleichen Notation wie zuvor.

Beispiel 2.11.7 (Lookback-Put-Option)

Put
H = max $;—- S
max ~ ot T

82



2.11. Exotische Optionen

Bei Lookback-Optionen handelt man die zugrundeliegende Aktie zum minimalen bzw. maximalen
Preis. Der Preis der Option ist

maXSt
a+nT

maXSt -Sr
a+nT

m(HPY) = Eq =Eo ~Sp.

Wir berechnen also den Erwartungswert

T
Eql max ;] = Eqlmax Sy u”] = EqlSouM1= Y Sou"Q(Mr = n).
=i= n=0

Aus Satz 2.11.4 folgt

QWMr=nm=)Y QMr=n,Zr=n-1)

=0
1 qg \"n+l+1
= Zri1=—1—-1-
lé)l—q(l—q) T+1 QZr+1 n)
1 g \* 1
= I+1)Q(-Zr41 =1 I
l—q(l—q) T+ll§‘)(n+ +1DQ(=Zr1=1+n+1)
_ 1 gy
B l—q(l—q) T+ lEQ[_ZT+11{ZT+1S—(1+n)}]
Dabher gilt fiir den Preis:
T
HPllt — S n M _ _S
7 (Himas) (1+r)Tn;0 o QMr =n) =S <

So a "
Z un(%) EQ[_ZT+1 1{ZTHS_(l"'n)}]

HPut —
7 (Hinax) + So A+nNTA-@(T+1) ;1%

Der Erwartungswert kann explizit berechnet werden.

Bemerkung 2.11.8
¢ Neben den hier betrachteten Barrier-Optionen und Lookback-Optionen gibt es noch eine
Vielzahl anderer exotischer Optionen: asiatische Option, Chooser-Option, bindre Optionen,
Basket-Option,...

e Prinzipiell werden exotische Optionen nicht nur als européische Option gehandelt.
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lIl. Optimale Portfolioselektion

Schon bei der Bewertung amerikanischer Optionen haben wir gesehen, dass Optimierungsproble-
me in der Finanzmathematik eine wichtige Rolle spielen. Ein weiteres Optimierungsproblem sind
optimale Investitionsentscheidungen. Zur Losung solcher Probleme werden wir die dynamische
Programmierung verwenden.

Beispiel 3.1.1 (Apfelbdume)
(Beispiel auf Folie.)

3.1.1. Problemstellung

Wir betrachten Optimierungsprobleme in diskreter Zeit mit endlichen Zeithorizont T. Sei X ein
Markov-Prozess, der Werte im Zustandsraum & annimmt. Sei o/ die Menge der zuldssigen Hand-
lungen. Falls der Prozess im Zustand x € & ist und man eine Handlung a € «f wihlt, bekommt man
einen Gewinn von r(x, a). Der Prozess springt zu einem neuen Zustand und hat dabei die Verteilung
P(x,a,-). Das Ziel ist es, die Handlungen so zu wihlen, dass man

T-1
supE | Y B'r(X;,ap) + BT R(Xr)
t=0

erhdlt. Hier ist § € (0,1] der Diskontfaktor und R(:) beschreibt den Gewinn zum Endzeitpunkt T. Die
Handlung a; wird zur Zeit ¢ gewéhlt und darf nur von Informationen bis zur Zeit ¢ abhidngen.

3.1.2. Losung

Wir definieren die Wertfunktion
Vr(x) = R(x)
Vi(x) = supE[i B r(Xi,a) + BTTIR(X 1) | X, = X
i=t
firt=T-1,...,0.
Dann erfiillt die Wertfunktion die Bellman-Gleichung
Vi(x) = sup{r(x, a) + /3[ Vier (NP (x, a,dy)}.

aesf

3.2. Bestimmung optimaler Portfolios durch dynamische
Programmierung

Sei (Q, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Rf, t=1,...,T, k=1,...,d Zufallsvariablen auf
diesem Wahrscheinlichkeitsraum. Wir betrachten einen Finanzmarkt mit einem Bond und d risiko-
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III. Optimale Portfolioselektion

behafteten Anlagemdéglichkeiten (Aktien). Sei r; die Verzinsung der risikolosen Anlage im Intervall
[t—1,1), r; € Ry und sei Rf die zufillige Verzinsung der k-ten Aktie im Intervall [£ — 1, £). Wir nehmen
an, dass die Zufallsvektoren R, = (R!,..., R?) unabhingig sind mit gegebener Verteilung.

Sei af der Betrag, der zur Zeit ¢ in die k-te Aktie investiert wird und X; das Vermégen zur Zeit t.
Dann ist X; — Zgzl a]; der Betrag, der zur Zeit t in die risikolose Anlagemoglichkeit investiert wird.
Sei Xy = x € R das Anfangsvermégen. Dann gilt fiir £ = 0,1,..., T — 1: X1 = 1441 ( Xy — Zgzl a’;) +
d _kpk _
Yio1 AR, =X
zur Zeit ¢t abhingt.

Wir nehmen an, dass die Investitionsentscheidung zur Zeit ¢ nur vom Vermégen

Definition 3.2.1

Ein Anlagepolitik 7 = (fy, fi,..., fr—1) ist eine Folge von Entscheidungsregeln f; : R — R?, wobei
i) =(flx),..., ftd(x)) ist. Dabei gibt ftk(x) den Betrag an, der zur Zeit ¢ in die k-te Aktie investiert
wird, in Abhingigkeit vom Vermogen x zur Zeit ¢.

ft(x)
+1

Fiir eine gegebenene Anlagepolitik = = (fo, f1,..., fr-1) gilt X = leo(x), v X1 =X

Definition 3.2.2
Firt=0,1,...,T und x € R sei V;(x) :=sup,, E;[U(X7) | X; = x], wobei U : R — R eine Nutzenfunktion
ist. V;(x) ist der maximale erwartete Nutzen vom Endvermégen, wenn man zum Zeitpunkt ¢ mit
Kapital x startet. Falls

Ep-[UX7) | X = x] = Sngn[U(XT) | X¢ = xl,

dann ist 7* eine optimale Anlagepolitik fur das (T — t)-stufige Problem.

Wir suchen V(X) und n* fiir das T-stufige Problem. V;(x) kann rekursiv berechnet werden:

Satz 3.2.3
EsgiltfirxeR: Vr(x) =U(x) und fiir t=T-1,...,0:

Vi(x) = sup ElVinn (X2 ) 1 Xy = x]
a=(ay,...,az)eR4
d d %
= sup BV (=) @+ ) arRiyy) | Xp = x1 =1 U Vi (1)
a=(ay,...,aq) R k=1 k=1

Beweis
Sei x € R. Fiir t = T gilt Vr(x) =sup,, E[U(XT) | XT = x] = U(%).

Seit=T-1,...,0. Wir zeigen zuerst V;(x) < UV;;1(x). Sei 7 eine beliebige Anlagepolitik. Dann gilt

Ex[UX7) | X; = x] = Ex[Ex[UX7) | X1 X, = x]

t+1
< Ep (Vi (X9 1 X, = x)
=UVi ().

Nun bilde das Supremum {iiber alle Anlagepolitiken 7. Dann gilt V;(x) < U V41 (x).

Wir zeigen nun Vy(x) 2 UV (x) fiir t=T-1,...,0und x e R.
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3.2. Bestimmung optimaler Portfolios durch dynamische Programmierung

Fiir € > 0 existiert eine Entscheidungsregel f;(x), so dass

d d
EWVirn X1 X, = X1 = BV i (= Y. O+ Y fFR D 2 UV (0 — ¢
k=1 k=1

fir alle x € R.

Seinun ¢t = T — 1 und r die Anlagepolitik, die aus diesen Entscheidungsregeln besteht. Dann folgt
Ex[lUX7) | Xr1=x12UVr(x)—e=Vr_; —¢.
Bilde nun das Supremum {iber alle Anlagepolitiken 7. Dann gilt Vr_; (x) = UVr(x) — €. Mit € — 0 folgt

Vro1(x) =2 UVr(x).

Seinunt=T-2:

Ex[UX7) | X7-2 = Xx] = Ex[Ex [U(X7) | X711 | X7-2 = X]
= E[Vr-1(X7-1) | Xr—2 =Xl —€
>=UVr_1(x)-2¢

=>Vr_o(x)—2¢
Bilde das Supremum iiber alle Anlagepolitiken z. Dann folgt V7_,(x) = UVr_;(x) — 2¢. Mit € — 0 folgt
Vr_a(x) =2 UVr_1(x).
Durch vollstdndige Induktion folgt die Behauptung. m

Bemerkung 3.2.4
¢ Zur Erinnerung: Fiir HARA-Nutzenfunktionen gilt

1 u'(x)
=— =Ax+B
ARA(x) u (x)

mit Konstanten A, B.
* Héufig wird diese Klasse von Nutzenfunktionen in der Portfoliooptimierung betrachtet. Unter

gewissen Annahmen lassen sich hier teilweise explizite Losungen ermitteln.

Beispiel 3.2.5
Exponentieller Nutzen: Wir beschrénken uns auf den Fall d = 1. Sei U(x) = —e™"* fiir y > 0. Hier ist

ARA(x) = — I{I/,'((;C)) =y und daher U" (x) = —yU’(x). Die zufllige Verzinsung der Aktie sei normalverteilt,

das heilst R ~ N(u, o2). Wir berechnen die optimale Strategie und die Wertfunktion.

Idee: Wir versuchen eine analytische Form der Wertfunktion zu ermitteln. Wir beginnen bei T und
arbeiten uns nach vorne durch:

Vr(x) = ElUX7) | X1 = x] = U(x).
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III. Optimale Portfolioselektion

Anwendung der dynamischen Programmierung liefert

Vr-1(x) =sup E[Vr(X71) | X7-1 = X]

ar-—1

=sup E[Vr(rr(x—ar-1) + ar-1Rr)]
ar-1

=supE[U(rp(x—ar-1) + ar-1R7)]
ar-1

=sup E[—exp(—y(rr(x — ar-1) + ar-1Rr))]
ar-i

— Sup(_l)e_YrTxeYrTaT—lE[e_YaT—lRT)]
ar-i

=sup(—1)e V¥4I e“(_Y“T-‘”%YZ“ZH
ar-1

1
= iup(—l)e_YrTx exp(ar—1y(rr—w + EazT_lyzoz)
T-1

Wir berechnen das Infimum von hr_;(a) == ay(rr — ) + %azyzoz:

—rr 1
h(a)=y(rr—p +ay’c®*=0 < a= 'uoz T;
und h"(a) > 0. Einsetzen liefert
B p—rrl (,u—rT)2 1 202
Vr-1(x) = Ulxrr) exp( p ;(rT —Wy+ WFY 7)
1 (u—rr)?
= U(rTx)fexp(—ET{
=by
Dannfiirt=T-2:
1 (u—rp)?
Vr—2(x) =sup E[U(rr Xr-1) eXp(—zT) | X7_p = x]
a

1
== supbr(-De " explayrr(rro1 ~ @) + 3@ r70”)
a

Ahnlich wie zuvor ist hr—_3(a) := ayrr(rr-1 — p) + 3a*rx0? und

—rr111
Ha)=0 < a=" rzT 1- -,
o Yrr
Damit gilt
(u=rr-1)°
foth)=110747>1x)bTeXp(——H—Eég—L—
=:Z;T—l

Wir ,raten” jetzt die analytische Form der Wertfunktion und der optimalen Strategie und beweisen
das durch Induktion.

Esgiltfiraller=T-2,...,1,0

Vi) =U(rpgr----- r7X)bes1

u—rel 1
petopml
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3.3. Optimale Portfolios in vollstdndigen Mérkten

was fiir t = T — 1, T — 2 schon gezeigt ist. Wir zeigen den Schritt von ¢ + 1 nach .
Vi(x) = SUPE[Vt+1(X ) 1 X =x]
=sup E[V;11(ree1(x — a) + aR)]
a

=SupE[U(ri42--+- rr(rev1(x—a)+ aR))l - brio
a ———

il

=sup(—1) b2 xp(=Y7Te41(x — @) Elexp(~yFaR)]
a
1
=sup(—1)brs2exp(=y7rei1(x — a)) exp(—yFap+ — 02 272 a2
a

= SUp(=1) eXp(=Y F1412) exp(~ arY(,u—rmH a*y*i*o?)

Wie zuvor ist h;(a) == —afy(u—r11) + 5 a erzaz und
—-r 11
Ry (a)=0 < a= a 2”1—1
o YF
Dann gilt
(U= rie1)?
Vi(x) = Urpar -+ 115) bap exp(— =
. 20
=ibe
Man sieht hier, dass
V() beaUrra o rp X I
V'"x) b U (rpypeee- rrX)(Fpgp--- rr)?
Ureer- I'7X) 1
U”(rt+1 ..... rTx) rt+1 ..... rr
B 1 1
ARA(rpyp -+ FTX) Tpgpeeee rr
11
'}/ r[+1 ..... rT

Fiir die optimale Strategie gilt f; = —VLf, - h, wobei & nur von den Variablen abhéngt, die die Dynamik
des Marktes beschreiben.

3.3. Optimale Portfolios in vollstandigen Markten

Wir betrachten einen arbitragefreien, vollstindigen Markt, das hei3t es existiert ein eindeutiges
dquivalentes Martingalmal$ Q. Sei U : R — R eine Nutzenfunktion mit

lim U'(x) = +oco lim U'(x)=0
X——00 X—+00

(beziehungsweise fiir U : (0,00) — R: limy_¢ U’ (x) = +00).

89



III. Optimale Portfolioselektion
3.3.1. Problemstellung

Wir bezeichnen wie im zweiten Kapitel (Definition 2.3.2) mit ( V;‘D ) den Vermogensprozess und (By) ist
der Preisprozess des Bondes. Ziel ist nun die Bestimmung von

sup E[U(V})]
7]

unter der Nebenbedingung, dass V(;p = 1y, wobei ¢ Handelsstrategien (insbesondere selbstfinanzie-
rend) sind. Zuvor haben wir dieses Problem mit Hilfe der dynamischen Programmierung gelost. Jetzt
werden wir anders vorgehen und dabei die Vollstdndigkeit des Marktes ausnutzen.

3.3.2. Losung

Fasse die Abbildung ¢ — E[U (V%p )] als eine Verkniipfung zweier Abbildungen auf:

(1) Die erste Abbildung ist ¢ — V;f) , das heil$t der Handelsstrategie wird eine Zufallsvariable zuge-
ordnet, die das Endvermdégen beschreibt.

(2) Die zweite Abbildung ist X — E[U(X)], das heil3t der Zufallsvariable wird der erwartete Nutzen,
also eine reelle Zahl, zugeordnet.

Die Vorgehensweise ist wie folgt:

(1) Losung des statischen Optimierungsproblems: Maximiere E[U(X)] fiir X € & := {X ist Fr-
messbar, integrierbar beziiglich P und Q sowie Ej [BLT] = vp}.

(2) Reprasentationsproblem: Sei X™* eine Losung von (1). Bestimme ¢, so dass VO") = vy und V}p =
X*. Dader Markt vollstdndig ist, existiert eine solche Strategie. Dann ist ¢ die gesuchte optimale
Strategie fiir das urspriingliche Problem.

Im Folgenden ermitteln wir einen Kandidaten X* mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes. Wir setzen Z := Z—g.
Dann ist Eq[4-]1 = E[Z - 3-1.

Sei
zZX
L(X,0):=E[UX)] -c- (E[B—] — Up)
T

die Lagrange-Funktion. Dann gilt fiir die Ableitungen:

9 rxo=EUx0-cZ1to
ox T By

9 LX,6) = BN — v 20
oc S BT 0=

Sei I die Umkehrfunktion von U’. Dann erfiillt X* mit U'(X*) = CB%, also X* =1 (CB%) die erste
Nebenbedingung und ¢ wird so gewéhlt, dass
I(cZ) ZI(c#)

—) = Bl—— =

[ = = .
A, Br

Bemerkung 3.3.1
* Da die Menge aller beziiglich P, Q integrierbaren Zufallsvariablen mit E [BLT] < vp konvex ist
und U streng konkav und streng wachsend ist, ist die Eindeutigkeit der Losung klar, und es
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3.3. Optimale Portfolios in vollstdndigen Mérkten

muss gelten Eq [g—;] = vp, da aus Eg [g—;] < v sofort folgen wiirde, dass X* + v — Eq [g—;] echt
besser wire.

. Da limy—.—oo U'(x) = +00, limy—. 100 U’ (x) 0 und U" (x) < 0 gilt, folgt, dass die Werte (0,00) von
U’ angenommen werden. Daher ist I (c =) wohldefiniert fiir alle ¢ > 0.

* Wir zeigen die Optimalitit von X* = I(c-Z #.)- Aus der Konkavitét von U folgt fiir alle X € 2":
* ! * * * Z *
UX)sUXH)+UX)X-X")=UX )+CB—(X—X )
T
die Bildung des Erwartungswertes beziiglich P liefert

1
EU(X) < EU(X™) +cEQ[B—(X—X*)].
T

<0

Daher ist X* optimal.

Beispiel 3.3.2
Wir betrachten die exponentielle Nutzenfunktion U(x) = —e™"* fiir ein y > 0. Dann gilt U’ (x) = ye™*
und daher I(y) = —% log(%).

Dann gilt fiir das optimale Endvermdégen X; = I (CB%) = —% log()l/ . CB%) und fiir die Konstante c gilt

EQ[)‘S;] = vg. Daraus folgt dann

*

T
EQ[BT]

1 Z 1
- f (log(f) +log( ) 5-dQ

Vo

c 1 dQ

~L1 (C)E[—]——E[—lo ]
y g Br 8

— log(f) =(—vvo —E[élogil) !
Y Br 7 Br E[#]

—yvo—E[B—ZTlogB%]
E[£] )

< c=yexp (
Dabher ist das optimale Endvermdgen

x5 =—L10gt L
Ty gYBT

1l 1 Z 1l
= Zlogy - - log— - ~loge
Y Y "Br y

—yvo— El£log £
El£]

11 11 VA 1 lgy+
= —logy - —log———lo
Y Y "Br vy
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III. Optimale Portfolioselektion

und der erwartete Nutzen ist
1 VA Z
7 v0+_E[_BT10g_BT]

—+
Br El£]

1
E[U(X})] = E[- eXp(—y(—;log )]

1 Elflogfl)  z
=—exp|—Yvo 7 E[B_T]

El£]  Elf]

Bemerkung 3.3.3
Interessant am Beispiel 3.3.2 ist, dass die Formeln fiir das optimale Vermogen, den optimalen erwar-
teten Endnutzen etc. nur iiber BLT vom zugrundeliegenden Marktmodell abhédngen.
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