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Beispiel 1.66 Integraloperatoren
Sei X = C([0, 1]) und k ∈ C([0, 1]2). Sei f ∈ X. Setze (Tf)(t) =

∫ 1
0 k(t, s)f(s)ds

für t ∈ [0, 1]. Sei tn → t in [0, 1]. |Tf(tn)− Tf(t)| ≤
∫ 1
0 |k(tn, s)− k(t, s)||f(s)|ds ≤∫ 1

0 ||f ||∞ sups∈[0,1] |k(tn, s) − k(t, s)| → 0 (n → ∞). Da k glm stetig ⇒ Tf ∈ X.
Klar: T : X → X ist linear

||Tf ||∞ ≤ sup
t∈[0,1]2

∫ 1

0
|k(t, s)|ds||f ||∞︸ ︷︷ ︸

=:κ≤||k||∞<∞

⇒ T ∈ B(X), ||T || ≤ κ.
Beh: ||T || = κ.

Bew: ∃ t0 ∈ [0, 1] mit κ =
∫ 1
0 |k(t0, s)|ds. Setze fn(s) = k(t0,s)

|k(t0,s)|+ 1
n

, s ∈ [0, 1] für

n ∈ N⇒ fn ∈ X, ||fn||∞ ≤ 1⇒ ||T || ≥ ||Tfn||∞ ≥ |Tf(t0)| =
∫ 1
0

|k(t0, s)|2

|k(t0, s)|+ 1
n︸ ︷︷ ︸

≤|k(t0,s)|

ds→

κ (n→∞)
limn→∞=⇒ ||T || ≥ κ.

Fast genau so zeigt man, dass (Tf)(t) =
∫ t
0 k(t, s)f(s)ds , t ∈ [0, 1], f ∈ X einen

Operator T ∈ B(X) mit

||T || = sup
t∈[0,1]

∫ t

0
|k(t, s)|ds definiert.

Beispiel 1.67 Differentialoperatoren

a) X = C1([0, 1]) mit ||f ||C1 = ||f ||∞+ ||f ′||∞ , Y = C([0, 1]). Setze Df = f ′ für
f ∈ X ⇒ Klar: D : X → Y ist linear. Ferner: ||Df ||∞ = ||f ′||∞ ≤ ||f ||C1 ⇒
D ∈ B(X,Y ) mit ||D|| ≤ 1.
Beh: ||D|| = 1.
Bew: Wähle fn(t) = 1

n sin(n − 1)t, n ≥ 3, t ∈ [0, 1] ⇒ fn ∈ X, ||fn||∞ =
1
n , ||f

′
n||∞ = 1− 1

n ⇒ ||fn||C1 = 1 und ||D|| ≥ ||Dfn||C1 = 1− 1
n

supn⇒ ||D|| ≥ 1.

Beachte: fn → 0 bzgl ||·||∞ oder ||Dfn||∞ → 1 (n→∞), also: D : (X, ||·||∞)→
(Y, || · ||∞) ist unstetig.

b) SeiX = C2
b (Rd) = {f ∈ C2(Rd) : ||f ||C2

b
= ||f ||∞+

∑d
k=1 ||∂kf ||∞+

∑d
k,l=1 ||∂k∂lf ||∞ <

∞} (mit ∂k = ∂
∂xk

), Y = Cb(Rd).
Laplace Operator
∆f = ∂21f + · · ·+ ∂2df ⇒ ∆ ∈ B(X,Y ), ||∆|| ≤ 1.

Beispiel 1.68 Stetige Linearformen
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a) X = C([0, 1]), Y = K, f ∈ X

(i) ϕ(f) = f(t0) für ein festes t0 ∈ [0, 1] (Punktauswertung). ⇒ ϕ : X → C
ist linear. |ϕ(f)| ≤ ||f ||∞ ⇒ ϕ ∈ X∗, ||ϕ||X∗ ≤ 1.
Ferner: ||ϕ|| ≥ |ϕ(11)| = 1⇒ ||ϕ|| = 1 (||11||∞ = 1)

(ii) Sei g ∈ L1([0, 1]) fest gewählt. Setze ϕ(f) =
∫ 1
0 f(t)g(t)dt. Klar: ϕ : X →

C ist linear und |ϕ(f)| ≤ ||f ||∞
∫ 1
0 |g(t)|dt⇒ ϕ ∈ X∗ mit ||ϕ||X∗ ≤ ||g||1

wie in Bsp 1.65 sieht man, dass ||ϕ|| = ||g||1

b) Sei X = Lp(A), 1 ≤ p ≤ ∞ für ein A ∈ Ld. Sei g ∈ Lp
′
(A) fest. Setze

ϕ(f) =
∫
A f(x)g(x)dx Hölder: ϕ(f) ≤ ||f ||p||g||p ⇒ ϕ(f) ∈ C für alle f ∈ X

und ϕ ∈ X∗ mit ||ϕ|| ≤ ||g||p′ . Später: ||ϕ|| = ||g||p′

Beispiel 1.69 Folgenräume
Sei T ∈ B(X,Y ) mit X ∈ {c0, lp, 1 ≤ p < ∞} und Y ∈ {c0, lp, 1 ≤ p ≤ ∞}. Set-
ze ak,l = (Tel)k für k, l ∈ N ⇒ ak,l ∈ C, bilde A = [ak,l]k,l∈N. Sei x ∈ X. Setze
vn = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . . ) ∈ c∞ für n ∈ N ⇒ vn → x in X (n → ∞), da p < ∞
(Satz 1.27)
(Tvn)k = (

∑n
j=1 T (xjej))k =

∑n
j=1 ak,lxj = (Avn)k (Matrizenmultiplikation)

T stetig ⇒ Tvn → Tx in Y ⇒ (Tx)k = limn→∞(Tvn)k =
∑∞

l=1 ak,lxl (∗) insbeson-
dere existiert die Reihe. Umbekehrt: Sei T durch (∗) gegeben. Unter welchen Bed
ist T ∈ B(X,Y ) wobei nun X,Y ∈ {c0, c, lp, 1 ≤ p <∞} ?

a) Sei X = Y = l1, akl ∈ C (k, l ∈ N) mit α := supl∈N
∑∞

k=1 |akl| <∞ (Spalten-
summennorm)
Sei x ∈ l1. Dann existiert (∗) da |akl| ≤ α < ∞ ∀ k, l ∈ N. Sei N ∈ N. Dann:∑N

k=1 |(Tx)k| ≤
∑N

k=1

∑∞
l=1 |akl||xl| =

∑∞
l=1(

∑N
k=1 |akl|)|xl| ≤ α

∑∞
l=1 |xl| =

α||x||1 wobei T durch (∗) gegeben ist. Mit supN folgt Tx ∈ l1. Klar: T : l1 → l1

ist linear, und ||T || ≤ α, also T ∈ B(l1).
Beh: ||T || = α
Bew: Klar: α = 0. Wenn α > 0, dann wähle ε ∈ (0, α). Dann ex j ∈ N mit:∑∞

k=1 |akl| ≥ α − ε. Ferner: ||T || ≥ ||Tej ||1 =
∑∞

k=1 |akl| ≥ α − ε mit ε → 0
folgt Beh.

b) Für x ∈ X ∈ {c0, c, lp, 1 ≤ p <∞} setzeRx = (0, x1, x2, . . . ), Lx = (x2, x3, . . . ).
Klar: Rx,Lx ∈ X,R : X → X,L : X → X sind linear. Ferner. ||Rx||p =
||x||p (1 ≤ p ≤ ∞) ||Lx||p ≤ ||xp||, Le2 = e1 ⇒ R,L ∈ B(X) mit Norm = 1.
Beachte: LRx = x, RLx = (0, x2, x3, . . . ) ⇒ R ist injektiv, nicht surjektiv, L
ist surjektiv, nicht injektiv.
Matrizendarstellung:

R ≡


0 0 0 . . .
1 0 0 . . .
0 1 0 . . .
...

...
...

. . .


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L ≡


0 1 0 . . .
0 0 1 . . .
0 0 0 . . .
...

...
...

. . .


Definition 1.70 Seien X,Y nVr. Eine injektive stetige lineare Abb T : X → Y
heißt Einbettung. Man schreibt dann X ↪→ Y . Wenn T ∈ B(X, y) bijektiv und
T−1 : Y → X stetig, dann heißt T Isomorphismus und man schreibt X ∼= Y .
Eine lineare Abbildung T : X → Y mit ||Tx|| = ||x||, heißt Isometrie.

Bemerkung 1.71 Wenn T eine Isometrie ist, so ist T stetig und injektiv. Ferner
ist T−1 auf R(T ) = TX = {y = Tx, x ∈ X} eine Isometrie.
Beh:Wenn X ein BR ist, dann ist R(T ) abgeschlossen.
Bew:
Sei yn = Txn → y in Y (n → ∞) ⇒ ||yn − ym|| = ||Txn − Txm|| → 0 (n,m →
∞) ∃x = limn→∞ xn ∈ X. Da T stetig: Tx = y

Beispiel 1.72 a) Sei Y ⊆ X ein UVR. Seien || · ||Y Norm auf Y und || · ||X Norm
auf X. Dann: I : (Y, || · ||Y ) → (X, || · ||X) ist stetig (d.h. eine Einbettung)
⇐⇒ ||y||X ≤ c||y||Y ∀ y ∈ Y . Dann heißt || · ||Y feiner als || · ||X und || · ||X
gröber als || · ||Y .
Beispiel: lp ↪→ lq, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.Cα([0, 1]) ↪→ C([0, 1)]), α ∈ (0, 1)

b) Sei U ⊆ Rd offen und beschränkt. Setze K = U . Sei 1 ≤ p < ∞. Definiere
J : C(K)→ lp(K) durch Jf = f +NK . Beachte: f ist messbar, da stetig und

||f +Nk||p = ||f ||p ≤ (λ(k))
1
p ||f ||∞ ⇒ Jf ∈ Lp(K).

Beh: J ist injektiv.
Bew: Sei Jf = 0, also ∃ NM N mit f(x) = 0 für x ∈ K\N . Da λ(B(x, ε)) > 0
für ε > 0 folgt, dass N0 leer ist, also ist K\N dicht in K und somit f = 0, da
f stetig.

Folgerung: Sei f̂ = f + NK ∈ Lp(A). Nach Satz 1.44 gibt es fn ∈ C(K) mit
fn → f bzgl || · ||p. Wie in Bsp 1.55 erhält man Polynom gn mit ||gn− fn||∞ ≤
1
n ⇒ ||gn − fn||p ≤

c
n ⇒ gn → f in Lp(K)⇒ Jgn → f̂ in Lp(K) (n→∞) ⇒

Lp(K), 1 ≤ p <∞ ist seperabel. (L(K) ↪→ Lp(K) gilt für p ∈ [1,∞])

c) Sei X = C1[0, 1], T = C[0, 1], dann hat D ∈ B(X,Y ), Df = f ′ die Inverse
D−1g(t) = g(0)+

∫ t
0 g
′(s)ds wobei D−1 ∈ B(Y,X), also X ∼= Y ⇒ BR Struktur

ist gleich. Aber D kann andere Strukturen verändern. z.B. f ≤ g 6⇒ f ′ ≤ g′.

d) Beh: c ∼= c0
Bew: Sei l(x) := limn→∞ xn, x ∈ c. Üb: l ∈ c∗. 1.68 b) ⇒ R ∈ B(c), L ∈
B(c0). Setze Tx := Rx − l(x) · 11 = (−l(x), x1 − l(x), . . . ) für x ∈ c =⇒ T ∈
B(c, c0). Sx := Lx − x1 · 11 = (x2 − x1, x3 − x1, . . . ) für x ∈ c0. S ∈ B(c0, c).
Einsetzen: ST = Ic, TS = Ic0
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Bem: T ist keine Isometrie. Betrachte x = (2, 1, 1, . . . ) ⇒ x ∈ c ||x||∞ =
2; Tx = (−1, 1, 0, 0, . . . )⇒ ||Tx||∞ = 1.

e) Beh:Alle endlichdimensionalen nVR (d <∞) sind isomorph zu (Kd, || · ||2).
Bew: Wähle eine feste Basis B von X. Sei x ∈ Kd der eindeutig bestimmte
Koeffizientenvektor von x bzgl. B. Setze T : X → Kd, x→ x =⇒ T ist linear
und bijektiv. T ist Isometrie bzgl. |||v||| = ||T−1v||X , v ∈ Kd =⇒ T−1 ist
Isometrie (Bem 1.70). Nach Satz 1.22 ist ||| · ||| äquivalent zu || · ||2, also sind
T und T−1 bzgl. || · ||X , || · ||2 stetig.


