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Beispiel 1.66 Integraloperatoren

Sei X = C([0,1]) und k € C([0,1]?). Sei f € X. Setze (Tf)(t) = fol k(t,s)f(s)ds
fir t € [0,1]. Sei t,, — tin [0,1]. |T'f(tn) — Tf(t)] < fol |k(tn, s) — k(t,s)||f(s)|ds <
Jo 11flloo SuPse o1 |k (tn, 8) = k(t,s)| — 0 (n — oc). Da k glm stetig = Tf € X.
Klar: T : X — X ist linear

1
ITfllo < sup / Ik(t, 5)]ds] | lloe
tef0,1)2 Jo

g
i< [K]|oe <o

=T € B(X),||T|| < k.

Beh: ||T|| = k.
. 1 ..
Bew: 3ty € [0,1] mit k = [ |k(to,s)|ds. Setze f(s) = ﬁ ,s € [0,1] fiir
k(to, s)|?
nEN = fu€ Xl €15 |71 2 1T fulle = T (10)] = fi L0,
|l<: (to,s)| + %
%,_/
<|k(to,s)]
Kk (n — 00) firingoo |T|] > &.
"
Fast genau so zeigt man, dass (T'f)(t fo s)ds ,t € [0,1], f € X einen

Operator T' € B(X) mit

t
||T|| = sup / |k(t,s)|ds  definiert.
te€[0,1] JO

Beispiel 1.67 Differentialoperatoren

a) X = CY([0,1]) mit [|f[lcr = [|flloo + 11|l » ¥ = C([0,1]). Setze Df = f' fiir
fe€X =Klar: D: X — Y ist linear. Ferner: ||Df||cc = ||/ llc < l|fllcr =
D e B(X,Y) mit ||D|] < 1.
Beh: ||D|| = 1.
Bew: Wihle f,(t) = fsin(n —1)t, n > 3,t € [0,1] = f, € X,||fallc =
%o Millee =1=5 = llfuller = Lund |IDI| > IDfuller = 1= "= ID]| > 1.

Beachte: f,, — 0bzgl ||-||sc oder ||D fnlloc = 1 (n — 00), also: D : (X, ||||ec) —
(Y, ]| - ||oo) ist unstetig.

b) Sei X = CZ(RY) = {f € C*(RY) : || fllcz = [1/1loot et 100 oo+ 3201 [10k0f lloo <
oo} (mit g = 52-), ¥V = Cy(RY).
Laplace Operator
Af=08f+---+02f = A e B(X,Y), ||All <1

Beispiel 1.68 Stetige Linearformen



a) X =C(0,1]), Y =K, feX

(i) ¢(f) = f(to) fiir ein festes tp € [0,1] (Punktauswertung). = ¢ : X — C
it Tinear. [¢(/)] < [Iflloc = ¢ € X", [lllx- < L
Ferner: [|o[| > [p(1)] = 1= [l¢][ =1 (H]l\loo = 1)

(i) Sei g € L1([0,1]) fest gewihlt. Setze ¢(f fo t)dt. Klar: ¢ : X —

C ist linear und [(f)] < [/]lo0 fy lo(t ldt =€ X* mit [[o]]x- < [lg]lx
wie in Bsp 1.65 sieht man, dass ||¢|| = ||g]]1

b) Sei X = Lp(A), 1 < p < oofirein A€ Ly Sei g € LV (A) fest. Setze
= [, f(z)g(z)dx Holder: o(f) < [|fllpllglly = ¢(f) € C fiir alle f € X
und peX” mlt H‘PH < llgll- Spéter: [[o]| = [lg||

Beispiel 1.69 Folgenrdume

Sei T' € B(X,Y) mit X € {co,l’,1 <p < oo} und Y € {cp,?,1 < p < oo}. Set-
ze ag,| = (Tel)k fiir k,l € N = ai] € (C, bilde A = [akl]k,leN. Sei ¢z € X. Setze
vp = (x1,22,...,2,,0,0,...) Eco firn e N= v, - zin X (n — 00), da p < 00
(Satz 1.27)

(Ton)r = Q25 T(wjes))k = Y G-y akgx; = (Avp)y, (Matrizenmultiplikation)

T stetig = Tv, - Tx in Y = (Tx); = limy—00(T0n)k = >0y ak,x; (*) insbeson-
dere existiert die Reihe. Umbekehrt: Sei 7' durch (x) gegeben. Unter welchen Bed
ist T € B(X,Y) wobei nun X,Y € {cp,c,lP,;1 <p<oo}?

a) Sei X =Y =1, ay € C (k,l € N) mit a := supjen Y pey |ar| < 0o (Spalten-
summennorm )
Sei x € I'. Dann existiert () da |ay| < a < oo Yk,I € N. Sei N € N. Dann:
S (Tl < 500, S0 lawllan] = 002 (0 lam)an| < a 072, o] =
a||z|]; wobei T durch (*) gegeben ist. Mit supy folgt Tz € I*. Klar: T : I — [
ist linear, und ||T'|| < o, also T € B(I').
Beh: ||T|| = «
Bew: Klar: a = 0. Wenn « > 0, dann wihle € € (0,«). Dann ex j € N mit:
Yorey lag] > a —e. Ferner: ||T|| > ||Tej|li = > ey lak| > o —e mit € — 0
folgt Beh.

b) Firz € X € {cp,c,lP,1 <p < oo} setze Rz = (0,21, x9,...), Lx = (x2,x3,...).
Klar: Rx,Lx € X,R: X — X,L : X — X sind linear. Ferner. ||Rz||, =
llz|lp, (1 <p < oo) ||Lz|lp < ||zpl|, Leg =e1 = R, L € B(X) mit Norm = 1.
Beachte: LRz = x, RLx = (0,x2,x3,...) = R ist injektiv, nicht surjektiv, L
ist surjektiv, nicht injektiv.

Matrizendarstellung:

O = O
_= o O
S O O



o O O
o O =
O = O

Definition 1.70 Seien X,Y nVr. Fine injektive stetige lineare Abb T : X — Y
heifst Einbettung. Man schreibt dann X — Y. Wenn T € B(X,y) bijektiv und
T-':Y — X stetig, dann heifit T Isomorphismus und man schreibt X = Y.
FEine lineare Abbildung T : X —'Y mit ||Tx|| = ||z||, heifst Isometrie.

Bemerkung 1.71 Wenn T eine Isometrie ist, so ist T stetig und injektiv. Ferner
ist 77! auf R(T) =TX = {y =Tz,r € X} eine Isometrie.

Beh:Wenn X ein BR ist, dann ist R(7T) abgeschlossen.

Bew:

Sei yp =Ty = yinY (n = 00) = ||yn — yml|| = [|[Txn — Tam|| = 0 (n,m —
o0) Jx = limy, 00 Ty € X. Da T stetig: Tz =y

Beispiel 1.72  a) Sei Y C X ein UVR. Seien || - ||y Norm auf Y und ||-||x Norm
auf X. Dann: I : (Y, -|ly) = (X,|| - ||x) ist stetig (d.h. eine Einbettung)
= |lyllx < ¢llylly Yy € Y. Dann heif3t || - ||y feiner als || - ||x und || - ||x
grober als || - ||y
Beispiel: 1P — 17, 1 <p < g < 00.C%([0,1]) = C([0,1)]), a € (0,1)

b) Sei U C R? offen und beschrinkt. Setze K = U. Sei 1 < p < oo. Definiere

J:C(K)—IP(K) durch Jf = f + Nk. Beachte: f ist messbar, da stetig und
1

Lf + Nellp = [[f1lp < (X&) ?[[flloo = Jf € LP(K).
Beh: J ist injektiv.
Bew: Sei Jf =0, also 3NM N mit f(z) =0 fiir z € K\N. Da A(B(z,¢)) > 0
fiir € > 0 folgt, dass NV leer ist, also ist K\N dicht in K und somit f = 0, da
f stetig.

Folgerung: Sei f = f + Nk € LP(A). Nach Satz 1.44 gibt es f, € C(K) mit
fn — f bzgl || -||,. Wie in Bsp 1.55 erhélt man Polynom g, mit ||g, — fn||oc <
L= g —fallp £ £ = g0 — fin LP(K) = Jg, — fin LP(K) (n — 00) =
LP(K), 1 <p < oo ist seperabel. (L(K) — LP(K) gilt fiir p € [1, 00])

c¢) Sei X = C'0,1],T = C[0,1], dann hat D € B(X,Y), Df = f' die Inverse
D7 lg(t) = g(O)—I—fg g’ (s)ds wobei D! € B(Y, X), also X &Y = BR Struktur
ist gleich. Aber D kann andere Strukturen verindern. z.B. f < g # f/ </’

d) Beh: ¢ = ¢y
Bew: Sei I(z) := limy 00 Tn, © € ¢. Ub: | € ¢*. 1.68 b) = R € B(c),L €
B(cp). Setze Tx := Rx — l(x) - 1 = (—l(x),x1 — l(x),...) firx € c =T €
B(e,cp). Sz =Lz —x1 -1 = (x2 — x1,23 — 21,...) fiir © € ¢o. S € B(co,c).
Einsetzen: ST = 1., T'S = I,



Bem: T ist keine Isometrie. Betrachte z = (2,1,1,...) = z € ¢ ||7]|lx =
2; Tx =(—-1,1,0,0,...) = ||T2||cc = 1.

Beh:Alle endlichdimensionalen nVR. (d < oo) sind isomorph zu (K%, || - ||2).
Bew: Wihle eine feste Basis B von X. Sei T € K? der eindeutig bestimmte
Koeffizientenvektor von = bzgl. B. Setze T : X — K¢, x — T = T ist linear
und bijektiv. T ist Isometrie bzgl. ||[v||| = ||[T " v||x, v € K? = T~ ist
Isometrie (Bem 1.70). Nach Satz 1.22 ist ||| - ||| &quivalent zu || - ||2, also sind
T und T~ bagl. || ||x, | ||2 stetig.



