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Kapitel 1

Banachriaume und lineare
Operatoren

1.1 Banachriume und metrische Riaume

Es sei X ein VR iiber K € {R, C}, wobei X = 0 solange nichts anderes gesagt wird.
Definition 1.1 Fine Halbnorm p auf X ist eine Abb. p: X — ]R(_)|r mit

(a) plaz) = |a|p(z) Vo € K,z € X (Homogenitit)

(b) p(z+y) <p(x)+ply)  Vo,ye X (A-Ungleichung)

(c) px) =0 = =0 Vx € X (Definitheit)

so heifit p Norm und (X, p) normierter VR (nVR). Man schreibt meist ||z|| = p(z)
und p

Bemerkung 1.2

(a) Bs gilt: | [[z]| —[ly[| |< |lz -yl

(b) [|lz[| = "Lénge” von z
A-Ungl. = Hier gehAqrt eine kleine Zeichung rein!

(c) L.1a) = p(0) =p(0-0)=0-p(0) =0
Definition 1.3 Fine Folge (xy)neny € X konvergiert gegen x € X, wenn

(1.1) Ye >0 3IN. € N ||z, —z|| <€ Vn > N (x,) ist eine Cauchy-folge (CF)
i X, wenn

(1.2) Ve >0 IN. €N ||z, —an|| <e VYn,m > N,

Ein nVR (X,|| - ||) heisst Banachraum, wenn er vollstindig ist, d.h. jede
Cauchy-Folge hat einen Grenzwert. Wenn die Norm klar ist, so schreibt man
X statt (X, -1])-
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Bemerkung 1.4

(a) Eine konvergente Folge ist CF, da

llzn — || < ||zn — || + ||z — 2m|] < 2¢ VYn,m > N, N aus (1.1)

(b) Wenn z,, = = und z,, - y in X (n — 00), so gilt z = y, wegen Def. 1.1 ¢) und
|z = yll < llz = znll + [|lzn —yll <2 fir n>max{Ne(z), Ne(y)}.
(wobei Ne(z), Ne(y) aus (1.1)), hier ist € > 0 beliebig
1.1
— Jle—yll=0 2L 2=y

(c¢) CF und konvergente Folgen (z,,)nen sind beschrénkt, d.h. sup ||z, || < co
neN

Beweis Nach (1.2) 3N € Nmit ||z, —zn|| <1 Vn > N.
= lznll < llzn —2n[[ +[lzn]l <1+ [lzn]] Vo > N.
Ferner: ||zn|] < max{||z1], ..., |[|zn]||} fir n=1,.... N n

Beispiel 1.6

d 1
(a) X =K mit [J]l, = (3 |axl")?, 1 <p < o0
k=1
[|Z]|oo = krillaxd|:1:]k, wobei x = (21, ...z4) € K%

(X0 ol ist BR fiir 1 < p < o0 (BR = Banachraum).

(b) X =C([0,1]) ={f :]0,1] — K : f stetig}
Dabei sind f + g, af fir f,g € X,a € K

gegeben durch: (f +g¢)(t) = f(t)+9(t)
(af)(t) = af(t>7 te [07 1]

Bekannt ist: X ist VR.

Supremumsnorm fiir f € X : ||f||lcc = sup |f(t)| (= max |f(¢)]).
tc[0,1] t€(0,1]

Klar: || f]loo € [0,00), [[flloc =0 = f =0

leflloo = ti%pulaf(tN:IaHf(t)lz\a\llf\loo
1f+9glle = sup [f(t)+g®)] < sup [f(O)]+ [9t)] < ||fllo + [19]]oo
te(0,1] te(0,1]

= (X,]| - ||oo) ist nVR.

Sei (fn)nen eine CF in (X, || - ||o0)

= |fu(t) = fi ()] < || fn(t) = fin(t)]|oc < € Vn,m > N, wobei € > 0 bel,,
gilt fiir alle t € [0, 1]. (%)
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= (fo(t))nen ist CF in K =22 3r(4) = lim fo(), € [0,1]:
Sei t € [0,1], e > 0, N; aus (%), n > N o

1) = SO = T [fnl0) = (O] < T [[fin(t) = Fult)]l <2
Da N, unabhingig von ¢, gilt ||f — fulleo <& Vn > N..

D.h.: f,, — f glm. in ¢t € [0,1]. z.Z. bleibt Stetigkeit von f.

(c) Haben f, € X =C([0, 1])

f:00,1] 5 Kmit Ve > 03N € N:  ||fn — flloo < VR > N

Sei ¢ > 0 und ¢, s € [0, 1] gegeben, wihle n = N.. Dann 3§ = §(n) = (), so dass:
| fr(t) — fu(s)| < e wenn |t —s| < (f, glm. stétig)
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