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Vorwort

Über dieses Skript

Dies ist eine Mitschrieb der Vorlesung „Differentialgeometrie“ von Dr. S. Gren-
sing, gehalten im Wintersemester 2012/13 am Karlsruher Institut für Technologie.
Dr. Grensing ist nicht für den Inhalt verantwortlich und es besteht weder eine Ga-
rantie für Vollständigkeit, noch Korrektheit der enthaltenen Aussagen.

Wer

Das Skript wurde in Zusammenarbeit von Jan-Bernhard Kordas̈ und Aleksandar
Sandic getippt. Bei Anmerkungen beziehungsweise beim Auffinden von Fehlern schickt
bitte eine E-Mail an

jan-bernhard.kordass@student.kit.edu
aleksandar.sandic@student.kit.edu

Wo

Das Skript wurde ursprünglich auf GitHub geschrieben, befindet sich nun aber seit
der Fertigstellung im Mitschriebwiki. Die GitHub Version ist „eingefroren“ und wird
nicht mehr weiterentwickelt, alle Änderungen und Korrekturen sind von nun an an
der Mitschriebwiki Version vorzunehmen.
Link zum Skript: http://mitschriebwiki.nomeata.de/DiffGeo2012Skript.pdf
Link zur Vorlesung: http://www.math.kit.edu/iag5/edu/difgeo2012w/de
Link zum Mitschiebwiki: http://mitschriebwiki.nomeata.de/
Link zur GitHub Version: https://github.com/Tarcvar/Skript-DiffGeom
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Kapitel 1.

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

Definition Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit M ist ein to-
pologischer Hausdorff-Raum mit einer abzählbaren Basis der Topologie in dem zu
jedem Punkt p ∈ M eine offene Menge U mit p ∈ U existiert und ein Homöomor-
phsimus ϕ : U → V auf eine offene Menge V ⊂ Rn.

ϕ′ ◦ ϕ−1

Rn Rm

U ∩ U ′ 6= 0

M

U

V

ϕ

M

U ′

V ′V ′V ′V ′

ϕ′

ϕ′ ◦ϕ−1 ist ein Homöomorphismus offener Mengen des Rn bzw. Rm. Nach dem Satz
von Brouwer (1912) gilt dann m = n. Damit ist die Dimension einer zusammenhän-
genden topologischen Mannigfaltigkeit eindeutig definiert.

Die Abbildung ϕ : U → V ⊂ Rn heißt Karte von M um p, die Menge U heißt
Kartengebiet.

Eine Menge von Karten A = {(ϕα, Uα) | α ∈ J} heißtAtlas vonM , falls
⋃
α∈J Uα =

M .

Ein Atlas A von M heißt Ck-Atlas, wenn für alle α, β ∈ J mit Uα ∩ Uβ 6= ∅ der
sogenannte Kartenwechsel:

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

ein Ck-Diffeomorphismus ist.
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Kapitel 1: Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

ϕβ ◦ ϕ−1
α

Rn

M

Uα
Uβ

ϕα
ϕβ

Eine Karte ψ : U → V vonM heißt verträglichmit einem Ck-Atlas A = {(ϕα, Uα) |
α ∈ J} wenn jeder Kartenwechsel

ϕα ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ Uα)→ ϕα(U ∩ Uα)

ein Ck-Diffeomorphismus ist, also A′ = A ∪ {(ψ,U)} ebenfalls ein Ck-Atlas ist.
Die Menge aller mit A verträglichen Karten ist ein maximaler Ck-Atlas. Jeder
maximale Atlas enthält alle mit ihm verträglichen Karten. Ein maximaler Ck-Atlas
heißt auch Ck-differenzierbare Struktur.

Definition 1.1 (differenzierbare Mannigfaltigkeit) Eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit der Klasse Ck ist eine topologische Mannigfaltigkeit zusammen mit
einer Ck-differenzierbaren Struktur.

Beispiel Einige Beispiele für glatte Mannigfaltigkeiten:
1) M = Rn,A = {(idRn ,Rn)}
2) M ⊂ Rn offen, A = {(ıM ,M)}
3) S1 ⊂ R2 ist eine eindimensionale C∞-Mannigfaltigkeit:

U = {(sin t, cos t) | t ∈ (0, 2π)}
S1

S1 Einheitskreis

ist offen in S1 und die Kartenabbildung

ϕ : (sin t, cos t) 7→ t

ist ein Homöomorphismus.

ϕ′ : U ′ = {(sin t, cos t) | t ∈ (−π, π)} → (−π, π)

ebenfalls. A = {(ϕ,U), (ϕ′, U ′)} ist ein Atlas von S1, denn U ∪ U ′ = S1.

ϕ′ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ U ′)→ ϕ′(U ∩ U ′)

(0, π) ∪ (π, 2π)→ (−π, 0) ∪ (0, π) t 7→

t 0 < t < π

t− 2π π < t < 2π

4) Jeder reelle Vektorraum endlicher Dimension ist in kanonischer Weise eine C∞-
Mannigfaltigkeit.
Wähle eine Basis {v1, . . . , vn} von V . Diese definiert mit

ϕ
(∑

λivi
)

= (λ1, . . . , λn)
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eine Bijektion auf Rn. Damit erhält man eine globale Karte von V . Der zugehörige
Atlas hängt nicht von der Wahl der Basis ab, denn ist {w1, . . . , wn} eine weitere
Basis von V und ψ(

∑
λiwi) = (λ1, . . . , λn) eine weitere Karte, so ist ϕ ◦ ψ−1 als

Endomorphismus des Rn schon C∞.
5) Sn = {(x0, x1, . . . , xn) |

∑n
i=0(xi)2 = 1}.

x0

x1

x2

S2 ⊂ R3

N

p

ϕ(p)

Betrachte den Nordpol N = (1, 0, . . . , 0) und den Südpol S = (−1, 0, . . . , 0) und
die Abbildung

ϕ : U = Sn \ {N} → Rn x 7→
(

x1

1− x0 , . . . ,
xn

1− x0

)
,

ψ : U ′ = Sn \ {S} → Rn x 7→
(

x1

1 + x0 , . . . ,
xn

1 + x0

)

Aufgabe: Zeige, dass (ϕ,U), (ψ,U ′) einen C∞-Atlas auf Sn definiert.

Definition 1.2 (Differenzierbare Abbildungen) Eine stetige Abbildung f : M →
N zwischen glatten Mannigfaltigkeiten M und N heißt glatt (C∞-differenzierbar),
wenn es zu jedem p ∈M Karten (ϕ,U) in M um p und geeignete (ϕ′, U ′) in N um
f(p) gibt, so dass ϕ′ ◦ f ◦ ϕ−1 glatt ist.

ϕ′ ◦ f ◦ ϕ−1

f

Rn Rm

M N

U
p

ϕ
V

U ′
f(p)

ϕ′

V ′

Die Menge aller glatten Abbildungen von M nach N wird C∞(M,N) genannt.

Konvention: Ab jetzt seien zunächst alle Mannigfaltigkeiten, wie auch alle Abbil-
dungen als glatt vorrausgesetzt.

Bemerkung Da Kartenwechsel C∞ sind, gilt obige Bedingung automatisch für alle
Karten von M und N (evtl. nach Einschränkung).

Beispiel Es folgen zwei Beispiele für differenzierbare Abbildungen:
(1) (ϕ,U) ∈ A ⇒ ϕ ∈ C∞(U,Rn), denn

idRn ◦ϕ ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ ϕ−1 ∈ C∞.

(2) f ∈ C∞(M,N), g ∈ C∞(N,P )⇒ g ◦ f ∈ C∞(M,P ), denn

ϕp ◦ g ◦ f ◦ ϕ−1
m = (ϕp ◦ g ◦ ϕ−1

n ) ◦ (ϕn ◦ f ◦ ϕ−1
m ) ∈ C∞.

Definition 1.3 (Diffeomorphismus) Eine Abbildung f : M → N heißtDif̈-feö-mor̈-phis̈-mus,
wenn f bijektiv ist und f , sowie f−1 C∞-Abbildungen von M nach N sind. Insbe-
sondere haben M und N in diesem Fall dieselbe Dimension. Die Menge der Diffeo-
morphismen von M nach M wird mit Diff(M) bezeichnet. (Diff(M), ◦) ist bezüglich
der Hintereinanderausführung eine Gruppe.
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Kapitel 1: Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1. Produkte von Mannigfaltigkeiten

Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten der Dimensionen m und n. Dann hat
M ×N versehen mit der Produkttopologie, die Struktur einer Mannigfaltigkeit. Da
M und N hausdorffsch sind und abzählbare Basen ihrer Topologie besitzen gilt dies
auch für M × N . Sind (ϕ,U) und (ψ, V ) Karten von M bzw. N , so ist ϕ × ψ ein
Homöomorphismus von U × V auf sein offenes Bild in Rm×Rn ∼= Rm+n.
Seien A = {(ϕα, Uα) | α ∈ I} und A′ = {(ψβ, Vβ) | β ∈ J } C∞-Atlanten vonM und
N . Dann ist B = {(ϕα × ψβ, Uα × Vβ) | (α, β) ∈ I ×J } ein C∞-Atlas von M ×N ,
denn

(ϕα × ψβ) ◦ (ϕµ × ψν)−1 = (ϕα ◦ ϕ−1
µ )× (ψβ ◦ ψ−1

ν )

ist ein C∞-Diffeomorphismus. Damit ist M × N in kanonischer Weise eine glatte
(m+n)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die kanonischen Projektionen πM : M×N →
M, πN : M ×N → N und die Abbildung τ : M ×N → N ×M, (p, q) 7→ (q, p) sind
glatte Abbildungen.

Beispiel

S1

T 2 S1

Es folgen einige Beispiele für Produkt-Mannigfaltigkeiten:
1) Zylinder R×S1

2) Tn = ×ni=1S
1

ι : Rm ↪→ Rn, (x1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xm, 0, 0, . . .)

2. Untermannigfaltigkeiten

Definition 1.4 (Untermannigfaltigkeit) Es sei N eine glatte Mannigfaltigkeit.
Eine Teilmenge M ⊆ N heïst Untermannigfaltigkeit von N , wenn für alle p ∈M
eine Karte (ϕ,U) von N um p existiert, so dass

ϕ(U ∩M) = ϕ(U) ∩ (Rm×{0})︸ ︷︷ ︸
{(x1,...,xm,0,...,0)∈Rm×Rn−m∼=Rn}

gilt. Eine solche Karte heïst an M adaptierte Karte. Die Zahl n−m heïst Kodi-
mension von M in N .

Rm

Rn−m

ϕ(U ∩M)

Rn

ϕ

p
U

M

N

Lemma 1.5 Es seien N eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und M ⊆ N

eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N . Bezeichnet A einen C∞-Atlas
von N und π : Rn → Rm, (x1, . . . , xm, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xm), so ist

B = {(π ◦ ϕ|U∩M , U ∩M) | (ϕ,U) ∈ A an M adaptierte Karte}
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2. Untermannigfaltigkeiten

ein C∞-Atlas von M .

Beweis Die Hausdorff-Eigenschaft und die Abzählbarkeit der Topologie werden von
N auf M vererbt. Ist p ∈ N , so existiert eine adaptierte Karte (ϕ,U) von N um p

und π ◦ ϕ|U∩M ist ein Homöomorphismus von U ∩M auf eine offene Teilmenge des
Rm. Jeder Kartenwechsel

(π ◦ ϕ|U∩M ) ◦ (π ◦ ψ|V ∩M )−1 = (π ◦ ϕ) ◦ (ψ−1 ◦ ı) = π ◦ (ϕ ◦ ψ−1) ◦ ı

ist ein C∞-Diffeomorphismus. �

Bemerkung Erinnerung: M ⊆ Rn heïst glatte n-dimensionale Untermannigfaltig-
keit des Rn, wenn für alle p ∈ M eine offene Umgebung U und eine Abbildung
ϕ : U → Rn mit folgenden Eigenschaften existiert:

(i) ϕ : U → ϕ(U) ist ein Diffeomorphismus auf sein offenes Bild im Rn.
(ii) ϕ(U ∩M) = ϕ(U) ∩ (Rm×{0}).

Jedes solche M ist eine Untermannigfaltigkeit im Sinne von Definition 1.4, denn
jedes ϕ wie oben ist wegen (i) eine Karte von Rn (im Sinne glatter Mannigfaltig-
keiten) und wegen (ii) eine an M adaptierte Karte. Also sind mit Lemma 1.5 glatte
Untermannigfaltigkeiten des Rn glatte Mannigfaltigkeiten (im allgemeineren Sinne).

11





Kapitel 2.

Tangentialvektoren und
Tangentialräume

c

p

{p}⊥ = Ep ∼= R2

S2 ⊂ R2

Betrachte in der nebenstehenden Abbildung eine differenzierbare Kurve c : (−ε, ε)→
S2 mit c(0) = p. Dann gilt:

0 = d
dt

∣∣∣∣
t=0
〈c(t), c(t)〉 = 2 〈ċ(0), c(0)〉 = 2 〈ċ(0), p〉 ⇒ ċ(0) ∈ p⊥.

Die Kurven heïsen äquivalent, wenn es eine Karte (ϕ,U) von M und p gibt, so
dass gilt

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c1) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c2)

Lemma 2.1 Der oben definierte Begriff der Äquivalenz ist unabhängig von der Wahl
der Karte.

Beweis Es sei (ψ, V ) eine weitere Karte von M um p. Dann gilt:

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ψ ◦ c1) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ c1) = D(ψ ◦ ϕ−1)|ϕ(p) ·
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c1)

= D(ψ ◦ ϕ−1)|ϕ(p) ·
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c2) = . . . = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ψ ◦ c2). �

Definition 2.2 (Geometrische Definition des Tangentialraums) Es seiM ei-
ne glatte Mannigfaltigkeit und p ∈ M . Ein (geometrischer) Tangentialvektor an
M in p ist eine Äquivalenzklasse von Kurven c mit c(0) = p. Die Menge

Tgeo
p M = {[c] | c : (−ε, ε)→M glatt, c(0) = p}

heïst (geometrischer) Tangentialraum an M in p.

Bemerkung Mit den Bezeichnungen wie oben ist die folgende Abbildung bijektiv:

A : Tgeo
p M → Rn [c] 7→ d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c).

Beweis Zu jedem Vektor v ∈ Rn sei B(v) = [t 7→ ϕ−1(ϕ(p) + tv)] die Äquivalenz-
klasse der abgebildeten Kurve auf der Mannigfaltigkeit.

13



Kapitel 2: Tangentialvektoren und Tangentialräume

v

Bild(t 7→ ϕ(p) + vt)

ϕ(p) = 0

p

U

ϕ−1(ϕ(p) + tv)

ϕ−1

AB(v) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦B(v)) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ ϕ−1(ϕ(p) + tv)) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ(p) + tv) = v.

BA( [c]︸︷︷︸
3c

) = B(vc) = [t 7→ ϕ−1(ϕ(p) + tvc)] wobei vc = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c).

Die Kurven c und t 7→ ϕ−1(ϕ(p) + tvc) sind äquivalent, also ist BA[c] = [c] und
somit A bijektiv. �

Damit erhält Tgeo
p M die Struktur eines reellen Vektorraumes vermöge der folgenden

Verknüpfung:

λ[c1] + µ[c2] = A−1(λA[c1] + µA[c2]).

Dabei gilt λ[c1]+µ[c2] = [c] für c(t) = ϕ−1(ϕ(p)+t(λv1+µv2)) mit vi = d
dt

∣∣∣
t=0

(ϕ◦ci).

Lemma 2.3 Die oben definierte Lineare Struktur ist unabhängig von der Wahl der
Karte.

Beweis Es sei (ψ, V ) eine Karte von M um p und A′[c] = d
dt

∣∣∣
t
(ψ ◦ c). Dann gilt:

AA′−1(v) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ (ψ−1(ψ(p) + tv)))

= D(ϕ ◦ ψ−1)|ψ(p) ·
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ψ ◦ ψ−1(ϕ(p) + tv)) = D(ϕ ◦ ϕ−1) · v.

Also ist AA′−1 linear,

A′−1(λA′[c1] + µA′[c2]) = A−1(AA′−1(λA′[c1] + µA′[c2]))
= A−1(λAA′−1[c1] + µAA′−1[c2])
= A−1(λA[c1] + µA[c2]). �

Motivation: Richtungsableitungen im Rn

Bemerkung Für f, g ∈ C∞(Rn), x, y ∈ Rn ist die Richtungsableitung wie folgt
definiert:

∂vf(x) = D f(x) · v = d
dt

∣∣∣∣
t=0

f(x+ tv).

Diese erfüllt die Leibniz-Regel:

∂v(fg)(x) = ∂vf(x) · g(x) + f(x) · ∂vg(x).

14



Definition 2.4 (Algebraische Definition des Tangentialraumes) Es seiM ei-
ne glatte Mannigfaltigkeit und p ∈M . Ein (algebraischer) Tangentialvektor an M
in p ist eine Lineare Abbildung Xp : C∞(M)→ R, welche die Leibniz-Regel erfüllt:

Xp(fg) = Xp(f) · g(p) + f(p) ·Xp(g).

Die algebraischen Tangentialvektoren bilden einen reellen Vektorraum Talg
p M , den

Tangentialraum an M in p.

Lemma 2.5 Es sei U eine Umgebung von p ∈ M . Dann existiert eine Umgebung
V ⊂ U von p und eine glatte reellwertige Funktion σ ∈ C∞(M) mit den Eigenschaf-
ten σ|V = 1 und supp(σ) ⊂ U .

ϕ(p)

M ⊃ U σ|M\U ≡ 0

p

V

σ|V ≡ 1 ϕ

Beweis Man kann ohne Einschränkung annehmen, dass U das Kartengebiet einer
Karte ϕ vonM um p ist und ϕ(p) = 0 ∈ Rn. Es sei nun ε > 0 so, dass Bε(0) ⊂ ϕ(U)
gilt.

ϕ(U)

ϕ(p)

1

Ist dann η eine glatte Funktion auf R mit η ≡ 1 auf
[
−ε2

2 , ε
2

2

]
und η ≡ 0 auf

R \(−ε2, ε2), so hat für U1 = ϕ−1(B ε
2
(0)) die Funktion

σ(q) =

η(‖ϕ(q)‖2) für q ∈ U1

0 sonst
.

die gewünschten Eigenschaften. �

Lemma 2.6 Für alle Xp ∈ Talg
p M gilt:

(i) Xp(f) = 0 falls f in einer Umgebung von p konstant ist.
(ii) Xp(f) = Xp(g) falls f und g auf einer Umgebung übereinstimmen.

15
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Beweis (ii) Es sei U eine Umgebung von p mit f |U = g|U . Ist dann σ wie in Lemma
2.5, so gilt σf = σg und aus

Xp(σ)f(p) + σ(p)Xp(f) = Xp(σf) = Xp(σg) = Xp(σ)g(p) + σ(p)Xp(g)

folgt Xp(f) = Xp(g).

(i) Wegen der R-Linearität und (ii) genügt es f ≡ 1 zu betrachten. Es gilt

Xp(1) = Xp(1 · 1) = Xp(1) · 1 + 1 ·Xp(1) = 2 ·Xp(1),

also Xp(1) = 0. �

Bemerkung Also gilt für f ∈ C∞(M) und g ∈ C∞(U) direkt:

σg =

σg|U σg ∈ C∞(M)
0 sonst

Aus σg ∈ C∞(M) folgt Xp(g) = Xp(σg). Für eine Karte ϕ : U → V von M und p
seien algebraische Tangentialvektoren definiert:

∂

∂xi

∣∣∣∣
p
∈ Talg

p M
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f) = ∂i(f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) = D(f ◦ ϕ−1)|ϕ(p)ei.

Satz 2.7 Die Vektoren ∂
∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p
bilden eine Basis von T alg

p M .

Lemma 2.8 Es sei x0 ∈ Rn und g ∈ C∞(B%(x0)). Dann existieren glatte Funktio-
nen hi ∈ C∞(B%(x0)) mit hi(x0) = ∂ig(x0) und

g(x) = g(x0) +
n∑
i=1

(xi − xi0)hi(x).

Beweis (Beweis des Satzes) Die j-te Komponente ϕj der Karte ist glatt und es
gilt:

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(ϕj) = ∂i(ϕj ◦ ϕi)(ϕ(p)) = ∂ix
j(ϕ(p)) = δji .

Damit sind die Vektoren linear unabhängig.
Es sei Xp ∈ Talg

p M und f ∈ C∞(M). Für x0 = ϕ(p) ∈ Rn, B%(x0) ⊂ ϕ(U) und für
g = f ◦ ϕ−1|B%(x0) gilt mit den Bezeichnungen wie im letzten Lemma:

Xp(f) = Xp(g ◦ ϕ) = Xp

(
(g(ϕ(p))) +

∑
(ϕi − ϕ(p)i)(hi ◦ ϕ)

)
= Xp

(
g(ϕ(p))

)︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑

Xp

(
(ϕi − ϕ(p)i)(hi ◦ ϕ)

)
=
∑

Xp(ϕi)(hi ◦ ϕ)(p)−Xp(ϕ(p)i)(hi ◦ ϕ)(p) +
∑

(ϕi − ϕ(p)i)(p)Xp(hi ◦ ϕ)

=
n∑
i=1

Xp(ϕi) (hi ◦ ϕ)(p)︸ ︷︷ ︸
=hi(ϕ(p))=hi(x0)=∂ig(x0)

=∂i(f◦ϕ−1)(ϕ(p))= ∂

∂xi

∣∣
p
(f)

=
n∑
i=1

Xp(ϕi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f). �
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Bemerkung Ist Xp =
∑
ξi ∂

∂xi

∣∣∣
p
, so gilt ξi = Xp(ϕi).

Beweis (Beweis des Lemmas) Es gilt:

g(x)− g(x0) =
∫ 1

0

d
dtg(tx+ (1− t)x0)dt =

n∑
i=1

(xi − xi0)
∫ 1

0
∂ig(tx+ (1− t)x0)dt︸ ︷︷ ︸

=:hi(x)

.�

Satz 2.9 (Äquivalenz der Tangentialraumbegriffe) Die Abbildung

Jp : Tgeo
p M → Talg

p M Jp[c](f) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ c)

ist ein linearer Isomorphismus „c(0)(f)“.

Beweis Wegen

Jp[c](f) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ c) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ c)

= D(f ◦ ϕ−1)|ϕ(p)
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c) = D(f ◦ ϕ−1)|ϕ(p)A[c]

ist Jp = D(·) ◦A linear.
Ist [c] ∈ Kern Jp, so folgt aus 0 = Jp[c](ϕi) = d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕi ◦ c), dass d
dt

∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c) = 0
gilt, also [c] = 0. Damit ist Jp injektiv, also ein Isomorphismus. �

Bemerkung 1) Ist Xp =
∑
ξi ∂

∂xi

∣∣∣
p
, so gilt Xp = ċ(0) für c(t) = ϕ−1(ϕ(p) + tξ).

2) Für jede glatte Kurve c durch p ist d
dt

∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c) der Koeffizientenvektor von

ċ(0) in der Basis ∂
∂xi

∣∣∣
p
.

Satz 2.10 (Transformationsverhalten bei Kartenwechsel) Es seien ϕ und ψ
Karten in M um p und es bezeichnen ∂

∂xi

∣∣∣
p
und ∂

∂yi

∣∣∣
p
die damit assoziierten Basen

von TpM . Dann gilt

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
∑
j

∂i(ψj ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) ∂

∂yj

∣∣∣∣
p

.

Es sei Xp =
∑
ξi ∂

∂xi

∣∣∣
p

=
∑
ηi ∂

∂yi

∣∣∣
p
. Dann gilt:

ηj =
∑

∂i(ψj ◦ ϕ−1)(ϕ(p))ξi bzw. η = D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(p))ξ.

Beweis Es gelte ∂
∂xi

∣∣∣
p

=
∑
αji

∂
∂yj

∣∣∣
p
und nach obiger Bemerkung zum vorletzten

Satz gilt:

αji = ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(ψj) = ∂i(ψj ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) �
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Kapitel 3.

Differentiale
Es seienM und N glatte Mannigfaltigkeiten und Φ: M → N eine glatte Abbildung.
Sind p ∈M und Xp ∈ TpM , so ist

Φ∗pXp : C∞(N)→ R f 7→ Xp( f ◦ Φ︸ ︷︷ ︸
∈C∞(M)

).

ein Tangentialvektor an N in Φ(p):

Φ∗pXp(fg) = Xp((f ◦ Φ)(g ◦ Φ)) = Xp(f ◦ Φ)(g ◦ Φ)(p) + (f ◦ Φ)(p)Xp(g ◦ Φ)
= Φ∗pXp(f)g(Φ(p)) + f(Φ(p))Φ∗pXp(g).

ψ ◦ Φ ◦ ϕ−1

differenzierbar

Φ

Rm Rn

N

M

p
q

x y

ϕ ψ

Definition 3.1 Die lineare Abbildung Φ∗p : TpM → TΦ(p)N heïst das Differen-
tial von Φ in p. Der Rang von Φ∗p bezeichnet man als den Rang von Φ in p.

Lemma 3.2 (Differentiale in lokalen Koordinaten) Sind ϕ und ψ Karten von
M und N um p und Φ(p) = q, sowie ∂

∂xi

∣∣∣
p
und ∂

∂yi

∣∣∣
q
die Standardbasen von TpM

und TqN bezüglich der Karten ϕ und ψ, so gilt:

Φ∗p
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
∑

∂i
(
ψj ◦ Φ ◦ ϕ−1

) (
ϕ(p)

) ∂

∂yj

∣∣∣∣
q

.

Die partielle Ableitung ∂i(ψj ◦ Φ ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) bezeichnet man auch kurz ∂Φj
∂xi

(p).

Bemerkung Aus der Linearität von Φ∗p folgt, dass für Xp =
∑
ξi ∂

∂xi

∣∣∣
p
∈ TpM

und Φ∗pXp =
∑
ηj ∂

∂yj

∣∣∣
q
gilt:

ηj =
∑ ∂Φj

∂xi
ξi, beziehungsweise η = D(ψ ◦ Φ ◦ ϕ−1)ξ.
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Kapitel 3: Differentiale

Beweis(
Φ∗p

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
︸ ︷︷ ︸

∈Tq N

(ψj) = ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(ψj ◦ Φ) = ∂i(ψj ◦ Φ ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) = ∂Φj

∂yi
(p). �

Bemerkung (Charakterisierung durch Kurven) Ist [c] ∈ TpM , so gilt für f ∈
C∞(N):

Φ∗p[c](f) = [c](f ◦ Φ) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ Φ ◦ c)︸ ︷︷ ︸
glatte Kurve

auf N

= [Φ ◦ c](f)

also Φ∗p[c] = [Φ ◦ c].

Bemerkung (Tangentialräume an Untermannigfaltigkeiten des Rn)

Rm

U

p

F

M

Ist U
eine Untermannigfaltigkeit in Rn mit den Eigenschaften

(i) F : U →M ∩ F (U) ist ein Homöomorphismus,
(ii) DF |x : Rm → Rm+k ist injektiv für alle x ∈ U .

Dann ist ψ = F−1 eine Karte von M . Es bezeichnen ∂
∂yi

∣∣∣
p
die Standardbasis be-

züglich ψ und ∂
∂xi

∣∣∣
x
die Standardbasis bezüglich der kanonischen Karte idRm des

Rm.
Dann gilt für g ∈ C∞(M) beliebig:

∂

∂yi

∣∣∣∣
p

(g) = ∂i(g ◦ ψ−1)(ψ(p)︸ ︷︷ ︸
=x

) = ∂i(g ◦ F )(x) = F∗x

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
(f)

F∗x

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= F∗x[t 7→ x+ tei] = [t 7→ F (x+ tei)]

∼ d
dt

∣∣∣∣
t=0

F (x+ tei) = DF |x(ei) = ∂iF |x

TpM„=“〈∂1F |x, . . . , ∂mF |x〉

Eigenschaften des Differentials
(i) (Kettenregel) Sind Φ: M → N und Ψ: N → P glatt, so gilt:

(Ψ ◦ Φ)∗p = Ψ∗Φ(p) ◦ Φ∗p.

(ii) Ist Φ: M → N ein Diffeomorphismus, so ist Φ∗p ein Vektorraumisomorphis-
mus.

(iii) (Satz von der Umkehrabbildung) Ist Φ: M → N glatt und Φ∗p bijektiv, so
existieren Umgebungen U von p und V von Φ(p), so dass Φ|U : U → V ein
Diffeomorphismus ist.

Definition 3.3 (Reguläre Punkte, Submersion, Immersion) Es sei Φ: M →
N glatt.
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(i) Es Punkt p ∈ M heïst regulärer Punkt von Φ, wenn Φ∗p surjektiv ist. Ein
Punkt q ∈ N heïst regulärer Wert, wenn jeder Punkt p ∈ Φ−1(q) regulär ist.

(ii) Die Abbildung Φ heïst Submersion, wenn Φ surjektiv ist und alle p ∈ M

reguläre Punkte sind.
(iii) Die Abbildung Φ heïst Immersion, wenn für alle p ∈M Φ∗p injektiv ist.
(iv) Die Abbildung Φ heïst Einbettung, wenn Φ Immersion und Homöomorphismus

auf sein Bild ist.

Beispiel 1) Betrachte eine Abbildung Φ

Φ
( )

Immersion: d
dt Basis von TxR, Φ∗x

(
d
dt

)
„=“ d

dtΦ
2) R→ R2 ∼= C, t 7→ eit ist eine Immersion aber ebenfalls nicht injektiv.
3) R→ S1 ⊂ C, t 7→ eit ist Immersion und Submersion.
4) R→ S1 × R, t 7→ (eit, t) ist eine Einbettung.

5) Ist M ⊂ N Untermannigfaltigkeit, so ist ı : M ↪→ N eine Einbettung.

Satz 3.4 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, Φ: M → N eine glatte
Abbildung und p ∈ M , sowie q = Φ(p). Es bezeichnen m und n die Dimensionen
von M und N und r den Rang von Φ in p. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Zu jeder Karte ψ von N um q mit ψ(q) = 0 existiert eine Karte α von M um

p mit α(p) = 0 und glatte Funktionen f r+1, . . . , fn mit(
ψ ◦ Φ ◦ α−1

) (
x1, . . . , xm

)
=
(
x1, . . . , xr, f r+1(x), . . . , fn(x)

)
.

(ii) Falls der Rang von Φ auf einer Umgebung von p konstant r ist, so existieren
Karten α um p mit α(p) = 0 und β um q mit β(q) = 0, so dass(

β ◦ Φ ◦ α−1
) (
x1, . . . , xm

)
=
(
x1, . . . , xr, 0, . . . , 0

)
.

Korollar 3.5 (i) Falls Φ auf einer offenen Umgebung von P = Φ−1(q) konstanten
Rang r hat, so ist P eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension r.

(ii) Ist q ein regulärer Wert von Φ, so ist P = Φ−1(q) eine Untermannigfaltigkeit
von M der Kodimension n.
Beispiel: ‖ · ‖−1(1) = Sn ⊃ Rn+1 → R, x 7→ ‖x‖.

(iii) Ist Φ∗p injektiv, so existiert eine Umgebung U von p, so dass Φ(U) = Q ⊂ N

eine Untermannigfaltigkeit von N ist.
(iv) Ist Φ eine Einbettung, so ist Q = Φ(M) eine m-dimensionale Untermannigfal-

tigkeit von M und Φ: M → Q ist ein Diffeomorphismus.
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Kapitel 3: Differentiale

Beweis (i) Sei p ∈ P = Φ−1(q). Nach Satz 3.4 (ii) existieren Karten (α,U), (β, V )
mit

(β ◦ Φ ◦ α−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0)

und es gilt:

α(P ∩ U) = (α ◦ Φ−1 ◦ β−1)(0)
= {x ∈ α(U) | x1 = . . . = xr = 0} = α(U) ∩ {0} × Rm−r .

(ii) Ist q ein regulärer Wert von Φ, so existieren nach Satz 3.4 (i) Karten ψ, α mit

(ψ ◦ Φ ◦ α−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn) (m ≥ n = r)

für alle x ∈ α(U). Es gilt also für alle u ∈ U :

Rang Φ∗u = Rang D(ψ ◦ Φ ◦ α−1)|x = Rang


1 0

. . . 0
0 1

 = n

Damit folgt die Behauptung aus (i).
(iii) Φ∗p ist injektiv ⇒ r = m ≤ n. Nach Wahl von Karten wie in (ii):

(ψ ◦ Φ ◦ α−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, fm+1(x), . . . , fn(x))

Rang Φ∗u = Rang


1 0

. . .
0 1

0

 = m

Nach der ersten Aussage des letzten Satzes erhalten wir spezielle Karten:

(β ◦ Φ ◦ α−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈ Rm×{0},

wobei β eine adaptierte Karte für Φ(U) = Q ist.
(iv) folgt aus (iii). �

Beweis (von Satz 3.4) (i) Es sei (ψ, V ) eine Karte von N um q mit ψ(q) = 0.
Ist dann (ϕ,U) eine Karte von M um p mit ϕ(p) = 0, so kann man ohne
Einschränkung annehmen, dass

∂i(ψj ◦ Φ ◦ ϕ−1) =
(
∂Φj

∂xi

)
i,j≤r

invertierbar ist. Es sei α : U → Rm gegeben durch

αj =

ψj ◦ Φ für j ≤ r
ϕj sonst
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Betrachte nun den Kartenwechsel

(
∂αj

∂xi

)
i,j

=
(
∂i(αj ◦ ϕ−1)(0)

)
i,j

=



(
∂Φj
∂xi

)
i,j≤r

∗

0
1 0

. . .
0 1


Der Rang von α in p ist damit gleich m. Nach dem Umkehrsatz ist α ein lokaler
Diffeomorphismus, also eine Karte von M . Ferner gilt für j ≤ r:(
(ψ ◦ Φ ◦ α−1)(x1, . . . , xm)

)j
= (ψj ◦ Φ ◦ α−1)(α(U)) = (ψj ◦ Φ)(U) = αj(U) = xj .

Damit hat ψ ◦ Φ ◦ α−1 die gesuchte Darstellung.
(ii) Der Rang von Φ sei auf U konstant gleich r. Dann gilt für alle x ∈ α(U).

r = Rang D(ψ ◦ Φ ◦ α−1)|x =



1 0
. . .

0 1
0

∗
(
∂f r+j

∂xr+i

)
︸ ︷︷ ︸
 Rang 0

.


Somit gilt auf einer Umgebung der 0 für alle i, j > r: ∂f

j

∂xi
≡ 0. Es gibt also glatte

Funktionen gr+1, . . . , gn mit gr+j(x1, . . . , xr) = f r+j(x1, . . . , xn).
Setzt man nun

βj =

ψj j ≤ r
ψj − gj ◦ (ψ1, . . . , ψr) sonst

,

so gilt:

(
∂βj

∂yi
(q)
)
i,j

=



(
∂ψj

∂yi

)
i,j≤r

= δji 0

∗
(
∂ψj

∂yi

)
︸ ︷︷ ︸

=δji

−
(
∂gj

∂xi

)
︸ ︷︷ ︸

=0

 .

Damit gilt
(
∂βj

∂yi

)
i,j

= δji und nach dem Umkehrsatz definiert β in einer Umge-
bung von q eine Karte von N . Wie oben rechnet man nach:

(β ◦ Φ ◦ α−1)(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0). �

Bemerkung Ist Φ: M → N glatt mit konstantem Rang r auf einer Umgebung von
P = Φ−1(q), so ist P eine (m− r)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M .
Der Tangentialraum Tp P in p an P ist ein Untervektorrraum von TpM und es gilt:

Φ

ċ(0)=Xp∈Tp P
c:J→P

Φ
Φ ◦ c = q

P
Xp ∈ Tp P

Φ−1(q)
c

q
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Kapitel 3: Differentiale

Ist Xp = ċ(0) ∈ Tp P , so ist c glatt als Abbildung I → M und ebenso Φ ◦ c ≡ q.
Damit gilt:

Φ∗p(ċ(0)) = ˙Φ ◦ c︸ ︷︷ ︸
≡q

(0) = 0,

also Tp P ⊆ Kern Φ∗p. Es gilt:

dim Tp P = dimP = m− r = dim TpM − Rang Φ∗p = dim Kern Φ∗p.

Beispiel 3.6 Die n-dimensionale Sphäre Sn ⊂ Rn+1 ist das reguläre Urbild der glat-
ten Abbildung Φ: Rn+1 \{0} → R>0, x 7→ ‖x‖2; Sn = Φ−1(1). Der Tangentialraum
TxRn+1 ist vermöge der Abbildung

Rn+1 3 v 7→ [t 7→ x+ tv] ∈ TxRn+1 .

gegeben. Damit gilt genau dann v ∈ Tx S
n, wenn [t 7→ x+ tv] ∈ Kern Φ∗x.

0 = Φ∗x[t 7→ x+ tv]

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

(t 7→ Φ(x+ tv))

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

Φ(x+ tv)

= ∂vΦ(x) = D Φ|x(v) = 〈grad Φ(x), v〉

Es gilt grad Φ(x) = (2x1, . . . , 2xn+1) = 2x, also gilt v ∈ TxSn, genau dann, wenn
v ⊥ x.
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Kapitel 4.

Tangentialbündel und
Vektorfelder
Definition 4.1 (Tangentialbündel) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Die
Menge TM =

⋃̇
p∈M TpM zusammen mit der sogenannten kanonischen Projektion

π : TM →M,TpM 3 Xp 7→ p heïst das Tangentialbündel von M .

1. Das Tangentialbündel als glatte Mannigfaltigkeit

Es sei (ϕ,U) eine Karte von M . Setzt man TM |U = π−1(U) =
⋃̇
p∈U TpM , so ist

nach Satz 2.9 die Abbildung

ϕ : TM |U → ϕ(U)× Rm︸ ︷︷ ︸
⊂R2m

∑
ξi

∂

∂xi

∣∣∣∣
p︸ ︷︷ ︸

=Xp∈TpM

7→ (ϕ(p), ξ)

bijektiv. Es sei eine Topologie auf TM dadurch erklärt, dass eine Menge V ⊂ TM

genau dann offen ist, wenn für alle Karten (ϕ,U) die Menge ϕ(V ∩ TM |U ) offen
in R2m ist. Diese Topologie ist hausdorffsch und besitzt eine abzählbare Basis, da
dies für M und Rm gilt. Nach Konstruktion sind alle ϕ Homöomorphismen. Ist
A = {(ϕ,U} ein C∞-Atlas von M , so definiert

A = {(ϕ,TM |U ) | (ϕ,U) ∈ A}

eine glatte Struktur auf TM . Xp =
∑
ξi ∂

∂xi

∣∣∣
p

Für Karten (ϕ,U), (ψ, V ) vonM ist der Kartenwechsel

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )× Rm → ψ(U ∩ V )× Rm

(x, ξ) 7→ (ψ ◦ ϕ−1(x),D(ψ ◦ ϕ−1|xξ),

glatt. Damit trägt TM in kanonischer Weise eine glatte Struktur. Darüber hinaus
ist die kanonische Projektion π : TM → M bezüglich dieser glatten Struktur eine
Submersion. (Beweis als Übungsaufgabe)
Ist N eine weitere glatte Mannigfaltigkeit und Φ: M → N glatt, so ist Φ∗ : TM →
TN, Xp 7→ Φ∗pXp eine glatte Abbildung (ebensfalls Übungsaufgabe).

Definition 4.2 Eine stetige Abbildung X : M → TM mit π ◦X = idM heïst Vek-
torfeld auf M . Ist X glatt (als Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten), so
heïst X ein glattes Vektorfeld.
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Bemerkung Ist (ϕ,U) eine Karte vonM , so sind die Abbildungen U → TM |U , p 7→
∂
∂xi

∣∣∣
p
glatte Vektorfelder (in der Karte ϕ sind diese genau die Abbildungen (x, ei)).

Ist X ein glattes Vektorfeld, so gilt für jedes u ∈ U :

Xu =
∑

ξi(u) ∂

∂xi

∣∣∣∣
u
,

wobei ξ(u) = (ξ1(u), . . . , ξm(u)) eine glatte Abbildung U → Rm ist. Ein Vektorfeld
ist genau dann glatt, wenn für jede Karte (ϕ,U) die Koeffizientenfunktionen ξi(u)
von Xu =

∑
ξi(u) ∂

∂xi

∣∣∣
u
glatte Funktionen sind.

Beispiel Betrachte die n-Sphäre Sn ⊂ Rn+1 und deren Tangentialraum Tp S
n =

p⊥. Ein glattes Vektorfeld auf Sn ist also eine glatte Abbildung X : Sn → Rn+1 mit
Xp ⊥ p. Es sei n = 2k − 1, dann ist

X : Sn → Rn+1 (x1, y1, . . . , xk, yk) 7→ (−y1, x1, . . . ,−yk, xk)

ein glattes Vektorfeld auf Sn ohne eine Nullstelle.

Bemerkung Der Satz vom Igel besagt gerade: Jedes glatte Vektorfeld auf einer
Sphäre gerader Dimension hat eine Nullstelle.

Bemerkung Es bezeichne V(M) die Menge aller glatten Vektorfelder auf der Man-
nigfaltigkeit M . Der sogenannte Nullschnitt:

σ : M → TM p 7→ 0p ∈ TpM

ist ein glattes Vektorfeld auf M .
Übungsaufgabe: Zeige dass der Nullschnitt eine Einbettung ist.

Bemerkung SindX,Y ∈ V(M) und ist g ∈ C∞(M), so sind die punktweise Summe
X+Y und das Produkt gX wieder glatte Vektorfelder aufM . Damit ist V(M) ein R-
Vektorraum beziehungsweise C∞(M)-Modul. Jedes Vektorfeld X ist eine Derivation
von C∞(M):

X(fg)(p) = X(f)(p)g(p) + f(p)X(g)(p) = (gX(f) + fX(g)) (p).

Es seien X,Y ∈ V(M) glatte Vektorfelder. Die Lieklammer [X,Y ] von X und Y
ist dann durch den folgenden Ausdruck definiert:

[X,Y ](f)(p) = Xp(Y f)− Yp(Xf).

Lemma 4.3 Die Lieklammer ist eine schiefsymmetrische R-bilineare Abbildung V(M)×
V(M)→ V(M). Es gilt die sogenannte Jacobiidentität:

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Beweis Es seien X,Y ∈ V(M), f, g ∈ C∞(M) und p ∈M . Dann gilt:

[X,Y ](fg)[p] = Xp(Y (f)g + fY (g))− Yp(X(f)g + fX(g))
= Xp(Y (f))g(p) + Yp(f)Xp(g) +Xp(f)Y (g)(p) + f(p)Xp(Y (g))
− Yp(X(f))g(p)−Xp(f)Yp(g)− Yp(f)X(g)(p)− f(p)Yp(X(g))

= (Xp(Y (f))− Yp(X(f))g(p) + f(p)(Xp(Y (g))− Yp(X(g))
= [X,Y ]p(f)g(p) + f(p)[X,Y ]p(g).
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2. Flüsse

Damit gilt [X,Y ] ∈ V(M). Schiefsymmetrie und R-Linearität gelten offensichtlich.
Die Jacobiidentität sei als Übungsaufgabe überlassen (Nachrechnen!). �

Lemma 4.4 Es seien X,Y ∈ V(M) glatte Vektorfelder und (ϕ,U) eine Karte von
M . Sind dann X|U =

∑
ξi ∂
∂xi
, Y |U =

∑
ηi ∂
∂xi

und [X,Y ]|U =
∑
ζi ∂
∂xi

die enspre-
chenden lokalen Darstellungen, so gilt:

ζj =
∑(

ξi
∂ηj

∂xi
− ηi∂ξ

j

∂xi

)
.

Der Beweis ist als Übung überlassen.

2. Flüsse

Was haben Vektorfelder mit Differentialgleichungen zu tun? Jedes glatte Vektorfeld
X definiert ein Anfangswertproblemγ̇(t) = Xγ(t)

γ(0) = p
,

oder in lokalen Koordinaten:γ̇(t) = ξ(γ̃(t))
γ̃(0) = 0, falls ϕ(p) = 0,

mit γ̃ = ϕ ◦ γ für eine Karte (ϕ,U) um p und X|U =
∑
ξi ∂
∂xi

.

Definition 4.5 Es sei X ∈ V(M) ein glattes Vektorfeld und p ∈ M , sowie I ⊂ R
ein offenes, zusammenhängendes Intervall um 0. Eine glatte Kurve γ : I →M mit

γ̇(t) = Xγ(t) γ(0) = p

heïst Integralkurve oder Trajektorie von X durch p.

Bemerkung Eine Kurve γ ist genau dann Integralkurve von X durch p, wenn für
jede Karte (ϕ,U) die Kurve γ̃ = ϕ ◦ γ eine Lösung des (autonomen) Anfangswert-
problems

˙̃γ = ξ(γ(t)) γ̃(0) = ϕ(p)

ist, wobei X|U =
∑
ξi ∂
∂xi

gelte.
Für jedes p ∈M ist somit (lokal) ein Anfangswertproblem gestellt. Gesucht ist eine
„simultane“ Lösung all dieser Anfangswertprobleme, also eine Abbildung (t, p) 7→
γ(t, p) = γt(p) mit γ̇t(p) = Xγt(p)

γ0(p) = p
.

Satz 4.6 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Es sei U ⊆ Rn offen und Iε =
(−ε, ε) und F : Iε×Rn → Rn Ck-differenzierbar. Dann existiert für alle x ∈ U eine
Umgebung V von x in U und ein δ > 0, so dass gilt:
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Kapitel 4: Tangentialbündel und Vektorfelder

(i) Für alle x ∈ V existiert eine Ck+1-Lösung γx : Iδ → V , von γ′x(t) = F (t, γ(t))
und γx(0) = x.

(ii) Diese Lösung ist lokal eindeutig, das heißt falls γ̃x eine weitere Lösung auf I δ̃
ist, so gilt

γx(t) = γ̃x(t)

(für alle |t| ≤ min{δ, δ̃})
(iii) Die Abbildung

γ : Iδ ×V → U (t, x) 7→ γx(t)

ist Ck-differenzierbar.

Zum Beweis siehe Lang: ‘̈Differential and Riemannian Manifolds̈’, 3. Auflage, 1995,
Chapter IV.1, p.65[5].

Korollar 4.7 Es sei X ∈ V(M) und p ∈ M . Dann existiert eine offene Umgebung
U von p, ein ε > 0 und eine glatte Abbildung:

γ : (−ε, ε)× U →M

so dass t 7→ γt(p) eine Integralkurve von X durch p ist. (Setze dann F (t, x) =
ξ(ϕ−1(x)))

Korollar 4.8 Sind γ1 : J 1 → M, γ2 : J 2 → M Integralkurven eines Vektorfeldes
X ∈ V(M) durch p, dann gilt 0 ∈ J 1 ∩J 2 und γ1(0) = p = γ2(0). Nach Satz 4.6
(ii) gilt dann γ1(t) = γ2(t) für alle t ∈ J 1 ∩J 2. Damit ist

γ : J 1 ∪J 2 →M t 7→

γ1(t) t ∈ J 1

γ2(t) t ∈ J 2

eine Integralkurve von X durch p. Also existiert für jedes p ∈ M ein maximaler
Definitionsbereich Ip für Integralkurven von X durch p; dieser ist offen.

Definition Für X ∈ V(M) heïst die, wie im vorigen Korollar definierte, Familie
maximaler Integralkurven

γ(t, p) = γt(p) (t ∈ Ip)

der Fluss des Vektorfeldes X. Seinen Definitionsbereich notiert man mit:

DX = {(t, p) ∈ R×M | t ∈ Ip}.

Satz 4.9 Ist X ∈ V(M) ein glattes Vektorfeld mit Fluss γ, so ist DX eine offene
Menge und sein Fluss γ : DX →M glatt.

Bemerkung Es gilt: γ0 = idM . Ist (s, p) ∈ DX , so gilt

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
t 7→ γt+s(p)

)
= Xγs(p),
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2. Flüsse

also ist t 7→ γt+s(p) eine Integralkurve von X durch q = γs(p). Aus der Eindeutigkeit
folgt damit:

γt+s(p) = γt(γs(p))

für alle s, t, s + t ∈ Ip, ferner gilt Iq = Ip−s. Kurz geschrieben: γt+s = γt ◦ γs.
Für alle t ist dann Dt = {p ∈ M | (t, p) ∈ DX} offen und γt ein Diffeomorphismus
von Dt auf D−t, denn γ−t ◦ γt = γ−t+t = γ0 = idM = γt ◦ γ−t. So definiert γ einen
„lokalen Gruppenhomomorphismus“ von R in MM .

Beweis (von Satz 4.9) Es sei p ∈ M und J +
p die Menge aller t ≥ 0, für welche

eine offene Umgebung U von [0, t]×{p} in R×M existiert, so dass γ auf U glatt ist.
• J +

p ist ein Intervall,
• J +

p ⊆ J p ∩R≥0

• 0 ∈ J +
p

• J +
p ist offen in R≥0.

Es bleibt zu zeigen, dass J +
p abgeschlossen ist.

Es sei s ∈ J +
p ∩(J p ∩R≥0) und q = γs(p).

γ0(p) = p

γs(p) = q

γt(p)

Dann existieren ε > 0 und eine Umgebung
U von q, so dass γ auf (−ε, ε) × U glatt ist. Es sei t ∈ J +

p mit |s − t| < ε und
γt(p) ∈ U . Nach Definition von J +

p existiert eine offene Umgebung V von p in M
und δ > 0, so dass (−δ, t + δ) × V ⊆ DX gilt und darauf γ glatt ist. Dann ist
V ′ =

(
γt
∣∣
V

)−1 (U) = {p′ ∈ V | γt(p′) ∈ U} eine offene Umgebung von p. Für alle
p′ ∈ V ′ ist

r 7→

γr(p′) falls r < t+ δ

γr−t(γt(p′)) falls r ∈ (t, t+ ε)

eine Integralkurve von X durch p′ (die Flüsse γr und γr−t ◦ γt existieren für die
angegebenen Zeiten und stimmen auf dem Schnitt der Intervalle, (t, t+ δ), überein).
Es gilt also (−δ, t+ε) ⊆ J p′ für alle p′ ∈ V ′ und somit (−δ, t+ε)×V ′ ⊂ DX . An der
obigen Darstellung sieht man, dass γ auf dieser offenen Umgebung von [0, s] × {p}
glatt ist. Also gilt s ∈ J +

p . Analog argumentiert man für J −p . �

Definition 4.10 (vollständiges Vektorfeld) Ein Vektorfeld aufM heïst vol l̈-stän̈-dig,
wenn der Definitionsbereich seines Flusses gleich R×M ist.

Bemerkung Dies ist genau dann der Fall, wenn alle Integralkurven für alle Zeiten
existieren. Ist X ∈ V(M) vollständig und bezeichnet γ seinen Fluss, so ist jede γt

ein Diffeomorphismus von M mit Inversen γ−t.

Lemma 4.11 Es sei c : I → M eine Integralkurve von X ∈ V(M) durch p und
tn ∈ I eine Folge, so dass die Grenzwerte tn

n→∞−−−→ t∞ ∈ R und c(tn) → q ∈ M

existieren.
Dann gilt t∞ ∈ Ip und γt∞(p) = q.

Beweis Nach Korollar 4.7 existiert eine Umgebung U von q und ε > 0, so dass auf
(−ε, ε)× U ein lokaler Fluss von X definiert ist.

29



Kapitel 4: Tangentialbündel und Vektorfelder

Wählt man k so gros̈, dass t∞− tk < ε gilt, so ist für q = c(tk) und t mit |t− tk| < ε

der Fluss t 7→ γt−tk(q) erklärt. Aus Korollar 4.8 folgt, dass γtk(p) = c(tk) = q gilt.
Damit ist die Kurve

c(t) =

c(t) für t < t∞

γt−tk(q) falls |t− tk| < ε

eine glatte Fortsetzung von c und eine Integralkurve von X durch p. Insbesondere
gilt t∞ < tk + ε, also t∞ ∈ Ip und

γt∞(p) = γt∞−tk(γtk(p)) = c(t∞) = lim
t→t∞

c(t) = q. �

Bemerkung 4.12 (Moral des obigen Lemmas) Integralkurven existieren für al-
le Zeiten oder aber sie verlassen jedes Kompaktum.

Korollar 4.13 Hat X ∈ V(M) kompakten Träger, so ist X vollständig. Ist M kom-
pakt, so ist jedes glatte Vektorfeld vollständig.

Beispiel Das Vektorfeld X : R → TR, t 7→ t2 ∂∂t ist nicht vollständig, denn c(t) =
(1− t)−1 ist die Integralkurve von X durch 1.

Ist Φ: M → N glatt, so ist Φ∗ : TM → TN glatt.

TM TN

NM

Φ∗

Φ∗X
Φ−1

X

Ist Φ ein Diffeomorphismus, so
ist Φ−1 glatt und q 7→ (Φ∗X)q = Φ∗Φ−1(q)XΦ−1(q) ist ein glattes Vektorfeld auf N .
Es gilt für f ∈ C∞(N):

(Φ∗X)(f)(q) = XΦ−1(q)(f ◦ Φ).

Lemma 4.14 Es sei X ∈ V(M), Φ: M → N ein Diffeomorphismus und es be-
zeichne γ den Fluss von X und DX seinen (maximalen) Definitionsbereich. Dann
ist

{(t, q) | (t,Φ−1(q)) ∈ DX} → N (t, q) 7→ Φ ◦ γt ◦ Φ−1(q)

der Fluss von Φ∗X.

Beweis Für f ∈ C∞(N) und q ∈ N gilt

(Φ∗X)(f)(q) = XΦ−1(q)(f ◦ Φ)

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ Φ)(γt(Φ−1(q)))

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

f(Φ ◦ γt ◦ Φ−1︸ ︷︷ ︸
Fluss von Φ∗X

(q)). �

Erinnerung: 1
t (F (x+tv)−F (x)) oder für c mit c(0) = x, ċ(0) = v: 1

t (F (c(t))−F (x)).
Nun seien X,Y ∈ V(M).

γt(p)

γ(·)(p)
Yγt(p)

p

Yp

γt
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2. Flüsse

Im Allgemeinen liegen Yγt(p) und Yp in unterschiedlichen Tangentialräumen. Da aber
γt (für kleine Zeiten) ein (lokaler) Diffeomorphismus ist, gilt

(γ−t∗ Y )p := γ−t∗γt(p)(Yγt(p)) =∈ TpM.

Die Differenz (γ−t∗ Y )p − Yp ist also wohldefiniert.

Definition 4.15 Es seien X,Y ∈ V(M) und γ der Fluss von X. Das durch

p 7→ lim
t→0

1
t

((
γ−t∗ Y

)
p
− Yp

)
definierte glatte Vektorfeld heïst Lieableitung von Y längs X. Man schreibt LXY .

Die Kurve (γ−t∗ Y )p in TpM ist glatt und (LXY )p = d
dt

∣∣∣
t=0

(γ−t∗ Y )p. Dass LXY glatt
ist, rechnet man entweder in lokalen Koordinaten nach oder benutzt den folgenden
Satz.

Satz 4.16 Für X,Y ∈ V(M) gilt:

LXY = [X,Y ].

Beweis Es seinen X,Y ∈ V(M), f ∈ C∞(M) und γ der Fluss von X.
Es ist zu zeigen: [X,Y ]p(f) = limt→∞

1
t

(
(γ−t∗ Y )p(f)− Yp(f)

)
. Dazu sei (um (0, p))

h(t, q) = f(γ−t(q))− f(q) und gt(q) =
∫ 1

0
h′(ts, q)ds.

Dann gilt:

tgt(q) =
∫ 1

0
h′(ts, q)(t)ds =

∫ t

0
h′ = h(t, q)− h(0, q) = f(γ−t(q))− f(q)

also f ◦ γt = f + tgt und

g0(q) = lim
t→0

tgt(q)
t

= lim
t→0

1
t

(
f(γ−t(q))− f(q)

)
= d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f ◦ γ−t

)
(q) = −Xq(f)

Betrachte:(
γ−t∗ Y

)
p

(f) = Y
(
f ◦ γ−t

) (
γt(p)

)
= Y (f)

(
γt(p)

)
+ tYgt

(
γt(p)

)
.

Es folgt:

(LXY )q (f) = lim 1
t

(
(γ−t∗ Y )p(f)− Yp(f)

)
= lim

t→0

1
t

(
Y f(γt(p))− Yp(f)

)
+ lim
t→0

Ygt

(
γt(p)

)
= d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Y f ◦ γt

)
(p) + Y g0(p)

= Xp(Y f)− Yp(Xf) = [X,Y ]p(f). �

Satz 4.17 Die Lieklammer [X,Y ] zweier Vektorfelder X,Y ∈ V(M) verschwindet
genau dann, wenn ihre Flüsse (lokal) kommutieren, i.e.

γsX ◦ γtY = γtY ◦ γsX .
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Kapitel 4: Tangentialbündel und Vektorfelder

Der Beweis sei als Übungsaufgabe überlassen.
Es seien X,Y ∈ V(M) und Φ: M → N . Bezeichnet γ den Fluss von X, so gilt

[Φ∗X,Φ∗Y ] = LΦ∗XΦ∗Y

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
Φ∗ ◦ γ−t∗ ◦ Φ−1

∗ (Φ∗Y )
)

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
Φ∗ ◦ γ−t∗ Y

)
= Φ∗

( d
dt

∣∣∣∣
t=0

γ−t∗ Y

)
= Φ∗(LXY ) = Φ∗[X,Y ].

Man erhält einen alternativen Beweis der Jacobiidentität.

Beweis Es seien X,Y, Z ∈ V(M) und γ der Fluss von X. Dann gilt:

[X, [Y,Z]] = LX [Y,Z] = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
γ−t∗ [Y, Z]

)
= d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
γ−t∗ Y, γ

−t
∗ Z

]
=
[ d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ−t∗ Y,Z

]
+
[
Y,

d
dt

∣∣∣∣
t=0

γ−t∗ Z

]
= [LXY,Z] + [Y,LXZ]
= [[X,Y ], Z] + [Y, [X,Z]]
= −[Z, [X,Y ]]− [Y, [Z,X]]. �
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Kapitel 5.

Vektorbündel
Betrachte TM als glatte Mannigfaltigkeit durch

π−1(U)︸ ︷︷ ︸
=TM |U

→ ϕ(U)× Rm︸ ︷︷ ︸
∼=U×Rm

∑
ξi

∂

∂xi

∣∣∣∣
p︸ ︷︷ ︸

=Xp

7→ (ϕ(p), ξ) .

Fasern: TpM = π−1(p) m-dimensionaler Vektorraum und Xp =
∑
ξi ∂

∂xi

∣∣∣
p
7→ ξ ist

ein linearer Isomorphismus.

Definition 5.1 Ein glattes reelles Vektorbündel vom Rang k über einer glatten
Mannigfaltigkeit M ist eine glatte Mannigfaltigkeit E, der sogenannte Totalraum
des Bündels, zusammen mit einer glatten Abbildung π : E → M , der Projektion,
sodass für jedes p ∈M gilt:
(i) Die Faser Ep = π−1(p) trägt die Struktur eines k-dimensionalen reellen Vek-

torraumes.
(ii) Es existiert eine Umgebung U von p in M und ein Diffeomorphismus

τ : E|U = π−1(U)→ U × Rk,

so dass die Einschränkung

τp : Ep → Rk (∼= {p} × Rk)

ein linearer Isomorphismus ist. Ein solches τ heïst Bündelkarte.

Beispiel (1) E = M × Rk mit π : E →M, (p, x) 7→ p.
(2) Das Tangentialbündel TM auf M .
(3) Ist E π−→M ein Vektorbündel über M und U ⊆M offen (oder eine Unterman-

nigfaltigkeit), so ist E|U = π−1(U) ein Vektorbündel über U .

Ein Vektorbündelmorphismus zwischen zwei Vektorbündeln E π−→M und E′ π
′
−→

N ist eine glatte Abbildung F : E → E′, so dass eine glatte Abbildung f existiert
für die das folgende Diagramm kommutiert

E E′

M N

F

f

π π′#
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Kapitel 5: Vektorbündel

und ferner für p ∈M die Abbildung Ep
F−→ E′f(p) linear ist.

Gilt M = N so ist ein M -Vektorbündelmorphismus F von E nach E′ eine glatte
Abbbildung F : E → E′, so dass das folgende Diagram kommutiert und F faserweise
linear ist.

E E′

M

F

π π′#

Die Vektorbündel E,E′ überM heïsen isomorph, wenn einM -Vektor̈-bündel̈-morphismus
G existiert mit G ◦ F = idE und F ◦ G = idE′ . Dies ist genau dann der Fall, wenn
F faserweise ein Inverses besitzt. (Der Beweis dieser Aussage sei als Übungsaufgabe
überlassen.)
Ein Vektorbündel E π−→M heïst trivial, wenn es einen Vektorbündelisomorphismus
von E auf M × Rk gibt. Jedes

τ : E|U → U × Rk

ist ein Vektorbündelisomorphismus. Die Bündelkarten werden daher auch lokale
Trivialisierungen genannt.
Es sei (τα, Uα)α∈I eine Familie lokaler Trivialisierungen von E mit M =

⋃
α∈I Uα.

Der Diffeomorphismus

τα ◦ τ−1
β : (Uα ∩ Uβ)× Rk → (Uα ∩ Uβ)× Rk

definiert die sogenannten Übergangsfunktionen

gαβ : Uα ∩ Uβ → GL k(R)

durch

τα ◦ τ−1
β (p, x) = (p, gαβ(p)x).

Die Übergangsfunktionen sind glatt und für alle p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ gilt:

gαγ(p) = gαβ(p) · gβγ(p),

denn

(p, gαγ(p)x) = τα ◦ τ−1
γ (p, x)

= τα ◦ τ−1
β ◦ τβ ◦ τ

−1
γ (p, x)

= (τα ◦ τ−1
β )(p, gβγ(p)x)

= (p, gαβ(p) · gβγ(p)x).

Beispiel Die Übergangsfunktionen von TM sind gegeben durch

D(ψ ◦ ϕ−1) =
(
∂i(ψj ◦ ϕ−1)

)
i,j≤m

.
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Satz 5.2 Es seiM eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer offenen Überdeckung {Uα}α∈I
und einer glatten Abbildung

gαβ : Uα ∩ Uβ → GLk(R)

so dass für alle α, β, γ ∈ I und p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ gilt:

gαγ(p) = gαβ(p)gβγ(p).

Dann ist

E =
·⋃

α∈I

Uα × Rk/∼,
wobei (p, x)α ∼ (q, y)β genau dann gilt, wenn p = q und x = gαβ(p)y, ein glattes
Vektorbündel.

Der Beweis sei erneut als Aufgabe überlassen.

Korollar Ist E ein glattes Vektorbündel über M mit Übergangsfunktionen {gαβ},
so ist das oben konstruierte Vektorbündel isomorph zu E.

Es sei E π−→ N ein Vektorbündel und Φ: M → N glatt. Das längs Φ zurückgezogene
Bündel (̈‘pullback̈’) ist definiert durch den Totalraum

E′ = Φ∗E = {(p, x) | x ∈ EΦ(p)} ⊆M × E,

die Projektion π′ : Φ∗E → M, (p, x) 7→ p und die folgenden Bündelkarten: Es sei
p ∈M und (τ, U) eine Bündelkarte von E um Φ(p), sowie (ϕ, V ) eine Karte von M
um p mit Φ(V ) ⊆ U . Dann definiert

Φ∗E|V → V × Rk (p, x) 7→
(
p, τΦ(p)(x)

)
eine Bündelkarte.
Sind E

π−→ M,E′
π′−→ N Vektorbündel, dann ist E × E′ π×π′−−−→ M × N mit lokalen

Trivialisierungen τ×τ ′ ebenfalls ein Vektorbündel. Insbesondere ist im FalleM = N

E × E′ ein Bündel über M ×M . Es sei ∆: M →M ×M , p 7→ (p, p).

E ⊕ E′ = ∆∗(E × E′) E × E′

M M ×M∆

Das längs ∆ zurückgezogene Bündel E⊕E′ = ∆∗(E×E′) heïst dieWhitneysumme
von E und E′. Faserweise gilt

(E ⊕ E′)p = Ep ⊕ E′p.

Überlege: Hom(E,E′), sowie E ⊗E′,
⊗
E und

∧pE,∧E sind ‘̈vernünftigë’ Bündel.
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Kapitel 5: Vektorbündel

1. Intermezzo: Multilineare Algebra

Es seien V und W K-Vektorräume. Das Tensorprodukt V ⊗W ist der von den
Elementen v ⊗ w mit v ∈ V , w ∈W , λ ∈ K und den Relationen

(i) (v + v′)⊗ w = v ⊗ w + v′ ⊗ w
(ii) v ⊗ (w + w′) = v ⊗ w + v′ × w′

(iii) (λv)⊗ w = λ(v ⊗ w) = v ⊗ (λw)
erzeugte Vektorraum.

Eigenschaften: (1) Die Abbildung b : V ×W → V ⊗W , (v, w) 7→ v⊗w ist bilinear.
(2) v ⊗ w = 0⇔ v = 0 oder w = 0
(3) V ⊗K ∼= V

(4) V ⊗W ∼= W ⊗ V
(5) V ∗ ⊗W ∼= Hom(V,W ) vermöge (ϕ⊗ w)(v) = ϕ(v) · w wobei V ∗ der Dualraum

zu V ist
(6) Sind {vi}i∈I und {wj}j∈J Basen von V und W , so ist {vi ⊗ wj}(i,j)∈I ×J eine

Basis von V ⊗W . Insbesondere gilt für Vektorräume endlicher Dimension, dass
dim(V ⊗W ) = dimV · dimW

Universelle Eigenschaft: Ist U ein Vektorraum und β eine bilineare Abbildung
von V ×W in U . Dann existiert genau eine lineare Abbildung ϕ : V ⊗W → U mit
β = ϕ ◦ b.

V ×W U

V ⊗W

β

b ϕ

Diese Eigenschaft bestimmt (V ⊗W, b) eindeutig bis auf Isomorphie.

Das Bilden von Tensorprodukten ist bis auf Isomorphie assoziativ. Man schreibt
daher

p⊗
V = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p-mal

Setzt man
⊗0 V = K, so wird

⊗
V =

⊕∞
p=0

⊗p V mit dem durch die Zuordnungen

(v1 ⊗ · · · ⊗ vp+1 ⊗ · · · ⊗ vp+q) 7→ v1 ⊗ . . .⊗ vp+q ∈
p+q⊗

V

induzierten Produkt zu einer graduierten Algebra.
Das p-fach äus̈ere Produkt

∧p V ist der von den Elementen v1 ∧ · · · ∧ vp, vi ∈ V
und den Relationen

(i) v1 ∧ · · · ∧ vi ∧ vi+1 ∧ · · · ∧ vp = −v1 ∧ · · · ∧ vi+1 ∧ vi ∧ · · · ∧ vp (Schiefsymmetrie)
(ii) (v1 + w1) ∧ · · · ∧ vp = v1 ∧ · · · ∧ vp + w1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vp
(iii) (λv1) ∧ · · · ∧ vp = λ(v1 ∧ · · · ∧ vp)
erzeugte Vektorraum.

Eigenschaften: (1) Die Abbildung s : V × · · · × V →
∧p V , (v1, . . . , vp) 7→ v1 ∧

· · · ∧ vp ist multilinear und schief.
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2. Bündelkonstruktion

(2) Es gilt v1 ∧ · · · ∧ vp = 0 genau dann wenn v1, . . . , vp linear abhängig sind.
(3) Ist {ei}i≤n eine Basis von V , so ist {ei1 ∧ · · ·∧ eip | i1 < i2 < · · · < ip} eine Basis

von
∧p V , es gilt also dim

∧p V = ( np ). Insbesondere ist
∧p V = 0 falls p > n

und dim
∧n V = 1 und für vi =

∑
αji ej gilt:

v1 ∧ · · · ∧ vp = det(αji ) · e1 ∧ · · · ∧ en

Universelle Eigenschaft: Ist U ein Vektorraum und σ eine schiefsymmetrische
multilineare Abbildung V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

p-mal

→ U , so existiert genau eine lineare Abbildung

ϕ :
∧p V → U mit σ = ϕ ◦ s.

⊗p V U

∧p V

σ

s ϕ

Die Isomorphieklasse von (
∧p V, s) ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt.

Setzt man
∧0 V = K, so wird ΛV =

⊕∞
p=0

∧p V mit dem durch

(v1 ∧ · · · ∧ vp, vp+1 ∧ · · · ∧ vp+q) 7→ v1 ∧ · · · ∧ vp+q

induzierten Produkt zu einer assoziativen, graduiert kommutativen Algebra: v ∈∧p V , w ∈
∧q V , v ∧ w = (−1)p·qw ∧ v. Sind V1, V2, W1, W2 Vektorräume und

ϕ ∈ Hom(V1,W1), ψ ∈ Hom(V2,W2), so definiert die Fortsetzung von

ϕ⊗ ψ(v1 ⊗ v2) = (ϕ(v1))⊗ (ψ(v2))

ein Element ϕ⊗ψ ∈ Hom(V1⊗V2,W1⊗W2). Sind V ,W Vektorräume und ϕ1, . . . , ϕp ∈
Hom(V,W ), so induzieren diese eine lineare Abbildung

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕp :
p⊕
V →

p⊕
W

und

ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕp :
p∧
V →

p∧
W

2. Bündelkonstruktion

Es seien E und E′ Vektorbündel vom Rang k und l. Es bezeichnen stets τ und τ ′

lokale Trivialisierungen mit dem gleichen Trivialisierungsgebiet U sowie gαβ und g′αβ
die Übergangsfunktionen von E beziehungsweise E′. Das Tensorprodukt E ⊗ E′

von E und E′ ist das Vektorbündel mit den Fasern (E ⊗ E′)p = Ep ⊗ E′p, also
E ⊗ E′ =

⋃
p∈M Ep ⊗ E′p →M mit lokalen Trivialisierungen

σ :

 (E ⊗ E′)|U =
⋃
p∈U

Ep ⊗ E′p → U × (Rk⊗Rl) ∼= U × Rkl

Ep ⊗ E′p 3 w =
∑
vi ⊗ ui 7→ (p,

∑
τp(vi)⊗ τ ′p(ui))
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Kapitel 5: Vektorbündel

das heïst dass σ = (π, τp⊗τ ′p) ist. Wie in Kapitel 4 zeigt man dass E⊗E′ ein Bündel
ist. Alternativ lässt sich E⊗E′ mit Satz 5.2 durch die Übergangsfunktion definieren:

E ⊗ E′ =
⋃̇
Uα × (Rk⊗Rl)/∼

hαβ = gαβ ⊗ g′αβ

Die Relation ∼ ist durch hαβ wie in Satz 5.2 definiert. Analog definiert man höhere
Tensorprodukte

⊗pE, die Tensoralgebra
⊗
E und äus̈ere Produkte

∧pE und ΛE.
Das duale Bündel E∗ hat die Fasern E∗p = Hom(Ep,R) und lokale Trivialisierun-
gen:

σ : E∗|U → U × Rk

v∗ ∈ E∗p : σ(v∗) = (p, v∗ ◦ τ−1
p )

= (p, (τ−1
p )∗(v∗))

Die Übergangsfunktionen von E∗ sind die transponierten Inversen der Übergangs-
funktionen von E:

hαβ = (g−1
αβ )∗

Das Bündel
Tr
s E = E ⊗ · · · ⊗ E︸ ︷︷ ︸

r

⊗E∗ ⊗ · · · ⊗ E∗︸ ︷︷ ︸
s

heïst das (r, s)-Tensorbündel von E. Das Homomorphismenbündel Hom(E,E∗) ist
definiert durch

σ :

 Hom(E,E′)|U =
·⋃

p∈U
Hom(Ep, E′p) → U ×Hom(Rk,Rl)

ϕ ∈ Hom(Ep, E′p) 7→ (p, τ ′p ◦ ϕ ◦ τ−1
p )

Zur Definition der Übergangsfunktionen schreibt man Hom(E,E′) ∼= E∗ ⊗ E′ und
definiert hαβ = (g−1

αβ )∗ ⊗ g′αβ.

V ∗ V

W ∗ W

gαβ
(g∗αβ)−1

g∗αβ

Definition 5.3 Es sei E π−→M ein Vektorbündel über M. Ein Schnitt in E ist eine
glatte Abbildung S : M → E mit π ◦ S = idM , also S(p) ∈ Ep = π−1(p). Der Raum
der Schnitte wird mit Γ(E) bezeichnet. Γ(E) ist ein C∞(M)-Modul.

M

E =
⋃
Ep
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2. Bündelkonstruktion

S|U : U E|U U × Rk
S−1

i
(p) = τ−1(p, ei) ∼=

τ

π ◦ S|U
Basis {ei} von Rk

p (p, x)
p (p, ei)

Die Si bilden punktweise eine Basis der Fasern.
Die Schnitte des (r, s)-Tensorbündels Γ(Tr

s(TM)) = T rs (M) bezeichnet man als
(r, s)-Tensorfelder auf M . Die (1, 0)-Tensorfelder sind genau die Vektorfelder auf
M ; T 1

0 (M) = V(M). Es bezeichne V∗(M) = T 0
1 (M) den Raum der (0, 1)-Tensorfelder.

Proposition 5.4 Die (r, s)-Tensorfelder auf M entsprechen genau den C∞(M)-
multilinearen Abbildungen

V∗(M)× · · · × V∗(M)︸ ︷︷ ︸
r−mal

×V(M)× · · · × V(M)︸ ︷︷ ︸
s−mal

→ C∞(M)

vermöge der linearen Forsetzung

p 7→ X1 ⊗ · · · ⊗Xr ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωs(η1, . . . , ηr, Y1, . . . , Ys)
= η1(X1)η2(X2) · · · ηr(Xr) · ω(Y1) · · ·ωs(Ys)(p)

Der Beweis sei als Übung überlassen (siehe dazu auch Übungsblatt 5, Aufgabe 1).

Beispiel (1) Ist f ∈ C∞(M), so ist durch sein Differential

df |p(Xp) = Xp(f)

ein (0, 1)-Tensorfeld gegeben.
(2) Die Lieklammer [·, ·] ist nicht C∞(M)-linear, also kein Tensorfeld.

Ein Element von T∗pM bezeichnet man als Kotangentialvektoren, T∗pM als Ko-
tangentialvektorraum und das Bündel T∗M als Kotangentialbündel.
Ist (ϕ,U) eine Karte von M , dann bilden die Differentiale dϕi = dxi der Koordina-
tenfunktionen (punktweise) eine Basis von T∗pM , denn

dxi|p

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= ∂

∂xj
(ϕi) = δij .

Die dxi sind also punktweise linear unabhängige (0, 1)-Tensorfelder über dem Kar-
tengebiet U .
Ist ψ eine weitere Karte und bezeichnen ∂

∂yi
beziehungsweise dyi die entsprechenden

Koordinaten(ko)tangentialvektoren, so gilt:

dxi =
∑

αijdyj

mit
αij

!= dxi
(
∂

∂yj

)
=
∑

αik dyk
(
∂

∂yj

)
︸ ︷︷ ︸

δkj
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Kapitel 5: Vektorbündel

denn

αij = ∂

∂yj
(ϕi) = ∂ϕi

∂yj
= ∂j(ϕi ◦ ψ−1)

Es gilt also α = D(ψ ◦ ϕ−1)x−1 , vergleiche Satz 2.10.

∂

∂xi
=
∑

∂i(ψj ◦ ϕ−1) ∂

∂yj
.

Diese transponierten Inversen der Differentiale der Kartenwechsel sind genau die
Übergangsfunktionen hαβ = (g∗αβ)−1 in der Definition von (TM)∗ = T∗M .
Ist S ein Tensorfeld vom Typ (0, s) auf einer Mannigfaltigkeit N und Φ: M → N

eine glatte Abbildung.

T 0
s(M) T 0

s(N)

M N

Φ∗

Φ

S : V(N)× · · · × V(N) → C∞(N)
Φ∗S : V(M)× · · · × V(M) → C∞(M)

Dann ergibt
Φ∗S(X1, . . . , Xs) = S(Φ∗X1, . . . ,Φ∗Xs)

ein (0, s)-Tensorfeld auf M , das entlang Φ zurückgezogene Tensorfeld (pullback).
Es gilt Φ∗(S ⊗ T ) = Φ∗S ⊗ Φ∗T für S ∈ T 0

s (N), T ∈ T 0
t (N). Ist Ψ: P → M glatt,

so gilt
(Φ ◦Ψ)∗ = Ψ∗ ◦ Φ∗.

Ist Φ ein Diffeomorphismus, so lässt sich Φ∗ für beliebige Tensorfelder S ∈ T rs (M)
definieren:

p 7→ Φ∗S(ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs)(p)
S((Φ∗)−1ω1, . . . , (Φ∗)−1ωr,Φ∗X1, . . . ,Φ∗Xs)(p)

mit

S : V∗(N)× · · · × V∗(N)︸ ︷︷ ︸
r-mal

×V(N)× · · · × V(N)︸ ︷︷ ︸
s-mal

→ C∞(N)

Φ∗S : V∗(M)× · · · × V∗(M)× V(N)× · · · × V(N) → C∞(M)

ω ∈ V∗(M) = T 0
1 (M) → C∞(M)

X ∈ V(M) = T 1
0(M) → C∞(M)

Insbesondere: X ∈ T 1
0 (M) = V(M) = {V∗(M)→ C∞(M)}

Φ∗X(ω) = X((Φ∗)−1ω) = ((Φ∗)−1ω)(X) = ω(Φ−1
∗ X)

also Φ∗X = Φ−1
∗ X.
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3. Differentialformen und die äus̈ere Ableitung

Beispiel (Anwendung) Es sei (ϕα, Uα) ein Atlas von M . Dann ist jedes ϕα ein
Diffeomorphismus von Uα auf ϕα(Uα) = Vα ⊂ Rm. Ist S ∈ T rs (M), so ist

Sα = (ϕ−1
α )∗S|Uα

ein (r, s)-Tensorfeld auf Vα.
Für alle α, β mit Uα ∩ Uβ gilt

(ϕα ◦ ϕ−1
β )∗Sα|Vα∩Vβ = (ϕα ◦ ϕ−1

β )∗
(
(ϕ−1

α )∗S|Uα
)
|Vα∩Vβ

= (ϕ−1
β )∗ ◦ ϕ∗α ◦ (ϕ−1

α )∗S|Uα
∣∣∣
Vα∩Vβ

= (ϕ−1
β )∗S|Uβ

∣∣∣
Vα∩Vβ

= Sβ|Vα∩Vβ

Ist umgekehrt Sα eine Familie von (r, s)-Tensorfeldern auf Vα mit obigem Transfor-
mationsverhalten, so definiert dies ein (r, s)-Tensorfeld auf M .

Definition 5.5 Es sei X ∈ V(M) mit dem Fluss γ und S ∈ T rs (M) ein glattes
Tensorfeld auf M . Dann heïst

LXS = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(γt∗S)

die Lieableitung von S in Richtung X.

Eigenschaften (1) f ∈ T 0
0 (M) = C∞(M). Dann ist LXf = df(X) = X(f).

(2) X,Y ∈ T 1
0 (M) = V(M), so gilt

LXY = [X,Y ].

(3) Für S ∈ T rs (M), T ∈ T r′s′ (M) gilt:

LX(S ⊗ T ) = (LXS)⊗ T + S ⊗ (LXT ).

3. Differentialformen und die äus̈ere Ableitung

Definition 5.6 Das Vektorbündel
∧k(T∗M) wird mit

∧k(M) bezeichnet und der
Raum seiner Schnitte Γ(

∧k(T∗M)) mit Ωk(M). Die Elemente von Ωk(M) heïsen
Differentialformen vom Grad k oder kurz k-Formen auf M .

Ist (ϕ,U) eine Karte von M , so bilden die Differentiale der Koordinatenfunktionen
dxi = dϕi eine Basis von T∗M . Diese sind (lokale) Schnitte in

∧1(T∗M), also lokal
1-Formen. Das Differential von f ∈ C∞(M) ist eine 1-Form df(X) = X(f). Lokal
gilt df =

∑
fidxi, wobei fi = df

(
∂
∂xi

)
= ∂

∂xi
(f) = ∂f

∂xi
.

Desweiteren sind (lokal) die (mk ) k-Formen dxi1 ∧ . . . ∧ dxik mit i1 < · · · < ik eine
Basis von Ωk. Jede k-Form ω ist lokal von der Gestalt

ω =
∑

i1<···<ik
fi1,...,ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik .
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Jede k-Form definiert eine schiefsymmetrische C∞(M)-multilineare Abbildung

V(M)× · · · × V(M)︸ ︷︷ ︸
k-mal

→ C∞(M)

ω(X1, . . . , Xk)(p) =
∑
σ

sgn(σ)fi1,...,ikdxi1(Xσ(i1)|p)dxi2(Xσ(i2)|p) · · ·

Analog zu Proposition 5.4 gilt, dass jede solche schiefe C∞(M)-multilineare Abbil-
dung eine k-Form definiert. Insbesondere gilt für

ω =
∑

fi1,...,ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

dass

ω

i1<...<ik(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik

)
=
∑
σ

sgn(σ)fi1,...,ikdxi
(

∂

∂xiσ(1)

)
. . . dxik

(
∂

∂xiσ(k)

)

=
∑
σ

sgn(σ)fi1,...,ik
∂xi1

∂xjσ(1)
. . .

∂xik

∂xjσ(k)

=
∑
σ

sgn(σ)fi1,...,ikδ
i1
jσ(1)

. . . δikjσ(k)

= fj1,...,jk .

Sind ω ∈ Ωk(M) und η ∈ Ωl(M), so definiert ω ∧ η (punktweise) eine (k + l)-Form
auf M . Ist Φ: M → N glatt und ω ∈ Ωk(N), so definiert (Φ∗ω)(X1, . . . , Xk) =
ω(Φ∗X1, . . . ,Φ∗Xk) („push forward“) eine k-Form aufM . Für η ∈ Ωl(N) gilt Φ∗(ω∧
η) = Φ∗ω ∧ Φ∗η.
Damit ist für ω ∈ Ωk(M) und X ∈ V(M), γ der Fluss von X, die Lieableitung von
ω längs X definiert:

LXω = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(γt∗ω).

Es gilt

LX(ω ∧ η) = (LXω) ∧ η + ω ∧ (LXη).

Die 0-Formen sind die C∞-Funktionen aufM , Ω0(M) = C∞(M). Die 1-Formen sind
genau die Schnitte des Kotangentialbündels von M .
Für eine C∞-Funktion f aufM definiert df eine 1-Form aufM durch df(X) = X(f).
In lokalen Koordinaten gilt damit df =

∑
i gidxi mit gi = df

(
∂
∂xi

)
= ∂

∂xi
(f) = ∂f

∂xi
,

also gilt df =
∑ ∂f

∂xi
dxi.

Die R-lineare Abbildung d: Ω0(M) → Ω1(M) soll für beliebige Formen definiert
werden. In lokalen Koordinaten definiert man für ω ∈ Ωk(M), ω = fdxi1 ∧· · ·∧dxik
durch Lineare Fortsetzung

dω = df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Es bleibt zu zeigen, dass diese Definition unabhängig von der Wahl der Karte ist.
Man geht dabei entweder vor wie im Beispiel vor Definition 5.5 beschrieben oder
verwendet den folgenden Satz.
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3. Differentialformen und die äus̈ere Ableitung

Satz 5.7 Es seien ω ∈ Ωk(M) und X0, . . . , Xk ∈ V(M). Dann gilt:

dω(X0, . . . , Xk) =
∑
i

(−1)iXi(ω(X0, . . . , X̂i, . . . Xk))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk).

Beweis Man zeigt zunächst, dass der Term auf der rechten Seite, welcher offen-
sichtlich schief ist, auch C∞(M)-linear ist. Es bezeichne dafür η den rechten Term
und es seien X0, . . . , Xk ∈ V(M) und f ∈ C∞(M). Dann gilt:

η(X0, . . . , fXl, . . . , Xk) =
∑
i 6=l

(−1)iXi(f)ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk)

+
∑
i 6=l

(−1)ifXi(ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk))

+ (−1)lfXl(ω(X0, . . . , X̂l, . . . , Xk))

+
∑
i<j
i 6=l 6=j

(−1)i+jfω([Xi, Xj ], . . .)

+
∑
l<j

(−1)l+jω([fXl, Xj ], . . .)

+
∑
i<l

(−1)i+lω([Xi, fXl], . . .)

Nebenrechnung (beziehungsweise Überlegung):

[fX, Y ] = f [X,Y ]− Y (f)X

Damit folgt weiter:

η(X0, . . . , fXl, . . . , Xk) = fη(X0, . . . , Xk)

+
∑
i 6=l

(−1)iXi(f)ω(X0, . . . X̂i, . . . , Xk)

−
∑
l<j

(−1)l+jXj(f)ω(Xl, X0, . . . , X̂l, . . . , X̂j , . . . , Xk)

+
∑
i<l

(−1)i+lXi(f)ω(Xl, X0, . . . , X̂i, . . . , X̂l, . . . , Xk)

= fη(X0, . . . , Xk)

+
∑
i 6=l

(−1)iXi(f)ω(X0, . . . X̂i, . . . , Xk)

−
∑
l<j

(−1)jXj(f)ω(X0, . . . , Xl, . . . , X̂j , . . . , Xk)

−
∑
i<l

(−1)iXi(f)ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xl, . . . , Xk)

= fη(X0, . . . , Xk).

Somit ist η C∞-linear, das heïst definiert eine (k + 1)-Form auf M . Im Folgenden
kann man also annehmen:

dω = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

Xl = ∂

∂xjl
, j0 < · · · < jk.
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Damit verschwinden alle Lieklammern auf der rechten Seite. Es gilt

η(X0, . . . , Xk) =
∑
l

(−1)lXl

f ∑
σ(0)=l

(−1)l sgn(σ)dxi1(Xσ(1)) . . . dxik(Xσ(k))


=
∑
σ

sgn(σ)Xσ(0)(f)dxi1(Xσ(1)) . . . dxik(Xσ(k))

=
∑
σ

sgn(σ)df(Xσ(0))dxi1 , . . .

= dω(X0, . . . , Xk). �

Definition 5.8 Es sei ω ∈ Ωk(M). Die (k + 1)-Form dω heïst das (äus̈ere) Dif-
ferential der Form ω. Gilt dω = 0, so heïst ω geschlossen. Existiert ein η ∈
Ωk−1(M) mit dη = ω, so heïst ω exakt.

Beispiel (1) Für eine 1-Form ω ist dω eine 2-Form:

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]).

(2) Für f ∈ C∞(M) ist df ∈ Ω1(M) und d(df) eine 2-Form:

d(df)(X,Y ) = X(df(Y ))− Y (df(X))− df [X,Y ]
= X(Y (f))− Y (X(f))− [X,Y ](f)
= 0

Betrachte alternativ in lokalen Koordinaten:

d(df) = d
(∑

i

∂f

∂xi
dxi
)

=
∑

d
(
∂f

∂xi

)
∧ dxi

=
∑
i,j

∂2f

∂xi∂xj︸ ︷︷ ︸
∂2f

∂xj∂xi

dxj ∧ dxi︸ ︷︷ ︸
−dxi∧dxj

= 0

(3) ω = xydy ∈ Ω1(R2) ist nicht geschlossen, denn

dω = ∂xy

∂x
dx ∧ dy + ∂xy

∂y
dy ∧ dy︸ ︷︷ ︸

=0

= ydx ∧ dy ∈ Ω2(R2).

(4) ω = ydx+ xdy ∈ Ω1(R2) ist exakt, denn für f(x, y) = xy gilt:

df = ∂f

∂x
dx+ ∂f

∂y
dy = ydx+ xdy = ω.

Lemma 5.9 (i) d: Ωk(M)→ Ωk+1(M) ist R-linear.
(ii) d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη für ω ∈ Ωk(M), η ∈ Ωl(M).
(iii) d ◦ d = 0.
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3. Differentialformen und die äus̈ere Ableitung

(iv) Φ∗(dω) = d(Φ∗ω) für Φ: M → N glatt und ω ∈ Ωk(M).

Beweis (i) Klar, nach Definition.
(ii) ω = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik , η = gdxj1 ∧ · · · ∧ dxjl . Dann gilt:

ω ∧ η = fgdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl .
d(ω ∧ η) = (gdf + fdg) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxjl

= gdf ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxjl

+ (−1)k(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik) ∧ dg ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

= dω ∧ η + (−1)k ∧ dη.

(iii) ω = fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik , dω := df ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

d2(ω) = d(df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)
(ii)= d2f ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik +

∑
l

df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d2xil ∧ · · · ∧ dxik .

= 0

(iv) f ∈ C∞(N), X ∈ V(M)

(Φ∗df)(X) = df(Φ∗X) = (Φ∗X)(f) = X(f ◦ Φ)
= X(Φ∗f) = d(Φ∗f)(X)

Damit gilt für ω = fdxi1 ∧ . . . ∧ dik :

Φ∗(dω) = Φ∗(df ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

= (Φ∗df) ∧ Φ∗(dxi1) ∧ . . . ∧ Φ∗(dxik)
= d(Φ∗fΦ∗dxi1 ∧ . . . ∧ Φ∗ ∧ xik) = d(Φ∗ω) �

Erinnerung: {geschlossene k-Formen} = Kern{d : Ωk(M) → Ωk−1(M)}, {exakte
k-Formen} = Bild{d : Ωk−1(M)→ Ωk(M)}, d ◦ d = 0

Der QuotientHk
dR(M) = Kern{d:Ωk→Ωk+1}

Bild{d:Ωk−1→Ωk} heïst die k-te deRahm-Kö-homologië-gruppe.
Ist Φ : M → N glatt, so induziert Φ∗ wegen Lemma 5.9 (iv) einen Homomorphismus
Φ∗Hk

dR(N) → Φ∗Hk
dR(M). Ist Ψ : P →M glatt, so gilt

(Φ ◦Ψ)∗ = Ψ∗ ◦ Φ∗

insbesondere gilt id∗M = idHk
dR

und ein Diffeomorphismus M → N induziert einen
Isomorphismus von Hk

dR(N) nach Hk
dR(M).

Beispiel (1) H1
dR(R2) = {0}, zu zeigen: dω = 0⇒ ω = dh, ω n Ω1

ω = fdx+ gdy geschlossen

0 = d(ω) = df ∧ dx+ dg ∧ dy

= ∂f

∂y
dy ∧ dx+ ∂g

∂x
dx ∧ dy

=
(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy
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Kapitel 5: Vektorbündel

Setzt man
h(x, y) =

∫ x

0
f(t, 0)dt+

∫ y

0
g(x, t)dt

so gilt

∂h

∂x
(x) = f(x, 0) +

∫ y

0

∂g

∂x
(x, t)dt

= f(x, 0) +
∫ y

0

∂f

∂y
(x, t)dt

= f(x, y)

Analog zeigt man, dass ∂h
∂y (x, y) = g(x, y). Damit gilt

dh = ∂h

∂x
dx+ ∂h

∂y
dy = fdx+ gdy = ω

Daraus folgt H1
dR(R2) = {0}

(2) H1
dR(R2 \{0}) 6= {0}

Die Form ω(x, y) = 1
x2+y2 (xdy− ydx) ist geschlossen. Wäre ω exakt, so gäbe es

h ∈ C∞(R2 \{0}) mit dh = ω, das heïst

∂h

∂x
(x, y) = −y

x2 + y2
∂h

∂y
(x, y) = x

x2 + y2

Dann wäre

0 = h(1, 0)− h(1, 0) =
∫ 2π

0

d
dth(cos t, sin t)dt

=
∫ 2π

0
− sin t∂h

∂x
(cos t, sin t) + cos t∂h

∂y
(cos t, sin t)dt

=
∫ 2π

0
sin2 t+ cos2 tdt = 2π

ω ist geschlossen aber nicht exakt und definiert eine Klasse

0 6= [ω] ∈ H1
dR(R2 \{0})

Insbesondere sind R2 und R2 \{0} nicht diffeomorph.
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Kapitel 6.

Riemannsche Metriken

Was ist Geometrie? Vereinfacht ausgedrückt suchen wir eine Möglichkeit um Di-
stanzen und Winkel auszudrücken. Betrachte im Folgenden die Einheitssphäre, auf
der wir den eine Reise von x nach y unternehmen möchten.

N

S

x

y

S2 ⊂ R3

c
c : [0, 1]→ S2

c(0) = x, c(1) = y

Wir definieren mit L(c) =
∫ 1

0 ‖ċ‖dt die Riemann-Metrik, also das Skalarprodukt
mit allen TpM . Damit folgt dass wenn c : [0, 1]→M glatt ist, dass L(c) =

∫ 1
0
√
〈ċ, ċ〉

und der Abstand aufM kann ausgedrückt werden durch dM (x, y) = inf{L(c) | c von
x nach y}.
Das wirft Fragen auf nach der Existenz kürzester Abstände, Unterschieden zwischen
lokal Kürzestem und global Kürzesten und der Eindeutigkeit.

Definition 6.1 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Me-
trik g auf M ist gegeben durch ein Skalarprodukt auf jedem TpM , welches glatt von
p abhängt, das heïst g ∈ T 0

2(M), so dass gp = 〈·, ·〉p : TpM × TpM → R symme-
trisch und positiv definit ist. Ist g eine Riemann-Metrik auf M, so heïst (M, g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, X,Y ∈ V(M), X =
∑
ξi ∂
∂xi

, Y =
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Kapitel 6: Riemannsche Metriken

∑
ηj ∂

∂yj
, dann ist

g(X,Y ) = g

(∑
ξi

∂

∂xi
,
∑

ηj
∂

∂yj

)
=
∑
i,j

ξiηjg

(
∂

∂xi
,
∂

∂yj

)
=
∑
i,j

ξiηjgij (gij glatt, gij = gji)

Beispiel (1) Rm trägt eine natürliche Riemannsche Metrik: Für x ∈ Rm ist Ix :
TxRm → Rn ein (natürlicher) Isomorphismus. Damit definiert

gx(·, ·) = 〈Ix(·, ·), Ix(·, ·)〉

eine Riemannsche Metrik auf Rm. Bezüglich der Karte (id,Rm) gilt

gij =
∑
ij

δijdxi ⊗ dxj =
∑
i

dxi ⊗ dxj

(2) Betrachtet man Polarkoordinaten auf R2(r, ϑ):

∂

∂r

∣∣∣∣
(r,ϑ)

= (cosϑ, sinϑ)

∂

∂ϑ

∣∣∣∣
(r,ϑ)

= r(− sinϑ, cosϑ)

grr = g

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
= 1

gϑϑ = g

(
∂

∂ϑ
,
∂

∂ϑ

)
= r2

grϑ = gϑr = 0

(3) Sei M ⊆ Rn m-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit. M trägt eine natür-
liche Riemann-Metrik:

S2 ⊂ R3

p

∂
∂ϕ

∂
∂ϑ

Für jedes p ∈ M ist TpM kanonisch isomorph zum von partiellen Ableitungen
∂1F |p, . . . , ∂mF |p einer lokalen Parametrisierung F aufgespannten Untervektor-
raum Rm. Mit diesem (lokalen) isomorphismus definiert

gij = 〈∂iF, ∂jF 〉

eine Riemann-Metrik auf M .

48



Bemerkung Sind ϕ und ψ Karten einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) um
p und sind g =

∑
gijdxi ⊗ dxj und h =

∑
hijdyi ⊗ dyj die lokalen Darstellungen

bezüglich ϕ beziehungsweise ψ, so gilt

hkl = g

(
∂

∂yk
,
∂

∂yl

)
=
∑
i,j

∂xi

∂yk
∂xj

∂yl︸︷︷︸
∂l(ϕi◦ψ−1)

gij

Eine Riemannsche Metrik induziert eine Metrik auf dem Kotangentialbündel: Die
Isomorphismen TpM → T∗pM , X 7→ 〈X, ·〉p einen Isomorphismus von TM nach
T∗M . Für ω ∈ T∗pM sei X(ω) ∈ TpM mit ω = 〈X(ω), ·〉p. Man definiert nun durch

〈ω, ω̃〉 = 〈X(ω), X(ω̃)〉

ein Skalarprodukt auf T∗pM . Für ω =
∑
ωidxi, X(ω) = ξi ∂

∂xi
gilt

ωi = ω

(
∂

∂xi

)
=
〈
X(ω), ∂

∂xi

〉
=
∑
j

ξigij

Also ξi =
∑
gijωi, wobei (gij) die zu (gij) inverse Matrix ist. Damit gilt:

〈ω, ω̃〉 = 〈X(ω), X(ω̃)〉

=
∑

gklξ
kξl

=
∑

gklg
kiωig

ljω̃j

=
∑

δilg
ljωiω̃j

=
∑

gijωiω̃j

Für beliebige Tensoren S, S′ ∈ T pq (TM) und T, T ′ ∈ T kl (TM) definiert man induktiv
durch lineare Fortsetzung Skalarprodukte wie folgt:〈

S ⊗ T, S′ ⊗ T ′
〉

=
〈
S, S′

〉
⊗
〈
T, T ′

〉
.

Auf TM ⊗ TM hat die Metrik die folgende Gestalt:〈
X ⊗ Y, X̃ ⊗ Ỹ

〉
=
∑

gijgklξ
iξ̃jηkη̃l.

Definition 6.2 Es seien (M, g) und (N,h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Ein
Diffeomorphismus Φ: M → N heïst Isometrie, falls Φ∗h = g, das heïst für alle
p ∈M und X,Y ∈ TpM gilt:

gp(X,Y ) = hΦ(p)(Φ∗pX,Φ∗pY )︸ ︷︷ ︸
=Φ∗h(X,Y ) Pullback Metrik

Ist umgekehrt Φ: M → N ein Diffeomorphismus und h eine Riemannsche Metrik
auf N , so ist Φ∗h eine Riemannsche Metrik auf M .

Satz 6.3 Jede glatte Mannigfaltigkeit trägt eine Riemannsche Metrik.
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Kapitel 6: Riemannsche Metriken

Um Metriken in den Überlappungsgebieten von Karten ‘̈verkleben̈’ zu können, be-
nötigt man das folgende Hilfsmittel.

Satz (Zerlegung der Eins) Es seiM eine glatte Mannigfaltigkeit und {Ui}i∈I ei-
ne offene Überdeckung von M . Dann existiert eine Zerlegung der Eins auf einer
abzählbaren, lokal endlichen Verfeinerung von {Ui}i∈I , das heïst es existiert eine ab-
zählbare offene Überdeckung {Vk}k∈N vonM und glatte Funktionen mit kompaktem
Träger αk : M → R, so dass gilt:

(i) ∀k ∈ N ∃i(k) ∈ I : Vk ⊆ Ui(k) (Verfeinerung),
(ii) ∀p ∈M ∃U 3 p : #{k | Vk ∩ U 6= ∅} <∞ (lokal endlich),
(iii) ∀k ∈ N : supp(αk) ⊆ Vk,
(iv) ∀k ∈ N ∀p ∈M : 0 ≤ α(p) ≤ 1,
(v) ∀p ∈M :

∑
k∈N αk(p) = 1.

(Wegen (ii) und (iii) ist die Summe in (v) endlich).

An dieser Stelle geht mas̈geblich ein, dass die Topologie vonM eine abzählbare Basis
besitzt. Beweis siehe Boothby, Kapitel V.4 [1].

Beweis (von Satz 6.3) Es sei M eine glatte, m-dimensionale Mannigfaltigkeit.
{(ϕi, Ui)}i∈I ein Atlas von M und {(Vk, αk)}k∈N eine Zerlegung der Eins auf einer
abzählbaren, lokal endlichen Verfeinerung von {Ui}i∈I . Es sei β ein Skalarprodukt
auf Rm. Für jedes k ∈ N ist dann

gk = ϕi(k)

∣∣∣∗
Vk
β

eine Riemannsche Metrik auf Vk. Damit ist g =
∑
gkαk eine Riemannsche Metrik

auf M . Die Summe ist punktweise endlich und g ist als Komposition glatter Abbil-
dungen selbst glatt. Symmetrie und Bilinearität folgen sofort. Für jedes p ∈M gilt∑
k∈N αk(p) = 1, das heïst es existiert ein l ∈ N mit αl(p) > 0 und für X ∈ TpM

mit X 6= 0 folgt:

gp(X,X) =
∑

gk(p)(X,X)︸ ︷︷ ︸
>0

αk(p)

≥ gl(p)(X,X)αl(p) > 0.

Damit ist g positiv definit. �

Für eine glatte Kurve γ : [a, b]→M heïst

L(γ) =
∫ b

a
‖γ̇‖ =

∫ b

a

√
gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t))dt

die (Kurven-)Länge von γ. Ist τ : [α, β]→ [a, b] glatt und monoton, so giltτ ′ ist die Ableitung von

τ , der Strich wurde aus

ästhetischen Gründen

statt dem Punkt

gewählt

L(γ ◦ τ) =
∫ β

α
‖γ̇(τ(s))‖|τ ′(s)|ds

=
∫ b

a
‖γ̇‖ = L(γ).
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Damit ist die Kurvenlänge invariant unter Reparametrisierungen. Ist γ regulär, das
heïst γ̇(t) 6= 0 für alle t ∈ [a, b], so ist ihre sogenannte Bogenlänge

σ : [a, b]→ [0,L(γ)], t 7→ L(γ|[a,t]) =
∫ t

a
‖γ̇‖.

streng monoton steigend, also σ′(s) = ‖γ̇(s)‖ > 0. Für γ̃ = γ ◦ σ−1 : [0,L(γ)] → M

gilt ‖ ˙̃γ‖ ≡ 1. Die Kurve γ̃ heïst Bogenlängenparametrisierung von γ. Gilt für
γ : [a, b]→M dass ‖γ̇‖ ≡ λ, so heïst γ proportional zur Bogenlänge parametri-
siert.

b

a c

γ
γ̃

γ̇(b)
˙̃γ(b)

Sind γ : [a, b]→M, γ̃ : [b, c]→M glatte Kurven mit γ(b) = γ̃(b), so sei

L(γ ∪ γ̃) = L(γ) + L(γ̃).

Eine Kurve γ : [a, b] → M heïst stückweise glatt, wenn t0, . . . , tk mit a = t0 <

t1 < · · · < tk = b existieren, so dass γ|[ti−1,ti] für alle i ≤ k glatt ist.

Definition 6.4 Für Punkte p, q ∈M ist der Abstand definiert durch:

d(p, q) = inf{L(γ) | γ : [0, 1]→M stückweise glatt mit γ(0) = p, γ(1) = q}.

Satz 6.5 Es sei (M, g) eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die
Abstandsfunktionen bilden eine Metrik auf M , welche die ursprüngliche Topologie
induziert.

Der Beweis sei zur Übung überlassen.

Satz 6.6 Es seien (M, g) und (N,h) zusammenhängende Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten und Φ: M → N ein Diffeomorphismus. Dann ist Φ genau dann eine Iso-
metrie, wenn L(Φ ◦ γ) = L(γ) für alle glatten γ : [0, 1]→M gilt.

Beweis Dass eine Isometrie die Kurvenlängen erhält gilt offensichtlich. Erhält Φ die
Kurvenlängen, so erhält Φ auch die Norm von Tangentialvektoren, den andernfalls
gäbe es Xp ∈ TpM mit (ohne Einschränkung)

hΦ(p)(Φ∗pX,Φ∗pX) > gp(X,X)

und eine Kurve γ : [0, 1] → M mit γ(0) = X und es gälte (für hinreichend kleines
ε):

L(γ|[0,ε]) =
∫ ε

0

√
gγ(t) (γ̇(t), γ̇(t))dt

<

∫ ε

0

√
hΦ(γ(t))

(
Φ∗γ(t)γ̇(t),Φ∗γ(t)γ̇(t)

)
dt

=
∫ ε

0

√
hΦ(γ(t))

(
˙(Φ ◦ γ)(t), ˙(Φ ◦ γ)(t)

)
dt

= L
(
(Φ ◦ γ)|[0,ε]

)
.

Mit der Polarisationsformel 〈x, y〉 = −1
2(‖x− y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2) folgt dann, dass Φ

auch die Skalarprodukte erhält. �

51



Kapitel 6: Riemannsche Metriken

Definition 6.7 Eine Kurve γ : [a, b]→M heïst minimale Geodätische von γ(a)
nach γ(b), falls ein λ ≥ 0 existiert, so dass für alle a ≤ s < t ≤ b gilt:

L(γ|[s,t]) = λ(t− s) = d(γ(s), γ(t)).

Eine Kurve γ heïst Geodätische, falls sie lokal minimierende Geodätische ist, das
heïst für alle t ∈ [a, b] existiert ein ε > 0, so dass γ|[t−ε,t+ε] minimierende Geodäti-
sche ist.

Eine bessere Vorstellung erhält man durch Betrachtung von Geodätischen als Isome-
trien von Intervallen in den euklidischen Raum, denn d(γ(s), γ(t)) = t−s = dR(t, s).

N

S

S2 ⊂ R3

Geodätische = Gros̈kreissegmente

Bemerkung (1) Die Geodätischen von Rn mit Standardmetrik sind genau die Ge-
radensegmente.

(2) Ist γ eine minimale Geodätische, so gilt ‖γ̇‖ = λ, falls λ > 0, existiert ei-
ne Bogenlängenparametrisierung γ̃ von γ auf [0, l] mit l = L(γ) = L(γ̃) und
d(γ̃(0), γ̃(t)) = t. Damit ist γ̃ eine isometrische Einbettung von [0, l] in M .

Definition 6.8 Es sei γ : [a, b] → M eine (stückweise) glatte Kurve auf M . Das
Integral

E(γ) = 1
2

∫ b

a
‖γ̇‖2

heïst Energie von γ.

Lemma 6.9 Für eine (stückweise) glatte Kurve γ : [0, 1]→M . Dann gilt:
1
2L(γ)2 ≤ E(γ),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn γ proportional zur Bogenlänge parametrisiert
ist.

Beweis Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung für das Skalarprodukt (f, g) 7→∫ 1
0 fg mit f, g ∈ C∞([0, 1],R).
Nun sei f ≡ 1 und g = ‖γ̇‖, so folgt:

L(γ) =
∫ 1

0
‖γ̇‖ ≤

∣∣∣∣∣∣
(∫ 1

0
f2
) 1

2
(∫ 1

0
g2
) 1

2

∣∣∣∣∣∣ =
√

2E(γ)

Gleichheit gilt genau dann, wenn 1 und ‖γ̇‖ R-linear abhängig sind, das heïst wenn
‖γ̇‖ ≡ λ gilt. �
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Satz 6.10 Eine (stückweise) glatte Kurve ist genau dann minimale Geodätische,
wenn ihre Energie minimal ist.

Beweis „⇒“: Es sei γ minimale Geodätische, das heïst L(γ|[0,t]) = λt = d(γ(0), γ(t)).
Also gilt E(γ) = 1

2L(γ)2 ≤ 1
2L(c)2 ≤ E(c), wobei c eine Kurve zwischen den

Endpunkten von γ ist und die letzte Ungleichung aus Lemma 6.9 folgt.
„⇐“: Sei γ energieminimierend.

1
2d(γ(0), γ(1))2 ≤ 1

2 L(γ)2 ≤ E(γ) ≤ E( cn︸︷︷︸
reguläre Kurven

) = 1
2L(cn)2 n→∞−−−→ 1

2d(γ(0), γ(1))2

c(ti) U Kartenumgebung

Die Länge des fetten Dreiecks wird beliebig klein

Damit gilt: L(γ) = d(γ(0), γ(1)) und wegen Cauchy-Schwarz ist γ proportional
zur Bogenlänge parametrisiert. Wendet man dieses Argument auf beliebige
Teilstücke an, erhält man:

L(γ|[s,t]) = d(γ(s), γ(t)) = λ(s− t). �
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Kapitel 7.

Kovariante Ableitungen
Frage: Was ist eine „gute“ Differentialrechnung für Vektorfelder?
Das gewöhnliche Differential im Rn für Y : Rn → Rn ist gerade die lineare Abbildung
DY |p · v = lim 1

t (Y (p+ tv)− Y (p)) = d
dt

∣∣∣
t=0

Y (p + tr). Betrachte im euklidischen
Fall einen Punkt p, sowie einen Tangentialvektor Yp.

p

p+ tv
Yp

Yp+tv

Par
alle

lver
schi

ebu
ng

Nun gehe zur Betrachtung von Vektorfeldern X : Rn → Rn über und setze DX Y |p =
DY |p ·Xp. Hierfür gilt:
• D ist R-linear in Y : D(Y + Ỹ ) = DY + D Ỹ .
• Es gilt die Leibnizregel: D(fY ) = D f · Y + f DY .
• D ist C∞(Rn)-linear in X:

DfX Y |p = DY |p · (fX)p = DY |p · f(p)Xp = f(p) DY |p ·Xp = (f DX Y )(p).

Erinnerung: Die Lieableitung L(·)Y ist nicht C∞(M)-linear.

Definition 7.1 Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und E ein Vektorbündel
über M . Eine kovariante Ableitung (oder Zusammenhang ([engl.] „connecti-
on“)) auf E ist eine Abbildung

∇ : V(M)× Γ(E)→ Γ(E), ∇(X,S) = ∇XS

mit den folgenden Eigenschaften:
(i) ∇S ist C∞(M)-linear, das heïst

∇X+Y S = ∇XS +∇Y S und ∇fXS = f∇XS

für alle X,Y ∈ V(M) und f ∈ C∞(M).
(ii) ∇X ist R-linear, das heïst für alle µ, ν ∈ R gilt:

∇X(µS + νT ) = µ∇XS + ν∇XT.
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(iii) ∇X erfüllt die folgende Leibnizregel:

∇X(fS) = df(X) · S + f · ∇XS = X(f) · S + f · ∇XS.

Kurzform: ∇ : Γ(E)→ Γ(T∗M ⊗ E), S 7→ ∇(.)S ist eine C∞(M)-Modulderivation.

Beispiel (1) Das gewöhnliche Differential D definiert in kanonischer Weise eine
kovariante Ableitung auf TRn.

X ∈ V(Rn), X : Rn → TRn ∼= Rn×Rn via I : Xp 7→ (p, Ip(Xp)︸ ︷︷ ︸
=:Xp

).

Nun ist wie folgt eine kovariante Ableitung gegeben: (∇XY )p = I−1(p,DXp
Y ).

(2) E = M × Rn, ein Schnitt S von E ist von der Form Sp = (p, s(p)), s : M → Rn

glatt.
Hier definiert man die kovariante Ableitung:

∇XS = (p, I−1
s(p)(s∗p, Xp))

s∗p : T∗pM → T∗pRn, s∗p : Xp ∈ T∗pRn
Is(p)−−−→ Rn .

(3) Sei E = M × Rn, ein Schnitt S = (id, σ), σ : M → Rn. Dann ist (∇XS)p =
(p, Ip(σ∗p(Xp)), σ∗p : TpM → Tσ(p) Rn. Sei ω = (ωkj )j,k≤n eine (n × n)-Matrix
von 1-Formen aufM , das heïst ω(X)|p ∈Mn×n(R). Für einen Schnitt S = (id, σ)
und sei dann

(∇XS)p = (id, Ip(σ∗p(Xp)) + ω(X)|p · σ(p).

Dies definiert eine kovariante Ableitung auf E = M × Rn.
(4) d: Ω0(M) = C∞(M) = Γ(M ×R)→ Ω1(M) = Γ(T∗M) = Γ(T∗M ⊗ (M × R)︸ ︷︷ ︸

Fasern: T∗pM⊗R∼=T∗pM

)

mit f 7→ [df : X 7→ df(X) = X(f)].
Dann ist

d: V(M)× C∞(M)→ C∞(M),
∇Xf = d(X, f) 7→ X(f)

eine kovariante Ableitung auf C∞(M).
(5) Es sei M ⊆ Rk eine glatte Untermannigfaltigkeit und ∇ die kanonische kovari-

ante Ableitung auf TRk.
Erster Ansatz für eine kovariante Ableitung:

∇̃XY = ∇X̃ Ỹ |M das funktioniert noch nicht.

Für X,Y ∈ V(M) seien X̃, Ỹ Fortsetzungen, das heïst X̃|M = X und Ỹ |M = Y .

(∇X̃ Ỹ )p ∈ TpRk ⊇ TpM.

Nächster Ansatz, der tasächlich eine kovariante Ableitung definiert.

∇̃XY = (∇X̃ Ỹ |M )projTpM ,

wobei XprojTpM die orthogonale Projektion von X auf den Tangentialraum
TpM bzgl. des Standardskalarproduktes ist.
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1. Lokale Koordinaten

Schreibt man in Beispiel 3) σ = (σ1, . . . , σn), so kann man dσ = (dσ1, . . . ,dσn) als
1-Form auf M mit Werten in Rn auffassen:

dσ(X)p = (dσ1(X)p, . . . ,dσn(X)p)
= (X(σ1)p, . . . , X(σn)p)

= Ip(
∑

X(σi)∂i),

wobei ∂i das i-te Koordinatenfeld in der Karte (id,Rn) ist. Identifiziert man E =
M × Rn mit C∞(M,Rn), so gilt ∇XS = dσ(X)ω(X)σ (Kurzschreibweise für die
zweite Komponente von S). Lokal ist jede kovariante Ableitung von dieser Form.

Lemma 7.2 Die kovariante Ableitung (∇XS)p hängt nur von den Werten von X

und S in einer Umgebung von p ab.

Beweis Es seien p ∈ M und X1, X2 ∈ V(M) sowie S1, S2 ∈ Γ(E) und U eine
Umgebung von p mit X1|U = X2|U und S1|U = S2|U . Wähle nun ein σ ∈ C∞(M)
mit dem Träger suppσ ⊆ U und σ|V ≡ 1 auf einer Umgebung V von p. Dann gilt:
σX1 = σX2 und σS1 = σS2. Für q ∈ V folgt dann:

(∇σXiσSi)q = σ(q)(∇XiσSi)|q
= σ(q)(Xi(σ)|q︸ ︷︷ ︸

=0

Si + σ(q)︸︷︷︸
=1

∇XiSi|q)

= ∇XiSi|q

Damit folgt ∇X1S1 = ∇X2S2 �

1. Lokale Koordinaten

Es sei (ϕ,U) eine Karte von M um p ∈ M und E|U
τ→ U × Rn. Dann ist si(p) =

τ−1(p, ei) eine lokale Basis. Jeder Schnitt S ist also lokal von der Form S|U =
∑
i σ

isi.
Somit existieren glatte Funktionen Γkij , die sogenannten Christoffelsymbole mit

∇ ∂

∂xi
sj =

∑
k

Γkijsk.

Für S =
∑
σjsj und X =

∑
ξi ∂
∂xi

folgt dann:

(∇XS)p =
∑
i,j

ξip∇ ∂

∂xi

(
σjsj

)

=
∑
i,j

ξip

(
∂σj

∂xi
· sj(p)∇ ∂

∂xi
sj |p

)

=
∑
i,j

ξip

 ∂σj

∂xi

∣∣∣∣∣
p

sj(p) + σj(p)
∑
k

Γkij(p)sk(p)


=
∑
k

(∑
i

ξip
∂σk

∂xi

∣∣∣∣∣
p︸ ︷︷ ︸

=X(σk)|p= d
dt |t=0(σk◦γ) mit γ̇(0)=Xp

+
∑
i,j

ξipσ
j(p)Γkij(p)

)
sk(p)
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Bemerkung (1) X 7→ (∇XS)p hängt nur von demWertXp vonX in p ab, Schreib-
weise (∇XS)p = ∇XpS.

(2) S 7→ ∇XpS hängt nur von den Werten von S entlang einer Kurve γ mit γ̇(0) =
Xp ab. Es gilt

∇XS =
∑
k

X(σk)Sk +
∑
k

∑
j

((∑
i

Γkijξi
)
σj
)
sk.

Schreibt man σ = (σ1, . . . , σn) und fasst dσ = (dσ1, . . . ,dσn) als lokale 1-Form
mit Werten in Rn auf, so ist für s = (s1, . . . , sn) dσ · s =

∑
dσjsj eine lokale

1-Form mit Werten in E. Es gilt: dσ · s(X) = DX σ · s. Analog definiert ω(X) =
(ωkj (X))k,j eine lokale 1-Form mit Werten in den reellen (n×n)-Matrizen. Dann
ist

ωσ : X 7→ ω(X)σ =

∑
i,j

Γkijξiσj
k

eine lokale 1-Form mit Werten in Rn und ωσ · s eine lokale 1-Form mit Werten
in E. Damit gilt

∇XS = (dσ(X) + ω(X)σ) · s

oder kurz
∇ = d + ω.

2. Transformationsverhalten

Es seien E|Uα
τα→ Uα × Rn und E|Uβ

τβ→ Uβ × Rn lokale Trivialisierungen. Die Über-
gangsfunktion

ψ = ψβα : Uα ∩ Uβ → GLn(R)

war durch
τβ ◦ τ−1

α (p, x) = (p, ψx)

definiert. Für die lokalen Darstellungen S =
∑
σjsj =

∑
σ̃jsj in τα beziehungsweise

τβ gilt damit σ̃i =
∑
k ψ

i
kσ

k, kurz σ̃ = ψσ. Es folgt daraus:

(dσ(X) + ω(X)σ)S = ∇XS = (dσ̃(X) + ω̃(X)σ̃)S̃

also

dσ(X) + ω(X)σ = ψ−1(dσ̃(X) + ω̃(X)σ̃)
= ψ−1(d(ψσ)(X) + ω̃(X)ψσ)
= ψ−1((DXf)σ + ψdσ(X) + ω̃(X)ψσ)
= dσ(X) + (ψ−1(DXψ) + ψ−1ω̃(X)ψ︸ ︷︷ ︸

=ω(X)

)σ.

Damit gilt

ω̃(X) = ψω(X)ψ−1 −DXψ · ψ−1. (7.1)

Daher definiert ω(X) keinen Schnitt in Hom(E,E), denn in Kapitel 5 wurde gezeigt,
dass die Übergangsfunktion von Hom(E,E) gegeben ist durch

(p, η)→ (p, ψ ◦ η ◦ ψ−1).
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3. Schnitte entlang von Ableitungen

Bemerkung Der zweite Summand in (7.1) hängt nur von der Übergangsfunktion
ψ und X ab, und somit nicht von ∇. Das heïst sind ∇ und ∇̃ kovariante Ableitungen
auf E, so ist ihre Differenz ∇− ∇̃ eine globale 1-Form mit Werten in Hom(E,E).

Durch eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbündel E erhalten wir kovariante
Ableitungen auf dem dualen Vektorbündel E∗ und Tensorprodukte von Vektorbün-
deln wie folgt:

Proposition 7.3 Die für X ∈ V(M), S∗ ∈ Γ(E∗) und v ∈ Ep sowie eine Fortset-
zung ṽ ∈ Γ(E) von vp durch

(∇∗XS∗)p(v) = Xp(S∗(ṽ))− S∗|p(∇X ṽ)

definierte Abbildung ist eine kovariante Ableitung auf E∗. Dass S∗(ṽ) = (S∗, ṽ) ist
führt zu Xp(S∗, ṽ) = (∇∗XS∗, ṽ) + (S∗,∇X ṽ).

Der Beweis sei zur Übung überlassen.

Proposition 7.4 Es seien E1 und E2 Vektorbündel mit kovarianten Ableitungen
∇1 und ∇2 über M . Dann definiert für X ∈ V(M), Si ∈ Γ(Ei)

∇X(S1 ⊗ S2) = ∇1
XS1 ⊗ S2 +∇2

XS1 ⊗ S2

durch lineare Fortsetzungen eine kovariante Ableitung auf E1 ⊗ E2.

Definition 7.5 Die Abbildung

R∇ = R : V(M)× V(M)× Γ(E)→ Γ(E)
R(X,Y )S = ∇X∇Y S −∇Y∇XS −∇[X,Y ]S

heïst der Krümmungstensor der Abbildung ∇.

Bemerkung Für alle X,Y ∈ V(M) gilt R(Y,X) = −R(X,Y ).

Proposition 7.6 R ist C∞(M)-linear in allen Argumenten.

Der Beweis sei zur Übung überlassen.

3. Schnitte entlang von Ableitungen

I

M TM

c
∇ċX̃ = γ

c

Definition 7.7 Es seien E ein Vektorbündel über M mit kovarianter Ableitung ∇
und Φ : N →M . Ein Schnitt entlang Φ ist eine glatte Abbildung S : N → E, so dass
S(p) ∈ EΦ(p) gilt, dies entspricht genau dem Schnitt in das längs Φ zurückgezogene
Bündel Φ∗.

59



Kapitel 7: Kovariante Ableitungen

Φ∗E E

N M

π

Φ

S
S̃

Für einen Schnitt S in E längs Φ und Xp ∈ TpN ist die kovariante Abbildung ∇XpS
von S in Richtung Xp wie folgt definiert:
Es sei s1, . . . , sn eine lokale Basis über einer Trivialisierungsumgebung U ⊆M . Dann
ist S lokal gegeben durch

Sp =
∑
j

σj(p)sj(Φ(p))

für p ∈ V = Φ−1(U) ⊆ N , und damit

∇XpS = (dσ(Xp) + ω(Φ∗pXp)σ(p))S(Φ(p)).

Dies hängt nicht von der Wahl der Trivialisierung ab, denn ist U ′ ein weiteres Tri-
vialisierungsgebiet mit lokaler Basis s̃1, . . . , s̃n und Übergangsfunktion ψ : C ∩U ′ →
GLn(R), so gilt

σ̃ = (ψ ◦ Φ)σ und
ω̃ = (ψ ◦ Φ)ω(ψ ◦ Φ)−1 − d(ψ ◦ Φ)(ψ ◦ Φ)−1

damit folgt

dσ̃(Xp) + ω̃(Φ∗pXp)σ̃(p)− d((ψ ◦ Φ)σ)(Xp)
+ (ψ ◦ Φ)ω(Φ∗pXp)(ψ ◦ Φ)−1(ψ ◦ Φ)σ
− d(ψ ◦ Φ)(Xp)(ψ ◦ Φ)−1(ψ ◦ Φ)σ

= d(ψ ◦ Φ)(Xp)σ + (ψ ◦ Φ)ω(Φ∗pXp)σ − d(ψ ◦ Φ)(Xp)σ
= (ψ ◦ Φ)(dσ(Xp) + ω(Φ∗pXp)σ)

Damit ist p 7→ ∇XpS als Schnitt entlang Φ wohldefiniert.

Bemerkung Dies definiert eine kovariante Ableitung auf Φ∗E ⊆ N ×E. Sind um-
gekehrt S ∈ Γ(E) und Xp ∈ TpN , so ist S ◦ Φ ein Schnitt entlang Φ und es gilt

∇Xp(S ◦ Φ) = ∇Φ∗pXpS

Spezialfall: Sei Φ = c : I = [a, b] → M . Ein Schnitt in E entlang c ist eine glatte
Abbildung S : I → E mit S(t) ∈ Ec(t). Die kovariante Abbildung ∇ ∂

∂t |t
S wird kurz

als ∇tS oder S′(t) geschrieben. In lokalen Koordinaten gilt

S′ =
(

dσ
(
∂

∂t

)
+ ω

(
c∗

(
∂

∂t

))
σ

)
S ◦ c

=
(
σ′ + ω(ċ)σ

)
S ◦ c

Definition 7.8 Ein Schnitt S ∈ Γ(E) heïst parallel (oder konstant), wenn ∇S ≡
0. Ein Schnitt S entlang c heïst parallel, wenn S′ ≡ 0 gilt.

60



3. Schnitte entlang von Ableitungen

Proposition 7.9 Es sei c : I → M eine (stückweise) glatte Kurve und ξ ∈ Ec(s).
Dann existiert genau ein entlang c paralleler Schnitt Sξ in E mit Sξ(s) = ξ.

Beweis in lokalen Koordinaten definiert

0 = S′ξ(t) = (σ′(t) + ω(ċ(t)σ(t))S(dt))

ein lineares Differentialgleichungssystem:

σ′(t) = A(t) · σ(t)

wobei A(t) = −ω(ċ(t)). Ist [t, T ] ein kompaktes Teilintervall in I mit s ∈ [t, T ],
so existiert eine Partition t = t0 < . . . < tk = T , so dass c([ti, ti+1]) in einer
Trivialisierungsumgebung liegt. Man findet so sukzessive eindeutige Lösungen auf
den Teilintervallen (lineares System), welche durch Fortsetzungen eine eindeutige
Lösung auf [t, T ] definieren. Erneut folgt aus der Eindeutigkeit, dass ein für alle
Zeiten definierter paralleler Schnitt Sξ existiert. �

Definition 7.10 Es sei c eine glatte Kurve in M . Die lineare Abbildung

P cs,t : Ec(s) → Ec(t)
ξ 7→ Sξ(t),

wobei Sξ den nach Proposition 7.9 eindeutigen parallelen Schnitt entlang c mit
Sξ(s) = ξ bezeichnet, heïst Paralleltransport entlang c.

Bemerkung (1) P cs,t ist invertierbar mit Inversen (P cs,t)−1 = P ct,s = P cs,t, wobei
c = (s+ t− τ).

(2) Die Abbildung P cs,t ist im Allgemeinen nicht unabhängig von der Wahl von c.

Beispiel In Rn ist ein Vektorfeld X genau dann parallel, wenn X (beziehungsweise
Xp ∈ Ip(Xp)) konstant im „üblichen“ Sinne ist: Paralleltransport entlang einer
Kurve entspricht der gewählten Parallelverschiebung.

c

c(s)

Es seien S ∈ Γ(E) undXp ∈ TpM . Ist c eine Integralkurve vonXp, das heïst c(0) = p

und ċ(0) = Xp, so ist S̃ = S ◦ c ein Schnitt entlang c und es gilt S̃′(0) = ∇XpS. Nun
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sei ferner ξ1, . . . , ξn eine Basis von Ep und es bezeichnen s1, . . . , sn die parallelen
Schnitte entlang c mit si(0) = ξi. Dann gilt S̃(t) =

∑
σj(t)sj(t) und es folgt

∇XpS = S̃′(0) = ∇t
(∑

j

σjsj
)
(0)

=
∑
j

(
(σj)′sj + σj ∇tsj︸ ︷︷ ︸

≡0

)
(0)

=
∑
j

lim
t→0

(
σj(t)− σj(0)

t

)
sj(0)

= lim
t→0

1
t

∑
j

σj(t)sj(0)− σj(0)sj(0)


= lim

t→0

1
t

∑
j

σj
(
P ct,0(sj(t)

)
− σj(0)sj(0)


= lim

t→0

1
t

(
P ct,0

(∑
σjsj(t)

)
−
∑

σjsj(0)
)

= lim
t→0

1
t

(
P ct,0

(
S̃(t)− S̃(0)

))

4. Der Levi-Civita Zusammenhang

Für das „gewöhnliche“ Differential auf Rk gilt:

DY (X)−DX(Y ) =
k∑
i

∂yj

∂xi
Xi − ∂xj

∂xi
Y i = [X,Y ].

Definition 7.11 Es sei ∇ eine kovariante Ableitung auf TM . Das (1, 2)-Tensorfeld

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

heïst Torsion oder der Torsionstensor von ∇. Die kovariante Ableitung heïst
torsionslos, wenn T ≡ 0 gilt.

Betrachtet man die Standardmetrik gstd = 〈·, ·〉 des Rk in den Koordinaten (id,Rk),
so gilt:

gstd =
∑
i,j

gijdxi ⊗ dxj =
∑
i,j

δijdxi ⊗ xj

=
∑
i

dxi ⊗ dxi.

Das heïst die Metrik gstd (das heïst die gij) ist konstant.

Satz 7.12 (Levi-Civita, 1961) Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit existiert
genau ein torsionsloser Zusammenhang bezüglich dessen kovarianter Ableitung die
Metrik parallel ist (∇g ≡ 0).

Zur Parallelität: Die Metrik g einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist ein (0, 2)-
Tensorfeld, das heïst lokal ist g endliche Summe von Elementen der Form ω ⊗ η,
wobei ω, η ∈ Ω1(M).
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4. Der Levi-Civita Zusammenhang

Für X,Y, Z ∈ V(M) gilt:

∇Z(ω ⊗ η)(X,Y ) =
(
(∇∗Zω)⊗ η + ω ⊗ (∇∗Zη)

)
(X,Y )

= (∇∗Zω)(X)η(Y ) + ω(X)(∇∗Zη)(Y )
=
(
Z(ω(X))− ω(∇ZX)

)
η(Y ) + ω(X)

(
Z(η(Y )− η(∇ZY ))

)
= Z

(
ω(X)

)
η(Y ) + ω(X)Z

(
η(Y )

)
−
(
ω(∇ZX)η(Y ) + ω(X)η(∇ZY )

)
= Z

(
(ω ⊗ η)(X,Y )

)
− (ω ⊗ η)(∇ZX,Y )− (ω ⊗ η)(X,∇ZY )

Somit ist g genau dann parallel, wenn für X,Y, Z ∈ V(M) gilt:

0 = (∇Zg)(X,Y ) = Z(g(X,Y ))− g(∇ZX,Y )− g(X,∇ZY )

beziehungsweise

Z 〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉 .

Dies ist genau dann der Fall, wenn der Paralleltransport entlang von Kurven eine
lineare Isometrie ist (vgl. Aufgabe 3 auf dem Übungsblatt 8). Ist c eine glatte Kurve,
Pt : Tc(0)M → Tc(t)M eine Isometrie, so gilt für alle X,Y ∈ Tc(0)M :

gc(0)(X,Y ) = gc(t)(PtX,PtY ) = (P ∗t gc(t))(X,Y ).

Also gilt P ∗t gc(t) = gc(0) und es folgt:

∇tg = lim
t→0

1
t

(
(P ∗t gc(t))− gc(0)

)
= 0.

Beweis (von Satz 7.12) Ist ∇ eine kovariante Ableitung mit den geforderten Ei-
genschaften, so gilt für X,Y, Z ∈ V(M):

X 〈Y,Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉
Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇YX〉

= 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇XY 〉 − 〈Z, [X,Y ]〉
Z 〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉

Indem man die ersten beiden Gleichungen addiert und die Dritte abzieht erhält man:
Koszul-Formel

2 〈∇XY,Z〉 = X 〈Y,Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z 〈X,Y 〉
− 〈X,∇Y Z −∇ZY 〉
− 〈Y,∇XZ −∇ZX〉+ 〈Z, [X,Y ]〉

= X 〈Y,Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z 〈X,Y 〉 − 〈X, [Y,Z]〉 − 〈Y, [X,Z]〉+ 〈Z, [X,Y ]〉 .

Die rechte Seite der Gleichung ist C∞(M)-linear in Z, definiert also für alle X,Y ∈
V(M) eine 1-Form ω(X,Y ). Da die Metrik 〈·, ·〉 positiv definit ist, existiert ein Vek-
torfeld A(X,Y ) ∈ V(M) mit ω(X,Y ) =

〈
A(X,Y ), ·

〉
, das, wie man leicht nachrechnet,

A(X,Y )-linear und derivativ in Y und C∞(M)-linear in X ist und durch

∇ : V(M)× V(M) → V(M)
(X,Y ) 7→ A(X,Y )

wird eine eindeutige kovariante Ableitung definert, die die geforderten Eigenschaften
erfüllt. �
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Bemerkung Die zur Definition des Levi-Civita Zusammenhangs verwendete For-
mel bezeichnet man als Koszul-Formel.

Definition 7.13 Die nach obigem Satz eindeutig bestimmte, torsionsfreie Zusam-
menhang bezüglich dessen die Metrik parallel ist, heïst Levi-Civita Zusammen-
hang.

Beispiel (1) Der Levi-Civita Zusammenhang des Rk mit der Standardmetrik ist
die gewöhnliche Ableitung D.

(2) Ist M ⊆ Rk eine Untermannigfaltigkeit mit der induzierten Metrik, so ist durch

(∇XY )p = (DX Y |p)T = DX Y |p − (DXY |p)⊥

ein Zusammenhang definiert, der gerade der Levi-Civita Zusammenhang ist,
denn ∇ ist torsionslos, da D torsionslos ist und für Vektorfelder X,Y, Z ∈ V(M)
gilt:

Z 〈X,Y 〉 = 〈DZ Y, Y 〉+ 〈X,DZ Y 〉

=
〈

(DZX)T + (DZ X)⊥, Y
〉

+
〈
X, (DZ Y )T + (DZ Y )⊥

〉
=
〈

(DZ X)T , Y
〉

+
〈
X, (DZ Y )T

〉
= 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉 .

Lokale Koordinaten Es sei (M, g) eine Riemmannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-
Civita Zusammenhang ∇. In einer Karte gilt:

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=
∑

Γkij
∂

∂xk
.

Es sei

gij =
〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
und g = 〈·, ·〉 =

∑
gijdxi ⊗ dxj .

Es gilt Γkij = Γkji, denn

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
=
[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= 0.

Dann ist

Γkij =
∑
l,m

gklglmΓmij

=
∑
l,m

gkl
〈

Γmij
∂

∂xm
,
∂

∂xl

〉

=
∑
l

gkl
〈
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xl

〉

= 1
2
∑
l

gkl
(
∂gjl
∂xi

+ ∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
.
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5. Krümmungen

5. Krümmungen

Man definiert die zweite kovariante Ableitung als

∇2
X,Y Z = ∇X∇Y Z −∇∇XY Z.

(Formale Produktregel:∇X(∇Y Z) = ∇X(∇Z(Y )) = (∇X(∇Z))(Y )+(∇Z)(∇XY ) =
∇2
X,Y Z +∇∇XY Z.)

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X∇Y Z −∇∇XY Z − (∇Y∇XZ −∇∇YXZ)
= ∇2

X,Y Z −∇2
Y,ZZ.

Proposition 7.14 Für X,Y, Z,W ∈ V(M) gilt:
(i) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,
(ii) 〈R(X,Y )Z,W 〉 = −〈R(Y,X)Z,W 〉 = −〈R(X,Y )W,Z〉,
(iii) 〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X,Y 〉.

Der Beweis sei als Übung überlassen.
Es seien X,Y ∈ TpM linear unabhängig. Dann hängt

〈R(X,Y )Y,X〉
‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2

nur von der von X und Y aufgespannten Ebene ab. Um das zu zeigen seien Z =
aX + bY, W = cX + dY und ohne Einschränkung seien X,Y orthonormal. Dann
gilt:

‖Z‖2‖W‖2 − 〈Z,W 〉2 = ‖aX + bY ‖2‖cX + dY ‖2 − 〈aX + bY, cX + dY 〉2

= (a2 + b2)(c2 + d2)− (ac+ bd)2 = a2d2 + b2c2 − 2abcd
= (ad− bc)2

Also

〈R(aX + bY, cX + dY )(cX + dY ), (aX + bY )〉
‖aX + bY ‖2‖cX + dY ‖2 − 〈aX + bY, cX + dY 〉2

= (ad− bc)2 〈R(X,Y )Y,X〉
(ad− bc)2

= 〈R(X,Y )Y,X〉 .

Definition 7.15 Es sei σ eine von X,Y ∈ V(M) aufgespannte Ebene in TpM .
Dann heïst

secp(σ) = secp(X,Y ) = 〈R(X,Y )Y,X〉
‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2

die Schnittkrümmung der Ebene σ.

Es sei e1, . . . , em ∈ TpM eine Orthonormalbasis bezüglich g(p). Die fürX,Y ∈ TpM

durch Spurbildung definierte Abbildung

ricp(X,Y ) = spurR(·, X)Y =
∑
i

〈R(ei, X)Y, ei〉
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Kapitel 7: Kovariante Ableitungen

heïst Ricci-Tensor in p. Aus den Symmetrien von R folgt, dass ricp symmetrisch
ist. Es existiert ein (1, 1)-Tensorfeld Ric, so dass

ricp(X,Y ) = 〈Ric(X), Y 〉

für alle p ∈M, X, Y ∈ TpM gilt.

Definition 7.16 Für X ∈ TpM , X 6= 0 heïst

ricp(X,X)
‖X‖2

=
〈

Ric
(
X

‖X‖

)
,
X

‖X‖

〉
die Ricci-Krümmung in p in Richtung X. Die Spur von Ric

scal(p) = spur Ricp(·) =
∑
i

ricp(ei, ei) =
∑
i,j

〈R(ei, ej)ej , ei〉

heïst die Skalarkrümmung von M in p.
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Kapitel 8.

Geodätische und die
Exponentialabbildung
Heuristik: Geodätische sind Minimalstellen des Energiefunktionals γ 7→ E(γ) =∫
‖γ̇‖2. Was sind kritische Punkte dieser Abbildung? Für f ∈ C∞(M) ist p kriti-

scher Punkt, wenn alle Richtungsableitungen verschwinden, das heïst 0 = X(f) =
d
dt

∣∣∣
t=0

(f(c(t))).

p

q

γ(t)

γ

hs

Eine „Kurve“ durch γ ist eine sogenannte glatte Variation h : [0, 1]× [0, 1]→ M ,
h(s, t) = hs(t) mit h0 = γ und hs(0) = p, sowie hs(1) = q für alle s ∈ [0, 1]. Dann ist

X(t) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

hs(t)

ein glattes Vektorfeld entlang γ. Ferner gilt X(0) = 0 und X(1) = 0. Nun betrachte

0 = d
ds

∣∣∣∣
s=0

E(hs) =
∫ 1

0

d
ds

∣∣∣∣
s=0

〈 d
dths(t),

d
dths(t)

〉
=
∫ 1

0
2
〈
∇s

d
dths(t),

d
dths(t)

〉
=
∫ 1

0
2
〈
∇t

d
dshs(t)︸ ︷︷ ︸

=X(t)

,
d
dths(t)

〉

=
∫ 1

0
2
〈
∇tX,

d
dths(t)

〉
= 2

∫ 1

0

d
dt

〈
X,

d
dths(t)

〉
−
〈
X,∇t

d
dths(t)

〉
= 2

∫ 1

0

d
dt

〈
X,

d
dths(t)

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

−2
∫ 1

0

〈
X,∇t

d
dths(t)

〉

= −2
∫ 1

0
〈X(t),∇tγ̇(t)〉 dt
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Definition 8.1 Eine glatte Kurve c in M heïst Geodätische1, wenn ∇tċ ≡ 0 gilt.

Ist c Geodätische, so ist c proportional zur Bogenlänge parametrisiert, das heïst
‖ċ‖ =const, denn d

dt‖ċ(t)‖
2 = d

dt 〈ċ(t), ċ(t)〉 = 2 〈∇tċ(t), ċ(t)〉 = 0. Mit c ist auch jede
affine Umparametrisierung t 7→ c(at+ b) eine Geodätische.

Proposition 8.2 Für jedes p ∈ M und v ∈ TpM existiert genau eine Geodätische
γp,v : [0, ε] → M mit γp,v(0) = p und γ̇p,v(0) = v. Zudem hängt γp,v glatt von p und
v ab.

Beweis (A) Es sei (ϕ,U) eine Karte um p, γi(t) = ϕi(γ(t)). Dann besitzt das
folgende Anfangswertproblem

0 = ∇tγ̇|t =
∑
k

(
γ̈k(t) +

∑
ij Γkij

(
γ(t)

)
γ̇i(t)γj(t)

)
∂
∂xk

∣∣∣
γ(t)

γi(0) = ϕi(p)
γ̇i(0) = ξip, v =

∑
ξip

∂
∂xi

∣∣∣
p

eine eindeutige Lösung (lokal), welche glatt von den Startwerten p und v ab-
hängt.

(B) (Alternativ) Ist (ϕ,U) eine Karte von M um p, dann ist

ϕ :


TM |U → R2m

Xp =
∑
ξip

∂
∂xi

∣∣∣
p
7→ ϕ(Xp) = (ϕ1(p), . . . , ϕm(p), ξ1

p , . . . , ξ
m
p )

=: (y1, . . . , y2m)

eine Karte von TM . Es sei S das durch

S :
{

TM → T TM

X =
∑
ξi ∂
∂xi

7→
∑m
i ξ

i ∂
∂yi
−
∑m
i,j,k=1 Γkijξiξj ∂

∂ym+k

definierte glatte Vektorfeld auf TM . gt ist genau dann Integralkurve von S

durch Xp =
∑
ξip

∂
∂xi

∣∣∣
p
, wenn

d
dtg

t = ġt = S(gt) und g0 = Xp.

Setzt man ϕ(gt) = (γ1(t), . . . , γm(t), η1(t), . . . , ηm(t)), so ist dies genau dann
der Fall, wenn gilt:

(γ̇1, . . . , γ̇m, η̇1, . . . , η̇m) =

η1, . . . , ηm,−
∑
i,j

Γ1
ijη

iηj , . . . ,−
∑
i,j

Γmij ηiηj


 ηi = γ̇i und γ̈ = −
∑
i,j

Γkij γ̇iγ̇j

und

(γ1(0), . . . , γm(0), η1(0), . . . , ηm(0) = ϕ(Xp) = (ϕ1(p), . . . , ϕm(p), ξ1
p , . . . , ξ

m
p )

also genau dann, wenn

γ(t) = ϕ−1(γ1(t), . . . , γm(t))

eine Geodätische durch p mit γ̇(0) = Xp ist. Der maximale Fluss gt von S heïst
geodätischer Fluss. Mit Satz 4.9 folgt die Aussage der Proposition. �

1Die Äquivalenz zur bereits bekannten Definition wird in Kürze gezeigt.
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0p
v

TpM

M

p
γv(1) = expp(v)

γ̇v
(0) =

v

Für v ∈ TpM sei γv(t) = π(gt(v)) die eindeutige Geodätische mit γv(0) = p und
γ̇v(0) = v. Ist δ ∈ R und c(t) = γv(δt), so ist c eine Geodätische durch p mit
ċ(0) = δv, das heïst c = γδv, beziehungsweise γδv(t) = γv(δt).
Der DefinitionsbereichDS des geodätischen Flusses ist eine offene Menge in R×TpM

und somit sind sowohl D = {v ∈ TM | (1, v) ∈ DS}, als auch Dp = D ∩ TpM offen
für alle p ∈M (in TM , beziehungsweise TpM). Weiterhin gilt 0p ∈ Dp.

Definition 8.3 Die Abbildung expp : Dp → M , v 7→ γv(1) heïst Exponentialab-
bildung.

Es wurde bereits gezeigt, dass ∇tγ̇v ≡ 0 ist (Geodätische Differentialgleichung). Die
Exponentialabbildung ist nach Satz 4.6 glatt. Es gilt expp(0p) = p. Zur Berechnung
des Differentials von expp in 0p

expp∗0p : T0p TpM → TpM

identifiziert man T0p TpM mit TpM . Es gilt

expp∗0p(v) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

expp(tv) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

γtv(1) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

γv(t) = γ̇v(0) = v,

also expp∗0p = idTpM . Es existiert für alle p ∈M eine Umgebung V von 0p ∈ TpM

und U von p, so dass expp : V → U ein Diffeomorphismus ist. Wählt man eine
Orthonormalbasis e1, . . . , em von TpM und setzt

ψ : TpM → Rm, v =
∑
i

biei 7→ (b1, . . . , bm),

so ist (ψ ◦ expp |−1
U , U) eine Karte von M um p. Im Allgemeinen ist dies keine Iso-

metrie!

Definition 8.4 Diese Karte bezeichnet man als Riemannsche Normalkoordi-
naten.

Proposition 8.5 In Riemannschen Normalkoordinaten gilt für alle i, j, k ≤ m:
(i) gij(0) = δij

(ii) Γkij(0) = 0
(iii) ∂kgij(0) = ∂gij

∂xk

∣∣∣
0

= 0

Der Beweis sei zur Übung überlassen.
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1. Polarkoordinaten

Es ist ϕ = (r, ϑ1, . . . , ϑm−1) die Hintereinanderausführung von Riemannschen Nor-
malkoordinaten des Rm.

e1

e2
v

0p

ϑ

exp−1
p

p
q = expp(v) = γv(1)

γv
q = expp(v)

v (‖v‖, ϑ)
= (r, ϑ)
= ϕ(q) ∈ (0, ε)× S1

R2

Die Umkehrabbildung ist ein Diffeomorphismus

f : (0, ε)× Sm−1 → U ⊆M, (t, v) 7→ expp(tv) = γv(t).

Für jedes v ∈ Sm−1 ist t 7→ f(t, v) = γv(t) eine Geodätische in M . Wir bezeichnen
solche Geodätischen im Folgenden als radiale Geodätische.

Lemma 8.6 (Gaus̈-Lemma) Jede radiale Geodätische γv ist orthogonal zu der
geodätischen Sphäre

Sr = {q ∈M | ∃v ∈ TpM : ‖v‖ = r und q = expp(v)}.

Beweis Man zeigt das Folgende: Ist X ein Vektorfeld auf Sm−1 und bezeichnet man
seine Fortsetzung auf (0, ε)× Sm−1 „⊆“ Bε(0) \ {0} bzw. Bε(0p) \ {0p} ⊆ TpM mit
Xrv = Xv, so ist

Yq = Yf(r,v) = f∗(r,v)(0, Xv) = expp∗(rXv)

orthogonal zu

∂

∂r

∣∣∣∣
q

= d
dt

∣∣∣∣
t=r

expp(tv) = γ̇v(r)
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0p
Xv

Xrv = rXv

v rv

expp

p γv

Y1
Yr

Y (t) = Yγv(t) als Vektorfeld entlang γv. Dann gilt:

d
dt

∣∣∣∣
t=r

〈
Y,

∂

∂r

〉
γv(t)

= 〈∇tY |r, γ̇v(r)〉+ 〈Y (r),∇tγ̇v|r︸ ︷︷ ︸
=0

〉

=
〈
∇Y (r)γ̇v(r), γ̇v(r)

〉
+
〈

[γ̇v(r), Y (r)]︸ ︷︷ ︸
=[f∗( ∂∂r ),f∗(0,Xv)]
=f∗[ ∂∂r ,X]=0

, γ̇v(r)
〉

= 1
2Y (t)‖γ̇v‖2 = 0.

Ferner gilt〈
Y (r), ∂

∂r

〉
γv(r)

=
〈

expp∗(rXv), γ̇v(r)
〉

r→0−−−→
〈

expp∗(0p), v
〉

= 0,

also
〈
Y, ∂∂r

〉
≡ 0. �

Bemerkung Insbesondere gilt für alle i ≤ m− 1:〈
∂

∂r
,
∂

∂ϑi

〉
= 0.

Satz 8.7 Für jedes p ∈ M existiert ein ε > 0, so dass für alle q ∈ Bε(p) genau
eine minimierende Geodätische von p nach q existiert, das heïst eine Geodätische γ
im Sinne der Definition 8.1 mit L(γ) = d(p, q). Ist q /∈ expp(Bε(0p)) = Bε(p), so
existiert ein q′ ∈ ∂ Bε(p) mit

d(p, q) = ε+ d(q′, q).

Ferner, ist δ < ε und q /∈ Bδ(p), so existiert ein q′ ∈ Bδ(q) mit

d(p, q) = δ + d(q′, q)

p

q
t 7→ expp(t · v)
t 7→ = γtv(1) = γv(t)
Geod. mit Startwerten γ(0) = p, γ̇(0) = v
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Beweis
c

p

q

c(t0)

q′

Es sei ε > 0 so, dass auf Bε(p) Polorkoordinaten ϕ = (r, ϑ1, . . . , ϑm−1)
existieren. Sei weiter c : [0, 1] → M eine beliebige glatte Kurve von p nach q mit
Koordinaten ϕ(c(t)) = (r(t), ϑ1(t), . . . , ϑm−1(t)).

p

q

c

Das Bild von c ist nicht notwendig in Bε(0) enthalten

Für t0 = inf{t ∈ [0, 1] | c(t) /∈ Bε(p)} ist c|[0,t0] eine Kurve zu Bε(p). Es gilt∥∥∥∥ ∂∂r
∣∣∣∣
t

∥∥∥∥ = ‖γ̇w(t)‖ = ‖w‖ = 1.

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

‖ċ(t)‖ = ‖ċ(t)‖
∥∥∥∥∥ ∂∂r

∣∣∣∣
c(t)

∥∥∥∥∥
≥
∣∣∣∣∣
〈
ċ(t), ∂

∂r

∣∣∣∣
c(t)

〉∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
〈
ṙ(t) ∂

∂r
+
m−1∑
i=1

ϑ̇i(t) ∂

∂ϑi
,
∂

∂r

∣∣∣∣
c(t)

〉∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
〈
ṙ(t) ∂

∂r

∣∣∣∣
c(t)

,
∂

∂r

∣∣∣∣
c(t)

〉∣∣∣∣∣
= |ṙ(t)| ,

wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn ċ(t) und ∂
∂r

∣∣∣
c(t)

linear abhängig sind.

L(c) =
∫ t0

0
‖ċ‖+

∫ T

t0
‖ċ‖ ≥

∫ t0

0

∣∣∣∣〈ċ, ∂∂r
〉∣∣∣∣ =

∫ t0

0
|ṙ| = r(t0)

Gleichheit gilt genau dann, wenn ϑ1(t), . . . , ϑm−1(t) konstant sind und ṙ(t) ≥ 0 gilt,
also genau dann, wenn c eine monotone Umparametrisierung von t 7→ expp(tv) für
v ∈ Sm−1 ist.
Für den zweiten Teil sei ε so, dass Polarkoordinaten ϕ = (r, ϑ1, . . . , ϑm−1) um p

existieren. Es sei q ∈ Bδ(p) und c sei eine glatte Kurve von p nach q. Für t0 =
inf{t ∈ [0, 1] | c(t) /∈ Bδ(p)} gilt dann:

L(c) ≥ δ + d(c(t0), q) ≥ δ + d(∂ Bδ(p), q),

also d(p, q) = infc L(c) ≥ δ + d(∂ Bδ(p), q). Da ∂ Bδ(p) kompakt ist, die Abstands-
funktion d(·, q) auf ∂ Bδ(p) ihr Minimum in q′ an. Damit gilt

d(q′, q) = d(∂ Bδ(p), q) und
d(p, q) = d(p, q′) + d(q′, q) = δ + d(q′, q)

somit gilt dann die Behauptung. �
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1. Polarkoordinaten

Korollar 8.8 Für alle p ∈ M existiert ein % > 0, so dass für alle q, q′ ∈ B%(p)
genau eine minimierende Geodätische von q nach q′ existiert.

Beweis Für q ∈M existiert ein % = %(q) > 0, so dass exp auf B%(q) ein Diffeomor-
phismus ist. Da exp : D → D glatt und D offen ist, existiert eine Umgebung Uq von
q, so dass expp : B %

2
(0q) → B %

2
(q′) ein Diffeomorphismus ist für alle q′ ∈ Uq. Für

p ∈ M existiert nach Satz 8.7 ein ε > 0, so dass Bε(p) kompakt ist. Die Überde-
ckung

⋃
q∈Bε(q) B %(q)

2
(q) besitzt eine endliche Teilüberdeckung. Für % = mini≤k{%(qi)

4 }
existieren auf jedem B2%(q), q ∈ Bε(p), Polarkoordinaten; insbesondere existiert für
q, q′ ∈ B%(p) eine eindeutige minimierende Geodätische von q nach q′. �

Bemerkung Die Geodätischen im obigen Korollar hängen stetig von ihren End-
punkten ab.

Korollar 8.9 Es seien p, q ∈M und c : [0, 1]→M stückweise glatte Kurven von p
nach q, so dass L(c) = d(p, q). Damit ist c eine umparametrisierte Geodätische im
Sinne von Definition 8.1.

Beweis

c

c(s) c

c(t)

Die Kurve ist lokal längenminimierend, denn ist c eine Kurve von c(s)
nach c(t) mit L(c) < L(c|[s,t]), so wäre c|[0,s] ∪ c ∪ c|[t,1] eine Kurve kürzer als c. Da
c kompaktes Bild hat, exisitert ein minimales % > 0 für alle c(t) wie in Korollar 8.8.
Dann findet man eine Partition 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1 mit d(c(ti−1), c(ti)) < %

2 ,
so dass c|[ti−1,ti+1] glatt ist.

c(ti)

c

c(ti−1)

c(ti+1)

Dann stimmt c|[ti−1,ti+1] für jedes i < k mit der nach Korollar 8.8 eindeutigen Geo-
dätischen (bis auf Umparametrisierung) überein. �

Definition 8.10 Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heïst geodätisch vollstän-
dig, wenn jede Geodätische auf ganz R fortgesetzt werden kann.

Satz 8.11 (Satz von Hopf-Rinow) Für eine Riemannsche Mannigfaltigkeit sind
die folgenden Aussagen äquivalent:
(i) M ist geodätisch vollständig, das heïst jede Geodätische existiert für alle Zei-

ten.
(ii) Für alle p ∈M gilt Dp = TpM , also exp ist auf ganz M definiert.
(iii) Es existiert ein p ∈M mit Dp = TpM , also expp ist auf TpM für ein p ∈M

definiert.
(iv) Abgeschlossene und beschränkte Teilmengen sind kompakt.
(v) M ist vollständig (als metrischer Raum).
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Jede dieser Eigenschaften impliziert, dass je zwei Punkte p, q in M durch eine mi-
nimierende Geodätische von p nach q verbunden werden können.

Beweis Man zeigt zunächst, dass es, falls (iii) für p ∈M gilt, zu jedem q ∈M eine
minimierende Geodätische von p nach q gibt. Es gelte Dp = TpM und es sei q ∈M .

0p

p

q

q

Für ε > 0 wie in Satz 8.7 ist ∂ B ε
2
(p) kompakt; es sei q ∈ ∂ B ε

2
(p) ein Punkt mini-

malen Abstandes zu q. Dann gilt q = expp( ε2v) für ein v ∈ TpM mit ‖v‖ = 1.
Behauptung: Dann ist γv|[0,R] : t 7→ expp(tv) minimierende Geodätische nach q für

R = d(p, q).
Es sei I = {t ∈ [0, R] | d(γv(t), q) = R− t}. Dann ist I nichtleer und abgeschlossen,
denn t 7→ d(γv(t), q) + t ist stetig.

γv

p

p0 = γv(t0)

q

q′

Für t0 ∈ I und 0 < % < ε0 sei q′ ∈ ∂ B%(γv(t0)) wie in Satz 8.7 angewandt auf
p0 = γv(t0). Dann gilt d(p0, q) = %+ d(q′, q) und es folgt:

d(p, q′) ≥ d(p, q)− d(q′, q)
= d(p, q)− d(p0, q) + %

= R− (R− t) + % = t0 + %

Damit ist die Verkettung von γv|[0,tv ] und der minimalen Geodätischen von p0 nach q′

nach Korollar 8.9 eine Geodätische. Aus der Eindeutigkeit von kurzen Geodätischen
folgt, dass diese Zusamensetzung mit γv übereinstimmt. Es gilt also q′ = γv(t0 + %)
und mit d(γv(t0 + %), q) = d(p0, q)− % = R− (t0 + %) gilt t0 + % ∈ I.
Wir können nun die einzelnen Implikationen zeigen. Dabei gelten (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii)
offensichtlich.
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1. Polarkoordinaten

(iii) ⇒ (iv): Es gelte Dp = TpM und es sei K ⊆M abgeschlossen und beschränkt.
Dann existiert R mit K ⊆ BR(p). Da BR(0p) kompakt ist, ist auchK kompakt.

(iv) ⇒ (v): gilt offensichtlich
(v) ⇒ (i): Es sei c eine nach Bogenlänge parametrisierte Geodätische mit maxima-

lem Definitionsintervall I. I ist nichtleer und offen. Ist (tn) eine Folge in I mit
Grenzwert t. Dann ist qn = c(tn) wegen

d(c(tn), c(tm)) ≤ |tm − tn|

eine Cauchy-Folge und konvergiert somit gegen ein p ∈M .

c

>

<

p

c(tn)

Es sei % > 0 wie in Korollar 8.8. Für hinreichend gros̈es n gilt dann |tn −
t| < %

2 . Die nach Bogenlänge parametrisierte Geodätische von qn = c(tn) mit
Startvektor ċ(tn) existiert auf (−%

2 ,
%
2), setzt also c bis zum Zeitpunkt |tn|+ %

2 >

|t| fort. �

Bemerkungen/Beispiele (1) Geodätische sind im Allgemeinen nicht eindeutig.
Betrachte die Einheitssphäre mit Geodätischen vom Nord- zum Südpol:

N

S

(2) R2 \{0}

−1 1

(3) B1(0) ⊆ R2 ist geodätisch konvex aber nicht vollständig.

Korollar 8.12 Es seien M eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit und c
eine Geodätische. Dann gilt:
(i) c ist lokal längenminimierend.
(ii) Falls es keine kürzere Geodätische von c(a) nach c(b) gibt, so ist c|[a,b] minimal.
(iii) Falls es eine weitere Geodätische c von c(a) nach c(b) mit L(c) = L(c|[a,b]) gibt,

so ist c|[a,b+ε] für kein ε minimierend.
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Beweis (i) Siehe Korollar 8.9.
(ii) Nach dem Satz von Hopf-Rinow existiert eine minimale Geodätische von c(a)

nach c(b). Ist c also die Kürzeste von c(a) nach c(b), so ist c auch minimierend.
(iii) Ist c eine weitere Geodätische von c(a) nach c(b), so gilt ċ(b) 6= ċ(b).

c(a)

ċ(b)

c(b)
c

ċ(b)

c̃

Die zusammengesetzte Kurve kann keine Geodätische sein, da die Tangentialvektoren nicht
übereinstimmen.

Für hinreichend kleines ε > 0 existiert dann nach Satz 8.7 eine minimierende
Geodätische c̃ von c(b − ε) nach c(b + ε). Die Länge von c|[a,b−ε] ∪ c̃ ist strikt
kleiner als die Länge von c|[a,b+ε]. Damit ist c|[a,b+ε] nicht minimierend. �
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Kapitel 9.

Jacobifelder
Für p, q ∈M sei Ωpq der Raum aller glatten Kurven c : [0, 1]→M mit c(0) = p und
c(1) = q.

p

q

c

d
ds cs

Definition 9.1 Eine (glatte) Variation einer glatten Kurve c : [a, b] → M ist
eine glatte Abbildung

h : (−ε, ε)× [a, b]→M hs(t) = h(s, t)

mit h0 = c. Gilt h(·, a) ≡ c(a) und h(·, b) ≡ c(b), so heïst h eine Variation mit fes-
ten Endpunkten oder eigentliche Variation. Man schreibt cs für eine Variation
h von c.

Ist cs eine glatte Variation von c, so ist

Y (t) := d
ds

∣∣∣∣
s=0

cs(t)

= d
ds

∣∣∣∣
s=0

h(s, t) = h∗(0,t)

(
∂

∂s

)
ein Vektorfeld entlang c. Ist cs eigentlich, so gilt Y (a) = 0 ∈ Tc(a)M und Y (b) =
0 ∈ Tc(b)M .

c

Y (t)

Tatsächlich ist jedes Vektorfeld ein solches Variationsfeld einer Variation von c: Ist
Y ein Vektorfeld entlang c, so definiert h(s, t) = expc(t)(sY (t)) eine Variation von c
und es gilt:

d
ds

∣∣∣∣
s=0

h(s, t) = expc(t)∗0(Y (t))

= idTc(t) M (Y (t)) = Y (t).
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Falls Y in den Endpunkten von c verschwindet, so ist die so definierte Variation
eigentlich. Bestimme d

ds

∣∣∣
s=0

E(cs) und d
ds

∣∣∣
s=0
L(cs):

1
2

d
ds

∣∣∣∣
s=0
〈ċs, ċs〉 = 〈∇sċ(s), ċ(s)〉

=
〈
∇s

d
dtcs, ċ(s)

〉
=
〈
∇t

d
dscs, ċs

〉
=
〈 d

ds

∣∣∣∣
s=0

cs, ċs

〉′
−
〈 d

ds

∣∣∣∣
s=0

cs,∇tċs
〉

= 〈Y, ċ〉′ − 〈Y,∇tċ〉

d
dt

∣∣∣∣
s=0
‖ċs‖ = 1

2‖cs‖
d
ds

∣∣∣∣
s=0
〈ċs, ċs〉

= 〈Y, ċ〉
′ − 〈Y,∇tċ〉
‖ċ‖

Damit folgt:

d
ds

∣∣∣∣
s=0

E(cs) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

∫ b

a

1
2‖ċs‖ = 〈Y, ċ〉|ba −

∫ b

a
〈Y,∇tċ〉

Betrachte E : Ωpq → R. Dann ist c ∈ Ωpq genau dann eine Geodätische, wenn
c ein kritischer Punkt von E ist, das heïst d

ds

∣∣∣
s=0

E(cs) = 0 für jede eigentliche
Variation von c. Ist c ein kritischer Punkt von E, so sei cs die von Y = f∇tċ mit
f(0) = 0 = f(1) erzeugte Variation. Dann ist cs eigentlich und es gilt

0 = d
ds

∣∣∣∣
s=0

E(cs) = −
∫ b

a
f‖∇tċ‖2

also ∇tċ = 0. Ist c nach der Bogenlänge parametrisiert, so gilt

d
ds

∣∣∣∣
s=0
L(cs) = d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(cs)

Eine Kurve c ∈ Ωpq ist genau dann ein kritischer Punkt von L, wenn c eine umpa-
rametrisierte Geodätische ist.

1. Ausblick: Hesse & Morse - Theorie

Sei f ∈ C∞(M), sei nach Konvention ∇Xf = X(f) = df(X), und ∇f = df ∈
Ω1(M) = Γ(TM∗). Für die Hessesche Hf = ∇2f gilt nach Proposition 7.3:

∇2f(X,Y ) = (∇Xdf)(Y ) = X(df(Y ))− df(∇XY )
= X(Y f)− (∇XY )(f) (= ∇2

X,Y in Kapitel 7)
= [X,Y ]f + Y (Xf)− (∇XY −∇YX︸ ︷︷ ︸

[X,Y ] Torsionsfreiheit

)f − (∇YX)f

= Y (Xf)− (∇YX)(f) = ∇2f(Y,X) = Hf (Y,X)
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1. Ausblick: Hesse & Morse - Theorie

Die Hessesche ist also eine symmetrische R-Bilinearform Hf : V(M) × V(M) →
C∞(M). Sie ist im Allgemeinen nicht C∞(M)-bilinear. Ist p ∈ M ein kritischer
Punkt von f , das heïst df |p = 0, dann hängt Hf |p nur von ξ = Xp und η = Yp ab:
Ist X̃ ein Vektorfeld mit X̃p = ξ = Xp, so gilt:

Hf |p(X̃, Y ) = X̃p(Y f)− df |p(∇X̃Y )︸ ︷︷ ︸
=0

= X̃p(Y f) = ξ(Y f)

= Xp(Y f) = . . . = Hf |p(X,Y )

Hf |p ist eine Bilinearform auf TpM . Insbesondere hängt Hf |p nur von der diffe-
renzierbaren Struktur von M und nicht von der Riemannschen Struktur ab. Ist Hf

nicht ausgeartet, so heïst die Anzahl der negativen Eigenwerte der Index von f in
p. Ist v ∈ TpM der Eigenvektor zu einem negativen Eigenwert k und γ eine Kurve
mit γ(0) = p und γ̇(0) = v. Dann gilt

0 > λ‖v‖2 = Hf |p(v, v) = v((f ◦ γ)′) = d2

dt2

∣∣∣∣∣
t=0

f(γ(t))

Entlang der Kurve γ nimmt f also ein striktes Maximum an.

p

M

f Höhenfunktion

Tatsächlich ist jeder nicht ausgeartete kritische Punkt von solcher Gestalt.

Morse-Lemma Es sei p ∈ M ein nicht ausgearteter kritischer Punkt von f ∈
C∞(M) mit Index α. Dann existiert eine Karte (ϕ,U) um p mit ϕ(p) = 0 und
f = f(p)− (ϕ1)2 − (ϕ2)2 − . . .− (ϕα)2 + (ϕα+1)2 + . . .+ (ϕm)2.

Morse-Theorie
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p = 0

q

r

s

R

f

f(s) Index 2
(glob. Max. d. Höhenfktn.)

f(r) Index 1

a = f(x)

f(q) Index 1

f(p) = 0 Index 0

M = T 2 ⊆ R3

Ma = {f ≤ a}

Die Topologien von Ma und M b sind identisch, wenn zwischen a und b keine kriti-
schen Werte auftreten. „Rekonstruktion“: Klebe sukzessive für die nicht ausgearteten
kritischen Punkte p Zellen der Dimension Indf (p), das heïst B1(0) ⊆ RIndf (p).
Auf jeder glatten Mannigfaltigkeit existiert eine sogenannte Morse-Funktion, das
heïst eine Funktion mit isolierten kritschen Punkten, die alle nicht entartet sind und
für die f−1([a, b]) kompakt ist. Ist f(p) = a ein kritischer Wert, so unterscheiden
sich Mα−ε und Mα+ε durch das Ankleben einer Indf (p)-Zelle.
Weitere Informationen zu diesem Thema lassen sich im Buch „Morse Theory“ von
J. Milnor [6] finden.

2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in
kritischen Punkten)

Es sei c eine nach Bogenlänge parametrisierte Geodätische, cs eine Variation von c
und Y (t) = d

ds

∣∣∣
s=0

cs(t). Dann gelten die folgenden Gleichungen:

E(cs) = 1
2

∫ L
0
‖ċs‖2

d
ds〈ċs, ċs〉 = 2〈∇sċs, ċs〉

= 2
〈
∇t

d
dscs, ċs

〉
d2

ds2 〈ċs, ċs〉 = 2
〈
∇s∇t

d
dscs, ċs

〉
+ 2

〈
∇t

d
dscs,∇sċs

〉
= 2

〈
∇s∇t

d
dscs, ċs

〉
+ 2

∥∥∥∥∇t d
dscs

∥∥∥∥2

∇s∇t
d
dscs = ∇t∇s

d
dscs +R

( d
dscs︸ ︷︷ ︸

s=0:Y (t)

,
d
dtcs

) d
dscs

Zur Übersichtlichkeit setzen wir nun ∇tY =: Y ′

1
2

d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0
〈ċs, ċs〉 =

〈
∇t∇s

d
dscs, ċs

〉
+ 〈R(Y, ċ)Y, ċ〉+ ‖∇tY ‖2

=
〈
∇s

d
dscs, ċ

〉′
− 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉+ ‖Y ′‖2
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d2

ds2E(cs) =
〈
∇s

d
dscs, ċs

〉∣∣∣∣L
0

+
∫ L

0
‖Y ′‖2 − 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉

d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0
‖ċs‖ = d

ds

∣∣∣∣
s=0

( 1
2‖ċs‖

d
ds‖ċ‖

2
)

= −1
4

( d
ds

∣∣∣∣
s=0
‖cs‖2

)2
+ 1

2
d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0
‖ċs‖2

d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0
L(cs) = d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0

E(cs)−
1
4

∫ ( d
ds

∣∣∣∣
s=0
‖ċs‖2

)2

=
〈
∇s

d
dscs, ċs

〉∣∣∣∣L
0

+
∫ L

0
‖Y ′‖2 − 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉 − (〈Y ′, ċ〉)2

Bezeichnet Y ⊥ = Y − 〈ċ, Y 〉ċ den Normalenanteil von Y bezüglich ċ, so gilt:

Y ⊥
′ = Y ′ − 〈∇tċ, Y 〉ċ− 〈ċ, Y ′〉ċ− 〈ċ, Y 〉∇tċ
= Y ′ − 〈ċ, Y ′〉ċ = (Y ′)⊥

‖Y ′⊥‖ − 〈R(Y ⊥, ċ)ċ, Y ⊥〉 = 〈Y ′ − 〈ċ, Y ′〉ċ, Y ′ − 〈ċ, Y ′〉ċ〉 − 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉
+ 〈R(Y, Ċ)ċ, 〈ċ, Y 〉ċ〉
+ 〈R(〈ċ, Y 〉ċ, ċ)ċ, Y − 〈ċ, Y ′〉ċ〉

= ‖Y ′‖2 − 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉 − (〈Y ′, ċ〉)2

Es gilt:

d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0
L(cs) =

〈
∇s

d
dscs, ċ

〉∣∣∣∣L
0

+
∫ L

0
‖Y ′⊥‖2 − 〈R(Y ⊥, ċ)ċ, Y ⊥〉

Erinnerung Für eine glatte Funktion f auf M gilt in kritischen Punkten p:

Hf (v, v) = d2

dt2

∣∣∣∣∣
t=0

f(γ(t))

mit γ(0) = p, γ̇(0) = v. Diese Eigenschaft verwenden wir in der folgenden Definition
als Ausgangspunkt.

Definition 9.2 Es sei Y ein Vektorfeld entlang einer nach Bogenlänge parametri-
sierte geodätische Kurve c und cs die von Y erzeugte Variation. Die durch

I(Y, Y ) = d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0

E(cs)

auf dem Vektorraum der Vektorfelder entlang c definierte symmetrische Bilinearform
heïst die Indexform von c.

Sind X,Y Vektorfelder entlang c, welche in den Endpunkten verschwinden, so gilt

I(X,Y ) = −
∫ L

0

〈
X ′′ +R(X, ċ)ċ, Y

〉
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denn bezeichnet cs die von Y erzeugte eigentliche Variation, so gilt

d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0

E(cs) =
〈
∇s

d
dscs, ċ

〉∣∣∣∣L
0

+
∫ L

0
‖Y ′‖2 − 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉

=
∫ L

0

〈
Y ′, Y

〉′ − 〈Y ′′, Y 〉− 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉

=
〈
Y ′, Y

〉∣∣L
0 −

∫ L
0

〈
Y ′′, Y

〉
+ 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉

= −
∫ L

0

〈
Y ′′ +R(Y, ċ)ċ, Y

〉
.

Die Indexform um eine Geodätische c ist genau dann ausgeartet, wenn ein in den
Endpunkten verschwindendes Vektorfeld entlang c existiert mit

Y ′′ +R(Y, ċ)ċ ≡ 0. (9.1)

Definition 9.3 Ein Vektorfeld entlang einer Geodätischen c heïst Jacobifeld, wenn
es die obige Differentialgleichung (9.1) erfüllt.

Lemma 9.4 Es sei c : [0, 1] → M eine Geodätische, p = c(0). Dann existiert für
alle v, w ∈ TpM genau ein Jacobifeld J entlang c mit J (0) = v, J ′(0) = w.

Beweis Es sei e1, . . . , em ∈ TpM eine Orthonormalbasis des Tangentialraums in p
und es bezeichnen E1, . . . , Em die entlang c parallelen Vektorfelder mit Ei(0) = ei.
Dann ist jedes Vektorfeld Y entlang c von der Form Y =

∑
i η
iEi und es gilt:

Y ′ =
∑
i

(η̇iEi + ηi∇tEi) =
∑
i

η̇iEi

sowie Y ′′ =
∑
η̈iEi. Setzt man R(Ej , ċ)ċ =

∑
i %
i
jEi, so ist (9.1) zum System linearer

Differentialgleichungen zweiter Ordnung

η̈i +
∑
i

ηi%ij = 0.

Existens und Eindeutigkeit folgen mit der Lösungstheorie gewöhnlicher Differential-
gleichungen. �

Beispiel (Jacobifelder des Rn) Die Geodätischen des Rn sind genau die Gera-
den. Ein Vektorfeld Y entlang einer Geraden ist genau dann ein Jacobifeld, wenn
Y ′′ = 0 gilt; jedes solche ist der Form Y (t) = v + tw.

c

w
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2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in kritischen Punkten)

Sind die Startwerte eines Jacobifeldes tangential an c, etwa J (0) = λċ(0) und
J ′(0) = µċ(0), so gilt

J (t) = (λ+ tµ)ċ(t),

denn

J ′′(t) = ∇t(µċ(t) + (λ+ tµ)∇tċ(t)︸ ︷︷ ︸
=0

) = µ∇tċ = 0,

R(J , ċ)ċ|t = (λ+ tµ)R(ċ, ċ)ċ = 0.

Zu c tangentiale Jacobifelder tragen keine geometrischen Informationen; vgl. zweite
Ableitung des Längenfunktionals. Gilt für die Startwerte eines Jacobifeldes J (0)
und J ′(0) = ċ(0)⊥

〈
J ′, ċ

〉′ = 〈
J ′′, ċ

〉
+
〈
J ′,∇tċ

〉
= −〈R(J , ċ)ċ, ċ〉 = 0,

also J ′(t) ⊥ ċ(t) für alle Zeiten t und 〈J , ċ〉′ = 〈J ′, ċ〉 = 0, somit J (t) ⊥ ċ(t) für
alle t.
Der R-Vektorraum der Jacobifelder entlang einer Geodätischen c hat die Dimension
2 dim(M) und die zu c normalen Jacobifelder bilden einen Vektorraum der Dimen-
sion 2 dim(M)− 2.

Satz 9.5 Es sei c : [0, 1] → M eine Geodätische und cs eine Variation von c, so
dass alle Kurven cs Geodätische sind. Dann ist das zugehörige Variationsfeld ein
Jacobifeld entlang c. Jedes Jacobifeld ist von dieser Gestalt.

Beweis Es sei cs eine Variation von c und alle cs seien Geodätische. Dann gilt:

Y ′′ = ∇t
(
∇t

d
dscs

)∣∣∣∣
s=0

= ∇t
(
∇s

d
dtcs

)∣∣∣∣
s=0

= ∇s∇t
d
dtcs︸ ︷︷ ︸
=0

+ R

( d
dtcs︸ ︷︷ ︸
=ċ

,
d
dscs︸ ︷︷ ︸
=Y

) d
dtcs︸ ︷︷ ︸
=ċ

∣∣∣∣
s=0

= −R(Y, ċ)ċ

Es sei umgekehrt J ein Jacobifeld entlang c, γ die durch γ(0) = c(0), γ̇(0) = J (0)
definierte Geodätische, sowie V und W die entlang γ parallelen Vektorfelder mit
V (0) = ċ(0) und W (0) = J ′(0). Dann ist

cs(t) = expγ(s)(t(V (s) + sW (s)))

eine Variation von c und alle Kurven cs sind Geodätische. Das zugehörige Variati-
onsfeld Y = d

ds

∣∣∣
s=0

cs ist nach dem oben Bewiesenen ein Jacobifeld. Es gilt

Y (0) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

expγ(s)(0) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

γ(s) = J (0).
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und

Y ′(0) = ∇t
d
ds

∣∣∣∣
s=0

cs

∣∣∣∣
t=0

= ∇s
d
dt

∣∣∣∣
t=0

expγ(s)(t(V (s) + sW (s)))
∣∣∣
s=0

= ∇s(V (s) + sW (s))|s=0

= V ′(0) +W (0) + 0W ′(0)
= W (0) = J ′(0)

Nach Lemma 9.4 stimmen J und Y überein. �

Erinnerung (Korollar 8.12 (iii)) Die zusammengesetzte Kurve oben ist kürzer
als die durchgezogene Kurve unten.

p

c

q
c

Definition 9.6 Ein Punkt p ∈ M heïst zu q konjugiert, wenn q ein singulärer
Wert von expp ist. p heïst konjugiert zu q entlang der Geodätischen c, wenn
expp∗ċ(0) singulär ist, das heïst Kern expp∗ċ(0) 6= {0}.

Proposition 9.7 Ein Punkt p ist genau dann konjugiert zu q entlang einer Geodä-
tischen c, wenn es ein nichttriviales Jacobifeld entlang c gibt, welches in den End-
punkten verschwindet.

N

S

S2

c
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Beweis Nach Satz 9.5 ist jedes Jacobifeld J entlang c mit J (0) = 0 von der Gestalt
J (t) = d

ds

∣∣∣
s=0

expp(t(ċ(0)+sJ ′(0)), oder allgemein d
ds

∣∣∣
s=0

expγ(s)(t(V (s)+sW (s))).
Es gilt dann

J (1) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

expp(ċ(0) + sJ ′(0)) = expp∗ċ(0)(J ′(0))

Damit existiert genau dann ein nichttriviales Jacobifeld J entlang c mit J (0) = 0,
J (1) = 0, wenn Kern expp∗ċ(0) 6= {0}. �

Bemerkung 1) Der Raum der nichttrivialen Jacobifelder mit verschwindenden
Endpunkten entlang c hat genau die Dimension dim Kern expp∗ċ(0).

2) Ist p konjugiert zu q, so ist q konjugiert zu p.
3) Für jedes Jacobifeld J entlang c mit J (0) = 0 = J (1) gilt 〈J , ċ〉 = 〈J ′, ċ〉 = 0,

denn

〈J ′, ċ〉′ = 〈J ′′, ċ〉 = −〈R(J , ċ)ċ, ċ〉 = 0,

also ist 〈J ′, ċ〉 = 〈J , ċ〉′ konstant. Ferner gilt 〈J (0), ċ(0)〉 = 0 = 〈J (1), ċ(1)〉,
also ist 〈J , ċ〉 ≡ 0.

4) Sind p und q nicht entlang c zueinander konjugiert, dann ist jedes Jacobifeld
J entlang c eindeutig durch J (0) und J (1) bestimmt, denn sind J und J̃
Jacobifelder mit identischen Randwerten, so ist J −J̃ ein Jacobifeld welches in
den Endpunkten verschwindet.

5) Zwei Punkte sind genau dann konjugiert entlang der Geodätischen c, wenn eine
eigentliche geodätische Variation von c existiert.

Satz 9.8 Es seien p, q ∈M und sei c : [0, 1]→M eine Geodätische von p nach q.
(i) Ist entlang c kein Punkt zu p konjugiert, dann existiert eine Umgebung U von

c in Ωpq, so dass L(c̃) > L(c) und E(c̃) ≥ E(c) für alle c̃ ∈ U gelten.
(ii) Falls ein t0 ∈ (0, 1) existiert, so dass p = c(0) zu c(t0) entlang c konjugiert

ist, so existiert eine eigentliche Variation cs von c mit L(cs) < L(c) und
E(cs) < E(c) für hinreichend kleine s.

Lemma 9.9 (globales Gaus̈ Lemma) Es seien v, w ∈ TpM und c(t) = expp(t ·
v). Dann gilt

〈expp∗tv(v), expp∗tv(w)〉 = 〈v, w〉.

Insbesondere ist jede Geodätische in p orthogonal zu der Abstandssphäre

Sr(p) = {q | d(p, q) = r}.

Beweis Y sei das durch die Startwerte Y (0) = 0 und Y ′(0) = w
t bestimmte Jaco-

bifeld entlang c. Dann gilt:

Y (t) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

expγ(s)(t(V (s) + sW (s))) γ(0) = p, γ̇(0) = Y (0) = 0

= d
ds

∣∣∣∣
s=0

expp
(
t

(
v + s

w

t

))
V (s) = V (0) = ċ(0) = v

= expp∗tv(w) W (s) = . . . = w

t
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Es sei wt = λv + u mit u ⊥ v. Der zu c tangentiale Anteil von Y ist dann

Y T (s) = λsċ(s),

denn Y T ′′ = 0 und R(Y T , ċ)ċ = λsR(ċ, ċ)ċ = 0. Also gilt Y (t) = λtċ(t) + Y ⊥(t),
wobei Y ⊥ der zu c orthogonale Anteil von Y ist. Es folgt

〈expp∗tv(v), expp∗tv(w)〉 =
〈 d

dtexpp(tv)︸ ︷︷ ︸
=c

, Y (t)
〉

= 〈ċ(t), λtċ(t) + Y ⊥(t)〉
= λt‖ċ(t)‖2 = λt‖v‖2

〈v, w〉 = 〈v, t(λv + w)〉 = tλ‖v‖2 �

Lemma 9.10 Es sei c : [0, 1] → M eine Geodätische, v = ċ(0) ∈ TpM und ψ

(stückweise) glatte Kurve in TpM mit ψ(0) = 0 und ψ(1) = v, dann gilt

L(expp ◦ψ) ≥ L(c),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn ψ eine monotone Reparametrisierung von
t 7→ tv ist.

Beweis Es seien % und ϑ glatt, so dass ψ = %ϑ mit ‖ϑ‖ ≡ 1 (Polarkoordinaten).

‖(expp ◦ψ)′‖2 = ‖ expp∗%ϑ(%′ϑ+ %ϑ′)‖2

= %′2 〈expp∗%ϑ(ϑ), expp∗%ϑ(ϑ)〉︸ ︷︷ ︸
=〈ϑ,ϑ〉=1

+ 2%%′ 〈expp∗%ϑ(ϑ), expp∗%ϑ(ϑ′)〉︸ ︷︷ ︸
=〈ϑ,ϑ′〉= 1

2‖ϑ‖2′=0

+ %2〈expp∗%ϑ(ϑ′), expp∗%ϑ(ϑ′)〉
= %′2 + %2‖ expp∗ψ(ϑ′)‖2

Damit folgt

L(expp ◦ψ) ≥
∫ 1

0
|%′| ≥ |%(1)− %(0)| = ‖v‖ = L(c)

Gleichheit gilt genau dann, wenn ϑ konstant und % monoton ist. �

Beweis (von Satz 9.8) (i) Es sei c : [0, 1] → M eine Geodätische, seien p = c(0)
und q = c(1) und es existieren keine zu p konjugierten Punkte entlang c. Es be-
zeichne ϕ : [0, 1] → TpM mit ϕ(t) = tv. Für jedes t ∈ [0, 1] ist nach Vorausset-
zung expp∗ϕ(t) regulär, also eine lokaler Diffeomorphismus. Es sei {Wi} eine end-
liche offene Überdeckung von ϕ([0, 1]), so dass expp |Wi : Wi → expp(Wi) = Ui
ein Diffeomorphismus ist.
Ziel: Lifte Variationen von M nach TpM .
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2. Zweite Ableitung des Energiefunktionals (in kritischen Punkten)

c

ε-Schlauch

Ui

Es sei ti eine Partition von [0, 1], so dass ϕ([ti−1, ti]) ⊆Wi. Ist cs eine Variation
von c, so kann ε > 0 so gewählt werden, dass

cs : [ti−1, ti]× (−ε, ε)→ Ui = expp(Wi)

gilt. Dies definiert eine Variation ψs von ϕ wie folgt: Ist ψs bis ti−1 definiert und
gilt ψs(ti−1) ∈ Wi, so setzt man ψs(t) = expp |−1

Wi
(cs(t)). Nach Lemma 9.10 gilt

also

L(expp ◦ψs) = L(cs) ≥ L(c)

für alle s. Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt dann:

E(cs) ≥
1
2L(cs)2 ≥ 1

2L(c)2 = E(c)

(ii) Es sei c(t0) entlang c zu p = c(0) konjugiert.
Behauptung: Dann existiert ein zu c orthogonales Vektorfeld Y entlang der

Geodätischen c mit Y (0) = 0, Y (1) = 0 und I(Y, Y ) = 0.
Dann gilt für die zugehörige eigentliche Variation cs von c:

d
ds

∣∣∣∣
s=0
L(cs) = λ

d
ds

∣∣∣∣
s=0

E(cs) = 0

und, da Y normal ist,

d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0
L(cs) = d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0

E(cs) = I(Y, Y ) < 0

Somit ist c lokales Maximum.
Beweis der Behauptung: Es existiert ein nichttriviales (zu c orthogonales)

Jacobifeld J entlang c|[0,t0] mit J (0) = 0 und J (t0) = 0. Erinnerung: Ist
c ∈ Ωpq eine Geodätische und to ∈ (0, 1), so dass c(t0) zu p = c(0) entlang
c konjugiert ist, so existiert ein Vektorfeld Y entlang c mit I(Y, Y ) < 0.
Beweis der Existenz von Y : Da c(t0) zu p entlang c konjugiert ist, existiert

ein nichttriviales Jacobifeld J entlang c|[0,t0] mit J(0) = 0, J(t0) = 0.
Es sei X das entlang c parallele Vektorfeld mit X(t0) = −J ′(t0) (nach
Lemma 9.4 ist J ′(t0) 6= 0) und α : [0, 1] → R mit α(0) = 0 = α(1) und
α(t0) = 1. Für z = α ·X und η > 0 sei

Y (t) =

J(t) + η · Z(t) für 0 ≤ t ≤ t0
η · Z(t) für t0 < t ≤ 1

87



Kapitel 9: Jacobifelder

Y ist nun stückweise glatt, die Variationsformeln für L und E, beziehungs-
weise die Indexform lassen sich aber ganz analog für stückweise glatte Vek-
torfelder beziehungsweise Variationen formalisieren. Es gilt, da Y orthogo-
nal zu c ist, für die zu Y gehörigen Variationen cs:

J(Y, Y ) = d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0

E(cs) = d2

ds2

∣∣∣∣∣
s=0
L(cs)

=
∫ 1

0
‖Y ′‖2 − 〈R(Y, ċ)ċ, Y 〉

=
∫ t0

0

〈
J ′, J ′

〉
− 〈R(J, ċ)ċ, J〉

+ 2η
∫ t0

0

〈
J ′, Z ′

〉
− 〈R(J, ċ)ċ, Z〉

+ η2
∫ 1

0

〈
Z ′, Z ′

〉
− 〈R(Z, ċ)ċ, Z〉

und mit 〈
J ′, J

〉′ = 〈
J ′, J ′

〉
+
〈
J ′′, J

〉
=
〈
J ′, J ′

〉
− 〈R(J, ċ)ċ, J〉〈

J ′, Z
〉′ = 〈

J ′, Z ′
〉

+
〈
J ′′, Z

〉
=
〈
J ′, Z ′

〉
− 〈R(J, ċ)ċ, Z〉

folgt

J(Y, Y ) =
〈
J ′, J

〉
|t00 + 2η

〈
J ′, Z

〉
|t00 + η2J(Z,Z)

= 0 + 2η
(〈
J ′(t0), Z(t0)

〉
−
〈
J ′(0), Z(0)

〉)
+ η2J(Z,Z)

= −2η‖J ′(t0)‖2 + η2J(Z,Z)

Für hinreichend kleines η > 0 ist damit J (Y, Y ) < 0. �

Betrachte die Sphäre vom Radius r > 0, Snr ⊆ Rn+1:

p

v

Sn

Snr

Als differenzierbare Mannigfaltigkeit ist Snr diffeomorph zur Standardsphäre Sn =
Sn1 , vermöge der Abbildung p 7→ 1

rp. Bezeichnet 〈·, ·〉r, die von Rn+1 auf Snr induzier-
te Riemannsche Metrik, so sind (Snr , 〈·, ·〉r) und (Sn, r2 〈·, ·〉1) isometrisch. Es folgt
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also diam(Snr , 〈·, ·〉r) = πr = r diam(Sn, 〈·, ·〉1). Für die Schnittkrümmung einer von
v, w ∈ TpM aufgespannte Ebene

secSnrp ({v, w}) = 〈R(v, w)w, r〉r
‖v‖2r‖w‖2r − 〈v, w〉r

= r2 〈R(v, w)w, v〉1
r4(‖v‖21‖w‖21 − 〈v, w〉1)

= 1
r2 secSnp ({v, w}) = 1

r2 .

Insbesondere gilt für die Ricci-Krümmung:

ricSnrp (v, v) =
∑
i

〈
R

(
ei,

v

‖v‖1

)
v

‖v‖1
, ei

〉
= ‖v‖21

∑
i≥2

secSnrp ({v, ei}) = ‖v‖21
1
r2 (n− 1)

= (n− 1) 1
r2 〈v, v〉1 .

wobei { v
‖v‖1

, e2, . . . , en} eine Orthonormalbasis ist.

Satz 9.11 (Bonnet-Myers) Es sei (M, g) eine vollständige m-dimensionale Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit

ricp ≥ (m− 1) 1
r2 g

für ein r > 0. Dann gilt

diam(M, g) ≤ πr = r diam(Sm, 〈·, ·〉1).

Insbesondere ist M kompakt.

Beweis Es sei l < diam(M, g). Dann existieren p, q ∈ M mit (.p, q) = l und nach
dem Satz von Hopf-Rinow eine minimale Geodätische c : [0, l] → M von p nach
q. Für jedes Vektorfeld Y entlang c, welches in den Endpunkten verschwindet, ist
J(Y, Y ) ≥ 0. Es sei ċ(0) = e1, . . . , em ∈ TpM eine Orthonormalbasis und Ei die
entlang c parallelen Vektorfelder mit Ei(0) = ei für i ≤ m. Für

Yi(t) = sin
(
π

l
t

)
Ei(t)

0 ≤ J(Yi, Yi) = −
l∫

0

〈
Y ′′i +R(Yi, ċ)ċ, Yi

〉

= −
l∫

0

〈
−π

2

l2
sin
(
π

l
t

)
Ei(t) + sin

(
π

l
t

)
R(Ei, ċ)ċ|t, sin

(
π

l
t

)
Ei(t)

〉

=
l∫

0

sin2
(
π

l
t

)(
π2

l2
− 〈R(Ei, ċ)ċ, Ei(t)〉

)
.

Es folgt

0 ≤
∑
i≥2

J(Yi, Yi) =
l∫

0

sin2
(
π

l
t

)(
(m− 1)π

2

l2
− ric(ċ(t), ċ(t))︸ ︷︷ ︸

≤(m−1)
(
π2
l2
− 1
r2

)
)

und somit π2

l2 −
1
r2 ≥ 0, also l ≤ πr. �
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Bemerkung (1) Die Existenz einer uniformen positiven Krümmungsschranke ist
entprechend

M = {x ∈ R3 | x2
1 + x2

2 − x2
3 = −1, x3 > 0}

Dies ist nicht H2

Es gilt:

secx(M, g) = 1
‖x‖4

also sec > 0, aber secx
‖x‖→∞−−−−−→ 0 und M ist nicht kompakt.

(2) Die Durchmesserschranke im Satz von Bonnet-Myers ist scharf in dem Sinne,
dass falls (M, g) eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric ≥ (m−
1) 1
r2 ist und diam(M, g) = πr gilt, so folgt (M, g) ist isometrisch zu Smr . (Cheng,

1975 [3])

3. Exkurs: Überlagerungen, Fundamentalgruppe und
Gruppenwirkungen

Erinnerung Zwei Wege, stetige Abbildungen, c0, c1 : [0, 1]→M heïsen homotop,
wenn eine stetige Abbildung

H : [0, 1]× [0, 1]→M

existiert mit H(0, ·) = c0 und H(1, ·) = c1. Gilt H(·, 0) ≡ c0(0) = c1(0) = p und
H(·, 1) ≡ c0(1) = c1(1) = q, so heïst H eigentlich.

Bemerkung Sind zwei glatte Wege homotop, so kann eine glatte Homotopie ge-
wählt werden. Die Fundamentalgruppe π1(M,p) ist die Menge der Homotopie-
klassen von Wegen c ∈ Ωpq bezüglich eigentlicher Homotopien mit der durch die
Verkettung von Wegen induzierten Gruppenstruktur.

p

<

q

>

c2

>

c1

Für eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit sind π1(M,p) und π1(M, q) isomorph,
schreibe π1(M). Eine Mannigfaltigkeit heïst einfach zusammenhängend, falls M
zusammenhängend ist und π1(M) = 0 gilt.
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Eine glatte Abbildung π : M̃ →M heïst Überlagerung, wenn für alle p ∈M eine
Umgebung U existiert, so dass π−1(U) =

⋃̇
Ui eine disjunkte Vereinigung offener

Mengen Ui ist und für alle Ui : π|Ui : Ui → U ein Diffeomorphismus ist. Sind M und
M̃ Riemannsch, so heïst eine Überlagerung π Riemannsche Überlagerung, falls
π eine lokale Isometrie ist.

Proposition 9.12 Es seien M und M̃ zusammenhängende Riemannsche Mannig-
faltigkeiten, M̃ vollständig und π : M̃ → M eine lokale Isometrie. Dann ist π eine
Riemannsche Überlagerung.

Beweis Für p ∈ M und v ∈ TpM seien p̃ ∈ π−1(p), ṽ = π−1
∗p (v) ∈ Tp̃∗ M̃ und

c̃ die Geodätische von M̃ mit c̃(0) = p̃, ˙̃c(0) = ṽ. Dann existiert c̃ für alle Zeiten.
Da π eine lokale Isometrie ist, ist c = π ◦ c̃ eine auf ganz R definierte Geodätische
von M mit c(0) = π(p̃) = p und c̃(0) = π∗p̃(ṽ) = v. Nach dem Satz 8.11 von Hopf-
Rinow ist M damit vollständig. Es sei p = π(p̃) und sei q ∈ M . Dann existiert eine
Geodätische c : [0, 1]→M von p nach q. Es sei c̃ die Geodätische in M̃ mit c̃(0) = p̃

und ˙̃c = π−1
∗p (ċ(0)). Dann gilt π◦ c̃ = c und π(c̃(1)) = c(1) = q. Damit ist π surjektiv.

Betrachte nun das folgende Diagramm:

Bε(0p̃) Bε(p̃)

TpM ⊇ Bε(0p) Bε(p) ⊆M

# p̃ ∈ π−1(p)

expp̃

expp

π∗p̃ π

Für hinreichend kleines ε > 0 ist exp ein Diffeomorphismus und das folgende Dia-
gramm kommutiert. Damit ist πBε(p̃) ein Diffeomorphismus. Wären für p̃1 und p̃2
die ε-Bälle nicht disjunkt und es existiere eine nichttriviale Geodätische der Länge
< 2ε von p̃1 nach p̃2 und damit eine Geodätische von p nach p der Länge < 2ε, also
in Bε(p). Also sind Bε(p̃1) und Bε(p̃2) für p̃1 6= p̃2 disjunkt. �

Proposition 9.13 Es seien M̃ undM zusammenhängenden Riemannsche Mannig-
faltigkeiten und π : M̃ → M eine Riemannsche Überlagerung . Dann ist M̃ genau
dann vollständig, wenn M vollständig ist.

Beweis „⇒“: Folgt nach Proposition 9.12
„⇐“: Es seiM vollständig und p̃i eine Cauchy-Folge in M̃ . Dann ist pi = π(p̃i) auch

eine Cauchy-Folge, denn π ist 1-Lipschitz, konvergiert also gegen p ∈M . Dann
liegen fast alle pi in einer Umgebung U , so dass πUk : Uk → U eine Isometrie
ist. Sei Uk so, dass fast alle p̃i in Uk liegen. Dann konvergiert p̃i gegen p̃ ∈ Ui,
mit p̃ ∈ π−1(p). �

Für jede zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit M existiert eine bis
auf Isometrie eindeutige einfach zusammenhängende Riemannsche Überlagerung M̃ .
Betrachte die topologisch universelle Überlagerung M̃ von M . Zieht man die diffe-
renzierbare und geometrische Struktur von M auf M̃ zurück, so wird M̃ zu einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit und die Überlagerungsabbildung zu einer Riemann-
schen Überlagerung,
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Problem: Es ist nicht klar, warum M̃ eine abzählbare Basis der Topologie hat. Es
gibt dabei zwei Auswege, zum Einen kann man zeigen dass π1(M) abzählbar ist
(Diplomarbeit von M. Herrmann), die andere Möglichkeit ist in „Foundations of
Differential Geometry“, Band I, Appendix 2 [4] beschrieben.
Die Fundamentalgruppe π1(M) ist isomorph zur Gruppe der Decktransformationen:

M̃

Mp

[c](p̃) = q̃

p̃

c

Jede Decktransformation ist glatt, also ein Diffeomorphismus, und sogar eine Isome-
trie, da π eine lokale Isometrie ist. Jedes Element von π1(M) induziert eine Isometrie
von M̃ .

4. Wirkung diskreter Gruppen

Es seien Γ eine diskrete Gruppe und X eine Menge. Eine Wirkung von Γ auf X,
geschrieben Γ y X, ist ein Gruppenhomomorphismus % : Γ → Sym(X), schreibe
%(γ)(x) = γ.x, und insbesondere gilt γ.(δ.x) = (γδ).x und 1Γ.x = x. Ist Γ y X

eine Wirkung, so bezeichnet Γ.x = {γ.x | γ ∈ Γ} die Bahn oder den Orbit von x
und Γx = {γ ∈ Γ | γ.x = x} die Isotropieuntergruppe von Γ in x. Jede Wirkung
induziert eine Äquivalenzklassenrelation auf X:

x ∼ y ⇔ ∃γ ∈ Γ : γ.x = y ⇔ y ∈ Γ.x

Die Äquivalenzklasse [x]∼ ist also genau die Bahn durch x. Der Quotient X
/
Γ =

x/∼ =
⋃

Γ.x heïst Bahnenraum der Wirkung , die Abbildung X → X/Γ, x 7→
[x]∼ die kanonische Projektion. Eine Wirkung heïst frei, wenn für alle x ∈ X

Γx = {1Γ} gilt. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und Γ eine glatte
oder isometrische Wirkung, das heïst % : Γ → Diff(M) oder % : Γ → Iso(M). Eine
solche Wirkung heïst eigentlich diskontinuierlich, wenn für jedes Kompaktum
K ⊆ M mit #{γ ∈ Γ | γ.K ∩ K 6= ∅} < ∞; in diesem Fall ist M

/
Γ hausdorffsch.

Ist diese Wirkung zudem frei, so ist der Bahnenraum M/Γ in natürlicher Weise eine
(Riemannsche) Mannigfaltigkeit und die kanonische Projektion π : M → M/Γ eine
Riemannsche Überlagerung.

Beispiel 9.14 (1) Ist π : M̃ → M eine universelle Riemannsche Überlagerung,
so ist π1(M) y M̃ frei und eigentlich diskontinuierlich und isometrisch, der
Quotient M̃

/
π1(M) ist isometrisch zu M .
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(2) Betrachte die Wirkung Z2 y R2 durch Translationen (a, b).(x, y) = (x+a, y+b).
Die Wirkung von Z2 auf R2 ist isometrisch, frei und eigentlich diskontinuierlich.

Beweis Der Quotient R
2/
Z2 ist diffeomorph zum Torus T 2 = S1×S1. Die glatte

Abbildung R2 → T 2, (x, y) 7→ (e2πix, e2πix) faktorisiert über die Wirkung und
induziert einen Diffeomorphismus.

R2

x

y

y′

verkleben

Die durch die Wirkung auf T 2 induzierte Metrik ist flach, in dem Sinne dass die
Krümmung konstant Null ist. Die Geodätischen des flachen Torus sind genau
die Bilder von Geodätischen des R2, also von Geraden, unter der kanonischen
Projektion.

R2
c̃

(0,−1)2 ∈ Z2

c

c

c = π ◦ c̃

(3) Der n-dimensionale reell-projektive Raum RPn: betrachte Z /2Z y Sn, γ.p =
−p, γ 6= 1 ∈ Z /2Z.

−p

p

Sn x Z /2Z

Geodätische minimieren
bis zur Länge ≤ π

2
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Kapitel 9: Jacobifelder

RPn = S/(Z /2Z)
−x

x Sn−1/(
Z /2Z

)
= RPn−1

RPn

Es sei (M, g) vollständig und ric(M,g) ≥ (n− 1) 1
r2 g für ein r > 0. Dann erfüllt auch

M̃ diese Voraussetzungen; insbesondere ist M̃ (ebenfalls) kompakt. Da π1(M) y M̃

eigentlich diskontinuierlich wirkt, gilt

#π(M) = #{γ ∈ π1(M) | γ.M̃ ∩ M̃ 6= ∅} <∞

Korollar (zum Satz von Bonnet-Myers) Unter den Voraussetzungen des Sat-
zes hat M eine endliche Fundamentalgruppe.

Satz 9.15 (Hadamard-Cartan) Es sei (M, g) eine vollständige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit sec(M,g) ≤ 0. Dann ist für alle p ∈ M die Exponentialabbildung
expp : TpM → M eine Überlagerung. Insbesondere ist jede einfach zusammenhän-
gende vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit sec ≤ 0 diffeomorph zu Rm.

Beweis Es sei c eine Geodätische und Y ein Jacobifeld entlang c mit Y (0) = 0.
Dann gilt für f(t) = ‖Y (t)‖2:

f ′(0) = 2〈Y ′(0), Y (0)〉 = 0

und

f ′′ = 2(〈Y ′′, Y 〉+ 〈Y ′, Y ′〉)
= 2(‖Y ′‖2 − 〈R(Y, ċ)ċ, Y︸ ︷︷ ︸

=λ sec(ċ,Y )≤0

) ≥ 0

Also ist f nichtnegativ und konvex. Wäre Y ein nichttriviales Jacobifeld, welches
in Punkten 0 und t0 verschwindet, so folgte aus f(0) = 0 und f(t0) = 0, dass f ,
und damit Y verschwindet. Somit existieren auf M keine zueinander konjugierten
Punkte. Die Exponentialabbildung ist also ein lokaler Diffeomorphismus. Die Metrik
g̃ = expp∗(g) auf TpM ist nach dem Gaus̈-Lemma und dem Satz von Hopf-Rinow
vollständig. Nach Proposition 9.12 ist damit expp(TpM, g̃)→ (M, g) eine Riemann-
sche Überlagerung. �

Erinnerung (Blatt 12, Aufgabe 2) Seien γ1 und γ2 Geodätische mit γi(0) = p,
v = γ̇1(0), w = γ̇2(0) und L(t) = d(γ1(t), γ2(t)). Dann gilt:

L(t) = t‖v − w‖
(

1− 1
12 sec(v, w)(1 + 〈v, w〉)t2

)
+ o(t3)

(
1− 1

12 sec(v, w)(1 + 〈v, w〉)t2
)

+ o(t3)


> 1 für sec < 0
= 1 für sec = 0
< 1 für sec > 0
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5. Krümmungsschranken und Trigonometrie

v

w

‖v − w‖
γ2

>

<

γ1
> > sec < 0

Ziel: Wir suchen ein globales Analogum.

5. Krümmungsschranken und Trigonometrie

p

qcv

v

0p

q = expp(v)

Es bezeichne dp die Abstandsfunktion dp(q) = d(p, q). Diese ist, in einer punktierten
Umgebung von p, glatt und es gilt dp(q) = ‖ exp−1

p (q)‖. Es folgt dann

X(dp)(q) = d
dt‖ exp−1

p (expp(tX))‖

= 1
‖ exp−1

p (q)︸ ︷︷ ︸
=v

‖
〈exp−1

p∗v(X), v〉

G.L.= 1
‖v‖
〈X, expp∗v(v)︸ ︷︷ ︸

ċv(1)

〉 (nach Gaus̈-Lemma)

Für eine glatte Funktion f heïst das durch X(f) = 〈grad f,X〉 definierte Vektorfeld
derGradient von f . Es ist X(f) = df(X) und 〈grad f, ·〉 = df . Für den Gradienten
von dp gilt nach der obigen Rechnung:

grad dp =
expp∗v(v)
‖v‖

= ċ(1)
‖ċ(0)‖ = ċ(1)

‖ċ(1)‖ ,

also ‖ grad dp‖ ≡ 1. Eine Funktion f : U → R, U offen in M , heïst lokale Ab-
standsfunktion, wenn ‖ grad f‖ ≡ 1 gilt. Für p ∈ U sei cp die Integralkurve von
grad f mit cp(f(p)) = p. Ist c eine (stückweise) glatte Kurve von p nach q, so gilt

L(c) =
∫ 1

0
‖ċ‖

C.S.
≥
∣∣∣∣∫ 1

0
〈grad f, ċ〉

∣∣∣∣ = |f(q)− f(p)|

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn c eine monotone Reparametrisierung von
cp ist. Damit ist cp eine (minimale) Geodätische, welche die Niveaumengen von f

durchläuft. Es gilt

Hf (X,Y ) = X(Y f)− (∇XY )(f)
= X〈grad f, Y 〉 − 〈grad f,∇XY 〉
= 〈∇X grad f, Y 〉

und mit ‖ grad f‖ ≡ 1 folgt

0 = 1
2X‖ grad f‖2

= 〈∇X grad f, grad f〉
= Hf (X, grad f).
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Kapitel 9: Jacobifelder

Für ein r ∈ R sei Mr = f−1(r) eine Niveaufläche von f . Ist X tangential zu Mr, das
heïst existiert eine Integralkurve γ von X in Mr, dann gilt

0 = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f(γ(t))) = X(f) = 〈grad f,X〉,

also ist grad f orthogonal zu Mr. Für zu Mr tangentiale Vektorfelder X und Y gilt
dann

0 = X〈grad f, Y 〉 = 〈∇X grad f, Y 〉+ 〈grad f,∇XY 〉

alsoHf (X,Y ) = −〈grad f,∇XY 〉. Für p ∈ U wird durchX 7→ ∇X grad f ein linearer
Endomorphismus Ap : grad f⊥ → grad f⊥ definiert. Es bezeichne

At = Acp(t) : ċp(t)⊥
grad f |cp(t)

→ ċp(t)⊥

eine Einschränkung auf cp. Es sei σ : (−ε, ε)→Mr eine glatte Kurve mit σ(0) = p.

p

σ

σ(s)

grad fcp

cσ(s)

Mr = d−1
p (r)

MR

Dann ist (t, s) 7→ cσ(s)(t) glatt und für alle s ∈ (−ε, ε) ist dann cσ(s) eine Geodätische
durch σ(s); also ist cs = cσ(s) eine geodätische Variation von c0 = cp. Es bezeichne
J das zugehörige Jacobifeld entlang cp mit J ′(t) = At · J (p).
Sei f = dp die Abstandsfunktion zu p ∈ M und c eine Geodätische von p nach q =
c(r) (nicht konjugiert zu c), das heïst q ∈Mr = d−1

p (r). Dann ist jedes Jacobifeld J
entlang c mit J (0) = 0 und J ⊥ ċ von obiger Gestalt: J wird von einer geodätischen
Variation cs erzeugt. Jede Geodätische t 7→ cs(t) ist minimierend, also
• cs(r) ∈Mr = d−1

p (r)
• dp(cs(t)) = t ⇒ cs ist eine Integralkurve von grad dp

Für σ(s) = cs(r) stimmt dann J mit obiger Konstruktion überein.

A′ J = (AJ )′ −AJ ′ = J ′′−A2 J = −R(J , ċ)ċ−A2 J

Setzt man Rt = R(·, ċ)ċ, so gilt

A′t +A2
t +Rt = 0,

die sogenannte Riccatigleichung. Ist E ein entlang c paralleles Vektorfeld mit
‖E‖ = 1 und E ⊥ ċ, so gilt

〈AE,E〉′ = 〈A′E,E〉 = −〈R(E, ċ)ċ, E〉 − 〈A2E,E〉 = − sec(E, ċ)− ‖AE‖2
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6. Räume konstanter Krümmung

Ist die Krümmung von (M, g) nach unten beschränkt, sec(M,g) ≥ κ, so folgt die
sogenannte Riccatiungleichung:

〈AE,E〉′ = − sec(E, i)− ‖AE‖2 ≤ −κ− 〈AE,E〉2

Setzt man a = 〈AE,E〉, so gilt

a′ ≤ −κ− a2

6. Räume konstanter Krümmung

Es bezeichneMn
κ den endlich zusammenhängenden n-dimensionalen Raum mit kon-

stanter Krümmung κ, also für κ = −1 den hyperbolischen Raum Hn, für κ = 0
die Ebene Rn und die Sphäre Sn im Falle κ = 1. Dann ist ein Jacobifeld entlang
einer Geodätischen c in Mn

κ eine Linearkombination von Jacobifeldern j · E, wobei
E ein entlang c paralleles Einheitsfeld ist und j eine Lösung der eindimensionalen
Jacobigleichung

j′′ + κj = 0

Es bezeichnen snκ und csκ die Lösungen mit snκ(0) = 0, sn′κ(0) = 1 und csκ(0) = 1,
cs′κ(0) = 0, das heïst

snκ(t) =


1√
−κ sinh(

√
−κt) für κ < 0

t für κ = 0
1/
√
κ sin(

√
κt) für κ > 0

csκ(t) =


cosh(

√
−κt) für κ < 0

t für κ = 0
cosh(

√
κt) für κ > 0

Dabei gilt sn′κ = csκ und cs′κ = −κ snκ. Setzt man ctκ(t) = csκ(t)
snκ(t) (= (ln snκ)′), so

gilt ct′κ = −κ−ct2
κ. Allgemeiner gilt für eine Lösung j von j′′+κj = 0 und b = (ln j)′

b′ =
(
j′

j

)′
= j′′j − j′2

j2 = −κj
2 − j′2

j2 = −κ− b2

das heïst b löst die eindimensionale Riccatigleichung. Es sei J ein Jacobifeld entlang
einer Geodätischen c in Mn

κ mit J (0) = 0 und J ⊥ ċ. Dann ist J = snκ Y , wobei
Y ein zu c orthogonales und entlang c paralleles Vektorfeld ist.

AY = A
1

snκ
J = 1

snκ
J ′ = sn′κ

snκ
Y = csκ

snκ
Y = ctκ Y.

Ziel: Wir suchen eine Abschätzung für Eigenwerte, beziehungsweise Operatornorm
von At und für das Wachstum von Jacobifeldern bei unteren Krümmungsschranken.

Lemma 9.16 Es seien a, b : I → R glatt für ein Interval I, sowie
• a′ ≤ −κ− a2

• b′ = −κ− b2
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Kapitel 9: Jacobifelder

• a(t0) ≤ b(t0) für ein t0 ∈ I.
Dann gilt:
(i) a(t) ≤ b(t) für alle t ≥ t0
(ii) Gilt a(t0) = b(t0) und a(t1) = b(t1) für t1 > t0, so folgt a|[t0,t1] = b|[t0,t1].
(iii) Gilt I = (0, t1] und lim

t→0
a(t) = ∞, so folgt a ≤ ctκ und falls a(t0) = ctκ(t0),

so gilt a = ctκ auf I.

Beweis Es gilt (
(b− a)e

∫
b+a
)′

=
(
(b′ − a′) + (b− a)(b+ a)

)
e
∫
b+a

=
(
b′ + b2︸ ︷︷ ︸

=−κ

− (a′ + a2)︸ ︷︷ ︸
≤−κ

)
e
∫
b+a ≥ 0

Also ist (b − a)e
∫
b+a monoton wachsend, das heïst b − a ≥ 0 und es gilt (i). (ii)

folgt sofort aus der Monotonie. Gilt a(t) t→0−−→ ∞, so existiert ein ϕ : I → R mit
a(t) = (ctκ ◦ϕ)(t) und ϕ(0) = 0. Nun gilt a′ = ϕ′(ct′κ ◦ϕ), also

0 = −κ+ κ = (ct′κ + ct2
κ) ◦ ϕ− (a′ + a2)

= ct′κ ◦ϕ+ (ctκ ◦ϕ)2 − ϕ′(ct′κ ◦ϕ)− (ctκ ◦ϕ)2

= (1− ϕ′) (ct′κ ◦ϕ)︸ ︷︷ ︸
≤0

und es folgt ϕ′ ≥ 1. Da ϕ(0) = 0, folgt ϕ(t) ≥ t. Da ctκ monoton falled ist, gilt

a = (ctκ ◦ϕ) ≤ ctκ .

Die Gleichheit wird wie oben gezeigt. �

Es gelte sec(M,g) ≥ κ und es sei c eine nach Bogenlänge parametrisierte Geodäti-
sche mit c(0) = p. Wie oben bezeichne At das symmetrische Endomorphismenfeld
At : ċ(t)⊥ → ċ(t)⊥, X 7→ ∇X grad dp. Für ein entlang c paralleles Vektorfeld E mit
‖E‖ = 1 und E ⊥ ċ sei a = 〈AE,E〉. Dann gilt:

a′ =
〈
A′E,E

〉
= −〈R(E, ċ)ċ, E〉 − 〈A2E,E〉 ≤ −κ− 〈AE,E〉2 = −κ− a2.

Mr

c

Et

Mε
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6. Räume konstanter Krümmung

An jeder Stelle, solange kein konjugierter Punkt vorliegt, kann E als normalisiertes
Jacobifeld J

‖J ‖(t) realisiert werden, wobei J (0) = 0 und J ⊥ ċ.

a =
〈
A
J
‖J ‖

,
J
‖J ‖

〉
= 〈J

′,J 〉
〈J ,J 〉

= (ln
→0︷ ︸︸ ︷
‖J ‖︸ ︷︷ ︸
→∞

)′ →∞

Mit a t→0−−→ ∞ und Lemma 9.16 folgt a ≤ ctκ (bis zum ersten konjugierten Punkt).
Insbesondere folgt

‖A‖ = sup
‖E‖=1

〈AE,E〉 ≤ ctκ .

Definition Ein (geodätisches) Dreieck ∆(a, b, c) in M besteht aus drei geodä-
tischen Segmenten a, b und c mit a(0) = b(0), a(1) = c(0) und c(1) = b(1). Es
bezeichnen α, β und γ die inneren Winkel in ∆. Ferner sei |a| = L(a) die Länge von
a (analog für b und c).

a

>

c>

b
>

c(t)

γ

β

α

Ein Vergleichsdreieck in M2
κ , der einfach zusammenhängenden vollständigen Rie-

mannschen Mannigfaltigkeit mit sec ≡ κ, ist ein Dreieck ∆(a, b, c) mit |a| = |a|,
|b| = |b| und |c| = |c|. Es existiert ein (bis auf Isomorphie) eindeutiges Vergleichs-
dreieck, wenn gilt:

(i) |a|+ |b| ≥ |c|, |b|+ |c| ≥ |a|, |c|+ |a| ≥ |b|
(ii) U(∆(a, b, c)) = |a|+ |b|+ |c| < 2π√

κ
(für κ > 0)

N

a>b

>

mehrere Möglichkeiten
für c in diesem Beispiel

Satz 9.17 (Alexandrov-Toponogov) Es sei (M, g) eine vollständige Riemann-
sche m-Mannigfaltigkeit mit sec(M,g) ≥ κ und im Falle κ > 0 gelte M 6∼= Sm1/√κ. Ist
dann ∆(a, b, c) ein geodätisches Dreieck mit |c| ≤ |a| + |b|, sowie, im Falle κ > 0,
|c| < π√

κ
und a und b seien minimierende Geodätische. Dann gilt für das Vergleichs-

dreieck ∆(a, b, c) in M2
κ : dp ≤ dp

(i) d(p, c(t)) ≤ d(p, c(t))
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Kapitel 9: Jacobifelder

(ii) α ≤ α und β ≤ β.

a

>

c>

b
>

c(t)
β

α
p

⊂M

Bemerkung Das Aussschlies̈en von Sm1/√κ ist nach dem Satz von Cheng[3] keine
Einschränkung.

Es seien a, b und c nach Bogenlänge parametrisiert und p = a(0) = b(0). Es existiere
zu jedem c(t) eine eindeutige Geodätische von p. Dann ist insbesondere dp um c(t)
glatt. Die Abstandsfunktion wird nun so modifiziert, dass in der Abschätzung nicht
zwischen dem zu grad dp kollinearen Anteil und dem zur Abstandssphäre tangentia-
len Teil unterschieden werden muss.

c

p

c(t)

grad dp

ċ(t)

Abstandssphäre

Karchers Trick Es sei

mκ(r) =
∫ r

0
snκ =


1
κ(1− csκ(r)) κ 6= 0
1
2r

2 κ = 0
,

dann ist mκ(0) = 0,m′κ = snκ, also mκ streng monoton auf [0, π√
κ

], und es gilt
csκ +κmκ ≡ 1. Es sei r(t) = d(p, c(t)) und e = mk ◦ r. Dann ist

r′ = d
dt(dp ◦ c) = ċ(dp) = 〈grad dp, ċ〉 ,

r′′ = 〈∇ċ grad dp, ċ〉 = Hdp(ċ, ċ)

Zerlegt man ċ orthogonal in ċ = v+w mit w ⊥ grad dp, so folgt aus Hdp(grad dp, ·) ≡
0 gerade

Hdp(ċ, ċ) = Hdp(w,w) = ‖w‖2
〈
A

w

‖w‖
,
w

‖w‖

〉
≤ (ctκ)‖w‖2.

Somit gilt

e′′ = (m′′κ ◦ r)r′2 + (m′κ ◦ r)r′′ = (csκ ◦r) 〈grad dp, ċ〉2 + (snκ ◦r)Hdp(ċ, ċ)
≤ (csκ ◦r)‖v‖2 + (snκ ◦r)(ctκ ◦r)‖w‖2 = (csκ ◦r)(‖v‖2 + ‖w‖2) = (csκ ◦r)
= 1− κ(mκ ◦ r) = 1− κe,

also e′′ + κe ≤ 1.
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6. Räume konstanter Krümmung

c0

p
J

w
ċ

Im Fall konstanter Krümmung gilt für eine analog definierte modifizierte Abstands-
funktion

e = (mκ ◦ r), e′′ + κe ≡ 1.

Ist wie oben ċ = v+w (mit w,w 6= 0), so existiert ein Jacobifeld entlang der Geodä-
tischen von p nach c(t) von der Form J = snκE, wobei E die parallele Fortsetzung
von w ist, und es gilt J(dp(c(t))) = w. Damit folgt

Hdp(ċ, ċ)|r = 〈AJ, J〉 |r =
〈
J ′, J

〉
|r = csκ(r) 〈E,w〉 = ctκ ‖w‖2

und in der obigen Abschätzung gilt die Gleichheit.

Beweisskizze (zum Satz von Alexandrov-Toponogov 9.17) asdf
(i) Annahme: Es gelte |a|+ |b|+ |c| < 2π√

κ
. Der Fall |a|+ |b| = |c| ist trivialerweise

korrekt. Es gelte also |a|+ |b| > |c|, dann ist jedenfalls p /∈ c. Es seien r = dp ◦ c
und e = mκ ◦ r wie oben, sowie r und c für das Vergleichsdreieck. Betrachte
f = e− e.
Fall 1: Zu jedem c(t) existiert eine eindeutige minimierende Geodätische, damit

ist r und damit auch f differenzierbar. Es gilt

f ′′ = e′′ − e′′ ≤ 1− κe− (1− κe) = −κf.

Angenommen es gäbe ein s ∈ (0, l), l = |c| mit f(s) < 0. Weiter sei ε > 0
so, dass gilt

l + ε <
π√
κ+ ε

.

Es sei g(t) = snκ+ε(t+ε) die, auf [0, l] positive, Lösung von g′′+(κ+ε)g = 0.
Betrachte h = f

g . Dann gilt h(s) < 0 und h(0) = 0 = h(l) und somit nimmt
h ein negatives Minimum, etwa t0, an.
Es gilt also h(t0) < 0, h′(t0) = 0 und h′′(t0) ≥ 0. Dann folgt

f ′′ + κf = g′′h+ 2g′h′ + gh′′ + κgh = −(κ+ ε)gh+ 2g′h′ + gh′′ + κgh

in t0:
= −εgh︸ ︷︷ ︸

>0

+ 2g′h′︸ ︷︷ ︸
=0

+ gh′′︸︷︷︸
≥0

> 0

im Widerspruch zu f ′′ + κf ≤ 0.
Fall 1 gilt nicht: Es gibt nun keine eindeutige Geodätische und für den Um-

fang gilt ‖a‖+ ‖b‖+ ‖c‖ ≥ 2π√
κ
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Kapitel 9: Jacobifelder

a

c

b

c0

c(t0)
bt

c(t)

c0(τ)

p

ct

rτ (t) = τ + d(c0(τ), c(t))

Es sei t0 = sup{ t | Umfang ∆(a, bt, ct) < 2π√
κ
}. Für t → t0 konvergiert

∆(a, bt, ct) gegen ein Dreieck mit Umfang 2π√
κ
, das heïst das Vergleichsdrei-

eck konvergiert gegen einen Gros̈kreis. Insbesondere folgt mit dem ersten
Teil aus (i):

max
s∈[0,t]

d(p, c(s)) t→t0−−−→ π√
κ
.

Damit existiert ein q ∈ M mit d(p, q) = π√
κ
, im Widerspruch zur Voraus-

setzung M 6∼= Sn1√
κ

(siehe Cheng [3]).

(ii) Variationsfeld:

a
c

β

−ȧ(‖a‖) ċ(0)

p

Es sei cs die minimierende, nach Bogenlänge parametrisierte Geodätische von p
nach c(s) und Y das von cs erzeugte Varationsfeld. Dann gilt

− cosβ = 〈ċ(0), ȧ(|a|)〉 = 〈Y (|a|), ȧ(|a|)〉 =
|a|∫
0

〈Y, ȧ〉′ = L′(cs)
(i)
≥ L′(cs)

= . . . = − cosβ

Also insgesamt: β ≤ β.
(�)

7. Anwendung

Satz 9.18 (Gromov) Es existieren Konstanten c(n), c(n, λ,D), so dass gilt:
(i) Hat Mn die Schnittkrümmung sec ≥ 0, so läs̈t sich π1(Mn) mit ≤ c(n) Ele-

menten erzeugen.
(ii) Hat Mn die Schnittkrümmung sec ≥ −λ2 und diam(M) ≤ D, so lässt sich

π1(M) mit ≤ c(n, λ,D) Elementen erzeugen.

Beweisskizze Es sei Γ = π1(M,p0) y M̃ und sei x0 ∈ π−1(p0).
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7. Anwendung

p0

T̃ 2

x0

cγ

γ.c0

Für γ ∈ Γ sei |γ| = d(x0, γ.x0). Ist dann cγ minimal von x0 nach γ.x0, so ist eine
Projektion cγ = π ◦ cγ eine Schleife in γ. Ferner gilt #{γ ∈ Γ | |γ| ≤ r} < ∞,
denn andernfalls gäbe es eine (nichtkonstante) Folge γi ∈ M mit |γi| ≤ r, das heïst
γi.x0 ∈ Br(x0), also ohne Einschränkung γi.x0

i→∞−−−→ y und q = π(y). Dann gälte

π−1(Bδ(q)) =
⋃̇
i
Bδ =

⋃̇
γ∈Γ

γ.Bδ(y)  

Wähle γ1 ∈ Γ mit |γ1| = min{|γ| | γ ∈ Γ \ {1p}}. Sind γ1, . . . , γk gewählt mit
|γ1| ≤ |γ2| ≤ · · · ≤ |γk|, so bezeichne Gk = 〈γ1, . . . , γk〉. Ist Gk 6= Γ, so sei γk+1 ∈ Γ
mit |γk+1| = min{|γ| | γ ∈ Γ \Gk}.
Es bezeichne li = |γi|, lij = d(γi.x0, γj .x0) = d(x0, γ

−1
i γj .x0) = |γ−1

i γj |. Dann gilt
für i < j:

li ≤ lj ≤ lij .

Wäre lij < lj = |γj |, so gälte für γ̃j = γ−1
i γj :

|γ̃j | < |γj | und 〈γ1, . . . , γj〉 = 〈γ1, . . . , γ̃j〉

im Widerspruch zur Wahl von γj .

x0

li

ci

γi.x0 = p

lij

γj .x0

lj

cj
αij

Nach Topogonov folgt α = αij ≤ αij .
(i) Von nun an sei sec ≥ 0.

cosαij =
l2i + l2j − l2ij

2lilj
≤
l2i + l2j − l2j

2l2i
= 1

2 = cos π3

Daraus folgt αij ≥ αij ≥ π
3
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Kapitel 9: Jacobifelder

cj

ci

αij

vi = ċi(0)

vj = ċj(0)

{vi} ⊆ B1(0)︸ ︷︷ ︸
kompakt

⊆ Tx0M̃ und #{vi} = #{γi} endlich.

vi

≥ π
6

Sn−1

B 1
2

(vi)

r

√
5

2

r = sin π
6 = 1

2

r = sin π
6 = 1

2 , also sind die Bälle B 1
2
(vi) disjunkt. Betrachte das Volumen der

„unteren Hälfte“, diese liegt in B√5
2

(0). Damit gilt

κ

2 vol(B 1
2
(0)) ≤ volB√5

2
(0),

also

κ ≤ 2
vol

(
B√5

2
(0)
)

vol
(
B√ 5

2

) = 2
√

5n(= c(n))

(ii) Fall: κ ≥ −λ2.
Gibt es eine Durchmesserschranke?

π1(
∑
g) wird erzeugt von 2g Elementen und es gilt

cosαij = cosh(λli)2 + cosh(λlj)2 − cosh(λlij)2

sinh(λli) sinh(λlj)

αij fällt monoton in li, also wächst cosαij monoton in in li und es lässt sich
folge Abschätzung verwenden:

cosαij ≤ · · · ≤
cosh(λlj)

cosh(λlj) + 1 ≤
cosh(2λD + 1)

cosh(2λD + 1) + 1

Jedes γ ∈ π1(M) ist Produkt von Klassen von Schleifen der Länge ≤ 2D + ε.
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7. Anwendung

p0

cγ ∈ Γ

ε

Damit funktioniert des Rest des Beweises ähnlich wie oben.
(�)
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Anhang A.

Übungen

Übung 0 vom 22. Oktober 2012

Definition (Graßmann-Manningfaltigkeiten) Sei k ≤ n und Grk(Rn) = {V ⊆
Rn | dimV = k}

Behauptung: Grk(Rn) ist eine glatte Manningfaltigkeit.

Bemerkung Für k = 1 ist Gr1(Rn) = RPn

X0 ∈ Grk(Rn)⇒ Rn = X0 ⊕X⊥0 , X0 = span{e1, . . . , ek}

X0

X⊥0

Y

Definiere UX0 := {Y ∈ Grk(Rn) | Y ∩X⊥0 = {0}}. Für Y ∈ UX0 gilt dann: prX0(Y ) =
X0 ⇒ prX0 ist ein Isomorphismus

X0
(prX0 |Y )−1

−−−−−−−→ Y
pr
X⊥0−−−→ X⊥0

Definiere

φX0 :


UX0 → Hom(X0, X

⊥
0︸ ︷︷ ︸

∼=Rk·(n−k)

)

Y 7→ prX⊥0 ◦(prX0 |Y )−1

φ−1
X0

:
{

Hom(X0, X
⊥
0 ) → UX0

f 7→ Graph(f) = {x+ xf | x ∈ X0}
Zu zeigen:
(1) UX0 ist offen
(2) φX−0, φ

−1
X0

sind beide stetig
(3) φX−0 ◦ φ−1

X0
ist glatt

(4) Grk(Rn) ist Hausdorffsch und hat eine abzählbare Basis der Topologie
Welche Topologie eigentlich? Sei V = {(v1, . . . , vk) ∈ (Rn)k | v1, . . . , vk linear
unabhängig} und π : V → Grk(Rn), (v1, . . . , vk) 7→ span{v1, . . . , vk}. Topologie auf
Grk(Rn): induziert von der Quotientopologie auf V/∼ π, also

U ⊂ Grk(Rn) offen ⇔ π−1(U) offen

V ist offen in (Rn)k: V = d̃et
−1

(R(nk ) \{0}) mit d̃et(v1, . . . , vk) = (det(k×k-Untermatrizen))
Zu zeigen: π−1(UX0) offen
π−1(UX0) = {(v1, . . . , vk) ∈ V | prX0 |span{vi} hat vollen Rang} = {(v1, . . . , vk) ∈ V |
prX0(V − i) sind linear unabhängig} = (d̃et ◦ (prX0 , . . . ,prX0))−1(R(nk ) \{0})
⇒ UY0 ist offen.
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Anhang A: Übungen

zu 2) Behauptung: für alle Y ∈ UX0 gibt es genau eine Basis (y1, . . . , yk) von Y

sodass prX0(yi) = xi für eine feste Orthonormalbasis (x1, . . . , xk) von
X0. Bezeichnet B(Y ) diese Basis, so ist B : UX0 → V stetig

Beweis: Existenz und Eindeutigkeit X (prX0 ist Isomorphismus)
Für (v1, . . . , vk) ∈ π−1(UX0) istB◦π(v1, . . . , vk) = ((prX0 |span{v1,...,vk})

−1Xi)i≤k.
Die Darstellungsmatrix von (prX0 |span{v1,...,vk})

−1 bezüglich {xi}, {yi} hängt
stetig von den vi ab. Daraus folgt dass B◦π|π−1(UX0

stetig ist, womit auch
B stetig ist. Es gilt:

B(Y )i = xi︸︷︷︸
∈X0

+φX0(Y )Xi︸ ︷︷ ︸
∈X⊥0

(*)

⇒ φX0(Y )xi hängt stetig von Y ab.
⇒ Darstellende Matrix von φX0(Y ) hängt stetig von Y ab ⇒ φX0 ist
stetig
(*) ⇒ B(φ−1

X0
(A))i = xi +Axi ⇒ B ◦ φ−1

X0
ist stetig (sogar glatt)

φ−1
X0

= (π ◦B) ◦ φ−1
X0

ist stetig

zu 3) φX0 ◦ φ−1
X̃0

= φX0 ◦ π ◦ (BX̃0
◦ φ−1

X̃0︸ ︷︷ ︸
ist glatt, s. o.

) ist glatt.

φX0 ◦ π ist glatt, da φX0 ◦ π(v1, . . . , vk)(xi) = ( BX0 ◦ π︸ ︷︷ ︸
glatt (Darst.
aus Beh.)

)(v1, . . . , vk)− xi

zu 4) Abzählbare Basis der Topologie wird von V geerbt. Hausdorffsch: Seien X0 6=
X̃0 ∈ Grk(Rn) L. A.=====⇒

Üb. Aufg.
∃Z ⊆ Rn,dimZ = n − k : Z ∩ X0 = {0} = Z ∩

X̃0, UZ⊥︸︷︷︸
k-dim

3 X0, X̃0

Alternativ: Sei w ∈ X0 \ X̃0 und d2
w : Grk(Rn) → R, Y 7→ (dist(w, Y ))2 ⇒

d2
w(X0) = 0, d2

w(X̃0) > 0. Falls d2
w stetig ist, gilt: (d2

w)−1((−∞, d
2
w(X̃0)

2 )) und
(d2
w)−1((d

2
w(X̃0)

2 ,∞)) trennen und sind offen.

Übung 1 vom 29. Oktober 2012
Aufgabe 1
a) Es seien Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 |

n∑
i=0

(xi)2 = 1}, N = (1, 0, . . . , 0) und

S = (−1, 0, . . . , 0). Weiter seien

ϕ : Sn \ {N} → Rn x 7→
(

x1

1− x0 , . . . ,
xn

1− x0

)

und

ψ : Sn \ {S} → Rn x 7→
(

x1

1 + x0 , . . . ,
xn

1 + x0

)

Zeigen Sie, dass {(ϕ,Sn \ {N}), (ψ,Sn \ {S})} ein C∞-Atlas für Sn ist.
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Übung 1. vom 29. Oktober 2012

b) Für i = 0, . . . , n sei U±i = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | ±xi > 0} und

ϕ±i : U±i → Rn (x0, . . . , xn) 7→ (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Zeigen Sie, dass
{
(ϕεi , U εi ) | i = 0, . . . , n, ε ∈ {+,−}

}
ein C∞-Atlas ist, der mit

dem durch stereographische Projekton gegebenen verträglich ist.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass durch die Karte

ϕ : R→ R x 7→ x3

eine C∞-Struktur induziert wird, die von der kanonischen (von idR induzierten)
C∞-Struktur auf R abweicht. Sind die beiden Strukturen diffeomorph?

Aufgabe 3
Es sei k ∈ N∪{∞}. Weiter seien M1 und M2 zwei Ck-Mannigfaltigkeiten und
Ni ⊆Mi Untermannigfaltigkeiten.
Zeigen Sie: Ist f ∈ Cj(M1,M2) für 1 ≤ j ≤ k und ist f(N1) ⊆ N2, so ist f |N1 ∈
Cj(N1, N2).

Aufgabe 4
In welchen der folgenden Fälle ist N eine Untermannigfaltigkeit der glatten Man-
nigfaltigkeit M?
a) M = Sn, N = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | x2 = · · · = xn = 0}
b) M = R2, N = {(0, y) | y ≥ 0} ∪ {(x, 0) | x ≥ 0}

Lösung 1

N

(0, ϕ(p))

S

p

(0, ψ(p)) (0, ϕ(p))

a) Sn = (Sn \ {N}) ∪ (Sn \ {S})X
ϕ,ψ Homöomorphismen, Φ : {(x0, . . . , xn) ∈ Rn | x0 < 1} → Rn, x 7→ 1

1−x0 (x1, . . . , xn)⇒
Φ ist stetig ⇒ ϕ = Φ|Sn\{N} ist stetig. Es ist

ϕ−1(y) = 1
1 + |y|2 (‖y‖2 − 1, 2y)

also ist ϕ−1 stetig. Analog für ψ:

ϕ ◦ ψ−1(y) = y

‖y‖2
= ψ ◦ ϕ−1(y)

für y ∈ Rn \{0}. Also glatter Kartenwechsel. p

ϕ+
i (p)

ϕ±i : U±i → B1(0) ⊂ Rn x 7→ (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)
(ϕ±i )−1 : B1(0)→ U±i y 7→ (y0, . . . , yi−1,±(1− ‖y‖2), yi, . . . , yn+1)
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Anhang A: Übungen

ϕ±i ◦ (ϕ±j )−1 glatt
ψ ◦ (ϕ±j )−1 glatt
ϕ ◦ (ϕ±j )−1 glatt
ϕ±i ◦ ϕ glatt
ϕ±i ◦ ψ glatt

b) asdf

Lösung 2
ϕ : R→ R, x 7→ x3

Behauptung: ϕ induziert eine C∞-Struktur auf R, die von der Standardstruktur
abweicht.
Dazu müssen wir zeigen:

(i) {(ϕ,R)} ist ein C∞-Atlas
(ii) ϕ ist nicht verträglich mit (id,R)

Beweis:
(i) ϕ ist Homöomorphismus, da ϕ und ϕ−1 : x 7→ 3

√
x stetig sind. Offensichtlich

überdeckt ϕ ganz R. Der einzige Kartenwechsel ϕ ◦ ϕ−1 = idR ist glatt.
(ii) Betrachte

idR ◦ϕ−1 = ϕ−1 : x 7→ 3√x

idR ◦ϕ−1 ist in 0 nicht differenzierbar ⇒ (ii) X
Behauptung: Die beiden C∞ Strukturen sind diffeomorph
Beweis: Sei

f :
von id induziert

(R, τstd) →
von ϕ induziert

(R, τ)
x 7→ 3

√
x

(R, τstd) (R, τ)

R R

id ϕ

f

ϕ ◦ f ◦ (idR)−1

Dann ist f bijektiv. Es gilt für x ∈ R:

ϕ ◦ f ◦ (idR)−1(x) = ( 3√x)3 = x

ist glatt. Betrachte nun f−1: idR ◦f−1 ◦ ϕ−1(x) = ( 3
√
x)3 = x ist glatt. Damit ist f

ein Diffeomorphismus.

Lösung 3
k ∈ N∪{∞}, M1,M2 C

k-Mannigfaltigkeiten, Ni ⊆ Mi Untermannigfaltigkeit, f ∈
Cj(M1,M2) wobei j ≤ k, f(N1) ⊆ N2.
Behauptung: f |N1 ∈ Cj(N1, N2)
Beweis: Sei p ∈ N1, sei (ϕ1, U1) eine an N1 adaptierte Karte vonM1 um p, das heißt
p ∈ U1.

ϕ1(U1 ∩N1) = ϕ1(U1) ∩
(
RdimN1 ×{0}n−dimN

)
Sei (ϕ2, U2) eine an N2 adoptiere Karte vonM2 um f(p). Dann erhalten wir Karten
von Ni, indem wir die Projektion πi : RdimMi → RdimNi , x 7→ (x1, . . . , xdimNi)
hinter die Karten ϕi schalten (das heißt betrachte πi ◦ ϕi).
Es ist

(π2 ◦ ϕ2) ◦ f |N1 ◦ (π1 ◦ ϕ1)−1 = π2︸︷︷︸
C∞

◦(ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1
1︸ ︷︷ ︸

Cj

) ◦ C1

mit C1 : RdimN1 3 x 7→ (x, 0, . . . , 0) ∈ RdimM1 . Also (π2 ◦ϕ2) ◦ f ◦ (π1 ◦ϕ1)−1 ∈ Cj

und damit f |N1 ∈ Cj(N1, N2)
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Übung 2. vom 5. November 2012

Lösung 4
a) M = Sn, N = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Sn | x2 = . . . = xn = 0}; Skizze für n = 2:

S2

N

Behauptung: N ist eine Untermannigfaltigkeit von M .

S1

Beweis: Sei ϕ :
=:U︷ ︸︸ ︷

Sn \ {(1, 0, . . . , 0)} → Rn, ϕ(x) = 1
1−x0 (x1, . . . , xn)

Zu zeigen: ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩ (R×{0}n−1)

ϕ(U ∩N) = ϕ(N \ {(1, . . . , 0)}) = R×{0}n−1

Für p ∈ N \ {(1, 0, . . . , 0)} ist ϕ also eine adoptierte Karte um p. Für p =
(1, 0, . . . , 0) ist analog ψ (aus 1 a)) eine adoptierte Karte.

b) M = R2, N = {(x, 0) | x ≥ 0} ∪ {(0, y) | y ≥ 0}; Skizze:

M
N

Behauptung: N ist keine glatte Untermannigfaltigkeit von R.
Beweis: Angenommen N wäre Untermannigfaltigkeit von R2. Da N homöo-
morph zu R ist, wäre es eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Damit
existiert eine Karte (ϕ,U) von R2 um (0, 0) mit ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩ (R×{0}).
Betrachte ϕ−1, beziehungsweise f(t) = ϕ−1(t, 0). Es sei t0 ∈ R mit f(t0) =
(0, 0). Da f(t) = N ∩ U ist entweder f(t) ∈ {(0, y) | y ≥ 0} für t > t0 und
f(t) ∈ {(x, 0) | x ≥ 0} für t < t0 oder umgekehrt. Dann ist f ′(t) ∈ R e2 für
t > t0 und f ′(t) ∈ R e1 für t < t0 oder umgekehrt.
⇒ f ′(0) ∈ R e1 ∩ R e2 = {(0, 0)}
Andererseits: f ′(0) = (Dϕ−1|ϕ(0,0))︸ ︷︷ ︸

Isom., da ϕ−1 Diffeom.

(( 1
0 )) 6= ( 1

0 )

Übung 2 vom 5. November 2012
Aufgabe 1
Es sei ψ : (0,∞) × (0, 2π) → Bild(ψ) ⊂ R2, (r, ϑ) 7→ r(cos(ϑ), sin(ϑ)). Dann ist die
Inverse ϕ = ψ−1 eine Karte von R2 mit Kartengebiet Bild(ψ) und Komponenten
r = ϕ1, ϑ = ϕ2.
Berechnen Sie ∂

∂r und ∂
∂ϑ in kartesischen Koordinaten, d.h. bzgl der kanonischen

Karte idR2 , und skizzieren Sie diese.

Aufgabe 2
a) Es seien M1 und M2 glatte Mannigfaltigkeiten. Zeigen sie, dass die Projektionen

πi : M1 ×M2 →Mi (p1, p2) 7→ pi

Submersionen sind.
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Anhang A: Übungen

b) Es sei

f : (0, 2π)→ R2 t 7→
(

sin(t), sin(2t)
)
.

Zeigen Sie, dass f eine injektive Immersion, aber keine Einbettung ist und skiz-
zieren Sie Bild(f).

Aufgabe 3
Es sei f : R3 → R mit f(x, y, z) = x2 + y2 + az2. Skizzieren Sie für a = 0, a = 1 und
a = −1 die Niveaumengen

f−1(c) =
{

(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = c
}

mit c ∈ R. Welche Niveaumengen sind C∞-Untermannigfaltigkeiten von R3?

Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass die Gruppen SL(n,R) und O(n,R) glatte Untermannigfaltigkeiten
des Rn×n sind, indem Sie sie als reguläre Urbilder darstellen und bestimmen Sie ihre
Dimensionen.

Lösung 1
Es sei ψ : (0,∞) × (0, 2π) → R2 \(R≥0×{0}), (r, ϑ) 7→ r(cosϑ, sinϑ), die Inverse
ϕ = ψ−1 ist eine Karte von R2.

∂

∂r

∣∣∣∣
p

=
∂
(
id1 ◦ϕ−1

)
∂r

(ϕ(p)) ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+
∂
(
id2 ◦ϕ−1

)
∂r

(ϕ(p)) ∂

∂y

∣∣∣∣
p

=
∂
(
id1 ◦ψ

)
∂r

(ϕ(p)) ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+
∂
(
id2 ◦ψ

)
∂r

(ϕ(r))2 ∂

∂y

∣∣∣∣
p

= cos (ϑ(p)) ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ sin (ϑ(p)) ∂

∂y

∣∣∣∣
p

= 1
r(p)

(
r(p) cos (ϑ(p)) ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ r(p) sin (ϑ(p)) ∂

∂y

∣∣∣∣
p

)

= 1
r(p)

(
ψ1 (ϕ(p)) ∂

∂r

∣∣∣∣
p

+ ψ2 (ϕ(p)) ∂

∂y

∣∣∣∣
p

)

= 1
‖p‖

(
p1 ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ p2 ∂

∂y

∣∣∣∣
p

)

Als Vektorfeld:
∂

∂r
= 1
‖(x, y)‖

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
Desweiteren gilt:

∂

∂ϑ

∣∣∣∣
p

=
∂
(
id1 ◦ϕ−1

)
∂ϑ

(ϕ(p)) ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+
∂
(
id2 ◦ϕ−1

)
∂ϑ

(ϕ(p)) ∂

∂x

∣∣∣∣
p

= . . . = −p2
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ p1
∂

∂y

∣∣∣∣
p

Also:
∂

∂ϑ
= −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
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Übung 2. vom 5. November 2012

Lösung 2
a) Zeige dass πi : M1 ×M2 →Mi, (p1, p2) 7→ pi eine Submersion ist.

Sei (p1, p2) ∈ M1 ×M2. Seien ϕi Karten von Mi um pi mit Kartengebieten Ui.
Dann ist ϕ1 × ϕ2 : U1 × U2 → ϕ1(U1) × ϕ2(U2) eine Karte von M1 ×M2 um
(p1, p2). Es ist

ϕi ◦ πi ◦ (ϕ1 × ϕ2)−1 = ϕi ◦ πi ◦ (ϕ−1
1 × ϕ

−1
2 ).

Für (x1, x2) ∈ ϕ1(U1)× ϕ2(U2) ist

ϕi ◦ πi ◦ (ϕ1 × ϕ2)−1(x1, x2) = ϕi(πi(ϕ−1
1 (x1), ϕ−1

2 (x2))) = ϕi(ϕ−1
i (xi)) = xi.

Daraus folgt dass ϕi ◦ πi ◦ (ϕ1 × ϕ2)−1 glatt ist. Der Rest des Beweises kann auf
zwei Arten erfolgen.

Variante 1: Es folgt dass D(ϕi ◦ πi ◦ (ϕ1 × ϕ2)−1) =

 1
. . .

1
0


Dies ist die Darstellungsmatrix von π1∗ bezüglich den Basen ∂

∂ϕ1
1
, . . . , ∂

∂ϕd1
und

∂
∂(ϕ1×ϕ2)1 , . . . ,

∂
∂(ϕ1×ϕ2)dimM1+dimM2 . Also ist π1∗ surjektiv. Auch π1 ist surjektiv,

also ist π1 eine Submersion. Der Beweis für π2 folgt analog.
Variante 2: Sei X =

∑dimM1
j=0 ξj ∂

∂ϕj1

∣∣∣∣
p1

∈ Tp1 M1. Setze

X̃ =
dimM1∑
j=1

ξj
∂

∂(ϕ1 × ϕ2)j

∣∣∣∣
p

∈ Tp(M1 ×M2).

Dann ist

π1∗pX̃ =
dimM1∑
k=1

∑
j

∂j
(
ϕk ◦ π1 ◦ (ϕ1 × ϕ2)−1

)
︸ ︷︷ ︸

=δ(k,j)

(ϕ1(p1), ϕ2(p2)) ξj
 ∂

∂ϕk1

∣∣∣∣∣
p1

=
dimM1∑
k=1

ξk
∂

∂ϕk1

∣∣∣∣∣
p1

= X

Daraus folgt dass π1∗ surjektiv ist.
b) Zeige dass f : (0, 2π) → R2, t 7→ (sin(t), sin(2t)) eine injektive Immersion aber

keine Einbettung ist.
f ist injektiv: Seien t1, t2 ∈ (0, 2π) mit f(t1) = f(t2). Damit muss auch gelten
dass sin(t1) = sin(t2) und sin(2t1) = sin(2t2). Aus diesen beiden Bedingungen
folgt dass für t1, t2 gelten muss:
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• t1 = t2 oder π
2 − t1 = t2 − π

2 oder 3π
2 − t1 = t2 − 3π

2
• 2t1 = 2t2 oder π

2 − 2t1 = 2t2 − π
2 oder 3π

2 − 2t1 = 2t2 − 3π
2

Aus den beiden Bedingungen folgt somit dass t1 = t2 gilt.
f ist eine Immersion: Es reicht zu zeigen, dass f∗t = 0 für alle t gilt. Es gilt
D f(t) = (cos(t), 2 cos(2t)), also

D f(t) = 0⇔ cos(t) = 0 und cos(2t) = 0

⇔
(
t = π

2 ∨ t = 3π
2

)∧(
2t = π

2 ∨ 2t = 3π
2 ∨ 2t = 5π

2 ∨ 2t = 7π
2

)
Das ist aber nicht möglich, also ist D f(t) 6= 0. D f(t) ist die Darstellungsmatrix,
also ist auch f∗t 6= 0.
f ist keine Einbettung:Skizze: Es gilt dass

(
1
k

)
k∈N

nicht in (0, 2π) konvergiert, aber es

ist f
(

1
k

)
→ (0, 0) = f(π) ∈ Bild f . Damit ist f kein Homöomorphismus auf das

Bild.

Lösung 3
Es gilt D f(x, y, z) = 2(x, y, az), daraus folgt für a = ±1 dass D f(x, y, z) 6= 0 für
alle (x, y, z) ∈ R3 \{0} ist, und für a = 0 ist D f(x, y, z) 6= 0 für alle (x, y, z) ∈ R3 \
z-Achse. Damit ist für c > 0 dann f−1(c) in der Menge der regulären Punkte von f
enthalten.
Für c = 0: Wir betrachten nun drei Fälle
a = 1: Für idR3 gilt f−1(c) = {0} = R3 ∩{0}3−0, also ist f−1(0) eine 0-dimensionale

Untermannigfaltigkeit von R3.
a = 0: Definiere ϕ : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (z, x, y). Damit ist ϕ ein Diffeomorphis-

mus, also eine globale Karte von R3 und es gilt:

ϕ(f−1(0)) = ϕ(z-Achse) = R×{0}2,

also ist f−1(0) eine Untermannigfaltigkeit von R3.
a = −1: f−1(0) ist keine Untermannigfaltigkeit. Angenommen es wäre eine, dann

wäre f−1(0) zweidimensional:

ϕ : f−1(0) ∩ {(x, y, z) | z > 1} → R2 \B1(0)︸ ︷︷ ︸
x2+y2=z2>1

(x, y, z) 7→ (x, y)

ist ein Homömorphismus. Da für (x, y, 0) ∈ f−1(0) gilt x2 + y2 = 0, also
x = y = 0, zerfällt f−1(0) \ {(0, 0, 0)} in zwei Zusammenhangskomponenten,
was einen Widerspruch zur Zweidimensionalität von f−1(0) bildet.  

Für c < 0: Wir betrachten nur noch zwei Fälle
a = 1, 0: Definitionssache, aber ja: Die Aussage über ∅ liefert dass es für alle p in

der Untermannnigfaltigkeit eine globale Karte gibt.
a = −1: Es gilt

f−1(c) = {(x, y, z) | x2 + y2 − z2 = c} = {(x, y, z) | z2 = x2 + y2 + |c|},

das heïst für (x, y, z) ∈ f−1(c) gilt z 6= 0, also {0} /∈ f−1(c). Daraus folgt dass
alle Punkte aus f−1(c) regulär sind.
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Lösung 4
Zeige dass die Gruppen SL(n,R) = {A ∈ Rn×n | detA = 1} und O(n,R) = {A ∈
Rn×n | AAT = In} glatte Untermannigfaltigkeiten des Rn×n sind.
Definiere f = det, dann ist SL(n,R) = f−1(1). Dann gilt A[k, j] bezeichnet die

Matrix A bei der die
k-te Zeile und die i-te
Spalte weggelassen
wurden

∂(f)
∂aij

= ∂

∂aij

(
n∑
k=1

(−1)k+j detA[k, j]ajk

)
= (−1)i+j detA[i, j]

Es ist D f(A) = 0 ⇔ ∀i, j detA[i, j] = 0 ⇒ detA = 0, damit ist 1 regulärer Wert.
Also ist dim SL(n,R) = dimRn×n−dimR = n2 − 1.
Definiere nun g : Rn×n → Rn×n, A 7→ AAT . Dann ist O(n) = g−1(In) und es gilt

D g(A)(B) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

g(A+ tB)

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

(AAT + tABT + tBA+ t2BBT ) = ABT +BAT

Seien nun A ∈ O(n,R) und C ∈ Rn×nsym . Es bleibt zu zeigen dass ein B ∈ Rn×n

existiert sodass D g(A)(B) = C. Es gilt:

D g (A)
(1

2CA
)

= 1
2

AAT︸ ︷︷ ︸
=I

CT + C AAT︸ ︷︷ ︸
=I

 = C

Daraus folgt dass I ein regulärer Wert von g ist und O(n,R) eine Untermannigfal-
tigkeit von Rn×n der Dimension n2 − dimRn×nsym = n2 − n(n+1)

2 = n(n−1)
2 .

Übung 3 vom 12. November 2012
Aufgabe 1
Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:
a) Die kanonische Projektion π : TM →M ist ein Submersion.
b) Der Nullschnitt σ : M → TM , p 7→ 0 ∈ TpM ist eine Einbettung.
c) Ist N eine weitere glatte Mannigfaltigkeit und Φ : M → N glatt, so ist Φ∗ :

TM → TN glatt.
Aufgabe 2
Es sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und X,Y ∈ V(M).
a) Zeigen Sie, dass die Lieklammer im Allgemeinen nicht C∞(M)-bilinear ist.
b) Zeigen Sie, dass XY mit XY (p)(f) := Xp(Y (f)) für p ∈M und f ∈ C∞(M) im

Allgemeinen kein Vektorfeld ist.
Es sei ferner (ϕ,U) eine Karte von M und X|U =

n∑
i=1

ξi ∂
∂xi

, Y |U =
n∑
i=1

ηi ∂
∂xi

, sowie

[X,Y ]|U =
n∑
i=1

ζi ∂
∂xi

die lokalen Darstellungen von X, Y und [X,Y ] bezüglich ϕ.

c) Zeigen Sie, dass gilt:

ζj =
n∑
i=1

(
ξi
∂ηj

∂xi
− ηi∂ξ

j

∂xi

)
.

Aufgabe 3
a) Es seien auf R2 die beiden Vektorfelder X = −y ∂

∂x +x ∂
∂y und Y = −2y ∂

∂x + 1
2x

∂
∂y

gegeben. Skizzieren Sie die Vektorfelder und bestimmen Sie die Flüsse von X und
Y .
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b) Auf dem Torus T2 = S1 × S1 = {(eiϑ1
, eiϑ

2) ∈ C2 | ϑ1, ϑ2 ∈ R} betrachten wir
für k ∈ N das Vektorfeld Xk = ∂

∂ϑ1 + 1
k

∂
∂ϑ2 . Bestimmen Sie die Integralkurve von

Xk durch den Punkt (1, 1) ∈ T2.

Lösung 1
SeiM eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei desweiteren für alle drei Teilaufgaben p ∈M ,
ϕ eine Karte um p mit Kartengebiet U und

ϕ :

 TM |U → R2n∑
i ξ
i ∂
∂xi

∣∣∣
q
7→ (ϕ(q), ξ)

eine Karte von TM . Alle diese Karten bilden dann einen Atlas von TM .
a) Zeige: π : TM →M , TpM 3 x 7→ p ist eine Submersion.

Es ist

ϕ ◦ π ◦ ϕ−1 (y, ξ)︸ ︷︷ ︸
∈ϕ(U)×Rn

= ϕ

(
π

(∑
i

ξi
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ−1(y)

))

= ϕ(ϕ−1(y)) = y

also ist π glatt. Desweiteren ist

D(ϕ ◦ π ◦ ϕ−1)|(y,ξ) =
( 1

. . .
1

0
)

surjektiv und damit auch π∗ϕ−1(y,ξ). Offensichtlich ist π surjektiv und damit eine
Submersion.

b) Zeige: σ : M → TM , p 7→ 0TpM ist eine Einbettung.
Es gilt

ϕ ◦ σ ◦ ϕ−1(y) = ϕ(0Tϕ−1(y) M
) = (ϕ(ϕ−1(y)), 0) = (y, 0)

Daraus folgt folgt dass D(ϕ ◦ σ ◦ϕ−1)|y =

 1
. . .

1
0

 injektiv ist und damit auch

σ∗ϕ−1(y). σ ist injektiv und stetig, π ◦ σ = idm, also ist σ−1 = π|Bild(σ) stetig.
c) Zeige: Ist Φ : M → N eine glatte Abbildung, so auch Φ∗ : TM → TN .

Sei ψ eine Karte um Φ(p) und ψ die zugehörige Karte von TN .

(ψ ◦ Φ∗ ◦ ϕ−1) (y, ξ)︸ ︷︷ ︸
∈ϕ(U)×Rn

= (ψ ◦ Φ∗)
(∑

ξi
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ−1(y)

)

= ψ

∑
i

∑
j

∂Φi

∂xj

∣∣∣∣∣
ϕ−1(y)

ξj

 ∂

∂ψi

∣∣∣∣
Φ(ϕ−1(y))



=


(ψ ◦ Φ ◦ ϕ−1)︸ ︷︷ ︸

glatt

(y),


∑
j

∂Φi

∂xj

∣∣∣∣∣−1
ϕ (y)︸ ︷︷ ︸

glatt in y

glatt
in ξ︷︸︸︷
ξj


i=1,...,n︸ ︷︷ ︸

glatt


Daraus folgt dass Φ∗ glatt ist.
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Lösung 2
a) Zu zeigen: [·, ·] ist im Allgemeinen nicht C∞(M)-bilinear.

M = R, ∂
∂x = X = Y , f = id „= x“

[X, fY︸︷︷︸
=x ∂

∂x

] c)=

1 ∂x

∂x︸︷︷︸
=1

−x ∂1
∂x︸︷︷︸
=0

 ∂
∂x = ∂

∂x

f [X,Y ] c)= f

1 ∂1
∂x︸︷︷︸
=0

−1 ∂1
∂x︸︷︷︸
=0

 ∂
∂x = 0

b) Zu zeigen: für X,Y ∈ V(M) ist XY mit (XY )|p(f) = Xp(Y (f)) im Allgemeinen
keine Derivation.

(XY )p(fg) = Xp(Y (fg))
= Xp(q 7→ Yq(fg))
= Xp(q 7→ f(q)Yq(g) + g(q)Yq(f))
= Xp(fY (g) + gY (f))
= Xp(fY (g)) +Xp(gY (f))
= f(p) ·Xp(Y (g)) + Yp(g) ·Xp(f) + g(p) ·Xp(Y (f)) + Yp(f)Xp(g)
= f(p) · (XY )|p(g) + g(p)(XY )|p(f) + Yp(g)Xp(f) + Yp(f)Xp(g)︸ ︷︷ ︸

6=0

M = R, X = Y = ∂
∂x , f = g = id ⇒ Leibnitz-Regel gilt nicht.

c) Bemerkung: Ist X|U =
∑n
i=1 ξ

i ∂
∂xi

lokale Darstellung bezüglich ϕ von X ∈ V(M),
so ist

ξi = X(ϕi)

Seien X|U =
∑
i ξ
i ∂
∂xi

, Y |U =
∑
i η
i ∂
∂xi

. Damit gilt dann

[X,Y ](xj) = (XY − Y X)(xj)
= X(Y (xj))− Y (X(xj))

= X

∑
i

ηi
∂

∂xi
(xj)︸ ︷︷ ︸
δij

− Y
∑

i

ξi
∂

∂xi
(xj)︸ ︷︷ ︸
δij


= X(ηj)− Y (ξj)

=
∑
i

(
ξi

∂

∂xi
(ηj)− ηi ∂

∂xi
(ξj)

)
Lösung 3
a) Es seien X = −y ∂

∂x + x ∂
∂y , Y = −2y ∂

∂x + 1
2x

∂
∂y ∈ V(R), bestimme γtx und γty.

Für X: t 7→ γt∗(p) ist Integralkurve von X mit γ0
x(p) = p. Gesucht: Kurve

mit γ(0) = p, γ∗t ∂∂t = X(γ(t)) ⇔ γ∗t
∂
∂t(x) = X(γ(t))(x) und γ∗t

∂
∂t(y) =

X(γ(t))(y)⇔ γ′1(t) = −γ2(t) und γ′2(t) = γ1(t). Das Anfangswertproblem(
γ1
γ2

)′
(t) =

(
0 −1
1 0

)(
γ1(t)
γ2(t)

)
und γ(0) = p
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hat als Lösung t 7→ exp(t
( 0 −1

1 0
)
) · p. Es gilt:(

0 −1
1 0

)2n

=
(

(−1)n 0
0 (−1)n

)
und

(
0 −1
1 0

)2n+1

= (−1)n
(

0 −1
1 0

)

Damit gilt:

exp
(
t

(
0 −1
1 0

))
=
∞∑
k=0

1
k! t

k(. . .)k

=


∞∑
k=0

(−1)k
2k! t

2k −
∞∑
k=0

t2k+1

(2k+1)!(−1)k

−
∞∑
k=0

t2k+1

(2k+1)!(−1)k
∞∑
k=0

(−1)k
2k! t

2k


=
(

cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)

Daraus folgt γ(t) =
(

cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
· p = γtx(p)

Für Y : γ∗t ∂∂t = Y (γ(t)), γ(0) = p
analog⇐==⇒ γ′(t) =

( 0 −2
1
2 0

)
γ(t)

(
0 −2
1
2 0

)2n

=
(

(−1)n 0
0 (−1)n

)

Daraus folgt γ(t)︸︷︷︸
=γtx(p)

= exp(t
( 0 −2

1
2 0

)
) · p =

( cos(t) −2 sin(t)
1
2 sin(t) cos(t)

)
· p

b) asdf

Übung 4 vom 19. November 2012
Aufgabe 1
Es seien X,Y ∈ V(M). Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass X und Y

vollständig sind. Zeigen Sie dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:
(i) [X,Y ] = 0.
(ii) Die Flüsse von X und Y kommutieren, d.h. γtX ◦γsY = γsY ◦γtX für alle s, t ∈ R.

Anmerkung: Die Aussage gilt auch für nicht vollständige Vektorfelder für geeignete Zeiten s und
t.

Aufgabe 2
Es sei (Uα)α∈I eine offene Überdeckung vonM und für alle α, β ∈ I mit Uα∩Uβ 6= ∅
seien eine glatte Funktion gαβ : Uα ∩ Uβ → GLk(R) gegeben. Es gelte gαβ(p) =
gαγ(p) · gγβ(p) für alle α, β, γ ∈ I und p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ .
Weiter sei

E :=
⋃̇
α∈I

(Uα × Rk)/ ∼,

wobei für p ∈ Uα, q ∈ Uβ und v, w ∈ Rk gelte:

(p, v) ∼ (q, w)⇔ p = q und v = gαβ(q)w

Zeigen Sie, dass π : E →M, [p, v] 7→ p ein Vektorbündel über M vom Rang k ist.
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Aufgabe 3
Es seien E,E′ Vektorbündel über M und F : E → E′ ein Bündelmorphismus,
der faserweise ein Isomorphismus ist, d.h für alle p ∈ M ist Fp : Ep → E′p ein
Isomorphismus.
Zeigen Sie, dass F ein Bündelisomorphismus ist, es also einen zu F inversen Bün-
delmorphismus gibt.

Aufgabe 4
a) In einem Vektorbündel E vom Rang k über M gebe es k punktweise linear

unabhängige Schnitte. Zeigen Sie, dass E trivial ist.
b) Zeigen Sie, dass T S3 trivial ist.
Hinweis: Unter dem kanonischen Isomorphismus Tp R4 ∼= R4 entspricht TpS3 ⊂ Tp R4 dem ortho-
gonalen Komplement p⊥.

Lösung 1
(ii) ⇒ (i): Es ist γ−tX ◦ γsY ◦ γtX(p) = γ−tX ◦ γtX ◦ γsY (p) = γsY (p), und daraus folgt

Y |p = d
ds

∣∣∣∣
s=0

(γsY (p)) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

(
(γ−tx ◦ γsY )(γtX(p))

)
= d

ds

∣∣∣∣
s=0

(
γ−tx ◦

(
s 7→ γsY (γtx(p))

))
= γ−tX∗Y |γtX (p)

Es gilt [X,Y ]|p = (LX Y )p = d
dt

∣∣∣
t=0

(γ−tX∗Y )p = d
dt

∣∣∣
t=0

Yp = 0.

(i) ⇒ (ii): betrachte γ−tX∗YγtX(p) = d
dt

∣∣∣
s=0

(γ−tX ◦ γsY ◦ γtX(p)). Es gilt:

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

(
γ−tX∗YγtX(p)

)
= d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
γ
−(t0+t)
X∗ Y

γ
t0+t
X (p)

)
= d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
(γ−t0X ◦ γ−tX )∗YγtX(γt0X (p))

)
= d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
γ−t0X∗ γ

−t
X∗YγtX(γt0X (p))

)
= γ−t0X∗

( d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
γ−tX∗YγtX(γt0X (p))

))
= γ−t0X∗

(
(LX Y )

γ
t0
X (p)

)
= γ−t0X∗

(
[X,Y ]

γ
t0
X (p)︸ ︷︷ ︸

=0

)
= 0

Daraus folgt dass t 7→ γ−tX∗YγtX(p) konstant ist, also ist

γ−tX∗YγtX(p) = γ−0
X︸︷︷︸

=idM

Yγ0
X(p) = Yp

Sei c(s) := γ−tX (γsY (q)), dann folgt

ċ(s) = γ−tX∗

( d
ds(γsY (q)

)
= γ−tX∗YγsY (q) = Yγ−tX (γsY (q)) = Yc(s)

Daraus folgt dass c eine eindeutige Integralkurve zu Y durch c(0) = γ−tX (q) ist.
Damit folgt dann

γ−tX (γsY (q)) = γsY (γ−tX (q))
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und damit

γ−tX ◦ γ
s
Y = γsY ◦ γ−tX

Lösung 2
Sei {Uα | α ∈ I} eine offene Überdeckung vom M , gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,R),
gαγ(p) = gαβ(p) · gβγ(p) für alle ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ . Sei E :=

⋃̇
α∈I(Uα × Rk)/∼, wobei

für (p, v)α ∈ Uα × Rk, (q, w)β ∈ Uβ × Rk gilt (p, v)α ∼ (q, w)β ⇔ p = q und
v = gαβ(p) · w.
Behauptung: π : E →M , [p, v] 7→ p ist ein Vektorbündel.

„∼“ ist Äquivalenzrelation: • (p, v)α ∼ (p, v)α gilt: gαα(p) = id v (gαα(p) =
gαα(p)︸ ︷︷ ︸
∈GL(k,R)

·gαα(p))

• (p, v)α ∼ (q, w)β ⇒ (q, w)β ∼ (p, v)α gilt: p = q, v = gαβ(p)w ⇒ w =
(gαβ(p))−1v = gβαv (gαα(p) = gαβ(p)gβα(p))
• Transitivität folgt aus gαγ = gαβgβγ
Ep ist k-dimensionaler Vektorraum:

[(p, v)α] + λ[(p, w)α] := [(p, v + λw)α]

unabhängig von α:

[(p, v)β] + λ[(p, w)β] = [(p, gαβ(p)v)α] + λ[(p, gαβ(p)w)α]
= [(p, gαβ(p)v + λgαβ(p)w)α]
= [(p, gαβ(p) · (v + λw))α] = [(p, v + λw)β]

k-dimensional: q|{p}×Rk : {p} × Rk → Ep ist Vektorraum-Isomorphismus (wobei
q :
⋃̇
α∈I(Uα × Rk)→ E)

Bündelkarten (glatt): Φα : Uα × Rk → E|Uα , (p, v) 7→ [(p, v)α] ist Homöomor-
phismus, da ∼ |(Uα×Rk)×(Uα×Rk) die triviale Äquivalenzrelation ist.

Φα ◦ Φ−1
β (p, v) = Φα([(p, v)β])

= Φα([(p, gαβ(p)v)α])
= (p, gαβ(p)v)

⇒ Φα ◦ Φ−1
β ist glatt. Φα|Ep ist Vektorraum-Isomorphismus.

„normale“ Karten: Sei ϕ Karte von M mit Kartengebiet U ⊂ Uα  ϕα : E|U →
ϕ(U)× Rk, e 7→ (ϕ(π(e)), (Φα)2(e)).
Glatte Kartenwechsel X
E Hausdorffsch: [(p, v)α] 6= [(q, w)β] ∈ E
p 6= q: Die Urbilder in M trennender Umgebungen von p und q unter π trennen
die Punkte in E.
p = q: v 6= gαβ(p)w  trennen im Rk und über Φα zurückziehen.
abzählbare basis der Topologie (für Uα× RkX): Es gibt ein I ′ ⊆ I mit I ab-
zählbar und M =

⋃
α∈I′ Uα. Sei {Vj | j ∈ J ′} abzählbare Basis der Topologie

von M . Dann ist mit J = {j ∈ J ′ | Vj ⊂ Uα für ein α ∈ I}, {Vj | j ∈ J} auch
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abzählbare Basis der Topologie von M , denn U ⊂
offen

M ⇒

U =
⋃
α∈I

(Uα ∩ U)

=
⋃
α∈I

⋃
j∈J ′

Uj⊂Uα∩U

Vj (Uj ⊂ Uα ∩ U ⇒ j ∈ J)

=
⋃
α∈I

⋃
j∈J

Vj⊂Uα∩M

Vj

Für j ∈ J sei α(j) ∈ I, sodass Vj ⊂ Uα(j). Setze I ′ := {α(j) | j ∈ J}.⋃
α∈I′

Uα =
⋃
j∈J

Uα(j) ⊇
⋃
j∈J

Vj = M

Lösung 3
Es seien E,E′ Vektorbündel über M und F : E → E′ sei ein Bündelmorphismus
mit dem Isomorphismus Fp : Ep → E′p für alle p ∈M .
Behauptung: F ist ein Bündelisomorphismus
F ist surjektiv, denn für e ∈ E′ ist Fπ′(e) : Eπ′(e) → E′π′(e) bereits ein Isomorphismus,
also existiert ein Urbild ẽ ∈ Eπ′(e) ⊂ E mit F (ẽ) = Fπ′(e)(ẽ) = e. Dass F injektiv ist
folgt analog, da π′ ◦ F = π.
Damit existiert ein G : E′ → E mit G ◦ F = id, F ◦G = id und π ◦G = π′. Damit
gilt auch

G(e′) = (Fπ′(e))−1(e′)

Es sei nun ein offenes U ⊆M mit den Trivialisierungen E|U und E′|U gegeben.

E|U U × Rk

E′|U U × Rk

Φ
∼=

Φ′
∼=

F G Φ′ ◦ F ◦ Φ−1 = F̃ G̃ = Φ ◦G ◦ Φ′−1

Da π′ ◦ F = F ist, existiert eine Abbildung f : U → GL(k,R) sodass F̃ (p, v) =
(p, f(p) · v) ist. Daraus folgt dass G̃(p, w) = (p, (f(p))−1w) glatt ist, da ·−1 :
GL(k,R) → GL(k,R) glatt ist (denn A−1 = 1

detA((−1)i+j detA[i, j])Ti,j). Damit ist
G glatt und somit auch ein Bündelmorphismus.

Lösung 4
(a) Behauptung: Es sei E ein Vektorbündel vom Rang k über M auf dem k punkt-

weise linear unabhängige Schnitte existieren. Dann ist E trivial.
Es seien σ1, . . . , σk : M → E Schnitte, die punktweise linear unabhängig sind.
Dann hat Ep als Basis σ1(p), . . . , σk(p). Definiere nun F : E → M × Rk,∑k
i=k aiσi(p) 7→ (p, a1, . . . , ak). Es gilt π1 ◦ F = π und Fp ist ein Isomor-

phismus. F ist glatt, denn für eine Bündelkarte Φ ist σ̃i = Φ2 ◦ σi Φ2 ist die zweite
Komponente

, das heïst
Φ(σ(p)) = (p, σ̃(p)). Mit A(p) = (σ̃1(p), . . . , σ̃k(p))−1 gilt:

F ◦ Φ−1(p, v) = (p,A(p) · V )
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Anhang A: Übungen

Daher ist F glatt und mit Aufgabe 3 folgt, dass F ein Bündelmorphismus ist.
(b) Zu zeigen: TS3 ∼= S3 × R3

Es gilt:

Tp S
3 ∼= p⊥ 3


−p2
p1
−p4
p3


︸ ︷︷ ︸
=:σ1(p)

·


p3
−p4
−p1
p2


︸ ︷︷ ︸
σ2(p)

·


−p4
−p3
p2
p1


︸ ︷︷ ︸
σ3(p)

Dadurch sehen wir dass σi(p) ⊥ σj(p) für i 6= j, woraus folgt dass σ1, . . . , σ3
punktweise linear unabhägige Schnitte sind. Mit (a) folgt dann die Behauptung.

Anmerkung Der Raum der Schnitte Γ(M,E) ist ein R-Vektorraum, also ist li-
neare Unabhängigkeit für Schnitte definiert. Linear unabhängige Schnitte sind im
Allgemeinen nicht punktweise linear unabhängig. Betrachte beispielsweise

π1 : R
Mf.
× R

VR
→ R

Dann sind σ1(t) = (t, 1) und σ2(t) = (t, t) lineare unabhängig, aber in jedem Punkt
linear abhängig.

Übung 5 vom 26. November 2012
Aufgabe 1
Beweisen Sie Proposition 5.4 der Vorlesung: Die (r, s)-Tensorfelder auf M entspre-
chen genau den C∞(M)-multilinearen Abbildungen

V∗(M)× · · · × V∗(M)︸ ︷︷ ︸
r-mal

×V(M)× · · · × V(M)︸ ︷︷ ︸
s-mal

→ C∞(M)

Aufgabe 2
Bestimmen Sie, welche der folgenden auf R3 definierten Differentialformen geschlos-
sen und welche exakt sind:
a) ω1 = yzdx+ xzdy + xydz

b) ω2 = y2dx+ x3yzdy + x2ydz

c) ω3 = xdx+ x2y2dy + yzdz

d) ω4 = 2xy2 dx ∧ dy + z dy ∧ dz

Aufgabe 3
Es sei ϑ : S1 \ {1} → (0, 2π), eiϑ 7→ ϑ. Zeigen Sie, dass sich dϑ auf ganz S1 fortsetzen
lässt.

Einschub Für ein Tensorprodukt V ⊗W und ein Element v1⊗w1+v2⊗w2 ∈ V ⊗W
gilt im Allgemeinen

v1 ⊗ w1 + v2 ⊗ w2 6= v3 ⊗ w3

Beispiel: ( 1
0 )⊗ ( 1

0 ) + ( 0
1 )⊗ ( 0

1 )
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Lösung 1
Wir zeigen dass die (r, s)-Tensorfelder den C∞(M)-multilinearen Abbildungen ent-
sprechen.

V∗(M)× . . .× V∗(M)︸ ︷︷ ︸
r-mal

×V(M)× . . .× V(M)︸ ︷︷ ︸
s-mal

Zunächste zeigen wir die Behauptung punktweise. Sei dazu p ∈M und die Abbildung

Fp : TpM ⊗ . . .⊗ TpM ⊗ T∗pM ⊗ . . .⊗ T∗pM → MultilinR(T∗pM ⊗ . . .⊗ TpM)

definiert durch

Fp(
∑
i

ai

∈TpM︷︸︸︷
Xi

1 ⊗ . . .⊗Xi
r ⊗

∈T∗pM︷︸︸︷
ωi1 ⊗ . . .⊗ ωis)(η1, . . . , ηr, Y1, . . . , Ys)

:=
∑
i

aiη1(Xi
1) · . . . · ηn(Xi

r) · ωi1(Y1) · . . . · ωis(Ys)

Fp ist wohldefiniert: • Fp(. . .) ist R-multilinear X
• Sei Z1, . . . , Zr Basis von TpM , µ1, . . . , µs die dazu duale Basis von T∗pM . Damit
ist {Zi1 ⊗ . . .⊗ Zir ⊗ µj1 ⊗ . . .⊗ µjs | i1, . . . ir, j1, . . . , js ∈ {1, . . . , n}} eine Basis
von TpM ⊗ . . .⊗ T∗pM . Sei Xi

k =
∑
α χ

i
k,αZα, ωil =

∑
β w

i
l,βµβ, dann folgt∑

i

aiX
i
1 ⊗ . . .⊗ ωis

=
∑
i

ai(
∑
α1

χik,α1Zα1)⊗ . . .⊗ (
∑
βs

wis,βsµβs)

=
∑

α1,...,αr
β1,...,βs

(∑
i

aiχ
i
1,α1 · . . . · χ

i
r,αr · w

i
1,β1 · . . . w

i
s,βs︸ ︷︷ ︸

=Aα1,...,αr,β1,...,βs

)
Zα1 ⊗ . . .⊗ Zαr ⊗ µβ1 ⊗ . . .⊗ µβs

Damit folgt insgesamt

Fp
(∑

aiX
i
1 ⊗ . . .

)
=
∑

aiη1(Xi
1) · . . . · ωis(Ys)

= . . .

=
∑

α1,...,βs

Aα1,...,βsη1(Zα1) . . . µβs(Ys)

= Fp
(∑

Aα1,...,βsZα1 ⊗ . . .⊗ µβs
)

Fp ist R-linear
Fp ist surjektiv: Sei g : T∗pM × . . .TpM → R eine R-multilineare Abbildung,
dann ist g eindeutig bestimmt durch

R3
Aα1,...,αr,β1,...,βs = g(µα1 , . . . , µαr , β1, . . . , βs), mit α1, . . . , βs ∈ {1, . . . , n}

Damit ist dann

Fp
(∑

Aα1,...,βsZα1 ⊗ . . .⊗ µβs
)

(µα̃1 , . . . , Zβ̃s) =
∑

Aα1,...,βs µα̃1(Zα1)︸ ︷︷ ︸
δα̃1α1

. . . µβs(Zβ̃s)︸ ︷︷ ︸
δβsβ̃s

= Aα̃1,...,β̃s

= g(µα̃1 , . . . , Zβ̃s)
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Insgesamt folgt
g = Fp

(∑
Aα1,...,βsZα1 ⊗ . . .⊗ Zβs

)
Fp ist injektiv: Ist 0 = Fp(

∑
Aα1,...,βsZα1 ⊗ . . .⊗ µβs), so folgt

0 = Fp()(µα̃1 , . . . , µα̃r , Zβ̃1
, . . . , Zβ̃s)

= Aα̃1,...,β̃s
für alle α̃1, . . . , β̃s ∈ {1, . . . , n}

Daraus folgt
∑
Aα1,...,βsZα1 ⊗ . . .⊗ µβs = 0

Insgesamt folgt damit dass Fp ein Isomorphismus von R-Vektorräumen ist. Wir
definieren nun

F : T rs(M)→ MultilinC∞(M)(V∗(M)× . . .× V∗(M)︸ ︷︷ ︸
r-mal

×V(M)× . . .V(M)︸ ︷︷ ︸
s-mal

, C∞(M))

durch

F (S)(
∈V∗(M)3
ω1, . . . , ωr,

∈V(M)3
X1, . . . , Xs)(p) := Fp(Sp)(ω1|p, . . . , ωr|p, X1|p, . . . , Xs|p)

F (S)(ω1, . . . ,Xs) ∈ C∞(M): lokale Koordinaten ∂
∂xi
xi, Koeffizienten von ω1, . . . , Xs

glatt ⇒ F (S)(ω1, . . . , Xs) glatt
F (S) ist C∞(M)-multilinear: Seien f ∈ C∞(M) und ω̃i ∈ V∗(M), damit ist
dann:

F (S)(ω1, . . . , ωi + fω̃i, . . . , Xs)(p) = Fp(Sp)(ω1|p, . . . , ωi|p + f(p)ω̃i|p, . . . , Xs|p)
= Fp(Sp)(ω1|p, . . . , ωi|p, . . . , Xs|p)

+ f(p)Fp(Sp)(ω1|p, . . . , ω̃i|p, . . . , Xs|p)
= F (S)(ω1, . . . , ωi, . . . , Xs)(p)

+ f(p)F (S)(ω1, . . . , ω̃i, . . . , Xs)(p)

F ist C∞(M)-linear X
F ist injektiv: F (S) = 0, also ist Fp(Sp) = 0 für alle p ∈ M . Da Fp injektiv ist,
ist Sp = 0 für alle p ∈M und damit S = 0.
F ist surjektiv: Sei g : V∗(M)× . . .V∗(M)×V(M)× . . .×V(M)→ C∞(M) eine
C∞(M)-multilineare Abbildung. Seien weiter p ∈ M , ϕ eine Karte um p und χ

eine glatte cut-off Funktion mit suppχ ⊂supp „Träger“ Kartengebiet von ϕ und χ ≡ 1 auf einer
Umgebung V von p. Für q ∈ V ist

g(ω1, . . . , Xs)(q) = g(χω1 + (1− χ)ω1, . . . , χXs + (1− χ)Xs)(q)
= g(χω1, χω2 + (1− χ)ω2, . . . χXs + (1− χ)Xs)(q)

+ (1− χ)(q)︸ ︷︷ ︸
=0

g(ω1, χω2 + (1− χ)ω2, . . .)

= g(χω1, χω2 + (1− χ)ω2, . . . , χXs + (1− χ)Xs)(q)
= . . . = g(χω1, . . . , χXs)(q) (∗)

Sei Sp :=
∑
Aα1,...,βs(p) ∂

∂xα1

∣∣∣
p
⊗ . . .⊗ dxβs |p mit

Aα1,...,βs(p) = g(χdxα1 , . . . , χ
∂

∂xβs
)

Bachrechnen ergibt dass andere Karten das gleiche Sp liefern. Daher ist S auf ganz
M definiert. Wegen (*) und der lokalen Darstellung gilt F (S) = g.
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Übung 6. vom 3. Dezember 2012

Lösung 2
a) ω1 = yzdx+ xzdy + xydz ist geschlossen und exakt(

df = ∂f

∂x
dx+ ∂f

∂y
dy + ∂f

∂z
dz
)

d(xyz) = (yz)dx+ (xz)dy + (xy)dz ⇒ 0 = d ◦ d(xyz) = dω1

b) ω2 = y2dx+ x3yzdy + x2ydz ist weder geschlossen noch exakt.
dω2 6= 0 (nachrechnen); angenommen ∃η : dη = ω2 ⇒ 0 = d2η = dω2 6= 0 ⇒ ω2
nicht exakt

c) dω3 6= 0
d) ω4 ist exakt

Lösung 3
Skizze:

Übung 6 vom 3. Dezember 2012
Aufgabe 1
Es sei (M, g) eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:
a) Für je zwei Punkte in M existiert eine stückweise glatte Kurve, die diese verbin-

det.
b) Die Abstandsfunktion

d(p, q) = inf{L(c) | c : [0, 1]→M ist stückweise glatt, c(0) = p, c(1) = q}

ist eine Metrik, welche die ursprüngliche Topologie erzeugt.

Aufgabe 2
Es sei für x, y ∈ Rn+1

〈x, y〉 := −x0y0 + x1y1 + · · ·+ xnyn,

sowie
Hn := {x ∈ Rn+1 | 〈x, x〉 = −1, x0 > 0}.

Zeigen Sie, dass Hn eine glatte Mannigfaltigkeit ist, und 〈. , .〉 für alle p ∈ Hn ein Ska-
larprodukt auf TpHn ⊂ TpRn+1 definiert und die Gesamtheit dieser Skalarprodukte
eine Riemannsche Metrik g auf Hn ist.
Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (Hn, g) heißt n-dimensionaler hyperbolischer Raum.

Aufgabe 3
Es sei s = (−1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1. Zeigen Sie:
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a) Die Abbildung ϕ mit

ϕ(x) := s− 2(x− s)
〈x− s, x− s〉

, x ∈ Hn,

ist ein Diffeomorphismus von Hn auf {ξ ∈ Rn ∼= {0} × Rn ⊂ Rn+1 | ‖ξ‖ < 1}.
b) In der Karte ϕ hat die Riemannsche Metrik auf Hn die Form

4
(1− ‖ξ‖2)2

n∑
i=1

dξi ⊗ dξi.

Lösung 1
a) asdf
b) asdf

Lösung 2
asdf

Lösung 3
a) asdf
b) asdf

Übung 7 vom 10. Dezember 2012
Aufgabe 1
Es sei S2 versehen mit der von der euklidischen Metrik auf R3 induzierten Metrik.
Weiter sei c : [0, 1] → S2 eine kürzeste C1-Kurve zwischen c(0) = N = (0, 0, 1) und
c(1). Zeigen Sie, dass das Bild von c in einem Großkreis enthalten ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Parametrisierung (ϕ, ϑ) 7→ (cos(ϑ) cos(ϕ), cos(ϑ) sin(ϕ), sin(ϑ)).

Aufgabe 2
Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des Rk und ∇ der kanonische Zusammenhang
auf dem Tangentialbündel des Rk. Für ein Vektorfeld X auf M bezeichne X̃ eine
beliebige Fortsetzung von X zu einem Vektorfeld auf Rk und für v ∈ Rk ∼= TpRk

bezeichne vTpM die orthogonale Projektion von v auf den Tangentialraum von M

an p.
Zeigen Sie, dass

∇M : V(M)× V(M)→ V(M) (∇MX Y )p := ((∇X̃ Ỹ )p)TpM ,

einen Zusammenhang auf dem Tangentialbündel von M definiert.

Aufgabe 3
a) Es sei E ein Vektorbündel über M und ∇ ein Zusammenhang auf E. Weiter sei

∇∗ : V(M)× Γ(E∗)→ Γ(E∗), (∇∗X(s∗))p(v) := Xp(s∗(ṽ))− s∗p((∇X(ṽ))p)

für X ∈ V(M), s∗ ∈ Γ(E∗), v ∈ Ep und ṽ ∈ Γ(E) eine Fortsetzung von v.
Zeigen Sie, dass ∇∗ ein Zusammenhang auf E∗ ist.
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b) Es seien E1 und E2 Vektorbündel über M mit Zusammenhängen ∇1 und ∇2.
Zeigen Sie, dass es auf E1 ⊗ E2 genau einen Zusammenhang ∇ gibt, der

∇X(s1 ⊗ s2) = ∇1
X(s1)⊗ s2 + s1 ⊗∇2

X(s2)

für X ∈ V(M) und si ∈ Γ(Ei) erfüllt.

Lösung 1
c : [0, 1] → (S2, gstd) kürzeste C1-Kurve zwischen c(0) = N = (0, 0, 1) und c(1).
Behauptung: Bild c ist im Gros̈kreis enthalten.
Wähle ein geeignetes Intervall der Länge 2π, sodass

f : I ×
(
−π

2 ,
π
2
)
→ f

(
I ×

(
−π

2 ,
π
2
))

(ϕ, ϑ) 7→ (cosϑ cosϕ, cosϑ sinϕ, sinϑ)

bijektiv ist und c(1) ∈ U (falls c(1) 6= N,S). Daraus folgt dass f−1 eine Karte von
S2 ist. Sei nun ohne Einschränkung c in keiner Umgebung von 0 konstant. Weiter sei
γ := f−1 ◦ c (eventuell nur in einer Umgebung von 0 ohne {0} definiert). Es bleibt
nun zu zeigen, dass γ1 konstant ist.
Bestimme gij bezüglich f−1. Es ist

∂1f =∂f

∂ϕ
= (− cosϑ sinϕ, cosϑ cosϕ, 0)

∂2f =∂f

∂ϑ
= (− sinϑ cosϕ,− sinϑ sinϕ, cosϑ)

Daraus folgt

g11 = 〈∂1f, ∂1f〉 = cos2 ϑ

g22 = 〈∂2f, ∂2f〉 = 1
g12 = 〈∂1f, ∂2f〉 = 0 = g21

Damit ist dann

L(c|(0,ε)) =
∫ ε

0

√
g(ċ, ċ) =

∫ ε

0

√
g11(c(t))γ̇1(t)2 + g22(c(t))γ̇2(t)2︸ ︷︷ ︸

=(γ̇1,γ̇2)( g11 g12
g21 g22 )

(
γ̇1
γ̇2

) dt

=
∫ ε

0

√
cos2(γ2(t))︸ ︷︷ ︸

≥0

γ̇1(t)2 + γ̇2(t)2dt

≥
∫ ε

0
|γ̇2(t)|dt = L(c̃)

für c̃(t) = f(γ1(ε)γ2(t)). Dann ist c die Kürzeste. Daraus folgt L(c|(0,ε]) = L(c̃|(0,ε]
und somit ist für alle t ∈ (0, ε] stets cos2(γ2(t))γ̇1(t) = 0. Da cos2(γ2(t)) > 0 muss
γ̇1(t) = 0 gelten. Da sich c nicht aus Bild f heraus bewegt, aus̈er eventuell für c(1),
ist γ̇1(t) = 0 für alle t ∈ (0, 1).

Lösung 2
SeiM eine Untermannigfaltigkeit von Rk und die Abbildung ∇M : V(M)×V(M)→
V(M) mit (∇MX Y )p := ((∇X̃ Ỹ )p)TpM , wobei X̃, Ỹ Fortsetzungen von X,Y sind.
Wir haben zu zeigen:
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(0) Unabhängigkeit von der Wahl der Fortsetzungen
(1.1) ∇MX1+X2

Y = ∇MX1
Y +∇MX2

Y

(1.2) ∇MfXY = f∇MX Y
(2.1) ∇MX (Y1 + λY2) = ∇MX Y1 + λ∇MX Y2

(2.2) ∇MX (fY ) = X(f) · Y + f∇MX Y
(3) ∇MX Y ∈ V(M) (klar ist, dass auf TpM projiziert wird)

Wir werden nun diese einzelnen Behauptungen beweisen, wobei der Beweis von (2.1)
in (1.1) enthalten ist.
(0) Es sei c : (−ε, ε) → M glatt mit c(0) = p und ċ(0) = Xp. Damit erhält man

folgendes:

((∇X̃ Ỹ ))TpM = ((D Ỹ )pX̃p)TpM

= ((D Ỹ )pXp)TpM ⇒ unabh. von der Wahl von X̃

=
( d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Ỹ ◦ c(t)

))TpM

=
( d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Y ◦ c(t))
)TpM

⇒ unabh. von der Wahl von Ỹ

(1.1) Wähle X̃1 + X̃2, beziehungsweise Ỹ1 + λỸ2, als Fortsetzung entsprechend der
Regeln für ∇. Daraus folgen dann die Behauptungen.

(1.2) Es gilt:

(∇MfXY )p =
(
(∇fX̃ Ỹ )p

)TpM
=
(
(DỸ )p (fX̃)p︸ ︷︷ ︸

=f(p)Xp

)TpM

=
(
(D Ỹ )p(f(p)Xp)

)TpM

= f(p)
(
(D Ỹ )pXp

)TpM

= f(p)
(
∇MX Y )p

)
(2.2) Es gilt:(

∇MX (fX)
)
p

=
((

D (̃fY )
)
p
·Xp

)TpM

=
( d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
(̃fY ) ◦ c

)
(t)
)TpM

=
( d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
(fY ) ◦ c

)
(t)
)TpM

=
( d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f
(
c(t)

)
· Y
(
c(t)

))
(t)
)TpM

=
( d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f
(
c(t)

))
Y
(
c(0)

)
+ f

(
c(0)

)
· d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Y
(
c(t)

)))TpM

=
(
XP (f) · Yp + f(p)(∇X̃ Ỹ )p

)TpM

= Xp(f) · Y TpM
p + f(p)

(
(∇X̃ Ỹ )p

)TpM

= Xp(f)Yp + f(p)(∇MX Y )p
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(3) Es gilt (∇MX Y )p ∈ TpM (klar wegen Projektion) und hängt glatt von p ab.
Sind e1, . . . , en um p, definiere glatte Vektorfelder, so dass für q ∈ Umg(p)
e1|q, . . . , en|q (erhalte mit Gram-Schmitt (glatt!)) eine Orthonormalbasis ist,
so ist (lokal):

∇MX Y =
n∑
i=1
〈D Ỹ · X̃, ei〉 · ei ⇒ glatt

(Erhalte e1, . . . , en aus beliebigen lokalen Basisvektoren durch Gram-Schmitt.)

Bemerkung • ∇M ist der Levi-Civita Zusammenhang von (M, g) mit g(X,Y ) =
〈X,Y 〉.
• Die Projektion auf TpM ist nötig, zum Beispiel M = S1, X̃ = Ỹ =

(
−Y
X

)
∈

V(R2)⇒ X = Y = X̃|S1 ∈ V(S1)

D Ỹ · X̃ =
(

0 −1
1 0

)
·
(
−Y
X

)
=
(
−X
−Y

)
= −

(
X

Y

)
∈
(
T(X,Y ) S

1
)⊥

Lösung 3
a) Es sei E ein Vektorbündel über M und ∇ ein Zusammenhang auf E. Betrachte

(∇∗Xs∗)p(v) := Xp(s∗ṽ) − s∗p((∇X ṽ)p) mit X ∈ V(M), s∗ ∈ Γ(E∗), v ∈ Ep,
ṽ ∈ Γ(E) und ṽp = v. Warum dieses ∇∗ betrachten? Für s∗ ∈ Γ(E∗), s ∈ Γ(E)
sei

〈s∗, s〉 := s∗(s) ∈ C∞(M)

Damit ist

X(〈s∗, s〉) = 〈∇∗Xs∗, s〉+ 〈s∗,∇Xs〉
= (∇∗Xs∗)(s) + s∗(∇Xs)

Das führt zu
(∇∗Xs∗)(s) = X(s∗(s))− s∗(∇Xs)

b) Seien E1 und E2 Vektorbündel mit Zusammenhängen ∇1 und ∇2. Wir haben zu
zeigen, dass es genau einen Zusammenhang∇ auf E1⊗E2 gibt mit∇X(S1⊗S2) =
(∇1

Xs1)⊗ s2 + s1 ⊗ (∇2
Xs2).

Eindeutigkeit: Seien s ∈ Γ(E1 ⊗ E2) und seien e1
1, . . . , e

1
m, e

2
1, . . . , e

2
n : U → E1

beziehungsweise E2 lokale Basisschnitte von E1 und E2. Daraus folgt s|U =∑
σije

1
i ⊗ e2

j .

∇x(s)|U = ∇X
(∑
ij

σije
1
i ⊗ e2

j

)
=
∑
ij

(
X(σij) · e1

i ⊗ e2
j + σij∇X(e1

i ⊗ e2
j )
)

=
∑
ij

(
X(σij)e1

i ⊗ e2
j + σij

(
(∇1

Xe
1
i )⊗ e2

j + e1
i ⊗ (∇2

Xe
2
j )
))

Existenz: Zeige die Unabhängigkeit von der Wahl der eki .
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Übung 8 vom 17. Dezember 2012

Aufgabe 1
Es sei E ein Vektorbündel über M mit kovarianter Ableitung ∇. Zeigen Sie, dass

R : V(M)× V(M)× Γ(E) −→ Γ(E)

R(X,Y )S = ∇X∇Y S −∇Y∇XS −∇[X,Y ]S

eine C∞(M)-multilineare Abbildung ist.

Aufgabe 2
Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und R der Krümmungstensor des
Levi-Civita-Zusammenhanges auf M . Zeigen Sie, daß für alle X,Y, Z,W ∈ V(M)
gilt:
a) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0
b) 〈R(X,Y )Z,W 〉 = −〈R(X,Y )W,Z〉
c) 〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X,Y 〉

Aufgabe 3
Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Für eine glatte Kurve c : [a, b] →
M bezeichne P ca,b : Tc(a)M → Tc(b)M den Paralleltransport entlang c bezüglich des
Levi-Civita-Zusammenhanges. Zeigen Sie, daß P ca,b eine lineare Isometrie ist.

Bevor wir mit den Lösungen beginnen zeigen wir zunächst den folgenden Sachverhalt

Behauptung: Für eine glatte Kurve c und Vektorfelder X,Y längs c gilt:

d
dtgc(t) (X(t), Y (t)) = gc(t) ((∇tX)(t), Y (t)) + gc(t) (X(t), (∇tY )(t))

Beweis: Mit dem Levi-Civita Zusammenhang gilt

∇t(g ◦ c) = ∇c∗ ∂∂t g = 0.
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Daraus folgt dann mit g =
∑
gijdxi ⊗ dxj :

0 = (∇t(g ◦ c)) (X(t), Y (t))

=
(
∇t
(
(
∑

gijdxi ⊗ dxj) ◦ c
))

(X(t), Y (t))

=
(∑ d

dt(gij ◦ c) · dx
i|c(t) ⊗ dxj |c(t) +

∑
gij ◦ c · ∇t(dxi|c(t) ⊗ dxj |c(t)︸ ︷︷ ︸

=∇t(dxi|c(t)⊗dxj |c(t)
+dxi|c(t)⊗(∇t(dxj |c(t)))

)
(X(t), Y (t))

=
∑ d

dt (gij ◦ c) dxi|c(t) ⊗ dxj |c(t) (X(t), Y (t))

+
∑

(gij ◦ c)
(
(∇tdxi|c(t))(X(t)) · dxj |c(t)(Y (t)) + dxi|c(t)(X(t)) · (∇t(dxj |c(t)))(Y (t))

)
=
∑ d

dt(gij ◦ c) · dx
i|c(t)(X(t)) · dxj |c(t)(Y (t))

+
∑

(gij ◦ c)
(( d

dtdx
i|c(t)(X(t))− dxi|c(t)(∇tX(t))

)
· dxj |c(t)Y (t)

+dxi|c(t)(X(t)) ·
( d

dt(dx
j |c(t)(Y (t))− dxj |c(t)(∇tY (t)))

))
=
∑ d

dt
(
(gij ◦ c) · dxi|c(t)(X(t)) · dxj |c(t)(Y (t))

)
−
∑

(gij ◦ c)dxi|c(t)(∇tX(t)) · dxj |c(t)(Y (t))

−
∑

(gij ◦ c)dxi|c(t)(X(t)) · dxj |c(t)(∇tY (t))

= d
dt
(∑

gij(c(t)) · (dxi|c(t) ⊗ dxj |c(t))(X(t), Y (y))
)

−
∑

gij(c(t)) · dxi|c(t) ⊗ dxj |c(t)(∇tX(t), Y (t))

−
∑

gij(c(t)) · dxi|c(t) ⊗ dxj |c(t)(X(t),∇tY (t))

= d
dt
(
gc(t)

(
X(t), Y (t)

))
− gc(t)

(
∇tX(t), Y (t)

)
− gc(t)

(
X(t),∇tY (t)

)
Wir verwenden dabei für ∇ das ∇∗ aus Aufgabe 3 a) von Blatt 7.
Lösung 1
Es sei E ein Vektorbündel über M mit kovarianter Ableitung ∇ und sei die Abbil-
dung R : V(M) × V(M) × Γ(E) → Γ(E) definiert durch R(X,Y )S = ∇X∇Y S −
∇Y∇XS −∇[X,y]S. Wir wollen zeigen dass R eine C∞(M)-multilineare Abbildung
ist.
• Sei g ∈ C∞(M):

[fX, Y ](g) = f ·X(Y (g))− Y (f ·X(g))
= f ·X(Y (g))− f · Y (X(g))− Y (f) ·X(g)
= f · [X,Y ](g)− Y (f) ·X(g)
= (f · [X,Y ]− Y (f) ·X)(g)

• Additivität: X
•

R(fX, Y )S = ∇fX∇Y S −∇Y∇fXS −∇[fX,Y ]S

= f∇X∇Y S − Y (f) · ∇XS − f · ∇Y∇XS − f∇[X,Y ]S + Y (f)∇XS
= f(∇X∇Y S −∇Y∇XS −∇[X,Y ]S) = f ·R(X,Y )S
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• In zweiter Komponente: X (R(X,Y )S = −R(Y,X)S)
•

D(X,Y )(f · S) = ∇X ∇Y (f · S)︸ ︷︷ ︸
=Y (f)·S+f ·∇Y S

−∇Y ∇X(f · S)︸ ︷︷ ︸
=X(f)·S+f ·∇XS

−∇[X,Y ](f · S)︸ ︷︷ ︸
=[X,Y ](f)·S
+f ·∇[X,Y ]S

= X(Y (f)) · S + Y (f)∇XS +X(f) · ∇Y S + f · ∇X∇Y · S
− (Y (X(f)) · S +X(f)∇Y S + Y (f) · ∇XS + f · ∇Y∇X · S)
−X(Y (f)) + Y (X(f))− f∇[X,Y ]S

=f ·R(X,Y )S

Lösung 2
Aufgrund des Levi-Civita Zusammenhangs gilt ∇ = ∇2c.
a) Behauptung: R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0

Aufgrund der C∞(M)-multilinearität genügt es die Behauptung für X = ∂
∂xi

,
Y = ∂

∂xj
und Z = ∂

∂xk
zu zeigen. Daraus folgt [X,Y ] = [X,Z] = [Y, Z] = 0.

R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y
= ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ +∇Y∇ZX −∇Z∇YX +∇Z∇XY −∇X∇ZY
= ∇X(∇Y Z −∇ZY︸ ︷︷ ︸

=[Y,Z](da ∇ torsionslos)
=0

) +∇Y (∇ZX −∇XZ︸ ︷︷ ︸
=[Z,X]=0

) +∇Z(∇XY −∇YX︸ ︷︷ ︸
=[X,Y ]=0

) = 0

b) Im Folgenden setzen wir R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ), zu beweisen ist dann
dass R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z).
Es genügt zu zeigen dass R(X,Y, U, U) = 0 für alle X,Y ist, da R(X,Y, Z +
W,Z+W ) = R(X,Y, Z, Z)+R(X,Y, Z,W )+R(X,Y,W,Z)+R(X,Y,W,W ) ist.
Wir können annehmen, dass [X,Y ] = 0 gilt.

R(X,Y, U, U) = g(∇X∇Y U −∇Y∇XU,U)
= g(∇X∇Y U,U)− g(∇Y∇XU,U)
= X(g(∇Y U,U)︸ ︷︷ ︸
= 1

2 (g(∇Y U,U)+g(U,∇Y U))
= 1

2Y (g(U,U))

)− g(∇Y U,∇XU)− Y (g(∇XU,U)︸ ︷︷ ︸
= 1

2X(g(U,U))

) + g(∇XU,∇Y U)

= 1
2
(
X
(
Y (g(U,U))

)
− Y

(
X(g(U,U))

))
= 1

2[X,Y ](g(U,U)) = 0

c) behauptung: R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )
Nach a) gilt:

R(X,Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0 (I)
R(Y,Z,W,X) +R(Z,W, Y,X) +R(W,Y,Z,X) = 0 (II)
R(Z,W,X, Y ) +R(W,X,Z, Y ) +R(X,Z,W, Y ) = 0 (III)
R(W,X, Y, Z) +R(X,Y,W,Z) +R(Y,W,X,Z) = 0 (IV)

Addiert man die Gleichungen zu (I) - (III) + (II) - (IV) bleibt übrig:

2R(X,Y, Z,W )− 2R(Z,W,X, Y ) = 0
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Lösung 3
Behauptung: Für den Levi-Civita Zusammenhang ist die Parallelverschiebung eine
Isometrie.
Es sei c : I → M und Xc(0), Yc(0) ∈ Tc(0)M mit X(t) = P c0,tXc(0) und Y (t) =
P c0,tYc(0). Daraus folgt

d
dtg (X(t), Y (t)) = g (∇tX(t)︸ ︷︷ ︸

=0

, Y (t)) + g (X(t),∇tY (t)︸ ︷︷ ︸
=0

) = 0

und damit gilt dann

g
(
P c0,tXc(0), P

c
0,tYc(0)

)
= g

(
Xc(0), Yc(0)

)

Übung 9 vom 7. Januar 2012
Aufgabe 1
Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p ∈ M . Berechnen Sie gij(p),
∂gij
∂xk

(p) und Γkij(p) in Riemannschen Normalkoordinaten um p.
Hinweis: Welche Form haben die Geodätischen durch p in dieser Karte?

Aufgabe 2
Bestimmen Sie die Schnittkrümmungen der Riemannschen Mannigfaltigkeiten (Rn, geukl)
und Hn (siehe Blatt 6 Aufgaben 2 und 3).

Aufgabe 3
Bestimmen Sie die Schnittkrümmungen der n-Sphäre vom Radius r > 0, also von
Sn mit der von Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = r} induzierten Riemannschen Metrik.
Hinweis: Benutzen Sie, dass der Levi-Civita Zusammenhang auf Sn durch (∇XY )p = ((DY )p ·
Xp)Tp S

n

gegeben ist.

Lösung 1
Nach der Vorlesung gibt es einen Diffeomorphismus

expp : U(0)
⊂TpM

→ U(p)
⊂M

Seien e1, . . . , en ∈ TpM eine Orthonormalbasis von TpM und sei ϕ−1(x1, . . . , xn) :=
expp(x1e1, . . . , xnen) definiert.
Behauptung:

(i) gij(p) = δij

(ii) d
dx2 (gij)(p) = 0

(iii) Γkij(p) = 0
Beweis:
(i)

gp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=expp∗(ei)
≡id

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

=expp∗(ej)

)
= gp(ei, ej) = δij

γv(t) := expp(tv) ist die Geodätische die in p in Richtung v startet.
Beweis: Es sei cv die Geodätische mit cv(0) = p, ċv(0) = v, sowie cλv die Gedätische
mit cλv(0) = p, ċλv(0) = λv, wobei λ ∈ R. Definiere nun γ(t) := cv(λt). Dann ist
γ(t) = cλv(t), denn:
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• γ(0) = cv(0) = p

• γ̇(0) = λ · ċv(0) = λv

• γ̈k(t) +
∑n
i,j=1 Γkij(γ(t))γ̇i(t)γ̇j(t)

= λ2
(
c̈kv(λt) +

∑
ij Γkij(cv(λt))ċiv(λt)ċjv(λt)

)
= 0

Betrachte also

cv(t) = cv(t · 1) = ctv(1) = expp(t · v)

Die Geodätischen durch p werden also von den Normalkoordinaten auf die Ur-
sprungsgeraden abgebildet. Setze γ(t) = t · ei0 , dann ist expp ◦γ eine Geodätische
und damit gilt für alle k:

0 = γ̈k +
∑
ij

Γkij γ̇iγ̇j = 0 +
∑
ij

Γkij ◦ γδii0δji0 = Γki0i0 ◦ γ

Beweis:
(iii) Nun sei i0 6= j0 und γ̃(t) = t(ei0 + ej0), damit ist expp ◦γ̃ eine Geodätische und

für alle k gilt:

0 = ¨̃γk +
∑
ij

Γkij ˙̃γi ˙̃γj = 0 +
∑
ij

Γkij(δii0 + δij0)(δji0 + δjj0)

=
(
Γki0i0 + Γkj0j0 + Γki0j0 + Γkj0i0

)
◦ γ

In 0 gilt γ(0) = γ̃(0) = p, also Γkij(γ(0)) = 0. Daraus folgt dann:

0 = Γki0j0(γ̃(0)) + Γkj0i0(γ̃(0)) = 2Γ2
i0j0(p)

Damit folgt schlies̈lich Γkij(p) = 0 für alle i, j, k.
(ii)

∂gij
∂xk

∣∣∣∣
p

= ∂

∂xk

∣∣∣∣
p

(
g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

))

= g

(
∇ ∂

∂xk

∣∣
p

∂

∂xi
,
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
+ g

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
,∇ ∂

∂xj

∣∣
p

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)

= g

(∑
l

Γlki(p) ·
∂

∂xl

∣∣∣∣
p
,
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
+ g

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
,
∑
l

Γlkj(p)︸ ︷︷ ︸
=0

∂

∂xl

∣∣∣∣
p

)
= 0

Lösung 2
a) Behauptung: sec(Rn, geukl) ≡ 0

Es gilt ∇XY = DY · X und, wegen Torsionsfreiheit, [X,Y ] = ∇XY − ∇YX =
DY ·X −DX · Y . Nun gilt

R(X,Y )Z = ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z
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Bevor wir fortfahren benötigen wir noch eine Nebenrechnung:

(D(DZ · Y ) ·X −D(DZ ·X) · Y )i
=
∑
l

(D(DZ · Y ))il ·Xl −
∑
l

(D(DZ ·X))il · Yl

=
∑
l

∂l ((DZ · Y )i) ·Xl −
∑
l

∂l(DZ ·X)i · Yl

=
∑
l

∂l

(∑
m

(DZ)im︸ ︷︷ ︸
=∂mZi

· Ym

)
·Xl −

∑
l

∂l

(∑
m

(DZ)im ·Xm

)
· Yl

=
∑
lm

(∂l(∂mZi · Ym) ·Xl − ∂l(∂mZi ·Xm) · Yl)

=
∑
lm

(∂l∂mZiYmXl + ∂mZi∂lYmXl − ∂l∂mZi︸ ︷︷ ︸
=∂m∂lZi

XmYl + ∂mZi∂lXmYl)

=
∑
m

∂mZi · (DY ·X)m −
∑
m

∂mZi(DX · Y )m

= (DZ · (DY ·X)−DZ ·DX · Y )i
= (DZ · (DY ·X −DX · Y ))i

Mit dieser Nebenrechnung folgern wir schlies̈lich R(X,Y )Z = 0 und daraus folgt
letztendlich

sec(span{X,Y }) = g(R(X,Y )Y,X)
‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2

= 0

b) Wir berechnen die KomponentenRijkl = R( ∂
∂ξi
, ∂
∂ξj
, ∂
∂ξk

, ∂
∂ξl

) = g(R( ∂
∂ξi
, ∂
∂ξj

) ∂
∂ξk

, ∂
∂ξl

)
in der Karte ϕ aus Aufgabe 6.3. In dieser Karte gilt g = 4

(1−‖ξ‖2)2
∑
i
dξi ⊗ dξi,

also gij = δij
4

(1−‖ξ‖2)2 .
Für die Ableitungen der Metrik gilt dann:

gij,k = ∂gij
∂ξk

= 16δij
ξk

(1− ‖ξ‖2)3 .

Die Koeffizienten der zu (gij) inversen Matrix sind gkl = δkl
(1−‖ξ‖2)2

4 . Damit gilt
für die Christoffelsymbole

Γkij = 1
2
∑
l

gkl(gjl,i − gij,l + gli,j) = 2
1− ‖ξ‖2 (δjkξi − δijξk + δkiξ

j).

Für die Ableitungen gilt also:

∂

∂ξl
(Γkij) = ∂

∂ξl

( 2
1− ‖ξ‖2

)
(δjkξi − δijξk + δkiξ

j) + 2
1− ‖ξ‖2

∂

∂ξl
(δjkξi − δijξk + δkiξ

j)

= 4ξl

(1− ‖ξ‖2)2 (δjkξi − δijξk + δkiξ
j) + 2

1− ‖ξ‖2 (δjkδli − δijδlk + δkiδlj).

135



Anhang A: Übungen

Nun können wir die Koeffizienten des Krümmungstensors berechnen. Es gilt :

R( ∂

∂ξi
,
∂

∂ξj
) ∂

∂ξk
= ∇ ∂

∂ξi
∇ ∂

∂ξj

∂

∂ξk
−∇ ∂

∂ξj
∇ ∂

∂ξi

∂

∂ξk
−∇[ ∂

∂ξi
, ∂
∂ξj

]=0
∂

∂ξk

= ∇ ∂

∂ξi

(∑
l

Γljk
∂

∂ξl

)
−∇ ∂

∂ξj

(∑
l

Γlik
∂

∂ξl

)
=
∑
l

(
∂

∂ξi
(Γljk)

∂

∂ξl
+ Γljk∇ ∂

∂ξi

∂

∂ξl
− ∂

∂ξj
(Γlik)

∂

∂ξl
− Γlik∇ ∂

∂ξj

∂

∂ξl

)

=
∑
l

(
∂

∂ξi
(Γljk)

∂

∂ξl
− ∂

∂ξj
(Γlik)

∂

∂ξl

)
+
∑
l,m

(
ΓljkΓmil

∂

∂ξm
− ΓlikΓmjl

∂

∂ξm

)

=
∑
l

(
∂

∂ξi
(Γljk)−

∂

∂ξj
(Γlik) +

∑
α

(
ΓαjkΓliα − ΓαikΓljα

)) ∂

∂ξl
=:
∑
l

R l
ijk

∂

∂ξl

und

R l
ijk = 4

(1−‖ξ‖2)2

(
ξi(δklξj − δjkξl + δljξ

k)− ξj(δklξi − δikξl + δliξ
k)

+ 1−‖ξ‖2

2
(
(δklδij − δjkδil + δljδik)− (δklδij − δikδjl + δliδjk)

)
+
∑
α

(
(δkαξj − δjkξα + δαjξ

k)(δαlξi − δiαξl + δliξ
α)

− (δkαξi − δikξα + δαiξ
k)(δαlξj − δjαξl + δljξ

α)
))

= 4
(1−‖ξ‖2)2

(
− δjkξiξl + δljξ

iξk + δikξ
jξl − δliξjξk

+ 1−‖ξ‖2

2
(
− δjkδil + δljδik + δikδjl − δliδjk

)
+
∑
α

(
(δkαδαlξiξj − δkαδiαξjξl + δkαδliξ

jξα

− δjkδαlξiξα + δjkδiαξ
lξα − δjkδli(ξα)2

+ δαjδαlξ
iξk − δαjδiαξkξl + δαjδliξ

kξα)
− (δkαδαlξiξj − δkαδjαξiξl + δkαδljξ

iξα

− δikδαlξjξα + δikδjαξ
lξα − δikδlj(ξα)2

+ δαiδαlξ
jξk − δαiδjαξkξl + δαiδljξ

kξα)
))

= 4
(1−‖ξ‖2)2

(
− δjkξiξl + δljξ

iξk + δikξ
jξl − δliξjξk + (1− ‖ξ‖2)

(
δikδjl − δliδjk

)
+
∑
α

(
(δklξiξj − δikξjξl + δliξ

jξk − δjkξiξl + δjkξ
lξi − δjkδli‖ξ‖2 + δjlξ

iξk − δijξkξl + δliξ
kξj)

− (δklξiξj − δjkξiξl + δljξ
iξk − δikξjξl + δikξ

lξj − δikδlj‖ξ‖2 + δilξ
jξk − δijξkξl + δljξ

kξi)
))

= 4
(1−‖ξ‖2)2

(
(1− ‖ξ‖2)

(
δikδjl − δliδjk

)
+ ‖ξ‖2

(
δikδjl − δliδjk

)
= 4

(1−‖ξ‖2)2
(
δikδjl − δliδjk

)
Und somit

Rijkl = g(
∑
m

R m
ijk

∂

∂ξm
,
∂

∂ξl
) =

∑
m

R m
ijk g( ∂

∂ξm
,
∂

∂ξl
)

= 4
(1− ‖ξ‖2)2R

l
ijk = 16

(1− ‖ξ‖2)4
(
δikδjl − δliδjk

)
.
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Übung 9. vom 7. Januar 2012

Für linear unabhängige X =
∑
Xi

∂
∂ξi

, Y =
∑
Yj

∂
∂ξj
∈ TpHn gilt dann

R(X,Y, Y,X) =
∑
i,j,k,l

XiXlYjYk R( ∂

∂ξi
,
∂

∂ξj
,
∂

∂ξk
,
∂

∂ξl
)

=
∑
i,j,k,l

XiXlYjYk
16

(1−‖ξ‖2)4
(
δikδjl − δliδjk

)
=
∑
i,j

XiXjYjYi
(

4
(1−‖ξ‖2)2

)2
−
∑
i,j

X2
i Y

2
j

(
4

(1−‖ξ‖2)2

)2

=
∑
i,j

XiXjYjYig( ∂

∂ξi
,
∂

∂ξi
)g( ∂

∂ξj
,
∂

∂ξj
)−

∑
i,j

X2
i Y

2
j g( ∂

∂ξi
,
∂

∂ξi
)g( ∂

∂ξj
,
∂

∂ξj
)

=
(∑

i

g(Xi
∂

∂ξi
, Yi

∂

∂ξi
)
)(∑

j

g(Xj
∂

∂ξj
, Yj

∂

∂ξj
)
)

−
(∑

i

g(Xi
∂

∂ξi
, Xi

∂

∂ξi
)
)(∑

j

g(Yj
∂

∂ξj
, Yj

∂

∂ξj
)
)

= g(X,Y )2 − ‖X‖2‖Y ‖2 = −(‖X‖2‖Y ‖2 − g(X,Y )2).

Hieraus folgt

sec(span{X,Y }) = R(X,Y, Y,X)
‖X‖2‖Y ‖2 − g(X,Y )2 = −1.

Lösung 3
Sei Sn(r) := {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = r}, Behauptung: secSn(r) ≡ 1

r2

Sei ∇ = ∇Sn(r) der Levi-Civita Zusammenhang von (Sn(r), gind). Daraus folgt:

(∇XY )p =
(
(∇Rn+1

X Y )p
)

Tp S
n(r)

= (∇Rn+1
X Y )p − 〈(∇Rn+1

X Y )p, N(p)〉 ·N(p)

wobei N(p) = 1
r · p das Normaleneinheitsvektorfeld an Sn(r) ist. Betrachte nun

〈(∇Rn+1
X Y )p, N(p)〉 = Xp(

≡0︷ ︸︸ ︷
〈Y,N〉)︸ ︷︷ ︸
=0

−〈Yp, (∇Rn+1
X N)p〉

= −〈Yp, (DN)p︸ ︷︷ ︸
1
r
·id

·Xp〉

= −1
r
〈Yp, Xp〉
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Anhang A: Übungen

Daraus folgt dann ∇XY = ∇Rn+1
X Y + 1

r 〈X,Y 〉N . Als nächstes betrachten wir nun:

RS
n(r)(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇X −∇[X,Y ]Z

= ∇Rn+1
X (∇Y Z) + 1

r
〈X,∇Y Z〉 ·N

−∇Rn+1
Y (∇XZ)− 1

r
〈Y,∇XZ〉 ·N

−∇Rn+1

[X,Y ]Z −
1
r
〈[X,Y ], Z〉 ·N

=

=0︷ ︸︸ ︷
RRn+1

(X,Y )Z +∇Rn+1
X (1

r
〈Y,Z〉 ·N) + 1

r
〈X,∇Rn+1

Y Z + 1
r
〈Y,Z〉 ·

⊥X
N 〉N

−∇Rn+1
Y (1

r
〈X,Y 〉N)− 1

r
〈Y,∇Rn+1

X Z + 1
r
〈Y, Z〉 ·

⊥Y
N 〉 ·N

− 1
r
〈[X,Y ]︸ ︷︷ ︸

=DY ·X−DX·Y

Z〉 ·N

= X(1
r
〈Y, Z〉)N + 1

r
〈Y, Z〉∇Rn+1

X N + 1
r
〈X,DZ · Y 〉 ·N

− Y (1
r
〈X,Z〉) ·N − 1

r
〈X,Z〉∇Rn+1

Y N − 1
r
〈Y,DZ ·X〉 ·N − 1

r
〈DY ·X

−DX · Y, Z〉 ·N

= 1
r

(〈DY ·X,Z〉+ 〈Y,DZ ·X〉) ·N + 1
r
〈Y, Z〉

= 1
r
·id︷︸︸︷

DN ·X + 〈X,DZ · Y 〉 ·N

− 1
r

(〈DX · Y,Z〉+ 〈X,DZ · Y 〉) ·N − 1
r2 〈XZ〉 · Y + 〈Y,DZ ·X〉 ·N

− 1
r
〈DY ·X −DX · Y,Z〉 ·N

= 1
r2 (〈Y,Z〉 ·X − 〈X,Z〉 · Y )

Daraus folgt dann

〈D(X,Y )Y,X〉 = 1
r2 (〈Y, Y, 〉〈X,X〉 − 〈X,Y 〉2)

und damit folgt dann schlies̈lich

secSn(r)({X,Y }) = 1
r2

Übung 10 vom 14. Januar 2012

Übungsblatt 10 enthielt keine Aufgaben, deshalb befassen wir uns hier mit den
Geodätischen von H2. Wir betrachten zunächst die folgenden drei bisherigen Modelle

Hyperboloid: {x ∈ R2+1 |

=〈x,x〉︷ ︸︸ ︷
−x2

0 + x2
1 + x2

2 = −1, x0 > 0} und 〈·, ·〉|Tp H2×Tp H2 ist
das Skalarprodukt.
Poincare Kreisscheibenmodell: D := {ξ ∈ R2 | ‖ξ‖ < 1}, gD = 4

(1−‖ξ||)2
∑

dξi⊗
dξi

Poincare obere Halbebene Modell: H := {x + iy ∈ C | y > 0}, gH = 1
y2 (dx ⊗

dx+ dy ⊗ dy)
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Übung 10. vom 14. Januar 2012

Isometrie zwischen D und H: Betrachte D als Teilmenge von C mittels ψ :
H → D, z 7→ z−i

z+i

|ψ(z)|2 = z − i
z + i

· z + i

z − i
= zz + i

=2i Im(z)︷ ︸︸ ︷
(z − z) +1

zz − i(z − z) + 1 = |z|
2 − 2 Im(z) + 1

|z|2 + 2 Im(z) + 1
Im(z)>0
< 1

Definiere weiter ϕ : D → H mit ξ = ξ1 + iξ2 7→ −i ξ+1
ξ−1 . Dann folgt

Im(ϕ(ξ)) =

>0︷ ︸︸ ︷
1− |ξ|2

|ξ|2 − 2 Re(ξ) + 1︸ ︷︷ ︸
≥(Re(ξ)−1)2>0

> 0

Durch Nachrechnen ergibt sich ϕ ◦ ψ = id und ψ ◦ ϕ = id. Da ϕ und ψ holomorph
sind, folgt dass sie auf C∞ glatt sind. Wir zeigen schlies̈lich dass ψ eine Isometrie
ist. Dazu fassen wir ψ als reelle Funktion auf:

ψ(x, y) =
(
ψ1(x, y)
ψ2(x, y)

)
Da ψ holomorph ist erfüllt ψ auch die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen:

∂ψ1
∂x

= ∂ψ2
∂y

∂ψ1
∂y

= ∂ψ2
∂x

Es sei p = (x, y) ∈ H und sei ye1, ye2 eine Orthonormalbasis von TpH. Dann gilt:

gD(ψ∗p(ye1), ψ∗p(ye2)) = y2gD

(
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y

)
= 4y2

(1− ‖ψ‖2)2 ·
(
∂ψ1
∂x
· ∂ψ1
∂y

+ ∂ψ2
∂x
· ∂ψ2
∂y

)
= 0

gD(ψ∗p(ye1), ψ∗p(ye1)) = 4y2

(1− ‖ψ‖2)2 ·
((

∂ψ1
∂x

)2
+
(
∂ψ2
∂x

)2)
= . . . = 1

gD(ψ∗p(ye2), ψ∗p(ye2)) = . . . = 1

Daraus folgt dass ψ∗ eine Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis abbildet und
daher ist ψ eine Isometrie.

Isometrien von H Zu a, b, c, d ∈ R mit ad− bc > 0 betrachte

h(z) = az + b

bz + d
((spezielle) Möbiustransformation)

Es gilt:

Im(h(z)) = Im
((az + b)(cz + d)

|cz + d|2
)

= Im
(
aczz + bd+ adz + bcz

|cz + d|2
)

= (ad− bc) Im(z)
|cz + d|2

> 0 (für z ∈ H)
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Anhang A: Übungen

Es gilt somit h : H → H, sowie

h−1(z) = 1
ad− bc

· dz − b
−cz + a

(nachrechnen)

Daraus folgt dass h ein Diffeomorphismus ist. Für v ∈ TzH und v = ( v1
v2 ) gilt:

h∗zV = Dh|zV =

vi ∂ Re(h)
∂x + v2

∂ Re(h)
∂y

v2
∂ Im(h)
∂x + v2

∂ Im(h)
∂y

 C-R=
DGL

(
v1λ− v2µ

v2µ+ v2λ

)
∂ Re(h)
∂x =: λ

∂ Im(h)
∂x =: µ

=
(

Re((λ+ iµ)(v1 + iv2))
Im((λ+ iµ)(v1 + iv2))

)

=
(

Re(h′(z) · (v1 + iv2))
Im(h′(z) · (v1 + iv2))

)

Für v, w ∈ TzH gilt:

gH(v, w) = 1
Im(z)2 (v1w1 + v2w2)

= 1
Im(z)2 Re((v1 + iv2)︸ ︷︷ ︸

=:ṽ

(w1 + iw2)︸ ︷︷ ︸
=:w̃

)

Es ist

h′(x) = a(cz + d)− c(az + b)
(cz + d)2 = ad− bc

(cz + d)2

Daraus folgt dann

gH |h(z)(h∗zv, h∗zw) = 1
(Im(h(z)))2 · Re(h′(z)ṽh′(z)w̃)

= |h′(z)|2

Im(h(z))2 · Re(ṽw̃) = |h′(z)|2

Im(h(z))2 · gh|z(v, w)

Wobei Im(h(z)) = ad−bc
|cz+d|2 · Im(z) = |h′(z)| · Im(z) gilt, daraus folgt dass h eine

Isometrie ist.

Beispiel (1) Für w ∈ H ist

hw(z) = Im(w) · z + Re(w)
0 · z + 1 = Im(w) · z + Re(w)

eine Isometrie von H, da Im(w) > 0 und hw(i) = Im(w)i+ Re(w) = w. Daraus
folgt dass es genügt die Geodätischen durch i zu betrachten.

(2) Für θ ∈ R ist

hθ = cos(θ)z − sin(θ)
sin(θ)z + cos(θ)

Eine Isometrie von H mit

hθ(i) = i
cos(θ)− 1

i sin(θ)
sin(θ)i+ cos(θ) = i
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Übung 10. vom 14. Januar 2012

und

h′θ(i) = 1
(sin(θ)i+ cos(θ))2 = e−2iθ

Für v ∈ TiH mit ‖v‖ = 1 können wir also θ ∈ R wählen mit hθ∗e2 = v.
Daraus folgt dass es genügt die Geodätischen γ mit γ(0) = i und γ̇(0) = e2 zu
bestimmen.

gij,1 = ∂gij
∂x

= δij ·
∂

∂x

( 1
y2

)
= 0

gij,2 = ∂gij
∂y

= δij ·
−2
y3

gkl = y2 · δkl

Γkij = 1
2

2∑
l=1

gkl(gjl,i − gij,l + gil,j)

Daraus folgt

Γ1
12 = Γ1

21 = −1
y

Γ2
11 = 1

y
Γ2

22 = −1
y

alle Anderen sind „= 0“. Die geodätische Differentialgleichung lautet γ̈k +∑
ij(Γkij ◦ γ) · γ̇i · γ̇j = 0. Daraus folgt

γ̈1 − 2
γ2 γ̇

1 · γ̇2 = 0 γ̈2 − 1
γ2 ((γ̇2)2 − (γ̇1)2) = 0

Ansatz: γ1 ≡ 0 (erfüllt die erste Gleichung)  γ̈2 = 1
γ2 (γ̇2)2

Lösung: γ2(t) = et

Damit ist γ(t) = iet die Geodätische durch i mit der Startrichtung e2. Die
anderen Geodätischen, die in i starten sind von der Form

hθ(γ(t)) = cos(θ)iet − sin(θ)
sin(θ)iet + cos(θ)

Möbiustransformationen bilden Geraden und Kreise auf Geraden und Kreise ab.
Damit ist γθ = hθ ◦ γ eine Gerade oder ein Kreis.

γθ(t)→

−
sin θ
cos θ für t→ −∞

cos θ
sin θ für t→∞

Für sin θ, cos θ 6= 0 ergibt sich:

γ

?
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Anhang A: Übungen

Es ist

γ̇θ(t)
|γ̇θ(t)|

= . . . = i cos θ + et sin θ
cos θ + iet sin θ →

i für t→ −∞
−i für t→∞

Also schneidet der Kreis die R-Achse im rechten Winkel und damit liegt der
Mittelpunkt in R: 1

2

(
cos θ
sin θ −

sin θ
cos θ

)
. Wegen hw(R) ⊂ R gilt das Gleiche für alle

Geodätischen.

Übung 11 vom 21. Januar 2012
Aufgabe 1
Es sei κ ∈ R und

Cκ(t) =


cos(
√
κt) κ > 0

1 κ = 0
cosh(

√
|κ|t) κ < 0

Sκ(t) =


1√
κ

sin(
√
κt) κ > 0

t κ = 0
1√
|κ|

sinh(
√
|κ|t) κ < 0

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und γ eine nach Bogenlänge para-
metrisierte Geodätische. Für alle t und jede Ebene P ≤ Tγ(t)M mit γ̇(t) ∈ P gelte
sec(P ) = κ.
Zeigen Sie, dass jedes orthogonale Jacobivektorveld J längs γ die Form

J(t) = Cκ(t)A(t) + Sκ(t)B(t)

mit parallelen Vektorfeldern A,B längs γ hat.

Aufgabe 2
Es sei (M, g) eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit von konstanter Schnitt-
krümmung κ ∈ R und p ∈M . Zeigen Sie, dass es genau dann zu p konjugierte Punkte
gibt, wenn κ > 0 gilt.

Lösung 1
Erinnerung: Definition von Jacobifeldern

J̈ (t) + (R(J , γ̇)γ̇)(t) = 0 (Jacobi-Gleichung)
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Übung 11. vom 21. Januar 2012

(Vektorfelder von Variationen durch Geodätische)

〈J̈ ,J 〉 = −R(J , γ̇, γ̈,J )

= − sec({J , γ̇}) · (‖J ‖2
2
‖γ̇‖︸︷︷︸
=0

−〈J , j〉2)

= −κ〈J ,J 〉

Wir möchten nun zeigen dass J̈ = −κJ gilt. Es sei e1, . . . , en−1, en = γ̇(t) eine
Orthonormalbasis von Tγ(t)M . Daraus folgt 0 = R(J , γ̇, γ̇, en) und 0 = 〈J , en〉.
Für i < n gilt:

R(J +ei, γ̇, γ̇,J +ei) = κ · (‖J +ei‖2 · ‖γ‖2︸ ︷︷ ︸
=1

−〈J +ei, γ̇〉2︸ ︷︷ ︸
=0

) = κ · ‖ J +ei‖2

und

R(J +ei, γ̇, γ̇,J +ei) = R(J , γ̇, γ̇,J ) +R(ei, γ̇, γ̇, ei) + 2R(J , γ̇, γ̇, ei)
= κ · (‖J ‖2 + ‖ei‖2) + 2R(J , γ̇, γ̇, ei)

Daraus folgt

R(J , γ̇, γ̇, ei) = 1
2κ(‖J +ei‖2 − ‖J ‖2 − ‖ei‖2) = κ〈J , ei〉

und damit gilt R(J , γ̇, γ̇) = κ·J und damit wird die Jacobi-Gleichung zu J̈ = −κJ .
Setze A(0) = J (0) und B(0) = J̇ (0) parallel fort zu A(t) und B(t) und definiere
J̃ (t) = Cκ(t) ·A(t) + Sκ(t) ·B(t). D

dt=̂∇tBetrachte nun:

D
dt J̃ = C ′κA+ Cκ

D
dtA︸︷︷︸
=0

+S′κB + Sκ
D
dtB︸ ︷︷ ︸
=0

= C ′κA+ S′κB

¨̃J = C ′′κA+ S′′κB

Es gilt:

C ′′κ = −κCκ S′′κ = −κSκ

Daraus folgt ¨̃J = −κJ̃ und damit J̃ = J (eindeutige Lösung zu gegebenen J (0),
J̇ (0)). Der Beweis zeigt, dass parallele A,B ⊥ γ̇ ein Jacobifeld definieren.

Lösung 2
k > 0: Sei v ∈ TpM mit ‖v‖ = 1 und γ(t) = expp(tv). Da M vollständig ist, ist γ
auf ganz R definiert. Es sei B(0) ∈ v⊥ und B die parallele Fortsetzung längs γ. Setze
J (t) = Sκ(t)·B(t). Daraus folg dass J ein Jacobifeld ist mit J (0) = Sκ(0)︸ ︷︷ ︸

=0

B(0) = 0

und

J
(
π√
κ

)
= 1
κ

sin(π) ·B
(
π√
κ

)
= 0

Daraus folgt dass p und γ( π√
κ

) konjugiert sind.
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Anhang A: Übungen

k ≤ 0: Angenommen p und q sind konjugiert längs γ (mit ‖γ̇‖ = 1). Es sei γ(0) = p

und γ(t0) = q mit t0 ≥ 0. Dann gibt es ein Jacobifeld J 6= 0 längs γ mit J (0) =
0 = J (t0) und damit ist J orthogonal. Nach Aufgabe 1 gilt J = Cκ · A + Sκ · B.
Es gilt:

0 = J (0) = Cκ(0) ·A(0) + Sκ(0) ·B(0) = A(0)

Da A parallel ist gilt A ≡ 0 und daraus folgt

0 = J (t0) = Sκ(t0)︸ ︷︷ ︸
=

t0 falls k=0

1√
|κ|

sinh
(√
|κ|t0

)
falls k<0

·B(t0) > 0

Daraus folt B(t0) = 0 und, da B parallel ist, B ≡ 0. Also ist J ≡ 0, was einen
Widerspruch darstellt.  

Bemerkung Der Beweis von Aufgabe 2 zeigt: Eine vollständige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit sec ≡ κ > 0 hat Durchmesser ≤ π√

κ
= diam(Sn(

√
κ) = {x ∈ Rn+1 |

‖x‖ =
√
κ})

Beispiel (1) Sn, sec ≡ 1; p und −p sind konjugiert:

γ

p

−p = γ(π)

Sn−1

und p ist zudem zu sich selbst konjugiert (J (2π) = 0), und dies sind alle zu p
konjugierten Punkte.

(2) RPn = Sn/
q ∼ (−q) mit der von Sn induzierten Metrik  [p] = [−p]. Daraus

folgt dass [p] der einzige zu p konjugierte Punkt ist.

p

(3) (Rn, geukl) parallele Vektorfelder = konstante Vektorfelder. Damit haben die
Jacobifelder die Form J (t) = A+ tB. (mit A,B ∈ Rn)

(4) H2

γ

i
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Übung 12. vom 28. Januar 2012

γ(t) = iet Geodätische (letzte Übung)

γ̇(t) = et
∂

∂y
= et

(
0
1

)

Es sei A eine paralleles Vektorfeld längs γ. Dann gilt:

0 != ∇tA = ∇t

(
A1
A2

)
= ∇t

(
A1
0

)
+∇t

(
0
A2

)

= A′1

(
1
0

)
+A1 · ∇t

(
1
0

)
+A′2

(
0
1

)
+A2 · ∇t

(
1
0

)

=
(
A′1
A′2

)
+A1 · ∇γ̇

(
1
0

)
+A2 · ∇γ̇

(
0
1

)
wobei ∇γ̇ = et

(
0
1

)

=
(
A′1
A′2

)
+ etA1


=− 1

γ2(t)
=−1
et︷ ︸︸ ︷

Γ1
21(γ(t))

Γ2
21(γ(t))︸ ︷︷ ︸

=0

+ etA2


=0︷ ︸︸ ︷

Γ1
22(γ(t))

Γ2
22(γ(t))︸ ︷︷ ︸

= 1
et


=
(
A′1 −A1
A′2 +A2

)

Daraus folgt A1(t) = A1(0) · et und A2(t) = A2(0) · e−t.

Übung 12 vom 28. Januar 2012
Aufgabe 1
Es sei γ : [0, a] → M eine Geodätische mit γ(0) = p, γ′(0) = v, ‖v‖ = 1 und
w ∈ TpM mit ‖w‖ = 1 und 〈v, w〉 = 0. Es sei J das durch

J(t) = (expp)∗tv tw ∈ Tγ(t)M

gegebene Jacobivektorfeld längs γ und σ = span{v, w}. Zeigen Sie, dass die Taylor-
entwicklung von |J(t)| gegeben ist durch

|J(t)| = t− 1
6 sec(σ)t3 + o(t3) für t→ 0.

Hinweis: Berechnen Sie zunächst die Entwicklung von |J(t)|2 und zeigen Sie hierfür die Identität
∇γ′(R(γ′, J)γ′)(0) = R(γ′, J ′)γ′(0).

Aufgabe 2
Es seien γ1, γ2 : [0, a] → M zwei Geodätische mit γ1(0) = γ2 = (0) =: p, deren
Ableitungen v := γ̇1(0) und w := γ̇2(0) normiert und linear unabhängig seien. Weiter
sei L(t) = d(γ1(t), γ2(t)).
Zeigen Sie, dass

L(t) = t‖v − w‖ − 1
12 sec(span{v, w})‖v − w‖(1 + 〈v, w〉)t3 + o(t3) für t→ 0

gilt.
Hinweis: Betrachten Sie die Variation (t, s) 7→ exp(s exp−1

γ1(t)(γ2(t))).

Skizze:
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p v

w
γ1(t)

γ2(t)

L(t)

Lösung 1
Offensichtlich gilt J (0) = 0. Aus̈erdem gilt nach der Kettenregel für die Ableitung

d
ds

∣∣∣∣
s=0

(expp(t(v + sw))) = (expp)∗tv(tw) = J (t)

Wir erhalten dann

J ′(0) = ∇t(expp∗tv(tw))|0 = ∇t(t · expp∗tv(w))|0
= expp∗tv(w) + t · ∇t(expp∗tv(w))|0
= w

Ferner gilt | J (t)|2 = 〈J (t),J (t)〉. Wir betrachten nun die Ableitungen davon:

〈J ,J 〉′(0) = 2〈J ′,J 〉(0) = 0
〈J ,J 〉′′(0) = 2

(
〈J ′′,J 〉+ 〈J ′,J ′〉

)
(0)

= 2‖w‖2 = 2
〈J ,J 〉′′′(0) = 2

(
〈J ′′′,J 〉+ 〈J ′′,J ′〉+ 2〈J ′′,J ′〉

)
(0)

= 6〈J ′′(0),J ′(0)〉 = −6〈R(γ̇(0),J (0)︸ ︷︷ ︸
=0

)γ̇(0),J ′(0)〉 = 0

J ′′′(0) = ∇t(J ′′(t))|0 = ∇t(−R(J , γ̇)γ̇)|0

= ∇γ̇(−R(J , γ̇)γ̇) Hinweis= −R(J ′, γ̇)γ̇|0
= −R(w, v)v

〈J ,J 〉(4)(0) = 2
(
〈J (4),J 〉+ 〈J ′′′,J ′〉+ 3

(
〈J ′′′,J ′〉+ 〈J ′′,J ′′〉

))
(0)

= 8〈J ′′′(0),J ′(0)〉 = −8〈R(w, v)v, w〉
= −8 sec(σ)

Beweis des Hinweises Für alle Vektorfelder W längs γ gilt:

〈∇t(R(γ̇,J )γ̇), w〉(0) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(〈R(γ̇,J )γ̇, w〉)− 〈R(γ̇,J )γ̇︸ ︷︷ ︸
=0 in 0

,∇tw〉(0)

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

(〈R(γ̇, w)γ̇,
=0 in 0︷︸︸︷
J )

= 〈∇t(R(γ̇, w)γ̇),J 〉(0) + 〈R(γ̇, w)γ̇,J ′〉(0)
= 〈R(γ̇,J ′)γ̇, w〉(0)

�
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Aus den Ableitungen folgt nun

| J (t)|2 = 0 + 0 · t+ 1
2 · 2 · t

2 + 0 · t3 + 1
4 · (−8) · sec(σ) · t4 + o(t4)

= t2 − 1
3 sec(σ)t4 + o(t4)

Es sei nun

| J (t)| = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + o(t3)
| J (t)|2 = a2

0 + 2a0a1t+ (2a0a2 + a2
1)t2 + 2(a0a3 + a1a2)t3 + (2a3a1 + a2

2)t4 + o(t4)

Der Koeffizientenvergleich liefert:

a0 = 0, a2
1 = 1, a2 = 0, a3 = −1

6 sec(σ)

und es gilt a1 = 1 denn | J (t)| ≥ 0.

Lösung 2
Sei σ = span{v, w} und V (t, s) := expγ1(t)(s · exp−1

γ1(t)(γ2(t)). Wir definieren deswei-
teren

T (t, s) := d
dt(V (t, s)) S(t, s) := d

ds(V (t, s))

Die Abbildung ct := s 7→ V (t, s) ist eine Geodätische von γ1(t) nach γ2(t) und daraus
folg dann S(t, s) = ċt. Desweiteren ist t 7→ ct eine Variation durch Geodätische und
damit s 7→ T (t, s) ein Jacobifeld längs ct. Es gilt

ct(0) = γ1(t) ct(1) = γ2(t)

und daraus folgt L(ct) = ‖S(t, 0)‖. Für genügend kleines t gilt dann:

L(t) = L(ct) = ‖S(t, 0)‖

Es gilt:
• ∇s∇sT = −R(T, S)S (T Jacobifeld längs ct)
• ∇sS = 0 (ct Geodätische, ċt = S(t, ·))
• ∇tS = ∇sT

Ferner gilt L2(t) = 〈S(t, 0), S(t, 0)〉 für kleines t und daraus folgt dann

(L2)′(0) = 2〈∇tS, S〉((0, 0))

mit S(0, 0) = ċ0(0) = 0 und c0 ≡ p. Damit folgt also:

(L2)′′ = 2(〈∇t∇tS, S〉+ 〈∇tS,∇tS〉)(0, 0) = 2〈∇sT,∇sT 〉(0, 0)

Wir wissen bereits dass T (0, 0) = γ̇1(0) = v, T (0, 1) = w und c0 ≡ p, also ∇s = d
ds .

Es gilt

∇s∇sT (0, s) = −R(T (0, s), S(0, s)︸ ︷︷ ︸
=0

)S(0, s)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

Damit ist T (0, ·) linear, also T (0, s) = v + S(w − v) und damit ∇sT (0, s) = w − v.
Daraus folgt dann (L2)′′ = 2 · ‖w − v‖2. Wir möchten nun dass folgendes gilt:

(L2)′′′(0) = 6(〈∇t∇tS,∇tS〉(0, 0)) != 0

Dazu zeigen wir zunächst die folgenden drei Gleichungen:
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(1) ∇tT (0, s) = 0
(2) ∇s∇tT (0, s) = 0
(3) ∇t∇tS(0, s) = 0

Dass (2) aus (1) folgt ist klar. Dass (3) aus (2) folgt zeigt Folgendes (in (0, s)):

∇t∇tS = ∇t∇sT = ∇s∇tT︸ ︷︷ ︸
=0

+R(T, S)T︸ ︷︷ ︸
=0

Um (1) zu zeigen gilt (∇tT )(0, 0) = (∇tT )(0, 1) und dann bleibt noch zu zeigen,
dass (∇tT )(0, s) linear ist. Mit (3) folgt dann schlies̈lich (L2)′′′(0) = 0. Für die
vierte Ableitung gilt dann

(L2)(4)(0) = . . .
S(0,s)=0

(∇t∇tS(0,0)=0)

= 8〈∇t∇t∇tS,∇tS〉(0, 0)

Es gilt:

∇t∇t∇tS = ∇t(∇t∇sT ) = ∇t(R(T, S)T +∇s∇tT ) Hinweis=
A 1

R(T,∇tS)T +∇t∇s∇tT

In (0, 0) gilt:

R(T, ∇tS︸︷︷︸
=∇sT

)T (0, 0) = R(γ̇1(0)︸ ︷︷ ︸
=v

, w − v) γ̇1(0)︸ ︷︷ ︸
=v

Damit folgt dann insgesamt:

(L2)(4)(0) = 8〈R(v, w − v)v,
=w−v︷ ︸︸ ︷
∇tS(0, 0)〉+ 8 〈∇t∇s∇tT,∇tS〉︸ ︷︷ ︸

=...=0

(0, 0)

= 8〈R(v, w − v)v, w − v〉
= 8〈R(v, w)v, w〉
= −8〈R(v, w)w, v〉
= −8 sec(σ)(‖v‖2‖w‖2︸ ︷︷ ︸

=1

−〈v, w〉2)

Übung 13 vom 4. Februar 2012
Aufgabe 1
Es seien 2 ≤ p ∈ N und 1 ≤ q1, . . . , qk < p zu p teilerfremde natürliche Zahlen.
Zeigen Sie, dass die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln Ep = {z ∈ C | zp = 1} durch

z.(z1, . . . , zk) := (zq1z1, . . . z
qkzk)

frei und eigentlich diskontinuierlich auf S2k−1 = {(z1, . . . , zk) ∈ Ck |
∑k
i=1 |zi|2 = 1}

operiert.
Die Quotientenmannigfaltigkeit L(p, q1, . . . , qk) = S2k−1/Ep nach dieser Wirkung
wird Linsenraum vom Typ (p, q1, . . . , qk) genannt.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass es auf Tn keine Riemannsche Metrik mit positiver Schnittkrümmung
gibt.
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Aufgabe 3
Es seien M,M1,M2 zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeiten und πi :
M →Mi Riemannsche universelle Überlagerungen mit Decktransformationsgruppen
Γi (i = 1, 2). Zeigen Sie, dass M1 und M2 genau dann isometrisch sind, wenn es eine
Isometrie ϕ̂ : M →M gibt, so dass Γ1 = ϕ̂Γ2ϕ̂

−1.

Lösung 1
Operation: Für alle z ∈ Ep ist S2k−1 → S2k−1, x 7→ z.x stetig und für alle z, z̃ ∈ Ep
und alle x ∈ S2k−1 gilt z.(z̃.x) = (z · z̃).x.
Die Operation ist frei: Es ist zu zeigen dass für alle x ∈ S2k−1 gilt (Ep)x = {1},
beziehungsweise für alle z ∈ Ep \ {1} und alle x ∈ S2k−1 gilt z.x 6= x, beziehungs-
weise dass für alle z ∈ Ep gilt dass wenn es ein x ∈ S2k−1 mit z.x gibt z = 1 gelten
muss. Es seien Ep und (z1, . . . , zk) ∈ S2k−1 mit

(z1, . . . , zk) = z.(z1, . . . , zk) = (zq1z1, . . . , z
qkzk)

Da (z1, . . . , zk) ∈ S2k−1 ist, existiert ein j ∈ {1, . . . , k} mit zj 6= 0, und daraus folgt
zqj = 1. Es seien a, b ∈ Z mit 1 = aqj + bp. Es gilt dann

1 = 1a · 1b = (zqj )a(zp)b = zaqj+bp = z1 = z

Die Operation ist eigentlich kontinuierlich Die Gruppe ist endlich und alle
endlichen Gruppen operieren eigentlich diskontinuierlich, dann bleibt zu zeigen dass
für alle K ∈ S2k−1 die Menge {z ∈ Ep | z.K ∩K 6= ∅} endlich ist.

Der Quotient L(p, q1, . . . , qk) nach dieser Operation ist also eine Mannigfaltigkeit.
Für z = e

2πi l
p ist die induzierte Abbildung eine Drehung um den Winkel 2πl

p qj in der
x2j−1-x2j-Ebene. Damit ist die Operation bezüglich der Standardmetrik isometrisch
und daraus folgt dass L(p, q1, . . . , qk) eine sec > 0-Metrik besitzt. Im Fall p = 2
gilt q1 = . . . = qk = 1 und es ist L(2, 1, . . . , 1) = RP2k−1. Laut Vorlesung gilt:
Für k ≥ 2 ist S2k−1 → L(p, q1, . . . qk) die universelle Überlagerung. Dann sind die
Einheitswurzeln gerade die Decktransformationsgruppe, also folgt

π1(L(p, q1, . . . , qk)) ∼= Ep ∼= Zp ∼= Z/Zp
Korollar Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist isomorph zur Fundamental-
gruppe einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer Schnitt-
krümmung.

Beweis Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Nach dem Hauptsatz über
endlich erzeugte abelsche Gruppen gilt:
(1) G ∼= Zl⊕Zp1 ⊕ . . .⊕ Zpn
(2) (M, gM ) und (N, gN ) haben die Schnittkrümmung sec ≥ 0 und damit hat

(M × N, gM ⊕ gN ) auch sec ≥ 0 (wobei (gM ⊕ gN )(XM + XN , YM + YN ) =
gM (XM + YM ) + gN (XN , YN ))

Daraus folgt:

π1(Tn × L(p1, 1, . . . , 1)× . . .× L(pn, 1, . . . , 1))
∼= π1(Tn)⊕ π1(L(p1, 1, . . . , 1))⊕ . . .⊕ π1(L(p1, 1, . . . , 1))
∼= Zn⊕Zp1 ⊕ . . .⊕ Zpn ∼= G �
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Die Mannigfaltigkeiten L(p, q1, . . . , qk) und L(p, q′1, . . . , q′k) sind:
• homotopieäquivalent genau dann wenn q1 · . . . ·qk ≡ ±lkq′1 . . . q′k(mod p) für ein
l ∈ Zp [7]
• homöomorph genau dann wenn es ein l ∈ Zp und ein σ ∈ Sk gibt sodass für
alle i gilt qi ≡ ±lq′σ(i)(mod p) [2]

Also handelt es sich um homotopieäquivalente, aber nicht homöomorphe Mannig-
faltigkeiten.

Lösung 2
Nach dem Korollar von Bonnet-Myers ist die Fundamentalgruppe eine vollständige
Mannigfaltigkeit mit ric ≥ (n− 1)κ > 0 endlich. π1(Tn) = Zn nicht.

Lösung 3
Wir kürzen mit (*) die rechte Seite der Behauptung ab, also

Es gibt eine Isometrie ϕ̂ : M →M , sodass Γ1 = ϕ̂Γ2ϕ̂
−1 (*)

„⇐“: Es sei ϕ̂ : M →M eine Isometrie mit (*).

M M

M2 M1

ϕ̂

ϕ

π2 π1?

Definiere die Abbildung

ϕ : M2 →M1 ϕ(
Bahn

Γ2x) = Γ1ϕ̂(x)

Behauptung: ϕ ist wohldefiniert
Beweis: Es ist zu zeigen dass für alle γ2 ∈ Γ2 es ein γ1 ∈ Γ1 gibt mit ϕ̂(γ2x) =
γ1ϕ̂(x). Für γ2 ∈ Γ2 ist ϕ̂ ◦ γ2 ◦ ϕ̂−1 =: γ1 ∈ Γ1. Dann folgt γ1(ϕ̂(x)) = ϕ̂(γ2(x)).
Die gleiche Konstruktion für ϕ̂−1 liefert ϕ−1. Da πi ein lokaler Diffeomorphismus
ist folgt dass ϕ und ϕ−1 glatt sind. Da ϕ und πi lokale Isometrien sind und π2
surjektiv ist, ist ϕ eine lokale Isometrie, und weil ϕ ein Diffeomorphismus ist folgt
dass ϕ eine Isometrie ist.
„⇒“: Es sei ϕ : M1 → M2 eine Isometrie.

M M

M2 M1
ϕ

π2 π1

Dann ist ϕ ◦ π2 eine lokale Isometrie,
da ϕ ein Diffeomorphismus ist und π2 eine Überlagerung, und damit ist ϕ ◦ π2
eine Riemannsche Überlagerung. Aus π1(M) = {0} folgt dass ϕ ◦π1 die universelle
Überlagerung ist; diese ist nach der Vorlesung bis auf Isomorphie eindeutig. Das
bedeutet es existiert eine Isometrie ϕ̂ : M →M mit π1 ◦ ϕ̂ = ϕ ◦ π2.
Behauptung: Γ1 = ϕ̂Γ2ϕ̂

−1

Beweis: „⊆“:

π1 ◦ ϕ̂ ◦ γ2 ◦ ϕ̂−1 = ϕ ◦ π2 ◦ γ2 ◦ ϕ̂−1 γ1∈Γ2= ϕ ◦ π2 ◦ ϕ̂−1 = π1 ◦ ϕ̂ ◦ ϕ̂−1 = π1

„⊇“:

π2 ◦ ϕ̂−1 ◦ γ1 ◦ ϕ̂ = ϕ−1 ◦ π1 ◦ γ1 ◦ ϕ̂ = ϕ−1 ◦ π1 ◦ ϕ̂ = π2 ◦ ϕ̂−1 ◦ ϕ̂ = π2

Daraus folgt

γ2 = ϕ̂−1 ◦ γ1 ◦ ϕ̂ ∈ Γ2 γ1 = ϕ̂ ◦ γ2 ◦ ϕ̂−1 ∈ ϕ̂Γ2ϕ̂
−1
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