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. Vorwort

I.1. Uber dieses Skriptum

Dies ist ein erweiterter Mitschrieb der Vorlesung , Analysis IT1I“ von Herrn Schmoeger im Win-
tersemester 05/06 an der Universitidt Karlsruhe (TH). Die Mitschriebe der Vorlesung werden
mit ausdriicklicher Genehmigung von Herrn Schmoeger hier veréffentlicht, Herr Schmoeger ist
fiir den Inhalt nicht verantwortlich.

1.2. Wer

Gestartet wurde das Projekt von Joachim Breitner. Beteiligt am Mitschrieb sind aufer Joachim
noch Pascal Maillard, Wenzel Jakob und andere.

1.3. Wo

Alle Kapitel inklusive BTEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de abge-
rufen werden. Dort ist ein Wiki eingerichtet und von Joachim Breitner um die KTEX-Funktionen
erweitert. Das heiftt, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der Entwicklung beteiligen. Auf
Wunsch ist auch ein Zugang tiber Subversion moglich.
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. Vorbereitung

Definition
Seien a = (a1, as,a3),b = (by,ba, b3) € R3

axb:= (CLng — agbg, a3b1 — albg, arby — agbl) € RS
heifst das Kreuzprodukt von a und b

Formal gilt mit e; = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0, 1):

e1 ey e3
axb=det|ar ay ag
by by b3
Beispiel
a=(1,1,2),b=(1,1,0).
€1 €2 €3
axb=det|[ 1 1 2| =e3+2e—e3—2e; =(-2,2,0)
10
Bemerkung (Regeln):
bxa = —(axb)
(a) x (Bb) = af(axb) Va,B €R
axa = 0

a-(axb) = 0=0>b-(axb)

Definition
Sei ) # D C R3, D offen und F = (P,Q, R) € C'(D,R?).

rot F:= (R, — Q, P, — Ry, Qz — Py)
heiftt Rotation von F.

Formal: rot F = (&, 2. 2) x (P,Q,R)

Oz’ dy’ Oz
Definition
Sei ) £ D C R™.D offen, f = (f1, fo, ..., fn) € CY(D,R")
L oh 0f  oh
div f = 0x1 + 0xy Tt Oz,

heifst Divergenz von f.

Definition

Sei v : [a,b] = R™ ein Weg. Ist v in ¢y € [a, b] differenzierbar und ist 7/(tp) # 0, so heifst 7/(¢g)
Tangentialvektor von ~ in tg.






1. Satz von Arzela-Ascoli

In diesem Paragraphen sei ) # A C R und F sei eine Familie (Menge) von Funktionen f: A —
R.

Definition
F heit auf A

(1) punktweise beschriankt : <= Vx € A Jc=c¢(x) > 0:

|f(z)| <cVfeF

(2) gleichméifig beschriankt : <= 3y >0:

|f(x)| <yVee AVfeF

(3) gleichstetig : <= Ve > 035 =d(e) > 0:
|lf(x)— f(y)| <eVe,y€e Amit |[x —y| <dund Vf € F

Satz (Satz von Arzela-Ascoli)
A sei beschriankt und abgeschlossen, F sei punktweise beschrankt und gleichstetig auf A und
(fn) sei eine Folge in F.

Dann enthélt (f,) eine Teilfolge, welche auf A gleichméfig konvergiert.

Beweis _
Analysis 11, 2.3 = es existiert eine abzihlbare Teilmenge B = {x1,x2,...} € A mit B = A.

(fn(z1)) ist beschrénkt Analysh | (fn) enthélt eine Teilfolge (f1,,) mit (fin(z1)) konvergent.

(f1n(x2)) ist beschrankt Analysis | (f1,n) enthélt eine Teilfolge (f2,) mit (fo,(22)) konvergent.

Wir erhalten Funktionenfolgen

(fin) = (fisfisfiz,---)
(fon) (f2,15 fo,25 f2,35---)
(f3,n) (f3,1, f3,25 f3,35---)

(fe+1,n) ist eine Teilfolge von (fy,,) und (fin(xx))2, konvergiert (k € N).
gj = fj; (7 € N); (g;) ist eine Teilfolge von (fy,).

(9ks G415 G2, - - -) ist eine Teilfolge von (fy.) = (g;(zx))72, ist konvergent (k =1,2,...).



1. Satz von Arzela-Ascoli

Sei ¢ > 0. Wir zeigen:
(+) o€ N: |g(z) — gul(x) < 3 Vj,w > jo Vo € A
(woraus die gleichméfige Konvergenz von (g;) folgt)
F gleichstetig —>
(1) 36>0:|gj(x)—gjy)| <eVr,yc Aund [z —y| <o VjeN

A CUyeaUs(x). Analysis I1, 2.3 = Jy1,...,y, € Ad:
2

B=A = Vge{l,...,p} 3zg € B : 24 € Us(y,) (95)(2q))52 ist konvergent fiir alle
2
ge{l,...,p} = JjoeN:

(i60) 19;(0) — 90 ()] < £ V5,0 2 o (a=1,....p) .

Seien j,v > jound z € A & dge{l,....p} 2z €Us(yy) = |lz—2g| =|r—yg+ys—2q <
2

(i .
o= yal 4 lyg — 2l <248 =0 L |gi@) — g;(20)| <&, lgw(@) — gulzg)] < & (i)

19 (%) — g5(2¢) + 9j(2¢) — 9u(2¢) + gu(2¢) — g0 ()]
19;(2) — 9;(29)| + 19 (24) — 90 (29)| + |90 (2¢) — g0 ()]
<e () <e (tit) <e ()

< 3 = (%)

= [g;j(®) — gu ()]

IN

10



2. Der Integralsatz von Gauss im R?

Stets in diesem Paragraphen: (xg, o) € R? sei fest, R : [0,27] — (0, 00) sei stetig und stiickweise
stetig differenzierbar, R(0) = R(2m).

~(t) == (zo + R(t) cost,yp + R(t)sint) (t € [0,2n])
~ ist stiickweise stetig differenzierbar, also rektifizierbar, v(0) = ~(2)
B :={(zo +rcost,yo+rsint) : t € [0,27],0 < r < R(t)}

Sind v und B wie oben, so heift B zuléssig. B ist beschrankt und abgeschlossen, 0B =T', =
~([0,27]). Analysis II, 17.1 = B ist messbar.

Beispiel
R(t) =1 = ~(t) = (zo + cost,yo + sint). B = Ui(xo,yo)

Satz 2.1 (Integralsatz von Gauss im R?)
B und v = (71, 72) seien wie oben, B also zuldssig und 0B = I',. Weiter sei D C R? offen,
DD Bund f = (u,v) € CY(D,R?). Dann:

1) fB ux(z:,y)d(x,y) = f,y u(x,y)dy
2) [puvy(z.y)d = f

3) [pdivf(z,y)d(z,y) = fv(udy — vdx)

Anwendung 2.2
B und v seien wie in 2.1. Mit f(z,y) = (x,y) folgt

AQ(B):Lxdy:—Lydx:

/7 (zdy — ydz)

N | =

Beweis

(nach Lemmert)

Wir zeigen nur (1). ((2) zeigt man Analog, (3) folgt aus (1) und (2).)

OBdA: (z¢, yo) = (0, O) und vy stetlg db Also ( ) = (R(t) cost, R(t)sint) mit R(t) stetig db.
A= fB ug(z,y)d(x,y). Zz.: A= f A(t)dt

Polarkoordinaten, Substltutlon, Fublnl == A f ugy(rcost,rsint)rdr)dt.

B(r,t) = u(r cost,rsint). Nachrechnen: uz(r cost, rsin t)r = rBy(r,t)cost — Bi(r,t)sint =

A= f fo (rB(r,t) cost — By(r,t) sint)dr)dt

R(t

11



2. Der Integralsatz von Gauss im R?

_ R(1)
[EO s (rotydr = rBre)[SRO / B(r, tydr
—— 0

=ROSROH=ROU0)

AII21. 3 :> « ist stetig db und o/(¢t) = R'(t)B(R(t),t) + fOR(t) Be(r, t)dr
= [ Bi(r,0)dr = o/ (t) = R (Bu(+(1))
= fOQW(R (t)u(y(t)) cost —Qa(t) cost — o/ (t)sint + R'(t)u(y(t)) sint)dt
_ Ozfr u(y(t))(R(t)sint) dt —/ (a(t)sint)'dt
—— 0

75 (t)

=a(t)sint|27=0

12



3.

Flichen im R3

Definition
Sei ) # B C R?, B sei beschrinkt und abgeschlossen, D C R? sei offen, B C D und es sei

¢(u,

v) = (¢1,¢9,¢3) € CY(D,R3). Die Einschrinkung ¢ von ¢ auf B heilt eine Fléche,

S := ¢(B) heifst Flachenstiick, B heit Parameterbereich.

91 01

¢’ — & ﬂ
b b
ou

=y =y

Sei weiterhin (ug,vg) € B. Dann ist N (ug,vo) 1= ¢u(uo, vo) X ¢y(ug,vo) der Normalenvektor
von ¢ in (ug,vo). I(¢) := [5|IN(u,v)||d(u,v) wird als Flicheninhalt von ¢ bezeichnet.

Beispiele:
(1) B:=10,27] x [—g,%]
o(u,v) := (cos(u) - cos(v), sin(u) - cos( ) sin(v)) (D = R?)
S =¢(B) = {(x,y,2) € R3a? + y* + 22 = 1} = 9U;(0)
N(u,v) = ¢u(u,v) X ¢y (u,v) = cos(v) - (u,v)
[IN (u, v)[| = [ cos(v)| - ||p(u, v)]| = [ cos(v)]
—_———

=1
= I(¢) = fB | cos(v)|d(u,v) = 4m
Beachte A3(S) = 0! (siche: Analysis II 17.6)

Explizite Parameterdarstellung

B und D seien wie oben. Es sei f € C1(D,R) und ¢(u,v) := (u, v, f(u,v))

Dann ist S = ¢(B) = Graph von fig und ¢, = (1,0, fu) ¢» = (0,1, f,) = N(u,v) =
0 X b = (= Fus—For1) = 1(6) = [yl F2-+ F2 + Do)

Beachte wieder A3(S) = 0!l

Sei B = {(u,v) € R?|u?+v2 < 1} und f(u,v) := u®+v?, sowie ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)) =
(u,v,u® +v?). S = ¢(B) ist ein Paraboloid. Weiter ist f, = 2u und f, = 2v = I(¢) =
[p(4u? + 40* + 1)%d(u v).

Substitution mit v = r - cos( ), v sin(yp) und Fubini = I(¢) = 0277([01 (4r2 + 1)5 .
rdr)dy = 2w fo (472 + 1) rdr = % . ((\/5)3 -1)

13






4. Der Integralsatz von Stokes

Definition

Sei @ = (®1, Po, P3) eine Fliche mit Parameterbereich B C R?, D C R2offen, B C D,® € C! (D, R?)

und S = &(B).
Fiir f: S — R stetig und F : S — R3 stetig:

Jo fdo = [p £ (2(u,0)) - [|N(u,v) || d(u,v) R
sz nde - fi F(®(u,0)) - N(u, v) d(u, v) }Oberﬂachenmtegrale
Beispiele 4.1

(1) Fir f=1: [y1do =: [jdo =I(P)

(2) Sei B := {(u,v) € R? : u? +v? < 1}, ®(u,v) := (u,v,u® +v?), F(z,y,2) = (2,9,2)

Bekannt: N(u,v) = (—2u, —2v,1), F (®(u, ):(uvu+v = [ F - n do=

fB(u,v7u2+v2).(—2u,—2v,1)d(u,v = —fB u?+v?)d(u, )u reosgu=rsing fl r3dr)d

Satz 4.2 (Integralsatz von Stokes)
B,D,® seien wie oben. B sei zuldssig, 0B = I'y, wobei v = (71,72) wie in §2. Es sei
® c C*(D,R3), G CR3 sei offen, F C G und F = (Fy, Fy, F3) € CYG,R3). Dann:

/rotF-nda :/ F(z,y,2z)d(z,y, 2)
o Doy

—_————
Oberflachenintegral Wegintegral

Beweis

=P oy, 0= (p1,92,p3), also: p; =0y (j=1,2,3)

Zu zeigen: fq) rot F'-ndo = 027r F(e(t)) - ¢ (t)dt = 2]3:1 027r Fj(p(1)) - (,pg-(t)dt
Es ist [grot F-ndo = [5 (rot F)(®(z,y)) - (Pu(z,y) X Dy(z,y)) d(x,y)

0P

=, (z,y) =w;(2,y)
FeCh®e(C?= g; € C}(D,R?
Nachrechnen: g = div gy + div g2 + div g3 = [y rot F'- ndo = Z;’:l [ div g;(z,y)d(z,y)

Fiir j = 1,2,3: g;(2.9) = (F(2(2,)) Sl@y), @y € D

5 div gi(z,y)d(z,y) = [ (uidy —vidz) = [77 (u; (v (£)) %) — v;( () - (1) dt =
ST (E (o) R (D7(8) + Fi (0(8) FEA (v (0)dt = [77 Fi(o(t)) - ) (t)dt = [y rot F-ndo =

S8 [y div g, y)d(z,y) = X0, 7T Fjle(t) - ¢ (t)dt

15




4. Der Integralsatz von Stokes

Beispiel
B, ®, F' seien wie in Beispiel 4.1.(2). y(t) = (cost,sint),t € [0, 27]. Verifiziere 4.2
Hier: rot F = 0, also [ rot F-ndo = 0. (®oy)(t) = (cost,sint, 1) = f<1>0“f F(x,y,2)d(x,y,2) =

fo%(cost,sint, 1) - (—sint,cost,0)dt =0

16



5. Der Integralsatz von Stokes

Definition

Sei @ = (®1, Po, P3) eine Fliche mit Parameterbereich B C R?, D C R2offen, B C D,® € C! (D, R?)

und S = &(B).
Fiir f: S — R stetig und F : S — R3 stetig:

Jo fdo = [p £ (2(u,0)) - [|N(u,v) || d(u,v) R
sz nde - fi F(®(u,0)) - N(u, v) d(u, v) }Oberﬂachenmtegrale
Beispiele 5.1

(1) Fir f=1: [y1do =: [jdo =I(P)

(2) Sei B := {(u,v) € R? : u? +v? < 1}, ®(u,v) := (u,v,u® +v?), F(z,y,2) = (2,9,2)
Bekannt: N(u,v) = (—2u, —2v,1), F (®(u, ):(uvu+v = [ F - n do

fB(u,v7u2+v2).(—2u,—2v,1)d(u,v = —fB u?+v?)d(u, )u reosgu=rsing fl r3dr)d

Satz 5.2 (Integralsatz von Stokes)
B,D,® seien wie oben. B sei zuldssig, 0B = I'y, wobei v = (71,72) wie in §2. Es sei
® c C*(D,R3), G CR3 sei offen, F C G und F = (Fy, Fy, F3) € CYG,R3). Dann:

/rotF-nda :/ F(z,y,2z)d(z,y, 2)
o Doy

—_————
Oberflachenintegral Wegintegral

Beweis

=P oy, 0= (p1,92,p3), also: p; =0y (j=1,2,3)

Zu zeigen: fq) rot F'-ndo = 027r F(e(t)) - ¢ (t)dt = 2]3:1 027r Fj(p(1)) - (,pg-(t)dt
Es ist [grot F-ndo = [5 (rot F)(®(z,y)) - (Pu(z,y) X Dy(z,y)) d(x,y)

o0,

dy
= (@,y) =wj(2:y)

FeCh®e(C?= g; € C}(D,R?

Nachrechnen: g = div gy + div g2 + div g3 = [y rot F'- ndo = Z;’:l [ div g;(z,y)d(z,y)

Fiir j = 1,2,3: g;(2.9) = (F(2(2,)) Sl@y), @y € D

S div gz, y)d(e,) 2 [ (uydy —vgde) = 77 (u; (v (1)) -0 — vi( A1) - (1)) dt =

ST (E (o) R (D7(8) + Fi (0(8) FEA (v (0)dt = [77 Fi(o(t)) - ) (t)dt = [y rot F-ndo =

S8 [y div g, y)d(z,y) = X0, 7T Fjle(t) - ¢ (t)dt

17



5. Der Integralsatz von Stokes

Beispiel
B, ®, F' seien wie in Beispiel 4.1.(2). y(t) = (cost,sint),t € [0, 27]. Verifiziere 4.2
Hier: rot F = 0, also [ rot F-ndo = 0. (®oy)(t) = (cost,sint, 1) = f<1>0“f F(x,y,2)d(x,y,2) =

fo%(cost,sint, 1) - (—sint,cost,0)dt =0

18



6. Differentialgleichungen: Grundbegriffe

In diesem Paragraphen sei I stets ein Intervall in R.

Erinnerung: Seipe Nund y: I — RP, y = (y1,...,Yp). v heilt auf I k-mal (stetig) db auf
I <= yj ist auf I k-mal (stetig) db (j =1,...,p).

In diesem Fall gilt: '
=) =0 k)

Definition
Seien n,p e Nund D CR xRP x ... x RP und F' : D — RP eine Funktion.
N— ——

n—+1 Faktoren

Eine Gleichung der Form
(i) F(z,y,9,.. .,y(")) =0
heifst eine (gewdhnliche) Differentialgleichung (Dgl) n-ter Ordnung.

Eine Funktion y : I — RP heifst eine Losung von (i), gdw. gilt:
e y ist auf I n-mal db,
e vVzel: (x,y),y(2),. ..,y (x)) € D und
o Vrel:Flxy(x),y(z),...,y" (x)) =0.

Beispiele:
() n=p=1, F(z,y,2) =y>+2>—1, D=R3.

Dgl: 42 + 42 —1=0.

y:R = R, y(x) =1 ist eine Losung,
7:R— R, y(x) =sinzx ist eine weitere Losung,.

(2) n=p=1, F(:Uayaz) = Z+%a D= {(x,y,z) eR3:z 7&0}
Dgl: y// + £ =0.
y:(0,00) = R, y(z) = L ist eine Losung,
y:(—00,0) = R, y(z) =1L ist eine weitere Lésung.

(3) n=1,p=2. Mit y = (y1,92) :
!
r_ (Y _ (Y2
Y <yz> <y1>

y:R — R? y(r) = (cosx, sinz) ist eine Losung.

19



6. Differentialgleichungen: Grundbegriffe

Definition
Seienn,pe N, DCRxRP x...xRP und f: D — RP.
S ——

n Faktoren

Eine Gleichung der Form
(ZZ) y(n) = f(aj7 y7 y/7 A 7y(n71))
heifst explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Ist (xo,Y0,Y1,---,Yn—1) € D (fest), so heilt das Gleichungssystem
(i) {y(”) = f(@,9,9s 9" )
y(zo) = o, ¥'(x0) =wy1,..., ¥ V(x0) = yn

ein Anfangswertproblem (AWP)
y : I — RP heift eine Losung von (i7), gdw. gilt:

e y ist auf I n-mal db,

e Vrel: (z,yx),y(z),...,y" Y(z)) €D und

o Vo el:y™ ()= f(z,y(@),y (x),....y"" D (x)).
y : I — RP heifst eine Losung von (iii), gdw. gilt:

e y ist eine Losung von (i),

e 29 € [ und

e y(zg)=y; j=0,...,n—1)
Das AWP (iii) heifst eine eindeutig 16sbar, gdw. gilt:

e (7i7) hat eine Losung und

o fiir je zwei Losungen y; : It — RP| yo : Iy — RP von (iii) (I, Iz Intervalle in R) gilt:
y1 = y9 auf I1 N Iy

Beispiele:
(1)
[— 2
Awp: {Y l (n=1,p=1)
y(0)=0
y:R— R, y(xz) =0 ist eine Losung des AWPs,
y:[0,00) = R, g(x) = 22 ist eine weitere Losung.

y(0) =1
y:R = R, y(z) = €% ist eine Losung des AWPs.

/
=2
AWP: {y Y (n=1,p=1)

Sei g : I — R eine Losung des AWPs. Wir definieren

g(x) = yeff) (el

20



Nachrechnen: ¢'(z) =0Vz € I = 3ce€R:g(x)=cVz el = g(x) = ce®® (x € I).
1=350)=c = jy(x)=e>* Vo el

Das AWP ist also eindeutig lésbar.

21






7. Lineare Differentialgleichungen 1.
Ordnung

Stets in diesem Paragraphen: n = p = 1, I C R sei ein Intervall und a,s : I — R stetig. Die
Differentialgleichung

y = a(x)y + s(z)
heifst eine lineare Differentialgleichung (1. Ordnung), sie heift homogen, falls s = 0,
anderenfalls inhomogen, s heifst Storfunktion.

Wir betrachten zunéchst die zu obiger Gleichung gehérende homogene Gleichung

(H) o =alx)y

Wegen Ana I, 23.14 besitzt a auf I eine Stammfunktion A.

Satz 7.1 (Lésung einer linearen Dgl 1. Ordnung)
Sei J C I ein Intervall und y : J — R eine Funktion. y ist eine Losung von (H) auf

J = JeceR:y(x) = cer®

Beweis
b= o (x) = cer DA () = a(z)y(z) Vo € ] = y lost (H).

=" g(x) = ;ﬁf)) (x € J). Nachrechnen: ¢'(z) =0Vzx € J = 3ceR:g(zx)=cVr e J =

y(z) = e (z € J). [ |

Satz 7.2 (Eindeutige Losbarkeit eines linearen AWPs 1. Ordnung)
Seien xg € I und yy € R. Dann hat das

wp, [V =a@y
y(zo) = o
auf I genau eine Losung.
Beweis
Sei ¢ € R und y(x) := ceA® (z € I).
yo = y(x0) < yo = ce® = ¢ =yoe A, [

23



7. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel
r_
awp: {Y S EmBY g
y(0) =
a(x) = sinz, A(x) = — cosz; allgemeine Losung der Dgl: y(z) = ce™ % (¢ € R)

1l=y(0)=ce V' =ce™! = c=e.

Losung des AWPs: y(x) = ee™ % = 7% (3 ¢ R).

Wir betrachten jetzt die inhomogene Gleichung
(IH) y = a(z)y+ s(x).

Fiir eine spezielle Losung ys von (IH) auf I macht man folgenden Ansatz: y,(z) = c(z)e®),

wobei ¢ : I — R db. Dieses Verfahren heiflt Variation der Konstanten.

ys ist eine Losung von (IH) auf I

= ys(2) = a(@)ys(z) + s()

= d(2)et® +c(z)eta(z) = a(w)ys(x) + s(x)
= ()@ + a(z)ys(x) = a(z)ys(z) + s(z)
— d(x)et® = s(x)

— d(z) = e @ s(x)

<= ¢ ist eine Stammfunktion von e~“s auf I.

Nach Ana I, 23.14 besitzt e s eine Stammfunktion auf 1.
Fazit: Die Gleichung (I H) besitzt Losungen auf 1.

Aus 7.1 folgt
Lyp={y:I—>R:ylost (H) auf I}

Lig:={y: I —>R:ylost ([H) auf I}

Bekannt:
Lig #0

Satz 7.3 (Spezielle Losungen bei AWPs)
J C I sei ein Intervall, ys € Lrg, g € I, yo € R

(1) Ist y : J — R eine Losung von (IH) auf J = Jy; € Ly : y = y1 + ys auf J.
(2) yeLipy=y1+ys mit y1 € Ly

(3) Das AWP ¢/ = a(z)y + s(x), y(zo) = yo, ist auf I eindeutig losbar

Beweis
(1) yi:=y—ysauf J = y; =y —y, = a(z)y+s(z) — (a()ys + 5(x)) +s(2)) = a(z)(y —ys) =
a(z)yy = y1 16st (H) auf J = Je € R:yi(x) = ceA®) = y(z) = ce Az) 4 ys(x)Ve € J
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(2)

,=" folgt aus (1) mit J =1

Ly =yt ys =Y =+ = al@)y + y(@)ys + s(x) = alz)(yr + ys) + s(x)

a(x)y +s(x) =y e Ly

(3) Sei ¢ € R und y(z) = ceA@ + (@) Dy € Linsyo = ylao) & e +y,(a0) = yo &

¢ = (yo — ys(x0))e A@0)

Beispiel

(1)

Bestimme die allgemeine Losung von y' = 2xy + x auf R
1. Schritt: homogene Gleichung: ¢y’ = 2xy; allgemeine Losung:
y(z) = ce” (c € R)

2. Schritt: Ansatz fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung;:

ys(2) = c(x)e®”.

Y. = (2)e” + c(z)2we” = 2ays(z) + & = 2xc(x)e® +
= d(z) =z = c(z) = —%6_$2

(o) = et = )

Allgemeine Losung von y' = 2xy + :

y(z) = ce® — 3(ceR)

Lose das AWP: ¢/ =2y +¢e”, y(0) =1
1. Schritt: homogene Gleichung y' = 2y,
allgemeine Losung y(z) = ce?*(c € R

2. Schritt: Ansatz fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung;:

ys(r) = c(x)e?”

yl(z) = ¢ (7)e?® + c(x)2e? L 2ys(x) +e”

= 2c(z)e? + €”

= (@)X =" = (1) =e ¥ = c(x) = —eF = ys(x) = —€
Allgemein Losung von ¢ = 2y + €% : y(x) = ce®® — e*

3. Schritt: 1 =y(0) =c—1=c=2

Losung des AWP: y(z) = 22 — e*
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8. Differentialgleichungen mit getrennten
Veranderlichen

Stets in diesem Paragraphen: I,J seien Intervalle in R, f : I — R, g : J — R stetig, x¢ €
I,y € J.

Wir betrachten: (1) 3" = g(y)f(z), Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen
v =9W)f(z)

und das zugehorige AWP (i7)
y(@o) = Yo

Satz 8.1 (AWP mit getrennten Verédnderlichen)
Sei yp € J° und g(y) # 0 Vy € J. Dann esistiert ein Intervall I, € I und xg € I, und es
gilt:

(1) Das AWP (i7) hat eine Losung y : I, — R

(2) Die Losung aus (1) erhélt man durch Auflésen der Gl

(z) T
/y gc(lz) = / f(t)dt nach y(x)
Yo o

(3) Ist U C I ein Intervall und u : U — R eine Losung des AWPs, xo € U, = U C I,
und v =y auf U.

(4) Das AWP (i7) ist eindeutig losbar.

Beweis
(4) folgt aus (3)

e Definiere G : J — R durch G(y) == [} 5, G ist stetig db, G’ = | auf J und G(yo) =0
g stetig, g(y) #0Vy € J = G’ > 0auf J oder G' < 0 auf J = 3G !':G(J) —
J, K :=G(J), KisteinIntervall, 0 € K,yo € J* = 0€ K’ = 3¢ >0:(-¢,6) C K
Definiere F': I — R durch F(x) := fﬂfo f(®)dt; F ist stetig db, F' = f, F(zg) = 0. F stetig
inzg = 30> 0:|F(x) — F(zo)| = |F(z)| < e Vz € Us(xo) NI

=:Mpy
My ist ein Intervall, xg € My, My C I, F(My) C K
M = {M C I: M isteinIntervall, zg € M, F(M) C K}, My € M # 0; I, =
UpemM = I, € M
Definiere y : I,, — R durch y(z) := G~Y(F(x)). y ist stetig db auf I, y(zo) =
G~ YHF(z0)) = G7H0) = yo; YV € Iy, : G(y(z)) = F(r) = (2)und (Diff): G'(y(x)) ¢/ (z) =
——

1
T 9(y(=))
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8. Differentialgleichungen mit getrennten Verdnderlichen

Fl(z) = f(z) = ¢(z) = g(y(@))f(z) Vo € L, = (1)
(3) Sei u: U — R eine Losung des AWPs, U C I. u(xg) = yo und /(t) = g(u(t))f(t) Vt €

U = f(t)= (%%VteU wU) C J

Subst:
VeeU:F(X)= [ fit)dt= [ gq;u((?))dt = s=u(t) = yl;(‘r) % = G(u(zx)) Also:
ds = /(t)dt
( )=Gu(x)VeelU). zeclU = u(z)e J = G(u(zr)) e GJ) =K = F(x) €
FU CK = UeM = UCI,.
( )=Gu(z)) Vr €U = u(z) =G YF(z)) =y(z)Vz €U
Der Fall G(yg) = 0. y(z) = yo ist eine Losung des AWPs. n
Beispiel

Untersuchung des AWPs:

Vvl (I =J=R)

AWP:{y:
y(0) =0

y1(x) = 0 ist eine Losung des AWPs

22

yo(x) = % ist eine Losung des AWPs auf [0, 00)

2 250
’ys(l‘):{ 04 <0

ist eine Losung des AWPs auf R. Mehrdeutige Losbarkeit, da nicht gilt: g(y) # 0 auf J.

Verfahren fiir die Praxis: Trennung der Verdnderlichen (TDV): Schreibe (i) in der Form:

%Zf(ﬂf)g(y)-TDV%:f(ﬂC)dxﬁ (i74) f%—ff z)dz + ¢ (c € R)

Die allgemeine Losung von (i) erhélt man durch Auflésen von (7ii) in der Form y = y(z; c¢).
Die Losung von (7i) erhilt man, indem man ¢ der Bedingung y(xg) = yo anpasst.

Beispiele:
(1) ¥ = —22® () (9(y) = ). G = —229°
TDV: ¥ = —2zde — [ = [(-22)dz+c = —1 = —a’+c = y= -1
Allgemeine Losung von (x) y(z) = —— (c € R)
(1.1)
awp: { )
y(0) =—
~1=y(0)=-1 = c¢=1 = Losung des AWPs: y(z) = ' auf (—1,1) (= I,)
(1.2)
awp: | )
y(0) =1
1=y(0)=-1 = c¢=-1 = Losung des AWPs: y(z) = xQIH auf R (= I,)
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(1.3)

(2)

AWP: {(*)
y(0) =0

0=y(0) = —% —> AWP hat die Losung y = 0, allerdings ist das Verfahren hier nicht
anwendbar.

2 1+y

dy 2 1+y 2

2 2 2
_ . y _ =z y _
dr — 12 & 1+ydy— iz — f1+ydy—f1 dr +c¢

€T
—T
Nachrechnen: % —y+log(l+y) = —% —x—log(1l — x)+c (Losungen in impliziter Form).
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9. Einige Typen von Differentialgleichungen
1. Ordnung

(N: o = f(¥). Setze u := £. Dies fiihrt auf eine Differentialgleichung mit getrennten Verén-
derlichen fiir u.

Beispiel
r_y _ x?
Awp: (Y Ta T
y(1) =1
w=? = Yy =zu
x
/ / !/ ]‘
y=utru == u+Iu =u-——
u
, 1
- U_—72
xu
N du 1
de  zu?
1
= ’du=——dz
x
L3
= ¥ =—logz+c
—  u¥=—-3logz+3c (ceR)
1
u(l):M:1 — 1=u3(1)=3c
— 1
c= -
3
w?=1-3loger = y(x)=2x/1-3logz auf (0, Ve) (Losung des AWPs)

(1) Bernoullische Differentialgleichung: ' + p(z)y + ¢(z)y® = 0, wobei p und ¢ stetig
sind und 0 # a # 1. Dividiere durch y® und setze u := y'~®. Dies fiihrt auf eine lineare
Differentialgleichung fiir u.

Beispiel
(%) ' — zy + 3zy® = 0 (o = 2). Dann: 5—2—54-3;3 =0; u = % — o = _572 .
—u' —zu+3r =0 = v = —zu+ 3z. Allgemeine Losung hiervon: u(z) = ce 2% 43 (c € R).

Allgemeine Losung von (x): y(z) = %33 (c e R)
ce” 27 4

(111) Riccatische Differentialgleichung: (%) v/ + g(z)y + h(x)y? = k(x), wobei g, h, k stetig
1 !

sind. Sei y; eine bekannte Losung von (x); setze z := .——. Nachrechnen: (xx) 2 = (g(z) +
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9. Einige Typen von Differentialgleichungen 1. Ordnung

1

2y1(x)h(z))z + h(z) (lin. Dgl fiir z). Die allgemeine Losung von (x) lautet: y(z) = yi(x) + PO

wobei z die allgemeinen Losungen von (xx) durchlduft.
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10. Exakte Differentialgleichungen

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei D C R? stets ein Gebiet, P,Q € C(D,R) und
(z0,y0) € D

Wir betrachten die Gleichung P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0. Diese Gleichung schreibt man in der
Form:

(1) P(x,y)dz + Q(x,y)dy = 0. Weiter betrachten wir das AWP:

y(o) = yo
Erinnerung: Analysis 2, Paragraph 14

(1) Eine Funktion F' € C'(D,R) heift eine Stammfunktion von (P, Q) : & F, = P, F, = Q.

(2) Ist D sternformig und sind P, Q € C1(D,R), so gilt: (P, Q) hat auf D eine Stammfunktion
< P, =@, auf D.

Definition
Die Gleichung () heift auf D exakt : <= (P, Q) besitzt auf D eine Stammfunktion.

Satz
Die Gleichung (i) sei auf D exakt und F sei eine Stammfunktion (P, Q) auf D.

(1) Sei I C R ein Intervall, y : I — R differenzierbar und (z,y(z)) € D Vx € I. y ist eine
Losung von (i) auf I <= 3dceR: F(z,y(z)) =cVr e l.

(2) Ist Q(xo,y0) # 0, so existiert eine Umgebung U von xzp: das AWP (ii) hat auf U genau
eine Losung.

Beweis

(Uﬂ) F(z, ()Hxéq

Fy(x,y(2))y' () = Pl y(@)) + Q
0Vx€]<:>EICER:g(x)

(2) f($ay) = F($,y) - F(anyO) ((m,y) € D) f(anyO) = Oafy(x(]ay(]) = Fy(x07?/0) =
Q(zo,y0) # 0. Analysis 2, Paragraph 10 = 3 Umgebung U von zg, V von yy und
genau eine differenzierbare Funktion y : U — V mit: U x V. C D,y(xg) = yo und

flz,y(x) =0V € U = F(z,y(x)) = F(xo,y0) Yz € U o} Behauptung. n

g ist differenzierbar auf I und ¢'(z) = Fy(z,y(x)) -1+
+ Q(z,y(x))y'(z). y ist eine Losung von (i) <= ¢'(x) =
=cVr el <= JeceR: F(z,y(z)) =cVr el

Beispiele:
(1)

AWD: rxdz +ydy =0
y(0)=1, (D=R*P=1x,Q=y)
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10. Exakte Differentialgleichungen

P, = Q, = die Dgl. ist auf D exakt. F(z,y) = 3(2? 4+ y?) ist eine Stammfunktion
von (P,Q) auf D. %(mQ +y?)=c <= y? =2c— 2% = y(z) = £V2c—22 (c € R)
allgemeine Losung der Dgl. 1 = y(0)?2 —2¢c = ¢ = % Losung des AWPs: y(z) =

+v1 — 22 auf (—1,1).

(2)
AWD: xdr +ydy =0
y(0)=0
0=y(0)2=2c = c=0 = y? = —22, Widerspruch! Das AWP ist nicht 15sbar.
(3)
AWP: xdx —ydy =0
y(0)=0
F(z,y) = (2% —y?) ist eine Stammfunktion von (P, Q) auf R%. (22 —y?) = ¢ <= ¢* =
22 — 2¢; also: y(z) = £v22 —2¢. 0 = y(0)2 = —2¢ = c=0. y(z) = z und y(v) = —x
sind Losungen des AWPs auf R.
1 1
(4) D = (0,00) x (0,00); (%) —dz+—dy =0. P, = —y%, Qe = —27 = (%) ist auf D nicht
&/ <
=P =Q
exakt. Multiplikation von (%) mit zy = (¥*) zdx + ydy = 0.
~
£0
Definition

Sei p € C(D,R) und p(x,y) # 0 V(x,y) € D.
 heift ein Multiplikator von (i) auf D : <= (iii) (uP)dx + (uQ)dy = 0 ist auf D exakt.

Bemerkung: Es sei p € C(D,R) und p(z,y) # 0 V(z,y) € D

(1)

(2)

3)

34

Ist I C R ein Intervall, y(I) — R eine Funktion und (z,y(z)) € D Vz € I, so gilt: y ist
Losung von (i) auf I <= y ist Losung von (iii) auf I.

Ist D sternférmig und sind P, Q,p € C*(D,R), so gilt: u ist Multiplikator von (i) auf D
< (uP)y = (nQ), auf D.

Héangt f := é(Py — Q) nur von x ab, so ist u(z) = e/ /@4 oin Multiplikator.
Hangt [ := %(Py — @) nur von y ab, so ist u(x) = e~ J fWdy oin Multiplikator.
Beispiel

(*)  (22%y + 2xy® +y)dx + (3y* +x)dy = 0

2

P, =222+ 62y +1; Q, =1 = (x) ist nicht exakt. P”%Q* =2r = p(r) =€ ist
ein Multiplikator. Losung von (x) in impliziter Form: (zy(z) + y(z)3)e® = ¢ (c € R).



11. Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

In diesem Paragraphen sei X stets ein Vektorraum (VR) iiber K, wobei K = R oder K = C.

Definition
Eine Abbildung || - || : X — R heift eine Norm auf X : <—

(i) |z >0 Ve e X; ||z =0 <= =0
(i) [laz| = |allz]| Vo € R,z € X

(i) ||z 4+ y|| < ||=| + |ly|l (Dreiecks-Ungleichung)

In diesem Fall heifst (X, || - ||) ein normierter Raum (NR). Meist schreibt man nur X statt
(X - 11)-
Beispiele: 1

(1) X = K", fiir @ = (z1,...,2,): ||z = (z;;l |:cjy2)2. Analysis T = (X, ]| - ||) ist ein

normierter Raum.

(2) A CR"™ sei beschriankt und abgeschlossen. X = C'(A,R");

| flloo = max{|| f(z)||,x € A} (f € X). Dann ist (X, || - ||sc) €in normierter Raum.
1

(3) X = L®). Fir f € L®): [fll i= fou |F@)ldas [ fll2 i= (fpo |£x)Pdz) ; Analysis 11
16.1 = || |l1 hat die Eigenschaft (ii) und (iii) einer Norm, || f||1 > 0 aber || f|1 =0 <=
f =0 fast iberall auf R”.
Es ist tiblich, zwei Funktionen f,g € L(R™) als gleich zu betrachten, wenn f = g fast
tiberall. In diesem Sinne: (L(R), || - ||1) ist ein normierter Raum.

Fiir den Rest des Paragraphen sei (X, || - ||) stets ein normierter Raum. Wie in Analysis II zeigt
man:
izl = llylll < [l =yl Y2,y € X

|z — y|| heikt Abstand von z und y.

Definition
Sei (zy,) eine Folge in X

(1) (xy,) heift konvergent : <= Jr € X : ||z, — z|| =0 (n — o0)
In diesem Fall ist = eindeutig bestimmt (Beweis wie in R™) und heifst der Grenzwert (GW)
oder Limes von (z,,). Man schreibt:

xy, — x (xr — 00) oder x,, — oo oder lim =, =x
n—oo

(2) >0 |z bedeutet die Folge (sy,) wobei s, := 1 + -+ + 2z, (n € N)
>0 | @y heilt konvergent : <= (sy) ist konvergent.

> o2, oy heilt divergent : <= (sy) ist divergent.
Im Konvergenzfall: fozl Ty = limy, o0 Sp,
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11. Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

Wie iiblich zeigt man: Aus z,, — x und y,, — y folgt:
Tn+Yn =T +Y

azy, — az (a € K)
[znll = [l

Definition
Sei (zy,) eine Folge in X und A C X

(1) A heifst konvex : <= aus z,y € A und t € [0, 1] folgt stets: z +t(y —xz) € A
(2) A heifst beschrankt : <= Jc¢>0: ||z <cVre A
)

(3) A heifst abgeschlossen : <= der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus A gehort zu
A

(4) A heift kompakt : <= jede Folge in A enthilt eine konvergente Teilfolge, deren Grenz-
wert zu A gehort.

(5) (xy) heift eine Cauchyfolge (CF) in X : <=
Ve >0 3dng € R: ||z, — xm| < e Vn,m >ng

Bemerkung: (1) Wie in Analysis II: (z,,) konvergiert = () ist eine Cauchyfolge in X
(2) Ist A C R™ A ist kompakt : <= A ist beschrankt und abgeschlossen (Analysis II, 2.2)
(3) A kompakt = A abgeschlossen

(4) X = Cla,b] mit || - ||c- Sei (f) eine Folge in X und f € X. Dann (f,) — f beziiglich
|- lo <= (fn) konvergiert auf [a,b] gleichmifig gegen f (Analysis I, Ubungsblatt 10,
Aufgabe 37)

Beispiel 1
. 1 2
X = =1, 1] mit |-z = (! 1f(2)dz) .

—_

A

fl’
f?’b = T'LJZ',
1

IN 8
IA
\

8
IN 8B

|
3= S

= IA

3=

)

In der Ubung: (f,) ist eine Cauchyfolge in X, aber es existiert kein f € X : f,, — f (beziiglich

- 112)

Definition

Ein normierter Raum X heifst vollstandig oder ein Banachraum (BR) : <= jede Cauchyfolge
in X ist konvergent.

Beispiele:
(1) Sei X und || - ||2 wie im obigen Beispiel. Dann ist X kein Banachraum.

(2) R™ ist mit der tiblichen Norm ein Banachraum (Siehe Analysis IT)
(3) Cla,b] ist mit || - || ein Banachraum (Analysis I, Ubungsblatt 10, Aufgabe 37)
(4) L

4) L(R™) ist mit || - ||; ein Banachraum (Analysis II, 18.1)
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Definition

X sei ein normierter Raum, zg € X und € > 0.
(1) Uc(zg) :=A{x € X : || — x0|| < €} heifst € - Umgebung von U

(2) D C X heift offen :< Vo € D Je =€(x) > 0: Uc(x) C D

Wie in Analysis 2 zeigt man:

Satz 11.1 (Verweis auf Analysis 2.3(3))
(1) D ist offen :< X \ D ist abgeschlossen.

(2) Ist A C X kompakt, so gilt die Aussage des Satzes 2.3(3) aus Analysis 2 wortlich

Definition (Operator)
X sei ein normierter Raum, A C X und 7' : A — X eine Abbildung. T heiftt auch ein Operator
auf A, man schreibt meist T}, statt T'(z) (z € A).

(1) z* heikt ein Fixpunkt von 7" :& Ty« = z*.

(2) T heift in z¢ € A stetig :< fiir jede Folge (xy,) in A. mit x,, = x¢ : Ty, — T, -
(Ubung: & Ve > 030 >0: ||T, — Ty|| < e Vo € Us(zo) N A)

(3) T heilt stetig auf A :< T ist stetig in jedem z € A.
(4) T heifst auf A kontrahierend < 3 L €[0,1): ||T, — Ty|| < L||lz —y|| Vz,y € A

Beispiel (Wichtig!)
x = Cla,b] ist mit || - ||oc ein Banachraum. Definiere 7 : X — X durch (T))(z) = yo +
ffo f(t,y(t))dt (x € [a,b]) wobei zg € [a,b], yo € R und f : [a,b] x R — R stetig. (T, € C[a, b])

Behauptung: T ist stetig auf X.

Beweis
Sei zp € X. Sei z € X mit ||z — 20]| < 1.Vt € [a,b] : |2(t)] < [|z]|lec = ||z — 20 + 20]|l00 <
Iz = 20llo0 + [[20]loc < 1+ [[20]loc =2

R :=[a,b] x [-7,7]. D.h. (¢, 2(t)) € RVt € [a,b] ¥z € X mit ||z — 2p]|ec < 1.

f ist glm. stetig auf R (da R kompakt). Sei e > 0.3 5 > 0: [f(a) — f(B)| < € Vo, 8 € R mit
la—B]| <dund é < 1.

Sei z € X mit ||z — 20/lec < 0 < 1. Dann: ||(¢,2(¢)) — (¢,20(¢))]] = [|(0,2(t) — 20(¢))|| =
|z2(t) — 20(t)] < ||z — 20lloc < I V T € [a,b]

= |f(t,2(8)) — f(t, 20(t))| < eV t€lab]
= |(T2)(x) — (Tx) (@) = | [, (f(t,2(1)) = (£(t, 20(2)))dt| < €|z —xo| < (b—a) ¥V x € [a,}]

= ||T> — Tilloo < €(b—a) = T ist stetig in 2. n
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11. Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

Satz 11.2 (Fixpunktsatz von Banach)

X sei ein Banachraum. A C X sei abgeschlossen, T : A — X sei kontrahierend, also
3L el0,1): T, —Ty|| < L|lz —y| Yo,y € A und es sei T(A) C A. Dann hat T genau
einen Fixpunkt z* € A.

Sei o € A beliebig und zp41 := Ty, (n > 0). Dann:
(i) =z, € AVn € Ny

(il) @, — x*

)
(ili) ||zn — 2*|| < £5]lmo — 21| ¥n € No.
)

() heift Folge der sukzessiven Approximation.

Beweis
Sei xg € A. Definiere zp41 := Ty, (n > 0) = (i).

lzk1 = @kl = [1Tep = Tap s | < Lllwg — 2 [|(Vh > 1)
Induktiv: ||zge1 — 2] < L¥||2) — xo| YE >0

Seien m,n € Nym > n. |y — 2| = [|Tm — Tm-1 + Tl = Tm—2 + 0+ Tngl — Zn|
[~ @mrll + 1 = T2l [ — 2l < (P 4+ 72 4 L7 — o]
L*(1+ L+ L7777 [y — o] < {57 21 — wol|(+)

1 1
<XEel=1¢

A

(x) = (x,) ist eine Cauchy-Folge in X. X Banachraum — dz* € X : x,, — x*. (i) folgt
aus (¥) mit m — oo

A abgeschlossen —> z* € A

[Toe =[] = 1 Tej—2nr1+2np1 =2 || < [ Tox =g [[+|2np1 =2 < Lllz® = x|l + [J2n g — 27| =
=T, —0(n—00)

T —z*|| =0 = Tp» = a*

Sei z € Aund T, = 2. ||z* — z|| = || T — T2|| < L||z* — z||; wére ||z* — z|| #0 = L > 1,
Wid., also z* = z. -

Ohne Beweis:

Satz 11.3 (Fixpunktsatz von Schauder)
X sei ein normierter Raum, A C X sei konvex und kompakt und 7" : A — X sei stetig und
T(A) C A. Dann hat T einen Fixpunkt (in A).
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Satz 11.4 (Konvergente Teilfolgen von Funktionen)

Sei I = [a,b] CR, 29 € I, yo € R, M > 0 und (y,) eine Folge in C(I) mit: y,(xo) =
yo Vn € N und |yn(z) — yn(T)| < M|z —Z| ¥n € N Vz,7 € I Dann enthélt (y,) eine auf I
gleichméfig konvergente Teilfolge.

Beweis

F :=A{yn : n € N}. F ist auf I gleichstetig. Yn € N Va € I : |y,(z)] = |yn(x) — yo + yo| <
yn (@) = yol + [yol = [yn(x) — yn(@o)| + |yo| < Mz — zo| + [yo| < M(b—a) - lyo] = F ist
gleichméfig beschrankt. 1 = Behauptung. ™

Satz 11.5 (Konvexe und Kompakte Teilmenge)

I=[a,b] CR,zg€l,yo e R, M >0,

A:={yeC():y(xg) =yo und |y(z) — y(@)| < M|z — | Va,T € I}

Dann ist A eine nicht leere, konvexe und kompakte Teilmenge des Banachrau-

mes (C(I), |- ).

Beweis

A#D (y(x)=yo = y €A
Ubung: A ist konvex.

Sei (yp) ein Folge in A. 11.4 = (y,) enthilt eine auf I gleichméfkig konvergente Teilfolge
. Al

(Ynp), Y() == 1limy o0 Y, (z) (x € ) = ye C(I)

z.2g: y € A. y(xo) = limp—ooYn, (o) = Yo

Vk e NVx,T €1 : |yn, () — yn, (T)] < M|z — T ko ly(x) —y(T)| < M|z —Z|. Also: y € Am
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12. Der Existenzsatz von Peano

Definition
Sei D C R?, f : D — R eine Funktion und (zg,%0) € D und I C R ein Intervall. Die Gleichung:

(i) (@) = yo + / fty)dt (e 1)

heifst eine Integralgleichung. y € C(I) heift eine Losung von (i) auf I : < (t,y(t)) € D
Vt € I und es gilt (i) Vo € 1.
Wir betrachten auch noch das AWP

i y/ = f(x,y)
w0 {y(ﬂﬁo) =Y

Satz 12.1 (Zusammenhang Integral- und Differenzialgleichung)
D, f,(z0,yo) und I seien wie oben und y € C(I). Es sei f € C(D,R).

(1) y ist eine Losung von (i) auf I <= vy ist eine Losung von (i) auf I

(2) Sei I = [a,b) und D = I x R. Ist T : C(I) — C(I) def. durch (T,)(z) := yo +
f;o f(t,y(t))dt, z € I, so gilt: y ist eine Losung von (i7) auf I <= T, =y

Beweis
(1) "= ": y(x0) = yo; Durch Differentation: y'(z) = f(x,y(x)) Vx € I
"t ’( ) = flt,y(1) vt € I und y(zo) = yo = [, f(t,y(t)dt = [; ' (t)dt =

y(r) —y(xo) = y(x) —yo Vo € I

(2) Ty =y <= ylost (i) auf I <= y l6st (ii) auf I. n

Satz 12.2 (Losungen auf Teilintervallen)
Sei D C R?, f : D — R eine Funktion und I' # ) (T ist Indexmenge). Fiir jedes v € T sei
Yy : Iy = R (wobei I, C R ein Intervall) eine Lésung der Dgl.:

(+) ¥ (x) = f(z,y)

auf I.

Weiter sei ()¢ Iy # 0 und fiir je zwei Losungen y, : [, = R, y,, : I;, = R von (+) gelte
Yyi = Yy auf L, N L,,.

Setzt man I := {J,cp Iy und y(z) = y,(z), falls z € I,, so ist I ein Intervall und y eine
Losung von (+) auf I.
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12. Der Existenzsatz von Peano

Beweis
Ubung. n

Folgerung 12.3

Sei I =[a,b],S:=1xR,f:S — R eine Funktion, zg € (a,b),y0 € R, I1 := [a, x¢], I3 := [x0, ]
und y; : I1 = R, y9 : I5 — R seien Losungen des AWPs

{y/ = f(xa y)

y(7o0) = o

auf Iy bzw Is. Definiert man y : I — R durch

yi(z), fallsze
y(a) =
y2(x), fallsz el

so ist y eine Losung des AWPs auf .

Satz 12.4 (Der Existenzsatz von Peano (Version I))
I und S seien wie in 12.3, g € I,yo € R und f € C(S,R) sei beschrankt. Dann hat das
AWP:

{y/ = f(xv y)

y(7o0) = o

eine Losung auf 1.

Wir fiihren zwei Beweise. In beiden sei M := sup{|f(z,y)| : (x,y) € S} und T : C(I) — C(I)
sei definiert durch (Ty)(x) := yo + ffo ft,yt) (x el

Beweis (mit 11.3)

Sei A C C(I) sei wie in 11.5 (mit obigen M). 11.5 = A # (), A ist konvex und kompakt.

T:A— C(I) ist stetig. Wegen 11.3 und 12.1(2) ist nur noch zu zeigen: T(A) C A. Sei y € A.

Dann (T})(xo) = yo. Weiter gilt

Vo, z € I:|(T,)(x)— (T)@)| = | [ f(t,y(t))dt| < M-|z—7=|. Also: T, € A. Somit: T(A) C Am
——

<M

Beweis (Nr.2)

Wir unterscheiden 3. Falle: g = a,z9 = b und zp € (a,b). Wir fithren den Beweis nur fiir den
Fall zg = a (den Fall g = b zeigt man analog; der Fall zg € (a, b) folgt aus 12.3 und den ersten
beiden Féllen).

Sei also g = a. 0.B.d.A. zg + % = a—i—% elvVnel

Fiir n € N definieren wir z, : (—oo,b] — R durch

Yo, falls < zg = a
Zn(l‘ = - 1
o+ [o f(tzn(t— Ldt, falls el
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Beh.: z, ist auf I wohldefiniert.

Sei x € [xo,xo—i—%] und ¢ € [zg, 2] = t—%gx—
Yo + f;o f(t,yo)dt, also z,(z) ist wohldef.

Seiz € [xo+ 2,20+ 2] und t € [vg,2] = t—1 <a—-1¢clzga0+i] = 2,(t—1) wohldef.
= z,(z) ist wohldefiniert, etc...

<xzyg = Zn(t_%):y() = (%) =

1
n

Ubung: z, € C(—00,b].

Insbesondere: z, € C(I). Es ist z,(x0) = yo. Fiir 2,7 € I : |z5(2) — 2o (@) = | [ f(L, 20(t —
L)dt| < M - |z — . 114 => (zy) enthilt eine auf I gleichmiRige konvergente Teilfolge.
0.B.d.A.: (z,) konvergiert auf I glm.

y(z) = limy 00 2n(x) (x € I). Al = y € C(I). Also z, — y bzgl. ||| (||zn —¥ll.c = O
(n — 00));

gn(t) = zn(t=3) (t € I). VL € I+ |gn(t) =y (t)| = |gn(t)—2n(t)+2n (t)—y(t)| < | 2n(t —

|2n(t) —y(t) |
N———
S”Z'n_y”oo
= |lgn(t) = y(W)loo < 5+ llzn — 9l V0 €N = gn = y bzgl. |||, (glm. konv.)
T:C(I)— C(I) ist stetig = T,, — Ty bzgl. |||
(Tg, )(x) = yo + ffo ft, zn(t — %))dt =z (x)Ve € I = T,, =z, auf I.
Also T,, = y und damit folgt, y 16st das AWP auf I. ™

Satz 12.5 (Der Existenzsatz von Peano (Version II))

Essei I =[a,b] CR,xzg € I,yg € R,s >0und R:=1 X [yg — s,y0 + $]
Es sei f € C(R,R), M := max{|f(z,y)| : (z,y) € R} und

J =10 [xg— 37,%0 + 37]- Dann hat das AWP:

y = f(z,y)
y(zo) = o
eine Losung auf J.
Beweis
S :=1xR. Def. g: S — R durch:
o(ony) = f@,y), (z,y) €R
T (ot stEy) e Lly -l > s

Dann: g = f auf R, |g| < M auf S und g € C(S,R)
Betrachte das AWP

+) {y’ =g(z,y)

y(xo) = yo
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12. Der Existenzsatz von Peano

124 = (+) hat eine Losung 7 auf [. 12.1 —

(*) 9(x) = yo + /xg(t,y(t))dt Ve el

zo
Sei x € J. Sei y := y|s. Dann: |y(x) — yo| = |y(x) — ol
() T — s
2| 2 gt 30t < Mle — a0 < M-y =5 = (e.(x)) € R
= (t,y(t)) € R fur t zwischen x und xy.
= y(z) =yo + [, f(t,g(t))dt Ve e J
21 y 16st das AWP auf J

Satz 12.6 (Der Existenzsatz von Peano (Version III))
Sei D € R? offen, (x9,y0) € D und f € C(D,R). Dann ex. § > 0 : das AWP

{y/ = f(f, y)

y(xo) = yo

hat eine Losung y : K — R, wobei K = [xg — d, 79 + 4] (also g € K°)

Beweis
D offen = Ir,s>0:R:=[xg—71,20+7] X [yo — S,50 + ] C D

M = max{|f(z,y)| : (z,y) € R}
6 := max{r, 37}, K := [vg — §, 20 + J] 12.5 = Beh.
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13. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz
von Picard - Lindelof

FuE = Existenz und Eindeutigkeit

Definition
Sei D C R? und f : D — R eine Funktion.
f geniigt auf D einer Lipschitzbedingung (LB) bzgl. y : <—

3 Y >0: |f(x,y) - f(x,@)\ < ’7|y _@| V(I,y),(l‘,@) €D (*)

Vorbetrachtungen: Sei I = [a,b],xg € I,y € R, S := I xR und f € C(S,R) geniige
auf S einer LB bzgl. y mit v > 0 wie in (*), T : C(I) — C(I) sei def. durch Ty(z) =
vo+ J7 F(ty(H)dt (z € 1)

y/ = f(x,y)

Aus 12.1 folgt: das AWP
y(zo) = 4o

hat auf I genau eine Losung <= T hat genau einen Fixpunkt.
Frage: ist 7" bzgl. |||, kontrahierend?
Seien u,v € C(I),z € I : |Ty(z) — Ty(x)| = \f;ﬂ ft,u(t)) — f(t,v(t))dt|
<97 ul®) —v®)]dt < yllu—vl | [ dtl = vlz = zol Ju— vl
—_——
Slu—vllo
< (b —a)flu—vl,
= ||T — Ty|| ist nur dann kontrahierend, wenn (b — a) < 1.

Sei p(z) := e~ 2N#=0l (3 € T) Auf C(I) def. die folgende Norm:
[yl := max{p(x)[y(z)| : z € TH= l[¢ylloo)
a:=min{p(z):z€l} — 0<a<ep<laufl

= allyllo < Iyl <yl V'y € C(I)

Sei (yn) eine Folge in C'(I) und y € C(I)
O‘Hyn - y”oo < Hyn - yH < Hyn - y”oo

Fazit: Konvergenz bzgl. ||-|| = Konvergenz bzgl |||, = gleichméfige Konvergenz auf I.
(yn) ist CF bzgl. ||| <= (yn) ist CF bzgl. |||,
(C(I),])]|) ist ein Banachraum.

Behauptung
T ist bzgl. ||-|| kontrahierend. Seien u,v € C(I),z € I.

| Tu(z) = To(@)| < 7l [y, Jult) —v(®)dt] = 5] [;; [ult) = v(t)|(t) 5adtl

<[lu—v|
< Al =l | [ e moldt] = yllu—vl| g (el = 1) < Gllu— vl o = w(@)|(Tu)(@) ~
(T) ()] < 5llu—v]| Vo eI

45



13. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindel6f

= |Tu = To|| < 5llu—v]

Aus 11.2 und 12.1 folgt: 13.1

Satz 13.1 (EuE - Satz von Picard - Lindel6f (Version I))
I, x0,90,S und f seien wie in der Vorbetrachtung und f geniige auf S einer LB bzgl. y.
Dann hat das AWP:

{y/ = f(SC, y)

y(wo) = Yo

auf I genau eine Losung. Sei zg € C(I) beliebig und 2,41 (z) := yo—i-ffo f(t,zn(t))dt (x € 1),
(also zp41 = T,,) dann konvergiert die Folge der sukzessiven Approximationen (z,) auf I
gleichméfig gegen die Losung des AWPs.

Beispiel

y =2x(1+y)
y(0) =0
f(z,y) =2x(1+y) Sei a > 0 und I = [—a,a] Fir (z,y),(z,y) € xR
[f(z,y) — f(2,9)| = [22[ |y — 7| < 2aly — 7]

13.1 = das AWP hat auf I genau eine Losung y. Sei zp(x) = 0.
z1(z) = [ 2tdt = a? ; zo(x) = [ 26(1 4 t2)dt = 2* + sat

z3(x) = 2 + 2t 4 Laf

Induktiv: z,(z) = 2% + g2 + §2° + ... + Lz

Zeige (mit 13.1): das AWP: { hat auf R genau eine Losung. Berechne diese.

Analysis | = (z,,) konvergiert auf I gleichméfig gegen e — 1
131 = y(@) =€ —1auf J
a > 0 beliebig = y(x) = e — 1 ist die Losung des AWPs auf R.

Satz 13.2 (Der EuE-Satz von Picard-Lindel6f (Version IT))
Sei I =[a,b]CR, o€, yo€R, s>0, R:=1X[yo— 8,50+ s]und f € C(R,R). M :=
max{|f(z,y)| : (x,y) € R}. f geniige auf R einer LB bzgl. y. Dann hat das AWP

{y’ = f(x.y)
y(®o) = yo

genau eine Lésung auf J := I N [z — 3}, %0 + 37). Diese Losung kann iterativ gewonnen
werden (vgl. 13.1).

Beweis
Ahnlich wie 12.5 aus 12.4 gewonnen wurde. n

Definition

Sei D C R? offen und f : D — R eine Funktion. f geniigt auf D einer lokalen LB bzgl.
y 1 <= V(zo,y0) € D 3 Umgebung U von (x¢,yp) mit: U C D und f geniigt auf U einer LB
bzgl. y.
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Satz 13.3 (Partielle Differenzierbarkeit und lokale Lipschitzbedingung)
D und f seien wie in obiger Definition. Ist f auf D partiell db nach y und ist f, €
C(D,R) = f geniigt auf D einer lokalen LB bzgl. y.

Beweis
Sei (zo,y0) € D. D offen = Fe > 0 : U := U:(zo,y0) C D. fy ist stetig = Iy :=
max{|fy(z,y)| : (z,y) € U}.

MWS

Seien (z,y), (z,y) € U« |f(z,y) — f(z,9)| "="|fy(2, 8] (y = Y)| < vly —y| mit & zwischen y
i;_/
und g (= (2,8 € U). - [

Bemerkung: Ist I = [a,bj und R:=1 x [¢,d] (S:=IxR)und f: R— R (f:S — R) stetig
und partiell db nach y auf R (S) und f, ist beschrénkt auf R (S5). Wie im Beweis von 13.3
zeigen wir: f gentigt auf R (S) einer LB bzgl. y.

Beispiel
R :=1[0,1] x [-1,1], f(z,y) = e*tv? . Zeige: das AWP ¢/ = f(z,y), y(0) = 0 hat auf [0, e%]
genau eine Losung.

Beweis
[f(z,y)| =" <e-e=¢, f(1,1)=¢> = M =max{|f(z,y)|: (z,y) € R} = €.

£y (z,y)| = [20e"HV"| = 2ly|e*t” < 2e2 V(z,y) € R = [ geniigt auf R einer LB bzgl. y.

13.2 = das AWP hat auf J = [0,1] N [~4}, 37] =" 0,1]n[-%, 4] = 1o, e%] genau eine

€ e
Losung. [ ]

Satz 13.4 (Der EuE-Satz von Picard-Lindel6f (Version III))
Es sei D C R? offen, (z0,y0) € D und f € C(D,R) geniige auf D einer lokalen LB bzgl. y.
Dann ist das AWP

{y, = f(.T, y)

y(®o) = yo

eindeutig 16sbar. (zur Erinnerung d.h.: das AWP hat eine Losung. y : I — R (I ein Intervall)
und fiir je zwei Losungen y1 : I1 — R, yo : I — R (I3, I3 Intervalle) gilt: y; = yo auf I1N1s).

Beweis
12.6 = das AWP hat eine Losung. Seien y; : [t — R und g9 : Is — R Ldsungen des AWPs
(I1, I Intervalle).

Annahme: 31 € I[1 N1 : y1(x1) # yo(x1). Dann: x1 # xg, etwa x1 > xo, dann: [xg, x1] C I1 N 1.

M :={x € [xo,z1] : y1(x) = ya(2)} C [w0,21], 0 € M. & :=sup M, y1,y2 stetig = y1(&) =
y2(80) =: no-
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13. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindel6f

Es gilt: y1(x) # ya(x) Vo € (&0, 71] (%)

Wiéhle 7,5 > 0, dass §o +r < z1, R := [£,& + 7] X [0 — s,m0 + s] € D und f geniigt auf R
einer LB bzgl. y.

/ _
Aus 13.2 folgt: Ja € (0,7) : das AWP (+){y(£ ) = J(@.y) hat auf [£o,&o + @] genau eine
Yylco) =To
Losung. y; und yo sind Losungen von (+) auf [£o,&0 + o] = y1 = yo2 auf [&, & + al,
Widerspruch zu (*). n
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14. Matrizenwertige und vektorwertige

Funktionen

Sei m € N. ML, sei der Vektorraum aller (m x m)-Matrizen

ail e A1m
A = (ajk) =

am1  * Gmm

iiber K (wobei K = R oder K = C). dim M,,, = m?

Sei A = (aji) € My, mit a®) bez. wir die k-te Spalte von A, also A = (aM,...,al™).

E sei die Einheitsmatrix in M,,, also

1 0

E: :(617"'76’!?1)7 ek:Z(O,...,O,l,O,...

Fiir A = (aji) € My, : A= (ajz) (also: A=A < aj; €R (j,k=1,.

Re A := (Rea;i), Im A := (Imaj;). Dann: A =Re A+ iIm A.
ReA=3(A+ A), InA=£(A— A). Fir BEM,, : AB = AB.

..,m))

Sei A € M,,. A € K heift ein Eigenwert (EW) von A : <= Jr € K™ : 2 # 0 und Az = \z.

In diesem Fall heifst = ein Eigenvektor (EV) von A zum EW A.

Ist A e My, A€ K, € K" und Az = Az, so gilt, falls A = A : AT = AT, wobei T =

(T1y. . Tm), wenn & = (1, ..., Ty).

p(A) := det(A — AE) heift das charakteristische Polynom von A. )y € K ist ein EW von
A <= p(N\g) = 0. Ist \g eine g-fache Nullstelle von p, so heifit ¢ die (algebraische) Vielfachheit

von Ag.

Sind Aq, ..., A\, EWe von A mit \; # ), (j # v) und 219 ein zu \; gehorender EV (j = 1,...

so sind ™, ..., 2(® linear unabhingig im K.

Bekannt aus der Linearen Algebra:

7k>7

Satz 14.1 (Existenz der Jordan-Normalform)

Sei A € M, A1,..., A seien die verschiedenen EWe von A mit den Vielfachheiten ¢, . ..

) 4k
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14. Matrizenwertige und vektorwertige Funktionen

(also: \j # Ay (j # v)) und ¢1 + ...+ g = m). Es ex. eine invertierbare Matrix C' =
(V... ™) € M, mit:
Ay 0
Az
C7YAC = diag(Ay, ..., Ay) =
0 A
mit
AL 0
Aj = € M,
1
0 Aj

Ist speziell A = A, so kann man die EWe wie folgt anordnen:
AMyooy N E (C\R, A1 :)\71,...,>\25 :)\71 (E (C\R), Aol41, -+ A €ER

Dann: Ajyq = Ay, ..., Ay = Ap; Agipq,. .., Ay sind reell.

qi=q + -+ q. 9t = ﬁ, e = @, Rt elm) e R

Definition X

Sei z =z +iy € C (x,y € R), |z| = (2% + y*)2 (= |(x,y)]]). Sei (2,) eine Folge in C 2, — 2
bzgl. || <= Re z, » x,Im 2z, » y

Definition

Sei A = (ajx) € Mo, | All = (S lagil)7-

(M., || - ||) ist ein NR. Sei (4,,) = ((agz))) eine Folge in M,

A, = Abzgl || || <= ajp(n) = aj fiir j,k=1,...,m.
Insbesondere: (M, || - ||) ist ein BR. Analysis II, §1:

IABI| < [|Al|BI| VA, B € My, [|Az|| < [|A]l||z]| VA € My, z € K™

Erinnerung (Analysis II, §12): Seiy = (y1,...,ym) : [a,b] = R™. Es gelte: y; € R[a,b] (j =
1,...,m). f;y(x)d:v = (f: yi(z)dz, . .., f: ym(z)dx)(€ R™)

b b
I, y(@)dz]| < [ [|y(z)||dz

Definition

Sei ¢ € C([a,b]) und ¢ > 0 auf [a, b].

Fiir y € C([a, 0], R™) : [yl := max{p(z)[ly(2)]| : @ € [a,b]} Wie in §13: (C([a, b],R™), || - [|) ist
ein BR. Und Konvergenz bzgl. || - | = glm. Konvergenz auf [a, b].
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Satz 14.2 (Konvex und Kompakt)

Sei I = [a,b] CR,z0 € I,yo € R™ und M > 0.

A:={y € C(L,R™) : y(zo) = o, ly(x) — y(@)|| < M|z —Z|Va,T € I}

Dann ist A eine konvexe und kompakte Teilmenge des Banachraumes (C'(I,R™), || - ).

Beweis
Wie in 11.5 ]

Definition
Sei I C R ein Intervall, [a,b] C I, A: I — M sei eine Matrixwertige Funktion.

ain(z) -+ apm(x)
Alx) = (ajp(x)) = : 5 mit aji : I — R.

am1(x) - amm(T)

A heifst in g stetig <= alle a;;, sind in g stetig.

A heift auf I stetig <= alle aj; sind auf I stetig.

A heifst auf I differenzierbar <= alle a;; sind auf I differenzierbar.
etc. ...

Sind alle a]k € Rla,b]: f A(z)dx := f aji(x)dx)

Ubung: ||fa A(z)dz|| < fa ||A(x)||dx

Ist B: 1 — M eine weitere Funktion und y : I — R™ eine Funktion, A, B und y seien auf I
differenzierbar:

(AB)' = A’'B + AB'’ (Reihenfolge beachten!), (Ay) = A’y + Ay’

(det A) = > | det (a(l), o aF D (@R gD ,a(m))

wobei A = (aV),...,a™) (Beweis: Ubung)

Jetzt sei z = (z1,...,2m) : I — C™ eine Funktion und W = (wj;) : I — M eine Funktion
und wji : I — C.

Seiz=u+iwmit u,v: I >R™.U:=ReW und V :=Im W.

Dann: W =U +V,U,V : [ — M (reellwertig)

Konvergenz, Stetigkeit, Ableitung, Integral, ...werden iiber Real- und Imaginérteil definiert.
z.B.: W'(z) =U'(z) +iV'(z), z’(w) = u’(x) + ' (z),

[PW(2)dz = [PU(z)dx +i [*V(x)

Sei (A)50, = ((agz))) eine Folge in M. S), := Ag+ A1 + ... + A,.

Yoo An heifit konvergent : <= (S,) ist konvergent <= alle > >° agz) sind konvergent.

Yoo An heilt divergent : <= (S,,) ist divergent <= ein ) 7, a§k) ist divergent.

Im Konvergenzfall: Y7 Ay, = lim, 00 Sn = (D10 al k))

Yot Ay heifst absolut konvergent : <= > > HA || ist konvergent.

Wie in Ana 1 zeigt man:
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14. Matrizenwertige und vektorwertige Funktionen

Satz 14.3 (Rechenregeln fiir Matrixreihen und -folgen)
(An), (By) seien Folgen in M,,,, A, B € M,,.

(1) >0, An konvergiert absolut <= alle > ° ag.z) konvergieren absolut. In diesem
Fall ist > ; A, konvergent und

122020 Anll < 22020 [[An|l

(2) Do An, D02 By seien absolut konvergent.
Cn = AoB, + A1Bp—1 + ... + Ay By (n € Np) Dann konvergiert > C), absolut
und 3°0° o Cn = (32520 An) (X020 Br)

(3) Aus A, — A, B, — B folgt: A,B, — AB

Definition
A% = E(A eM)

Satz 14.4 (Absolute Konvergenz von Matrixreihen)

Sei 7, anx™ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0

(r = oo ist zugelassen)

flx) == > 02 japa™ fir o € (—r,r). Sei A € M, und ||A]| < r. Dann ist > >, a, A"

absolut konvergent.

f(A) = Z an A"
n=0

Beweis

| A2%|| < ||A||?, allgemein (induktiv): ||A"|| < ||A[|", Vn > 1

= [lanA"™|| < [lanll|A[" = lan|c", ¢ == [[A]l <7 .

Analysis I = >">° |an|c" ist konvergent Majorantentait Yool llanA™| ist konvergent =
Beh. n

Beispiele 14.5
(1) 3020 T (= e®)sef i= 300 o AT (A € M)

n=0 n! n=0 M
Spezialfall: m = 1 Dann: e* = "> 4 fiir z € C
(2) dopiga™(r=1). Sei A €M, dann konvergiert » > ; A" absolut, falls ||A] < 1.
Behauptung

(E — A) ist invertierbar und Y50 j A" = (E — A)~!

Beweis

B:i=3Y" A" S, =31 AF=E+A+.. . 4+ A"
SW(E—A)=(E—A)-Sy=5—ASy =E+A+.. .+ A"— (A+ A+ 4+ A"+ A"1) =
E — A+l
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AP < JA" T = 0(n — 00) = A" >0
— (E—A)S, = Su(E—A) > E

S (E~A)B S B(E—A)
— (F-A)B=B(E—-A)=F = (E— A) ist invertierbar und
(E — A)fl =B n

Satz 14.6 (Matrixexponentialrechnung)
Seien A,B € M.

2
3) Ist A = diag(Ay, ..., Ay), dann e = diag(e?t, ..., e*)

Ist AB= BA = A8 = ¢4eB = eBed

(2) eA
(3)
(4) Ist C € M,, invertierhar = ¥ 4C = C~leAC
(5)
(6) e

6) e ist invertierbar und (e4)™! = =4

Beweis

(1).(2) Kia

(3) A" = diag(AY, ..., A}) Vn € N = Beh.

(4) (C™1AC)? = C"VACC-'AC = O~ A2C. Induktiv: (C~'AC)" = C-1A"C = Beh.

(5) (A4+B)" =Y}, (1) A*B"~* (da AB=BA). Rest: wie in Al (13.5), beachte Cauchyprodukt
(

(

14.3 ())
6

S~—
[
S
M)
|
™
T
b
I
)
o
I
S

Folgerung 14.7
(1) e = cos(t) +i - sin(t) (Vt € R), |e = 1]

2) ef1t72 = e*1 . %2 (V21,29 € C

(2) e
(3) cos(nt) +1i - sin(nt) = (cos(t) +1i - sin(t))" Vn € NVt € R
(4)

4) Ist z = 2 +iy (z,y € R) = €° = W = % . e = €% . (cos(y) + i cot sin(y)). Und
] = e

Beweis

(1) z:=it (t €R). 22 = —2 23 = —it3, 24 =4, ...

Einsetzen in Potenzreihe und Aufspalten in geraden Exponententeil und ungerade Exponenten-
teil = Beh., |e!| = |cos(t) + i - sin(t)| = cos?(t) + sin?(t) = 1.

(2) folgt aus 14.5(5

(3) cos(nt) +i - sin(nt) = ™ = (e®')" = (cos(t) + i - sin(t))"

(4) folgt aus (2) und (1). ]
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14. Matrizenwertige und vektorwertige Funktionen

Satz 14.8 (Ableitung der Matrixexponentfunktion)
Sei A € M, und ¢(z) := e*4 fiir z aus R. ¢ ist auf R db und ¢/(z) = Ae® = 4 A.

Beweis o
Sei A = (a\}))(n € No). Dann: ¢(z) = (> Hcz§7,;>) = (fin(x)). fjr ist eine Potenzreihe
n=0
fik(@)
mit KR = co = fj; ist auf R db und f,(z) = 3777, (“Zn 11),a§2) = ¢ db auf R und
oo gz (n+l oo z" gn x
#(2) = (fir() = (Talo 7o) = Tty 7 A = Aev .
Beispiel (fiir e®4) A *
Seige N, e Kund A= € My.
0 A
0 *
Dann A — A\E = ,
0 0
0 O *
(A= AB) = A; = |
0
0 0
0 *
(A—AE)I~1 = o
0 0
(A-AE)"=0Vn>gq
eTA — ATEFT(A-AE) _ AE m(A-AE) _ Ax z(A-AE) _ oAz Zn 0 n' (A )\E) — M Zg %)J:L'(
AE)"
A @’ 2 ! -1
=e(E+xz(A-AE)+ ?(A —AE)* 4+ ..+ W(A — AE)TY)
q—1)!
=:B(x)
Dann: B(x) € M, und in der k-ten Spalte von B(x) stehen Polynome in z vom Grad < k — 1.
2 1 -1 01 -1
ZB. (¢g=3)X=2),A=(0 2 —-1| €M, Damn A—-2E = |0 0 —1]|, (A-2E)? =
00 2 00 O

100 01 —1 L (00 -1
= e =e2(l0 1 0| +z-{0 0 -1|+% (0 0 0])
001 00 0 00 0

Aus obiger Betrachtung und 14.5(3) folgt:
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Satz 14.9 (Exponierung von Matrizen entlang der Diagonalen)
Seien q1,...,qt € N,m=q1 + -+ qi, A € M, A = diag(Ay,..., Ag) mit

)‘j *
Aj = S qu (] = 1]43),
0 Aj

wobel Aq, ..., A\ € K (vgl. 14.1).
Dann: e™ = diag(eM?By(z),...,e**By(z)), wobei Bj(z) € Mg, und in der v-ten Spalte
von Bj(x) stehen Polynome in x vom Grad <v —1 (j = 1..k).
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15. Existenz- und Eindeutigkeitssatze fir
Dgl.Systeme 1. Ordnung

Stets in diesem Paragraphen: D C R™! (29,90) € D und 29 € R,yg € R™ und f =
(f1,-s fm) : D — R™ eine Funktion.
Ein System von Dgl. 1. Ordnung hat die Form:

y1 = (T, Y15 Ym)
yé = f2(x7y1>"'>ym)

yqlfn = fm(x7y17 7ym)

Setzt man y = (y1, ..., Ym ), s0 schreibt sich das System in der Form ¢’ = f(z,y). Wir betrachten
/
y' = f(z,9)

y(zo) = %o
Wir iibertragen die Sétze aus den Paragraphen 12 und 13 auf Systeme. Die Beweise dort lassen

sich fast wortlich fiir Systeme wiederholen. (beachte 14.2) (]| - || anstatt | - |).

auch noch das AWP (A)

Satz 15.1 (Peano)
(1) Sei D =IxR™und I = [a,b] CR, 29 € I,yp € R™ und f € C(D,R™) sei beschrénkt.
Dann hat das AWP (A) eine Losung auf I.

(2) BEssei I =[a,b] CR,mp € I,yo € R™, 5> 0und D := {(z,y) € R™ ||y — vol| < s}
Essei f € C(D,R™), M := max{||f(z,y)|| : (x,y) € D} und J := IN[zo— 37, To+ 7]
Dann hat das AWP (A) eine Losung auf J.

(3) Sei D offen, (z¢,y0) € D und f € C(D,R™). Dann ex. eine Losung y : K — R von
(A) mit zp € K und K C R ein Intervall.

Definition
(1) f geniigt auf D einer Lipschitzbedingung (LB) bzgl. y : <—

3y 2 0:If(zy) = f@ Dl <Ally =7l V(2,9), (2,9) € D (%)

(2) Sei D offen. f geniigt auf D einer lokalen LB bzgl. y : <= V(x,y0) € D 3 Umgebung
U von (xg,y0) mit: U € D und f geniigt auf U einer LB bzgl. y.

Satz 15.2 (Picard-Lindel6f)
(1) I,z0,y0,D seien wie in 15.1(1) und f € C(D,R™) geniige auf D einer LB bzgl. y.
Dann hat das AWP (A) auf I genau eine Losung. Ist yl% € C(I,R™) beliebig und
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15. Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir Dgl.Systeme 1. Ordnung

setzt man y" T (x) == yo + ffo f(t,y™(t))dt (x € I,n € N). Dann konvergiert (yI)
auf I glm. gegen die Losung von (A).

(2) I,z0,y0,D,s, M und J seien wie in 15.1(2) und f € C(D,R™) geniige auf D eine LB
bzgl. y. Dann hat (A) auf J genau eine Lsg.

(3) Es sei D offen, f geniige auf D einer lokalen LB bzgl. y. Dann ist das AWP (A)
eindeutig losbar.
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16. Lineare Systeme

Vereinbarung: I C R sei ein Intervall, m € N, 2o € I, yo € R"™. D := I xR™, aj,b; : I = R
seien auf I stetig.

Das Dgl.-System

yi = an(@)yr+ ...+ aim(z)ym + bi(z)

Y = Gm1(T)Y1 + ...+ G (T)Ym + b ()

heifst ein lineares System. Mit A(x) := (ajr(x)), b(x) = (bi(z),...,by(z)) und y == (y1,...,¥m)
schreibt sich obiges System in der Form

(S) ¥ =Az)y +b(z)
Ist b = 0, so heifit (S) homogen, anderenfalls inhomogen. (Der Fall m = 1: §7). Wir betrachten
noch das AWP
y' = A(z)y + b(x)
o

y(xo) = Yo
und die zu (S) gehorende homogene Gleichung

Satz 16.1 (Losungen linearer Systeme)
(1) (A) hat auf I genau eine Losung.

(2) (S) hat eine Losung auf 1.

(3) Ist J C I ein Intervall und y : J — R™ eine Losung von (S) auf J, dann existiert eine
Losung y : I — R™ von (S) auf I mit: y =y,

(4) Sei ys eine spezielle Losung von (S) auf I und ist y : I — R™ eine Funktion, so gilt:
y ist eine Losung von (S) auf I <= 3y, : I — R™ mit: y, 16st (H) auf I und
Y=Yn+Ys-

Bemerkung 16.2
Wegen 16.1(3) konnen wir immer annehmen, dafy Losungen von (S) auf ganz I definiert sind.

Beweis (von 16.1)
(2) folgt aus (1)
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16. Lineare Systeme

(4)
(1)

wie in §7

Fall 1: I = [a,b]. f(z,y) = A(x)y + b(z), v = max{||A(z)| : = €I}

Fir (z,y), (z,9) € D= |[f(z,y) = f(&, 9)| = |A@) @y =Dl < [[A@)lly =l <~lly -3l
15.2 = Beh.

Fall 2: I beliebig.

M ={K : K ist ein kompaktes Intervall, K C I,z € K}

= I1=J K
KeM
Fall 1l = V K € M existiert genau eine Losung yx : K — R™ von (A) auf K. Def:
y: I — R™ durch y(z) == yr(z), falls x € K € M.
y ist wohldefiniert. Sei z € K1 N Ky (K1, Ky € M). z.2: yk, (z) = yx, ().

O.B.d.A: x # xg, etwa x > xg, K3 := [x9,2] C K1 N Ky. K3 € M.

Fall 1 = (A) hat auf K3 genau eine Losung. yx1 und yxo sind Losungen von (A) auf

K3 = yg1 = yk2 auf K3 — ygi1(x) = yxo(z). Klar: y 16st (A) auf I. Sei 7 eine

weitere Losung von (A) auf T Tall! y=gauf KVK e M. = y=yauf I

Sei £ € J, n:=7y(&). (1) = das AWP
y' = A(z)y + b(x)
) {y(f) =1

hat auf I genau eine Losung y. Sei = € J. Z.z: y(z) = y(z). O.B.d.A: x # &, etwa
x > £. (+) hat auf [, 2] genau eine Losung (wegen (1)), 7, y sind Losungen von (+) auf
;2] = y(z) =Yy(z) n

Wir betrachten jetzt die homogene Gleichung (H) y' = A(z)y.

={y: I —->R™: ylost (H) auf I}

Satz 16.3 (Vektorraum der Lésungen)
(1) L ist ein reeller Vektorraum.

(2) Seien yM, ... y*) e L. Dann sind dquivalent:

(3) dimL = m.

(i) y™M,...,y® sind linear unabhéinging in L.
(i) Vz € I: yM(x),...,y*(z) sind linear unabhinging im R™.

(iii) 3¢ € I:yM(€),...,y*(€) sind linear unabhiingig im R™.

60



Beweis
(1) Nachrechnen!

(2) (i) = (ii): Seizy € I, a,...,ap € Rund 0 = aryM(z1) + - + apy®(z1). y =
ayM + -+ ogy® = y e L und y 16st das AWP

y' = A(z)y
y(z1) =0
Die Funktion 0 16st dieses AWP ebenfalls 224 y=0 Yor, ar=...=a;=0.

(i) = (iii): Klar
(iii) == (i): Seien a1,...,ax € Rund 0 = agy™ + - + yy® = 0= a;yM (&) +

(3) Aus (2): dimL < m. Fiir j = 1,...,m sei y\9) die Losung des AWPs

y =A@y
y(@o) =¢;
(2) = yM, ..., y(™ sind linear unabhingig in L. = dimL > m. n
Ist also y™), ..., y(™ eine Basis von L, so lautet die allgemeine Losung von (H):y= ey +

+Cmy(m) (01762,...707” GR)

Ein Spezialfall: Es sei m = 2 und A(x) habe die Gestalt
Alz) = <a1(x) —cm(:):))

az(z)  ai(x)
a,ag : I — R stetig. Sei y = (y1,y2) eine Losung von
(R) ¥ = A(2)y

z = y1 +1iy2, a = aj+iag; f a(z)dz = f ay(x)dz+1 f ag(x)dz. Nachrechnen: z ist eine Losung
der komplexen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung

(C) 2/ = a(z)z

Ist umgekehrt z eine Losung von (C), so setze y; = Re z, y2 :=Im z, y := (y1, y2). Nachrechnen:
y 16st (R). Wie in §7: die allgemeine Losung von (C) lautet:

z(x) = cel a®)de (ceC)
20 = el *@dr y— Re 2, yo = Im 29, ¥y == (y1,y2). ¥ ist eine Losung von (R).

z1(z) = el d@9 — o0 () = i(yy +iy) = —yo + iy = y@ = (—y2,y1) ist eine Losung von
(R).

yi(@) =)\ )2
det (yz(x) y_l(x)) = y1(2)* + ya(x)

_ ‘Zo(w)‘Q _ |efa(a:)d:p|2

= (efal(x)dx)2 £0Vrel
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16. Lineare Systeme

=23 y1, 4@ sind in L linear unabhéingig (dimL = 2).

Beispiele:
(1) Beh.: 3 genau ein Paar von Funktionen (yi,y2) mit: y1,y2 € CHR,R), v} = y2, vh =
=1, ¥1(0) =0, y2(0) = 1 némlich y (z) = sinz, yz(z) = cosz

Beweis: | = R; A = (_01 é), mit y = (y1,y2) :

Y =Ay < yi =12, Yo=—1
/: A
Awp: Y T
y(0) = (0,1)
16.1 — Beh.
—ix

a1(x) =0, ag(z) = —1, a(z) = —i, zo(x) = e = (cosz, —sinx),

yW(z) = (cosz, —sinz), y@ (z) = (sinx, cos ). Die allgemeine Losung von ¢/ = (%8)y:

CcoS T sinx
y(@) = —sin:r> T (cosm) (e1,c2 € R)

(
2) T = (0,00), A(z) = (3: _2@’). ai() = 1, as(x) = 20

— a(z) =1 +i22 = [a(z)de =logz +iz? = z(x) = eloBrH® = clogreir® —

z(cosz? +isinz?). =

yW () (z cos 22, z sin z%)

yA(z) = (—zsinz® zcosz?)

Die allgemeine Losung von y' = A(x)y :
(m) _ . x cos 2 Y — g sin 22
YW= AN g gin g2 2\ +2cosx?
Definition

(1) Seien yM, ... y(™ € L. Dann heift 3V, ..., y™ ein Lésungssystem
(2) Y(z) = (yY(2),...,y"™(z)) (€ My,) heibt dann eine Lésungsmatrix (LM) von (H)
(3) W(x) :=detY(x) (x € I) heikt Wronskideterminante.

(4) Sind ¥, ..., 4™ linear unabhéngig in L, so heift y», ..., ™ ein Fundamentalsys-
tem (FS) von (H) und Y heift eine Fundamentalmatrix (FM) von (H).

Satz 16.4 (Losungssyteme und -matrizen)
Seien y, ..., y™) Y und W wie oben.

(1) Y(z) = A(x)Y (x)Vz € I.
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(2) {Yc:ceR™"}CL

(3) ¥y, ...,y ist eine FS von (H) <= Y () ist invertierbar Vo € I < W (z) # 0Vz €
I < W(E) #0 furein € € 1.

(4) Sei Y eine FM von (H) und Z : I — M, eine Funktion. Z eine FM von (H) <=
3C € M, : C ist invertierbar, C' = C und Z(x) = Y (2)C Vz € I.

(5) Fiir € € T : W(x) = W(€)ele 5P AW gy c 1

Beweis
(1) klar.

(2) Seic=(c1,...,¢m) ER™:Ye=cry® + - 4 ¢py™
(3) folgt aus 16.3
(

4) , = “ Sei Z(z) = (zW(z),...,20 () 2) = Vj € {1,...,m}3cV) ¢ R™ : 20) =
Yc(j)C =(cM,...,eM)yeM,, = C=Cund Z =YC,0#det Z(z) = det Y (z) det C =
det C' # 0.

W= Z'(x) =Y (x)C L A(x)Y (2)C = A(z)Z(x) = Z ist eine LM von (H). det Z(z) =
detY(z)det C' # 0 = Z ist eine FM von (H).

—

(5) Wegen (3): O.B.AAW(z) # 0V € I. 2 Y ist eine FM von (H). Sei zo € I, 20die

Losung des AWPs
{y’ = A(z)y
y(zo) =€; (j=1,...,m)
16.3 = Z(z) = (2W(x),...,20™(z)) ist eine FM von (H) (4) = 3C € M : C = C,C
ist invertierbar und Y (z) = Z(x)C = Y (xg) = @C =C=Y(x) =Z@)Y(x) =
E

W (z) = det Z(z) W(xo) = W (z) = ¢/ ()W (z) Yz € E (%)
=:p()
o(x) = Sh det (20 c 2D (@), (0 (@), 20 (@), 20 (2)) (2B () = Alw)2 W) (2) =
(2™ (1’))|$ 20 = Az )Z(k) ($0) A( 0)exr = k-te Spalte von A(:co)
1 0 - 0 apg(zg) 0 -+ - 0
0o 1 : . . .
: 0
m | 1
¢'(z0) = Z : 0 akk(zg) O = Spur A(zo)
k=1| . . 1
0
: : : : .1 0
0 -+« - 0 appleg) 0 -~ 0 1
agk(zo)
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16. Lineare Systeme

zobel W' = (Spur A(z))WaufI. Sei € € I. Dann ist

I W) = (Spur (o)W (o)
ff Spur A(t)dt eine Stammfunktion von Spur A L JceR: W(x) = cele Spur AWyt =5

¢ =W (¢) = Beh. .

Wir betrachten jetzt die inhomogene GL (IH) v’ = A(z)y + b(x)

Motivation: Sei m = 1. Ld.Fall ist y(z) = e/ A®)4 ¢in FS von (H). Fiir eine spezielle Losung

von (IH) machten wir den Ansatz: ys(z) = y(x)c(x) und erhielten ¢(z) = fe_fA(w)dw b(x)dx
~——

1
y(x)

also ys(z) = y(z) [ ﬁb(m)dw.

Satz 16.5 (Spezielle Losung per Cramerscher Regel)

Sei Y = (yM,...,9™) eine FM von (H) und ys(z) := Y(z) [(V (x)dr (x
I). Dann ist ys eine spezielle Losung des (IH). Fiir k = 1,...,m sei Wg(x)
det(yM(x),...,y* VD (z),b(x),y* ) (2),...,y") (x)). Dann:

i Wi (x
@:gx ) 0

i m

Beweis

ym»:wwyﬂwm*mwxwuww*wnzAwym/Yw*wwmmmz

A(z)ys(z) + b(x)
Fiir z € I betrachte das LGS Y (x)v = b(x), dann v = (vq,...,v,) = Y (z)"'b(z). Cramersche

Regel = v = W((‘r)) = Y(z)"lb(z) = (VV[{}((;"’)), ey V&;’pr?) = Beh. n
Beis i%l 1 sin x

— _ . . . . ;o .
A= Z_l 0) ; Bestimme die allgemeine Losung von ¢’ = Ay + <COS x) (m = 2)

2(x) = (cosx, —sinz).W(z) = S cosw

Bekannt: FS von 3/ = Ay : y(I(z) = (sinz, cos z), y?)(

cosx —sinx
sinx sinx sinx
—1 =Wi(z), Wa(z) = =0= ys(x) = ( )
COST COSZX CcoS T
sinx Ccos ¥ sinzx
Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung: y(x < ) ( . )—i—m ( > ,C1,C2 €
CcosS T —sinx CcOS &

sinx cosx
R, Y (z) = .
cosxr —sinx

sung von y' = Ay = y; = c1sinx+cy cos T, yo = ¢1 cos z—cg sin x. Nachrechnen: y?+y2 = c?+c3

> FM von ¢ = Ay. Dann Y (2)TY (z) = E. Sei y = (y1, y2) eine Lo-

Satz 16.6 (Schiefsymmetrische Systeme)
Sei A(x)T = —A(z) Vz € 1,Y sei eine FM von (H) 3/ = A(z)y.

(1) Y(2)TY (x) ist auf I konstant.

(2) Ist y = (y1,...,ym) eine Losung von (H) = y? +y3 + - - + 42, ist konstant auf I.
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Beweis
(1) YTYY =YY +YTY = (Y)Y +YTY' = (AV)TY +YTAY = YT AT v +YTAY =
—A
0 auf I = Beh.

(2) O.B.d.A: y # 0,y := y. Dann ist ¥y Lu. in L. Dann existieren y®,...,3™) € L mit:
yM .y st ein FS von (H). Y := (yM,...,y™), Z(z) ==Y (2)TY () W 7 ist auf I

konstant. Sei Z(x) = (z;x). Dann y? + -+ y2, = 211 n
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17. Lineare Systeme mit konstanten
Koeffizienten

Wir betrachten Systeme der Form:
(S)y' = Ay + b(a)

wobei A = (a;;) € M, und die a;;, konstant sind. Die Losung solcher Systeme lésst sich auf
Eigenwerte von A zuriickfiihren. Ist A reell, so kann A komplexe Eigenwerte haben.

Also stets in diesem Paragraphen: m € N, A = (ajr) € My, a5, € C,I C R ein Intervall,
g € I,yo € C™ und b: I — C™ stetig.

Erweiterter Losungsbegriff: Sei y : I — C™ differenzierbar. y heifst eine Losung von (S) auf
I:<— y/(x)=Ay+bx)Vxel.

y' = Ay +b(z)

y heifit eine Losung des AWPs (A)
y(xo) = o

auf [ : <= vy ist eine Losung von (S)

auf I und y(z¢) = yo

Satz 17.1
(A) hat auf I genau eine Losung.

Beweis
U:=ReA, V:=ImA, g:=Reb, h:=Imb, v9:= Reyp, 0 :=Imyy,
b:=(g,h): I —=R¥ 4y:=(y, &) € R¥™

B := <U _V> € My, (B = B)

Vv U
- [ =Bz+b
Betrachte das AWP (A) ? Z—f (=)
z(yo) = to
Seiy: I — C™ eine Funktion, z := (Rey,Imy) : [ — R?™ Dann: y ist eine Losung von (A) auf
I < 2z ist eine Losung von (A) auf I. 16.1 = Beh. n

Wir betrachten das homogene System
(H) ¢ =4y

Folgerung 17.2
Alle Definitionen und die Satze 16.3, 16.4 und 16.5 des §16 bleiben im komplexen Fall giiltig.

Der Raum L ist ein komplexer VR, dim L = m. In 16.4 schreibe ¢ € C™ und C' € M,,, komplex.

Ist y € L und A reell Bew 8174 Rey,Imy € L
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17. Lineare Systeme mit konstanten Koeflizienten

Satz 17.3
e® ist eine Fundamentalmatrix von (H).

Beweis
Y(z) :=e®; 145 = €% ist invertierbar. = det Y (z) # 0

Y'(x) 125 gevA = AY (x) = Y ist eine LM von (H)

Beispiel (m=2)

(10 o (1 0Y\ . . (1 0
A_<l 1>,A —<2 1),mduktlv.A _<n 1) Vn € Ny

0 n oo z"
X _n =T o
exA — AN — < anon%!n a:”)

Dm0 T 2ome0 T

2w = ()

Motivation: Sei A ein Eigenwert von A, ¢ € C™ \ {0} und Ac = A¢

y(z) == eMe

Y (z) = AeMe = er(\e) = eM(Ac) = A(eMc) = Ay(x)

Satz 17.4
Die Eigenwerte von A seien alle einfach, d.h. A habe die Eigenwerte A1,..., Ay (Aj # i

fiir j # k). cU) sei ein Eigenvektor zu \;(j = 1,...,m). Es sei y\9)(z) := eNzcl).
Dann ist () ¥V, ...,y ein (komplexes) FS von (H)

Sei A reell: Wir konnen mit iinem leN arglehmen:
Aly-aay A E (C\R; (/\l+1 = )\1),...,(}\21 :)\l); )\2l+17---,)\m eR

Dann ist (+) Re yD . Rey®W ImyM, . Imy®, y@HD Ly m)

ein reelles FS von (H).
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Beweis

Obige Motivation = y® ... y(™ L.

Seien aq,...,0;, € Cund 0 = aly(l) +...+ amy(m)

— 0=ayM0) +... + any™(0) = 0=V + ... + apc™

— a1 =...=ap, =0 = yW ...y ist ein FS von (H). Sei A4 reell: 17.2 = in (+)
stehen Losungen von (H).

Ubung: diese Losungen sind linear unabhingig. n
Beispiele:

(1) Bestimme ein komplexes F'S von

1 0 2
y = 1 147 O y
1—7 1447 1+2

=A

det(A—AE) = (A—1)(A—14)(1 + 7 — \); Eigenwerte: \y =i, Ao =1+, 3 =1
EVzu A : (1,-1,7), EV zu A9 : (2,2i,1414), EV zu A3 : (0,1,0)

1 2 0
FS: yW(z) =e® [ =1 |, yP(z) = etz | 20 |, y@(z)=e" |1
1 141 0
(2) Bestimme ein reelles FS von
1 0 1
y=10 1 11y
-3 1 -1
—_——
=A

det(A—AE)=A—i)(A+20)(1—N)
A =i, A=A, A3=1
EVzu A :(1,1,1—4), EV zu A3 : (1,3,0)

1 1
y(x):=e 1 = (cosz +isinz) | 1
1—14 1—1
cosx +isinx
= cosx +isinw
cosx +sinz + i(sinz — cosx)

cosx sinx
= CoST +1 sinx
cosz +sinw sinx —cosz
=y (z) =y (x)
1
y®) (x)=¢€" |3
0
Fundamentalsystem: y(l), y(2) , y(?’)
Hilfssatz (1)
Sei A ein g-facher Eigenwert von A und ¢V, ..., ¢ seien linear unabhéngig in Kern(A — \E)4.
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17. Lineare Systeme mit konstanten Koeflizienten

Firj=1,...,v

. . . 2 . (¢—1) ,
Yy (z) := e (AJ) + z(A = AE)cY) + %(A —AE)2W) 44 (Z - (A AE)q_lcU)>
Dann sind ¥V, ..., 4™ linear unabhiingige Losungen von (H).
Beweis

1. Schreibe ¢ statt ¢) und y statt ). Also:

q—1 2k
yw) = Y T (A AB)e
k=0
\ q—1 2E-1
V(@) = ofa) + € 3 (A= A)
k=1 )
\ q k-1
= \y(z) + e 2 (A—)\E)
—(k—1)
g—1 2k
= \y(z) + E(A AE)EHLe
k=0

l

-1 5
= \y(z) + (A — \E) (Az T (A B >
k=0

=y(z)
— My(2) + (A — AE)y(x) = Ay()
2. y1(0) = V) 23 yMW ... y® sind linear unabhéngig in L n

Hilfssatz (2)
Seien A1, ..., Ax die paarweisen verschienden Eigenwerte von A und ¢y, ..., qr deren Vielfach-
heiten (also: k < m,q1 + -+ + qx = m).

Vi=Kem(A—-NE)Y (j=1,...,k).

Dann:
C"=VieWho oV
Beweis
Siehe lineare Algebra -
Konstruktion fiir die Praxis: Bezeichnungen wie im Hilfssatz 2. Sei j € {i,...,k}. Dann:

Kern(A — \;E) C Kern(A — \;E)? C Kern(A — \;E)* C - C 'V
Bestimme eine Basis von V; wie folgt:

Bestimme eine Basis von Kern(A4 — \;E). Erweitere diese zu einer Basis von Kern(4 — \;E)?,

Aus den Hilfssétzen (1) und (2) und obiger Konstrutktion folgt:
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Satz 17.5
Al,..., Ay und qi,...,q seien wie im Hilfssatz (2). Zu A; gibt es ¢; linear unabhéngige
Losungen von (H) der Form:

(o) Nopil) (@), NpiT (2), . NP ()

()

wobei im Vektor py’(z) Polynome vom Grad kleiner oder gleich v stehen.

Fiithrt man diese Konstruktion fiir jedes \; durch, so erhdlt man ein (komplexes) Funda-
mentalsystem von (H).

Ist also A reell, so kann man mit einem [ € N annehmen:
)\17"'7)\l EC\Ra )\l—l-l :Tl)"'aAQI :Xla )\21+17"'7>\k GR

und A ‘
p(()])(fv), e ,pff_)l(x) eER™ (j=201+1,...,k)

Ein reelles Fundamentalsystem von (H) erhélt man wie folgt:

1. Fir Ag,..., N\ zerlege die Losungen in (%) in Real- und Imaginérteil (und lasse die
Losungen fiir Ag4q, ..., A9 unberiicksichtigt).
2. Fiir A\yjy1, ..., Ak iibernehme die Losungen aus (xx).
Bezeichnung: Fiir aV ... o) € C™ sei [aV), ..., a™)] die lineare Hiille von a(V), ..., a")
Beispiele:

(1)

0 1 0 0O
, 10 0 1 0
Y“lo o o 1]Y
-1 0 -2 0
—A
A1 = i ist ein 2-facher Eigenwert von A, Ay = A\; = —i ist ein 2-facher Eigenwert von A.
1 1 0
Kern(A —iE) = | ! 1€ ‘1, 1. ] = Kern(A — iE)?
—1 —1 21
—1 —1 -3
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17. Lineare Systeme mit konstanten Koeflizienten

1
(1) _ i i
y () ="
—1
0 0 T
(2) _ iz 1 o 1 _ iz 1+ix
yr@) =t gy | FEA—IE) | N Y
-3 -3 33—z
Dann ist Rey®, Imy™), Re y®, Im y®) ein reelles FS.
cosz +isinx Ccos T sinx
(1) —sinz +icosx —sinz .| cosz
y(x) = C = ( .
—cosx —isinx —cosx —sinx
sinx —icosx sinz —Ccosx
(2)
0 1 -1
y=1-2 3 1]y
-1 1 1
N—
=A
det(A—AE)=—-A-1DOA-D%E M =1,1=2, =2, = 1;
1 1 0
Ken(A—E)=[[1]]C[[1],| 0 |] =Kern(A — E)?
0 9 -1
1
y W) =e[1
0
0 0
y () =e® 0 |+z(A—E)| 0O
-1 -1
0 1
=e 0 |+x|1
-1 0
x
=e"|
-1
0
Kern(A—-2E)=[|1]]
1
0
y(S)(x):eQz 1
1

Das Fundamentalsystem ist (1), y(3), 4.
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1 -2 1
y=10 -1 1]y
0 —4 3

N———
=A

det(A—AE)=—-A—-1)* M =1,q=3

1
Kern(A—E)=[|0|]
0
1 0
Cllo],[ 1 |]=Kem(A- E)?
0 —2
1 0 0
c[fo],| 1|,[0])=Ken(A-E)>
0 —2 1

x — 2x°?
=e" -z
1422
Das Fundamentalsystem ist y(1), y(2), y®).

Zum inhomogenen System (IH) Ay + b(z). Sei yI, ..., y(™ ein Fundamentalsystem von
(H). Fiir eine spezielle Losung ys von (I H) macht man den Ansatz

ys(z) = 1 (x)y(l) T cm(x)y(m)

und gehe damit in (/H) ein.
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18. Differentialgleichungen hoherer
Ordnung

In diesem Paragraphen: m € N, ) # D C R™, f: D — R eine Funktion, =g, y0,...,¥m-1 € R
mit (zo, Yo, .-, Ym—1) € D.

Wir betrachten die Differentialgleichung
(D) '™ = fla,y.y. .y )

und das Anfangswertproblem

(A1) {<D)

y(z0) = Y0,y (20) = Y1, - .,y (20) = Y1

(Losungsbegriff fir (D) und (A1) — § 6)

Fiir z = (21, ..., 2m) betrachten wir das System
Zi = 29
Zh = z3
(S)
2z 1 =12n
Z;L:f(a:?Z]-’ Zm)

Satz 18.1
Sei I C R ein Intervall.

(1) Ist y : I — R eine Losung von (D) auf I = z := (y,%/,...,y™ V) ist eine Losung
von (S) auf I.

(2) Ist z = (21,...,2m) : I = R™ eine Losung von (S) auf I = y := 23 ist eine Losung
von (D).

Beweis
Nachrechnen. n
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18. Difterentialgleichungen héherer Ordnung

Satz 18.2
Sei h : D — R™ definiert durch h(z,y) = (y2,...,Ym, f(x,y)), wobei (z,y) € D und
zeR,yeR™

(1) he C(D,R™) < f e C(D,R)

(2) f geniigt auf D einer (lokalen) Lipschitzbedingung beziiglich y <= h geniigt auf D
einer (lokalen) Lipschitzbedingung beziiglich y.

Beweis
(1) Klar.

(2) Nachrechnen. n

Aus 18.1, 18.2 und 15.3 folgt:

Satz 18.3
Sei I = [a,b] CR,D :=1xR™, f e C(D,R) und geniige auf D einer Lipschitzbedingung
beziiglich y. Dann hat (Ap) auf I genau eine Losung.

Bemerkung: Die weiteren Sétze aus § 15 lassen sich ebenfalls auf Differentialgleichungen m-ter
Ordnung tibertragen.
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19. Lineare Differentialgleichungen m-ter
Ordnung

In diesem Paragraphen: I C R ein Intervall, ag, a1, ..., am-1,b € C(I,R),z0,y0,-..,Ym-1 € R.
Die Differentialgleichung 4™ +a,, 1 (2)y™ V4. . +a1(x)y +ao(z)y = b(z) heifit eine lineare
Differentialgleichung m-ter Ordnung.

Setze Ly := 4™ + a1 (2)y™ Y + ...+ a1 (x)y + ag(z)y. Dann schreibt sich obige Gleichung
in der Form

Diese Gleichung heift homogen, falls b = 0, anderenfalls inhomogen. Das zur Gleichung
Ly = b gehorende System (S) aus § 18 lautet

2 = A(x)z + bo(x)

0 1 0 0
0 0 1 0
mit bo(x) = (0,...0,b(x)) und A(z) = : 0
0 0 0 1
—ap(x) ... ... ... —am-1(7)

Die Beweise der folgenden Satze 19.1 bis 19.4 folgen aus den Paragraphen 16 und 18.

Ly=1b
Das Anfangswertproblem 4 (z)

(20) = Y0, ¥ (x0) = Y1, - -, ¥V (20) = Y1

Satz 19.1
hat auf I ge-
Y

nau eine Losung.

Wie in § 16: Ist J C [ ein Intervall und ¢ : J — R eine Losung von Ly = b auf J, so existiert
eine Losung y : I — R der Gleichung Ly = b auf I mit § = y|;.

Daher betrachten wir immer Losungen y : I — R.

Die zu Ly = b gehorende homogene Gleichung lautet: (H) Ly = 0.

Satz 19.2
Sei ys eine spezielle Losung der Gleichung Ly = b und y : I — R eine Funktion.
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19. Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung

Dann: y ist eine Losung von Ly = b <= Jyp: I — R : gy ist eine Losung von (H) und
Y=Y+ Ys-

L:={y:I—R:ylost (H) auf I'}.

Satz 19.3
(1) L ist ein reeller Vektorraum, dimL = m.

(2) Fiir yq,...,yr € L sind dquivalent:
(1) yi,...,yk sind linear unabhéngig in L;

(i) Vo € I sind (y;(2),y;(2),. .. ,yj(m_l)(m)) (j = 1,...k) linear unabhéngig in R™;

(iii) Jo € I : (y;(z),y5(2),. .. ,y](-m_l)(x)) (j = 1,...,k) sind linear unabhéngig in
R™.

Definition
Seien y1,...,ym € L. y1,...,Ym heilit ein Losungssystem (LS) von (H) und

y1(x) Ym ()

v () Y ()
W(JJ) - N N

@)y (@)

heift Wronskideterminante.

Sind y1, ..., ym linear unabhéingig in I, so heifst y1, ..., ¥y, ein Fundamentalsystem (FS) von
(H).

Satz 19.4
Sei y1, ... Ym ein Losungssystem von (H).

(1) W(z) = W(g)e Je 1@ (4 ¢ ¢ 1)

(2) yi,...Ym ist ein Fundamentalsystem von (H) <= W(z) #0Vzx €I <= I €1:
W(&) #0

Satz 19.5 (Reduktionsverfahren von d’Alembert (m = 2))
Sei y1 eine Losung von (x) 4" + a1(x)y’ + ap(x)y = 0 und y1(z) # 0V € I. Sei z eine

Losung von 2z’ = —(ay(z) + Zyyf(%))z, z # 0 und yo(z) :=yi1(z) [ z(x)dx.
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Dann ist yi,y2 ein Fundamentalsystem von (*).

Beweis [ zda
Nachrechnen: ys 16st (*). W(z) = y} y? = ' y} p o =
Y1 Yo yi y1 J zde+yiz
iy, [zde +y3z — iy [zde = i 2 1294 Y1, Y2 sind linear unabhéngig in L.
<~
>0
Beispiel
() '+ 25y — ey =0 (I=(1,00)); yi(z) =2
222 4-2(1—z?
7 = _(130[:;2 + %)Z - Ia:(l—(:CQ)z )Z - 1(1322—1)2 (* * *)

f :1:(12271) dr = log(l B z%)

1
§ 7 = allgemeine Losung von (***): z(z) = cel‘)g(l zz) — (1 2%2) (c € R)

Fundamentalsystem: 31, y2. Allgemeine Losung von (**): y(x) = c1z + co(1 +22) (c1,c2 € R)

Satz 19.6
Sei y1,...,ym ein FS von (H). W sei die Wronskideterminante von yi,..., 4, und fir
E=1,...,m sei Wg(z) die Determinante, die aus W (z) entsteht, indem man in W(x) die

k-te Spalte ersetzt durch (0,...,0,b(x))T. Dann ist

i 4%
Ys = ;yk/wfd$

eine spezielle Losung von L, = b(z).

Beweis
§16, §18 -

Beispiel
V' + 2y -y =2 -1

FS der homogenen Gleichung: x, z? + 1

2
W(z) = flc :1:21—1 =222 — (22 +1) =22 -1
0 1'2—|—]_ Wiz
Wi@) =| o | o ‘——(x2+1)(x2—1):> e = (2 +1)
jf%d:p:—%x?’—x
0
Wy(z) = alc 21 ’::1:(3;2—1) — LW/;((;)):JZ:> f%dx:%aﬁ
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19. Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung

= ys(z) = —32* — 2% + (% + 1)i2? = tat — Ja?,

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung:
y(z) = iz + co(2? + 1) + 22t + L% (cr, 0 €R)
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20. Lineare Differentialgleichungen m-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir gehen wie in §17 den Weg iiber das Komplexe:
I C R sei ein Intervall, ag,a1,...,am_1 € C,b: I — C sei stetig;zo € I,90,---,Yym-1 € C
Wir betrachten die DGL:

Ly ==y + ap_1y™V + .. + a1y + agy = b()

§18/19 obiger Gleichung entspricht das folgende System

0 1 0 0 0
/ —_
z = 0 z+
0 0 1 0
—ap —aq — Q1 b(x)
Aus §17 folgt:
Satz 20.1
(1)
Ly =
das Awp § 2V = b , B
y(z0) = v0,¥'(x0) = Y1, .-,y V(20) = Y1

hat auf I genau eine Lisung.

(2) Die Definitionen und Sétze des §en 19 gelten auch im Komplexen. L ist ein komplexer
VR, dimL = m.
Wir betrachten zunéchst die homogene Gleichung (H) Ly =0
P(A) := A"+ @ AL+ 4+ a1 A+ ap heifit das charakteristische Polynom von (H).
Beachte: p(\) = det(AE — A).

Satz 20.2 (ohne Beweis)
Sie p das char. Polynom von (H)

Aoz

(1) Ag sei eine g-fache Nullstelle von p. Dann sind e*%, zeo®, ... 2971¢*? linear unab-

héngige Losungen von (H).
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20. Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

(2) Fihrt man (1) fiir jede Nullstelle von p durch, so erhélt man ein (komplexes) FS von
(H).

(3) Es seien ag,ai,...,an—1 € R. Dann erhdlt man ein reelles F'S von (H) wie folgt:
Sei A eine Nullstelle von p.

(i) Ist Ao € R, so iibernehme die Losungen aus (1).

(ii) Ist Ao ¢ R, und y eine Lésung aus (1), so bilde die reellen Lésungen Rey und
Imy und streiche die zu Ay gehdérenden Losungen.

Beispiele:

p(A) = A8 — 6% + 92 = AH(AZ — 6) +9) = A\ (A — 3)2

—_0- 2 .3
M=0:1,z,2° x

Xo =3 : e, pedT }FS obiger Gleichung

Allgemeine Losung: y(z) = ¢1 + cox + 322 + cax® + c5e3” + cgre’”

(2) y//l _ 2y// + y/ _ 2y — O

pPA) =X =222 4+ A —2=A-2)(A2+1) = (A —=2)(A —i)(\ + 1)
A1 = i : komplexe Losung e = cosx + isinx

Ap =2:¢e2

FS : e?* cosz,sinx

Allgemeine Losung : y(z) = c1e* + cacosz + c3sinx (cy, c2,c3 € R)

(3) Lose das AWP:

yl// _ 2y// + y/ _ 2y — O
y(0) = 0,4'(0) = 1,4"(0) = 0
Allgemeine Losung der DGL: y(x) = c1€?® + ¢y cosx + cgsinz
=y0)=c1+c2 a=-c
1=19(0) = 2c1€*? — c28in0 + c3cos0 = 2¢1 + c3
y'(z) = 4c1e*® — cycosz — c3sine = 0= 4c; — c3
— ¢ =c3=0,c3 =1 Losung des AWPs: y(z) =sinz

4) v =2y +5y=0

p(A) =A% =22 +5= (A — (14 2i))(\ — (1 — 2i))
A =1+ 2i : komplexe Losung e!+%

IH2ig — 72 = ¢%(cos 22 + i sin 27)
FS: e* cos(2x), €” sin(2x)

(5) Lose das Randwertproblem (RWP):

v' +y=0,9(0)=1y(5) =1

p(A) = A2+ 1=(\—14)(\+1i). FS: cosx,sinx

Allgemeine Losung der DGL: y(z) = ¢ cosz + cosinx

1 =y(0) =c1,1 =y(5) = c2 Losung des RWPs: y(z) = cosx + sinx

(6) Lose das RWP: 3" + 72y = 0,4(0) = y(1) =0
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Allgemeine Losung der DGL y(x) = ¢; cos(mx) + co sin(mx)
0=y(0)=¢1,0 =y(1) = casinm
Losungen des RWPs: y(z) = ¢-sin(rx) c€R

Wir betrachten nun den inhomogenen Fall:

(IH) Ly = b(x)

Um eine spezielle Losung des inhomogenen Problems zu finden, kann man 19.6 anwenden (Lo-
sung eines inhomogenen Systems).

Sei dazu p das charakteristische Polynom von (H).

Definition (0-fache Nullstelle)
w € C ist eine 0-fache Nullstelle von p :< p(u) # 0

Satz 20.3 (Regel - ohne Beweis)
Seien a, 8 € R, n,q € Ng und b sei von der Form:

b(x) = (b + bix + - - - + bpz™) - €** - cos fx bzw.
b(x) = (bo + b1z + - - + bpa™) - €** - sin fx

Ist a4 i eine g-fache Nullstelle von p, so gibt es eine spezielle Losung ys von (IH) der
Form

ys(x) =2 e**((Ap + A1z + - - - + Ana™) cospr + (Bo + Bix + - - - + Bpa") sin fx)

Beispiel
1) "~y =a—1

Erster Schritt: Losung der homogenen Gleichung i —1/ = 0. Charakteristisches Polynom:
pA) =X A= XN -1) = XA+1)A-1)
Fundamentalsystem: 1,¢e*, e~ "

Zweiter Schritt: Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. System ist von obiger Form
mit a« = = 0; a+i6 = 0 ist 1-fache Nullstelle von p. Ansatz: Fiir eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung:

ys(z) = x(Ap + A1) = Aoz + Ar2?

Ys(z) = Ao + 224

ys'(x) =0
x—léyg”—yg:—Ag—Q:cAl:>A0:1;A1:—%

Allgemeine Losung der Differentialgleichung:

y(:c) =c1+ e’ feze " +x— %332 (01, C9,C3 € R)
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20. Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

@) o'~y ="

1. Schritt: Losung der homogenen Gleichung y” — y = 0. Charakteristisches Polynom
pA) =2 —-1=A-1)A+1)

Fundamentalsystem: e®,e™*

2. Schritt: Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. System ist von obiger Form mit
a=1,8=0; a+ip =1 ist einfach Nullstelle von p. Ansatz fiir eine spezielle Lésung:

ys(x) = x(Ag + Ajz)e”

Nachrechnen: y%(x) — ys(x) = (240 + 241 + 4A12)e” L et o 240+ 2A1 +4A1x =2 =

s

A1:%7A0:_

=

ys(x) = %az(x —1)e”
Allgemeine Losung der Differentialgleichung:

y(r) = c1e” + cpe™" + %l‘(ZE —1)e* (c1,c2 € R)
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21. Die Eulersche Differentialgleichung

Darunter versteht man eine Differentialgleichung der Form
(i) 2™y (™) 4 a2y o azy 4+ agy = 0 mit ag, ..., am_1 € R

Wir suche Losungen von (i) auf (0,00). Beachte: Ist y : (0,00) — R eine Losung von (i) auf
(0,00) = z(z) := y(—=) ist eine Losung von (i) auf (—o0,0).

Satz 21.1 (Lésungsansatz)
Sei also > 0. Substituiere z = ! und setze u(t) := y(e') = y(x), also y(z) = u(logx)
Dann:

u(t)=y'(e)e' =y (2) z =2y ()

W(E) = " () () + ey (¢!) =y (2) - 2 b wyf (1) = Py + ey

etc.

Dies fiihrt auf eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir u:

Ubung: Ist y : (0,00) — R eine Funktion und u(t) := y(e?),t € R, so gilt: y ist eine Losung
von (i) auf (0,00) < u ist eine Losung von (i7) auf R.

Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung:

(iil) ™y + a1z 1y 4 agay 4 agy = b(x)
Diese Gleichung heiftt ebenfalls Eulersche Differentialgleichung.
Die allgemeine Losung von (i4i) erhdlt man wie folgt:

Setze & = e! und bestimme die allg. Losung von u(™) + by, _u™ 1) 4. .. 4 b/ +bou = b(et).
Setze in der allgemeinen Losung dieser Gleichung ¢ = log x.

Beispiel
(1) z%y" — 32y’ + Ty = 0(%)

Setze z = €', u(t) = y(e')
Dann (s.0.):
u'(t) = zy'(z)

u(t) = 2%y (x) + oy () = 2%y (x) + o (¢)
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21. Die Eulersche Differentialgleichung

= 2%y (z) = u"(t) — /' (t)

=u —u -3+ Tu=u" -4 +Tu=0

Charakteristisches Polynom: p(A\) = A2 —4A +7 = (A — (2 +iv3))(A — (2 — iV/3))

Allgemeine Losung: y(z) = ¢1-2? cos(v3logz) +co-2? sin(v3logz) fiir z > 0, (c1,c2 € R)
(2) 2%y" — Tay' + 15y = x(**)

Setze x = €', u(t) = y(e') = v’ — 8u' + 15u = €*

Diese Gleichung hat die allgemeine Losung: u(t) = cie3 + coe®t + %et

Die allgemeine Losung von (xx): y(z) = c12® + c2° + 3z (z > 0;¢1,¢2 € R)
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22. Einschub: Das Zornsche Lemma

Es sei () # £ eine Menge und < eine Ordnungsrelation auf £, d.h. fiir a,b,c € L gilt:

(1) a<a
(2) ausa<bund b<a = a="b
(3) aus a<bund b<ac = a<c

Es sei ) # K C L. K heilt eine Kette : <= aus a,b € K folgt stets: a <b oder b < a. Sei
M C L und a € L. a heifit eine obere Schranke von M : <= z<da Vr € M. v € L heiit ein
maximales Element von £ : <= ausa € £ und v<a folgt: v=a

Lemma 22.1 (Das Zornsche Lemma)
L und < seien wie oben. Besitzt jede Kette in £ eine obere Schranke in £, so enthilt £ ein
maximales Element.

87






22. Nicht fortsetzbare LGsungen

In diesem Paragraphen: ) # D CR? f: D — R, (z0,4) € D und I, J, K, ... seien Intervalle
in R.

Wir betrachten das AWP
Y = f(z,y)
(4) {

y(w0) = Yo

Bemerkung: Die Definitionen und Sétze dieses Paragraphen gelten allgemeiner fiir Systeme,
also D CR™H f: D — R™ (x9,90) € D, 70 € R, yo € R™ (vgl. Paragraph 15).

Definitionen und Bezeichnungen
(1) L4y := Menge aller Lésungen von (4).
(2) Fiir y € £(4) bezeichne I, das Definitionsintervall von y.

(3) Seien u,v € L4). v heift eine Fortsetzung von u, gdw. I, C I,, und u = v auf I,,. I.d.
Fall schreiben wir u © v.

(4) v € L4) heifit nicht fortsetzbar (nf), gdw. aus y € L4) und v © y folgt I, = I, (also
Yy =v).

Erinnerung: (A) ist eindeutig losbar <= aus y1,y2 € L(4) folgt: y1 = yo auf I, N I,.

Satz 22.1
Sei u € L(4). Dann existiert ein v € L4) : v ist eine nicht fortsetzbare Fortsetzung von u
(,Maximale Fortsetzung von u‘).

Beweis

L:={yecLa:uy}, L#D dennu e L. © ist eine Ordnungsrelation auf £. Weiter gilt fiir
v € L : v ist ein maximales Element in £ <= v ist nicht fortsetzbar. Wegen des Zornschen
Lemmas ist z.z.: jede Kette in £ hat eine obere Schranke in £. Sei also ) # K C L eine Kette
inL.[:= UyGIC I,. Wegen zg € I, Vy € K : I ist ein Intervall.

Definiere z : I — R wie folgt: Ist z € I = 3Jy € K : z € I,. 2(z) := y(x). Gilt auch noch
ze€lz ygye kK, KKette = y&yoder y©y. Etwa: y©y. D.h.: I, C Iy und y = y auf
Iy = y(x) = y(x).

z ist wohldefiniert. Klar: z(zo) = yo. 12.2 = 2 € L(4) Nach Konstruktion: y © z Vy € K.
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22. Nicht fortsetzbare Lésungen

Seiye K = u@yundy©z =— u®z = z € L. z ist also eine obere Schranke von K in
L. =

Satz 22.2
Sei D offen und f € C(D,R).

(1) EIyGE(A) o) EI;

(2) Ist y € L4y, so existiert eine nicht fortsetzbare Fortsetzung 3 € L(A) von y mit I ist
offen.

(3) Ist (A) eindeutig losbar, so hat (A) eine eindeutig bestimmte, nicht fortsetzbare Losung
y: (w_,wy) = R, wobel w_ < wy, w- € RU{—o0}, wy € RU{oo} (,die* Losung
des AWPs).

Beweis
(1) 12.6 (Peano, III)

(2) Wegen 22.1 ist nur zu zeigen: [y ist offen.

Annahme: I ist nicht offen. Dann existiert max I oder min I5. Etwa: 3b := max I3.

/
A~ - x?
w1 = b, y1 :=§(b). AWP (B){ " f(z,y)
y(x1) =un

Wende (1) auf (B) an. Dann existiert eine Losung ¢ : K — Rvon (B) mit 21 = b € K° —
. I

Je > 0: [b,b+¢) C K. Definiere z : I;U[b,b+¢) — R durch z(z) := %(I)’ rely .
y(z), zebb+e)

Klar: Z(LI?()) = g//\(l‘()) =1yg. 123 = z € ,C(A).

Weiter: Iy G I, = I;U[b,b+¢) und § = z auf I;. Widerspruch, denn g ist nicht fortsetzbar.
(3) folgt aus (2). n

Folgerung 22.3
Es sei D C R? offen, f € C(D,R), f sei auf D partiell differenzierbar nach y und f,, € C(D,R).
Dann hat (A) eine eindeutig bestimmte nicht fortsetzbare Losung y : (w—,wy) — R.

Beweis
13.3, 13.4, 22.2 [
Beispiele: , 9
=1
(1) D=R2, f(z,y) =1+y% AWP ¢’ v
y(0) =0

Voraussetzungen obiger Folgerung sind erfiillt.

dy _ 2 dy
aw = 1Ty . fl—i—y2

y(0) =tanc = c¢=0.

= [dz+c¢ = arctany =z +c¢ = y(x) =tan(z +¢), 0 =

Die eindeutig bestimmte, nicht fortsetzbare Losung des AWPs lautet: y(x) = tanz, = €
(woywy), we = —7/2, wy =7/2 (also: wy = —w_).
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(2) f erfiille die Voraussetzungen obiger Folgerung und es gelte D = R? und

(*) fla,y) = f(—2,y) = f(—z,~y) = f(z,~y) Y(z,y) € R*.
Dann gilt fiir die eindeutig bestimmte, nicht fortsetzbare Losung y : (w_,w;) — R des

AWPs Y =f(w,y)_w _
y(o) =0 T

Beweis

Klar: w_ < 0 < wy. Wir zeigen w; > —w_ (analog: wy < w_). Annahme: wy < —w_.
Sei z € [0,~w-) = -z € (w-,0] C (w—,w4). Definiere z : [0,—w_) — R durch
z(x) == —y(—=x).

2(0) = —y(0) = 0, Z(z) = —y'(~a)(~1) = /(~) = f(~x.y(~2)) L f(r.y(~2)) <
f(z,—y(—x)) = f(z,z(x)). Also: z 16st das AWP auf [0, —w_). Eindeutige Losbarkeit

y(z), =z € (w-,0]

= y = z auf [0,w4 ). Definiere u : (w—, —w_) — R durch u(z) := .
z2(z), x€l0,—w-)

u(0) =y(0) =0, 12.3 = wu 16st das AWP auf (w_, —w_). n

Ohne Beweis:

Satz 22.4
Sei I = [a,b] CR, D:=1xRund f € C(D,R) sei auf D beschriankt. (124 = 3Ju €
Liay:ly=1).

Ist y € L(4), so existiert ein § € L) : Iy =1 und y = g auf I,
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23. Minimal- und Maximallosung

Stets in diesem Paragraphen: ) # D C R2,f : D — R eine Funktion, (zg,y0) € D. Wieder
betrachten wir das AWP
(A) {y’ = f(z,y)

y(zo) = o
L4y und I, fiir y € L(4) seien wie in Paragraph 22 definiert.
Definition

y* € La) heilt eine Maximalldsung von (A) : <= y < y* auf I, N [,xVy € Ly).
Y« € L(4) heift eine Minimalldsung von (A) : <= y > y. auf I, N [, Vy € L)

Beispiel
D =R? f(z,y) = /[yl AWP

Vvl
0

~—

y/
(4) {y@

.. 0 T <«
Fir a > 0: yq(x) := (2—a)?
1

) -

Es gilt weiterhin g, (z) := —ya(—2).
Nachrechnen: yo(x), 7 (x) 16sen das AWP auf R.

ya(m) e
Fﬁra;ﬁz():yaﬁ:: O J_Béxga

Ubung: Sei y : I — R eine Funktion, I C R ein Intervall und 0 € I. y 16st das AWP auf I
<= y=0aufloder Ja > 0:y = (ya); oder 3a > 0:y = (Ja)); oder 3o, > 0:y = (Ja,8)|1-

Damit ist yp eine Maximallosung und gy eine Minimallosung. Ab jetzt sei I = [a,b] C R, D :=
I xR, feC(D,R) sei beschrankt, zg € I,y € R, M := sup{|f(z,y)|: (z,y) € D}.
Vorbemerkungen:

(1) Das AWP (A) hat Losungen auf I (12.4, Peano)

(2) X :=C(I,R) mit ||.||s ist ein BR.

(3) T: X — X sei definiert durch (T'y)(z) := yo + f;o ft,y(t))dt (y € X,z € I), T ist stetig;
Fir y € X gilt: y 16st das AWP auf I <— Ty =y.

(4) Sei y € X eine Losung von (A) auf I: fir z,% € I: |y(z) — y(@)| = [V (E)]lz — 2| =
[F(& y(E)fx — 2| < Mz — 7|
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23. Minimal- und Maximall6sung

Satz 23.1
Das AWP (A) hat eine Maximallésung y* : I — R und eine Minimallosung y, : I — R.

Beweis
Wir zeigen nur die Existenz von y* : I — R. L:={y € L) : [, = I}. 124 = L # (). Sei

y € Low €1 y(@)l = |yo+ [ fty®)dt] < lyol + | [, f(ty(t))dt] < |yol + M|z — zo| <
lyo| + M|b — al .
—_——

C

Also: y(x) < ¢ Vy € L Vx € I. Es existiert also y*(x) := sup{y(z) : y € L}(x € I). Seiy € L
(also I, = I). Dann y < y* auf I. Sei y € L4) (also I, C I).

223 = eLl:y=y, = y<y<y" aufl,
Noch zu zeigen: y* € L.

Sei]ﬂ@={$1ax27$37~~}

x|

Seien j,k € N. Dann ex. ein yj;, € £ : yjr(x;) > y*(x;) —

Fiir k€ N und 2 € T : (1) = maz{yn(@), yor(2), - -, yi(2)}.
Ubung: y, € L Vk € N. Fiir k,j € N, j < k: y(z;) > yju(z;) > y*(z;) — .

Vorbemerkung (4) und 11.4 = (yx) enthélt eine auf I gleichméfig konvergente Teilfolge.
0.B.d.A (yx) konvergiert gleichméfig auf I. g(x) = limgpeoyr(z)(x € I). Ty, = yx Yk €
N, T stetig = Ty=9 = y€ L.

Esist g <y*aufl. Sei z; € INQ. y(z;) = limp_oo Y (z5) > limpoo (y* () — %) =y (z;) =
g=y"auf INQ.

Annahme: 3¢ € I : 9(§) < y*(§) = Fu e L: y(&) < u(§). Fir z, € I N Q hinreichend nahe
bei § : g(z,) < u(zy) < y*(x,), Widerspruch.

D.h. g > y* auf I. Also y* = g auf I, somit gilt y* € L. n

Definition
T :={(z,y) € R?: 2 € I,y.(v) <y < y*(z)} heift Lésungstrichter von (A).

Satz 23.2
Sei (o,7) € T. Dann existiert eine Losung v : [ — R von (A) auf I mit v(o) = 7.

Beweis — (

Betrachte das AWP (B) . 12.4 (Peano) = (B) hat eine Losung w : I — R

:= w leistet das Verlangte. Sei also ¢ # xzg, etwa

auf L Ist o =20 = 7=y =
= w leistet das Verlangte. Sei also w(xzg) # yo. Es ist

xg < o. Ist w(xg) = yo = v :
y«(0) < 7 =w(o) < y*(0).

g <
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Fall 1: w(zo) > yo = y*(z0) = w(zo) — y*(zo) > 0 und w(o) — y*(0) < 0. Zwischenwertsatz
— € [zo,0]: w(§) =y (&)

: z € la,§
Definiere: v : I — R durch v(x) := v(zo) = y*(x0) = yo, v(o) = w(o) = 7.
12.3 = v 16st das AWP (A) auf I.
Fall 2: w(zo) < yo = y«(z0) = w(wo) — y«(v0) < 0 und w(o) — y«(0) > 0. Zwischenwertsatz

= € [0, 0] s w(§) = y«(E)

Definiere: v : I € R durch v(z) := v(xo) = y«(x0) = Yo, v(0) = w(o) = 7.

12.3 = v 16st das AWP (A) auf I n
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24. Ober- und Unterfunktionen

Vereinbarung: I.d. Paragraphen: zg,yo € R,a > 0, I := [z, z0 + a], Lo := (zo,x0 + a], D =
I xR und f: D — R eine Funktion.

Wir betrachten das AWP
Y = f(z,y)
(4) N
y(fﬂo) =Y

Definition
v,w : I — R seien differenzierbar auf I.

v heift eine Unterfunktion (UF) bzgl. (A) :
V'(z) < f(z,v(z)) Vo € I und v(zg) < yo
w heift eine Oberfunktion (OF) bzgl. (A

) :
w'(z) > f(z,w(z)) Vo € I und w(zo) > yo
Hilfssatz 24.1
¢, : Iy — R seien differenzierbar auf Iy. Es sei € > 0,e < a und es gelte: ¢ < 9 auf (xg, xo+¢).
Weiter sei
(bl(x) - f(.%', (25(.%')) < wl(w) - f(xaw(x)) Vr € IO
Dann: ¢ < ¢ auf Ij.
Beweis
Anname: 31 € Iy : ¢(x1) > (x1). Zwischenwertsatz = M = {z € Iy : ¢(x) = (x)} # 0.

¢ :=inf M; ¢,9 stetig = ¢(§) = ¥(§) = & =min M und ¢ < ¢ auf (z9,&). Sei h > 0 so,
dak € —h > 29 = H€—h) < B(E ~ h)

— h < h

_ o€~ f_b)h— oe) _ (€~ fi)h— ¥(§)
=2 9/(€) = W) Aber: ¢/(€) — f(€,6(€)) < ¥'(€) - f(f@\@) = ¢/(§) < ¥'(£), Wider-
spruch! e n

Satz 24.2 (Abschitzung von Lésungen mittels Ober- und Unterfunktionen)
Gegeben: v, w,y : I — R. v sei eine Unterfunktion beziiglich (A), w sei eine Oberfunktion
beziiglich (A) und y sei eine Losung des AWPs (A) auf I. Dann: v < y < w auf Ij.
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24. Ober- und Unterfunktionen

Beweis
Wir zeigen nur v < y auf Ij.

Vo el v(@) — £ o) <0 =y(z) — flay(x)).
Wegen 24.1 geniigt es z.z:
() Fee€(0,a):v <y auf (xg,zo+¢€)
Fall 1: v(x0) < yo = y(z0); v,y stetig = es gilt (*).
Fall 2: v(x0) = yo = y(20); h :=y — v; dann: h(zg) = 0 und

v'(wo) = f(o,v(w0)) < 0=y (20) — f(z, y(wo))
=v(zo)

= v'(x0) < ¥/ (x0), also h/(zg) > 0. Annahme: () gilt nicht. Dann existiert zu jedem n € N
ein @, € (zo,z0 + =) h(zy) <0

Tn — X0 Tn — X0 o 0=

Widerspruch! n
Bemerkung: Man kann auch folgende Situation betrachten:
xo, Yo ER, a >0, J :=[xog—a,zg], D:=J xR, f: D—R

y = f(x,y)

AWP
{y(mo) = Y0

Dann lauten die Bedingungen fiir eine

Unterfunktion: o'(x) > f(z,v(z)) Vo e I,v(zo) < yo
Oberfunktion:  w'(z) < f(z,w(z)) VeI, w(zg) > yo

(— Walter: Gewohnliche Differentialgleichungen).

Anwendung von 24.2, schwer klausurrelevant! :-) : f(z,y) = # + 92

Y = flz,y)
y(0) =1

f € C(R%,R), f ist partiell differenzierbar nach y und f, € C(R? R) Paragraph 22 = (+)
hat eine eindeutig bestimmte, nicht fortsetzbare Losung y : (w—,wy) = R. (w- < 0 < wy). Wir
untersuchen diese Losung fiir x > 0.

AWP (+) {

Behauptung:
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Beweis
filz,y) =y?> = f1 < f auf R% Das

awp 4V =0 = hl)
v(0) =1

hat die Losung v(z) = 2= auf (—oo,1) (TDV!). n

Sei a € (0,1),a < wy. Fiir € [0, a:

V(@) = filz,v(2) < fz,0(2), v(0)=1
v ist eine Unterfunktion beziiglich (+) auf [0, a]. 24.2 = v < y auf (0,a] (7).
Annahme: wy >1 = (i) gilt Va € (0,1) = v <y auf (0,1). = linla y(x) = oo. Aber: 1
z—1—
€ (wo,wy) = y(z) - y(1) (z — 1—), Widerspruch! (also: wy < 1).

Weiter: (i) gilt Va € (0,wy) = v < y auf (0,wy). fo(z,y) := 1 +¢?, dann: fo > f auf
[0,1) x R. Das
’u) =

w(O)

AWP

hat die Losung w(z) = tan(z + %) auf (—2m, 17) (TDV!). Sei a € (0,w4), a< T; fiir « € [0, a] :
w'(z) = fa(z,w(x)) > f(m,w(x)) w(O) =1 = w ist eine Oberfunktion bzgl (+) auf [0, a].
24.2 = y < w auf (0,qa] (7).

Annahme: wy < § = (ii) gilt Va € (0,w;) = y <w auf (0,wy). y'(z) = % +y(z)?

0 = y ist streng wachsend. y ist nach oben beschrankt auf [0,w;) = 3 := lim y(x)
T—wW4 —

und 8 € R.

(= z€C(w-,wy))

4x>::{y@”’ z € (wo,ws)

57 T =Wy
lim z(@) — 2(wy) = lim yl) - B PHosp. .1 Y ()
T—wW4 — T — w+ T—=w+— T — (,d_;'_ T—wW4 —
— dim f(ey(@) = fw.0)
T—w4

= 2 ist in wy differenzierbar und 2'(wy) = f(w4,B) = f(wt,2(wy)) = 2z 16st das AWP
(+) auf (w—,wy], Widerspruch!, denn y ist nicht fortsetzbar. Also: w; > 7. Dann gilt (i)

Va € (0,%) = y <w auf (0,7%).
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25. Stetige Abhangigkeit

In diesem Paragraphen: [ = [a,b] CR, D:=1 xR, f € C(D,R).

Satz 25.1
Sei (fp) eine Folge in C(D,R), (x,) eine Folge in I, (1,) eine Folge in R und M > 0. Es
gelte:

(@) [fn(z,y)| <M, [n.| < M Vn e NV(z,y) € D
(b) (fn) konvergiere auf R:=1 x [—(b—a+ 1)M, (b — a+ 1)M] gleichméfig gegen f.
(¢) Zu jedem n € N sei y,, : I — R eine Losung des Anfangswertproblems:
{y’ = fa(z,y)
y(xn) = 1n
auf I.
Dann gilt:

(1) (yn) enthélt eine auf I gleichméafig konvergente Teilfolge (y,,) und y(z) :=
Lm0 Yn, () (z € I) so gilt: v/ (z) = f(z,y(z)) Ve €

(2) Gilt &, = zo (€ I) und 1, — yo und hat das Anfangswertproblem
y' = fz,y)
y(zo) = o

auf I genau eine Losung y : I — R, so konvergiert (y,) auf I gleichméfig gegen y.

Beweis
(1) 12.1 = yp(x) =10y + ffn fn(t,yn(t))dt Yo € I ¥n € N (x).

Fir z,% € I,n € Nt [y, (z)| < [nal + 1[5 [fa(t,yn(0)|dt] < M + Mz —2,| < M + (b —
a)M=(b—a+1)M = (z,yn(z)) € RVn € NVz €I (xx)

(@) = yu (@] "> |y Ellz — & = |fal€ns yn(€))llz — F| < M|z — |

§1 = (yn) enthélt eine auf I gleichméfig konvergente Teilfolge. 0.B.d.A.: (y,,) konver-
giert auf I gleichméfig.

y(@) = limn oo yn(2) (z € I); Analysis I = y € C(I,R). (xx) = (z,y(z)) €
Rz €I g(t);= f(t,y(t)), gn(t);= fu(t,yn(t)) (t € I). Ubung: (g,) konvergiert auf I
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25. Stetige Abhédngigkeit

gleichméfig gegen ¢. 0.B.d.A: (z,,) konvergent, (n,) konvergent, etwa x,, — o, 7, — Yo.
(Bolzano-Weierstraf!).

(¥) = yn(z) =1y +/ gn(t)dt Vn e NVz €

xT

0

= y(xo) = yo und ¥/ () = g(x) = f(x,y(z)) Ve € I

(2) an;= ||y — Ynlloo- Zu zeigen ist: a,, — 0.
Annahme: a, » 0 = Jegp > 0 und eine Teilfolge (an, ) : an, > o Yk € N.

(1) = (yn,) enhélt eine auf I gleichméfig konvergente Teilfolge yp, ; 2(2) := lim; o0 yn,, (z €

I)

(1) + Beweis von (1) = =z 16st das Anfangswertproblem v’ = f(z,v); y(zo) = yo. Die

eindeutige Losbarkeit liefert z = y auf I — any, = lly — Yny, loo = l|z — Y, lloo — O

(I = 00), Widerspruch denn Qny, 2 €0 Vi € N. -
Satz 25.2

Es sei xg € I, n1,m2 € R, L > 0 und es gelte:

[f(z,y) = f(z,9)] < Ly —9) Y(z,y), (x,5) € D.

Fir i = 1,2 sei y; : I — R die (nach 13.1) eindeutig bestimmte Losung des Anfangswert-
problems:

y = f(z,y)
y(zo) = mi
Dann gilt:
ly1(x) — ya(@)| < "Dy — | Vo € 1.
Beweis

a:=|ly1 — y2|lco = max{|y1(z) — yo(x)| : x € I'}. Fiir x € I:

wmmwmmzm+/memﬁ—W+/3wm@wﬂ

<l =l +| [ 0) = 10 sa0)]

Lly1 (£)—y2(t)| <La

< |m = me2| + Lajz — xo

n+1 n Lk]x —x ‘k
e _ ol _ il e U1 B
(n+ 1)!0“96 Zol™ Hm = e kz_o el

=n(@) —n(a)

Allgemein gilt: <
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Ba(x) = eHle=m0l (n = 00), an(z) = 0 (n = 00) = |y1(x) — ya(w)| < elleool|n; — | <
L | |
eL(b_“)|171 _ 172|
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26. Zwei Eindeutigkeitssatze

Stets in diesem Paragraphen: I = [a,b] C R, zg € I, yo € R und f € C(D,R). Wir betrachten
das Anfangswertproblem:
y' = f(z,y)
(A) {

y(7o0) = vo

Satz 26.1 (Satz von Nagumo)
Es gelte

Fe) - Fail < 27 e y), (2.5) € D mit o £ 20
|z — x|

Dann hat (A) hochstens eine Losung auf 1.

Beweis
Seien y1,y2 : I — R Losungen von (A) auf I, y :=y1 — y2. (= y(z9) =0)

Yw@0) — y/(2) =y (w0) — yh(x0) = f(wo, y1(w0)) — F (o, y2(wo)) =

: yx) _ g
limg 4, T—z0 limg 4,

0.

ly(=)|

[P el
Definiere h : i — R durch h(z) := le—zo]” ¥ \ {zo}

07 xr = xo

= |f(t,y1(t)) — f(t,y2(t))| < h(t) Vt € L.

— h € C(I,R). Voraussetzung

Ve el:|y(z)| = |yi(z) — yo(x)
%l/Xﬂmmm—fmmm»ﬂ

zo

<

[ 1t (@) = st e

/x 0 h(t)dt’

Annahme: 3x; € [ : y(x1) # 0. Dann: 21 # x9, etwa 9 < x1; h(z1) > 0, h(zo) = 0.
3 € [xo,x1] : h(t) < h(&) Vt € [xg,x1]. Dann: h(§) > 0 = £ # xy, also xp < &.
Damn: h(e) = L _ W@l

13
= = h(t)d
=zl E—20 ~ -0 /mo Q t’
13
! /h(t)dt<

§ — o

<

3
£ o /mo h(§)dt = h(§), Widerspruch. m
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26. Zwei Eindeutigkeitssatze

Satz 26.2 (Satz von Osgood)

Es sei ¢ : (0,00) — R stetig und > 0 auf (0,00), o > 1 und das uneigentliche Integral

f fo du sei divergent.
Welter gelte

|f(z,y) = f(@,9)] < ¢(ly — g))V(x,y), (z,9) € D mit y # 3.

Dann hat (A) auf I héchstens eine Losung.

Bemerkung: f geniige auf D einer LB bzgl. y mit der Lipschitz-Konstanten L: ¢(u) := Lu

Beweis

0.B.d.A: 2y = a. fto d“ div. :>ft0¢‘fz)—>oo(k—>oo).

Daher: 0.B.d.A: fto d" ;> 2(b—a)Vk € N.

(I): Sei k € N. Definiere gy, : [3,00) — R durch gt ft qféz
Dann: g, € C1([},00), g}, = % 0, gi ist streng Wachsend 9k(3) =0, gi(to) > 2(b— a)
ZWS = [0,2(b— a)] C gi([3;,0))

Firz € I = [a,b] : 2(x — a) € [0,2(b — a)].
Definiere ¥y : I — R durch Wi(x) := g,
— (i) :2(z — a) = gn(Vp(z)) = fg’“( D vy el

gi. streng wachsend — gk_l streng wachsend =—> W streng wachsend.
Ui(a) = Wi(zo) = g, ' (0) = f, Yi(x) > 1V € (a,b].

gy ist stetig db — gk_1 stetig db = Wy, stetig db.

Aus (i): 2 = g} (Vi(x)) ¥} (z) = m\p;(m)w el

= (ii): ¥}, = 2¢(¥p(x)) > OVz € I.

(IT): Behauptung: ¥ (z) — 0(k — oo)Vzx € I.
Beweis: Sei z € I. Annahme: Yy(z) A 0(k — 00).
Dann 3¢y > 0 und eine TF (W, (x)) von (Y (r)) mit:
€0 > 00y, (2)Vj € N.

cj = :0 Cgu) (7 € N). Vorraussetzung = ¢; — 0o(j — 00).
J

Aber: ¢; = IEO ¢d“ < fl (*) dféz) @ 2(x —a)Vj € N.
J

.7
Widerspruch zu ¢; — oo!

(III): Sei y1, y2 : I — R Losungen von (A) auf I. y := y; — yo.

Wir zeigen: |y(z)| < Ui (z)Vk € NVx € 1. (Mit (II) folgt dann: y == 0 auf I.)
Sei k € N.

Annahme: M =z €1 : |y(z)| > Yg(x) # 0.

y(a) = y(z0) = y1(z0) — y2(v0) =0 = a ¢ M.{:=inf M

J0y stetig = ()] > Vi() = € > a und Jy(x)] < V(o) € [a,€) (i)
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z—E—

= [y(§)] < Wi(§). Also: [y(§)] = Ur(§). D + —y(§) = ¥r(£). 0.B.d.A: y(§) = Wi(E).

(sonst betrachte yo — y1 = —v).

Aus (iii) folgt: Ja > 0 so, dass £ —a > aund 0 < y < ¥y, auf [€ — a,&].

Seiz € (£ —a,§) = y(x) < Vi(z) = ylz) —y(§) < Vi(z) — Vi(§)

— YO > RO I () > W(6) = W) < ¥(6) = $1(6) — 1h(O)

)

= f(&y1(§) — f(&y2(8)) = %\I’z(f) — \I/;g(f) < 0, Widersruch zu (ii)!.
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27. Randwertprobleme (Einblick)

Sei D CR? I =[a,b] CR, f:IzD — R eine Funktion.
Wir betrachten das Randwertproblem (RWP):

{y” = f(z,y,9)
ary(a) + a2y’ (a) = Ya, Bry(b) + Loy (b) = 1

mit 04170427317B277a77b e R.

Beispiel
Die Dgl y"" = —7?y hat die allg. Losung y(z) = ¢; cos(mz) + co sin(nz)
Die Dgl ¢ = —72y + 1 hat die allg. Lésung y(z) = ¢1 cos(mz) + co sin(nz) + ;12
n_ _ 2
RWP (1) 7 =" Y (I = [0,1])
y(0) =y(1) =0

0 = y(0) = ¢1 cos(m0) + casin(m0) = ¢1

0 = y(1) = c2sin(70) = 0. D.h.: das RWP hat unendlich viele Lésungen: y(x) = csin(nz)(c €

R).
n_ _ -2 1
RWP (2)4 ¢ =TV = o)
y(0) =y(1) =0
0 =y(0) = c1 cos(m0) + cosin(m0) + H =1+ & = 1= -2
0=y(1) = =% cos(m) + cgsin(m) + % = 4. D.h.: das RWP ist unlésbar.
y'=-n?y
RWP (3) (I =[0,1))
{ 0)=y'(1)=0
=y(0) = =0 = y(z) = csin(mx)
(x) = com cos(mx) L= comeos(m) = —com = 2 =0

—> y = 0 ist die eindeutig bestimmte Losung des RWPs.

Beachte fiir spéter:
In Bsp(1) und (3): f(z,y) = —72y
In Bsp(2): f(z,y) = -2y + 1

In allen 3 Bsp’en: |f(z,y) — f(z,9)| = 7* |y—¢|. (= Tkein L € [0,72) : |f(z,y)—

~ L
Lly—g|)

Gla.t) t(x—1), falls 0 <t < z.
xz,t) =
z(t—1), falls 0 <z <t.

z,9)| <
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27. Randwertprobleme (Einblick)

Klar: G < 0;G(0,t) = G(1,t) = 0 ¥t € [0,1]. Ubung: G ist stetig auf [0, 1] x [0, 1].

Hilfssatz 27.1
Gegeben: h : [0,1] — R stetig. ¢ : [0,1] — R sei definiert durch

_ / Gl bt
0

Dann: ¢(0) = ¢(1) = 0,¢ € C*([0,1] und ¢" = h auf [0, 1].

Beweis

= G(O,t) h(t)dt = 0;¢(1) = [} G(1,) h(t)dt = 0

0 =0

vz € [0,1] =[G tydt + [} Gz, t)h(t)dt = [ (te — t)h(t)dt + [} (xt — z)h(t)dt
=z [ th(t fo th(t dt+:cfm th dt - :cfm h(t)dt
=z [ th(t)dt — [ th(t)dt + :nff
= ¢ ist db auf [0 1] und ¢'(x fo th )dt — zh(x) + [ h(t)dt + zh(x)
:fo th(t)dt + [ h(t)dt. = <;51st auf [0,1] 2 mal db und ¢”( ) = h(t). n
Be1sp1e1

G(z,t)dt = /thldt = ¢"(z)=1=¢@x)=2+¢

—¢>(ﬂ:)
= ¢(z) = %x2+01x+02
O:¢(O):CQ
0=¢(l)=21+c1 = c1=-3

= OlG:L‘t)dt t2? — 2 Vz € [0,1].

Definition
f:10,1] x R — R sei stetig. Das RWP

(m{w—fmm
w(0) = y(1) =0

heisst Dirichlet Randwert-Problem und obige Funktion G heisst die zu (R) gehorende
Greensche Funktion.

Im Folgenden sei X := C([0,1],R) und der Operator T : X — X definiert durch

1
(%W%=A<Mwﬁmmmﬁ@€Xxemm

Aus 27.1: (T))(0) = (T,)(1) = 0,T, € C?[0,1] und (T))"(z) = f(z,y(z)) Yy € X Vzx € [0, 1].

Satz 27.2
Seiy e X.
y lost (R) auf [0,1] <= T, =y
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Beweis

n —_— ”:

Vo € 1:y(2) = f(o,y(@) = (T)"(2); ¥(x) = y(z) — (T,)(2)
— ¥’ =0auf [0,1] = V' (2)=c1 = V(z)=c1z+ 2
U(0) =y(0) — (Ty)(0) =0 = c2 =0.

U(1) =y(1) - (T,)(1) =0 = a1 =0.

"¢":

Seiy =T, 274 y € C%(]0,1]) und ¢ (z) = (Ty)"(z) = f(z,y(x)) Yz € [0,1]

y(0) = (T,)(0) 2 0

y(1) = (T,)(1) = 0. "

Vorbetrachtung:

Sei 0 < ¢ <, ¢(z) :=cosc(x — 1) (z € .

d) € C([Oa 1]7R) HS [07 1] = C(.’E - %) € [_%’%] g [_%7 %]
= ¢(z) > 5 >0Vxe0,1]

Satz 27.3 (Satz von Lettenmeyer)

f:[0,1] x R — R sei stetig. Es sei L > 0 und es gelte:
(@) — F@.9)| < Lly - § V(. 9), () € 0, 1] x R.
Ist L < 7%, so hat (R) auf [0, 1] genau eine Lésung.

Bemerkung:
(1) Die Beispiele am Anfang des Paragrafen zeigen, dass die Schranke 72 optimal ist.

(2) Allgemein kann man das RWP

{y" = f(z.y)
y(a) =y(b) =0

mit a,b] x R — R stetig) betrachten. Dann ist 72 durch —~5 zu ersetzen.
( )

Beweis )
2
Sei ¢ := (CJFT”)i Dann: L < ¢ < 72, ¢ = c%, also g < 1.
Sei ¢ wie in der Vorbetrachtung. Wir versehen nun X mit folgender Norm:

u(z)
¢(x)
Bekannt: (X, || -||) ist ein BR (Par. 13). Wir werden zeigen:
T — Tll < gllu o] Vu,0 € X.
Aus 11.2 folgt dann: T" hat genau einen Fixpunkt. Aus 27.2 folgt dann die Behauptung.
Seien u,v € X und z € [0,1]. |(T,,)(x) — (Ty)(x)| = \fol Gz, t)(f(t,u(t)) — f(t,v(t))dt] <
1
16 01l it
1 u(t) — v(t 1
=L [y |G(z,1)] o ¢(t)dt < Liju —vl| fy |Gz, t)|¢(t)dt
—_———

<Jlu—v]|

l|ul| == max{ :0 <z <1} (ue X) gewichtete Max-Norm
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H+a
— ¢ =0

1 c
cﬁcosi
<

27. Randwertprobleme (Einblick)

=0 Ljju— o)~ /ny (t)dt)

g(1) = 0,g € C?([0,1]) und ¢ = ¢. Dann: ¢/(z) = lsmc(
P(r) + c1x + ca.
2¢(1) +

=:g(x)
2

C

27.1 = ¢(0) =

= g(z) = — 120080(1‘—7)4-0190—1-02

0 =g(0) = f2¢()+02 — 02—12cos§0_g(1)

= g(z 2¢( )+

= [(T)(@)=(To) ()| < Lllu—v|| 5 (¢(x)—cos §) = Zllu—v[[(¢(z)—cos §) = |(Tu)(x) — (Tv)(w)]
=o(x)

) =— 3 COS §

Ccos 2

vll(1 = 5

Ellu— ) < Zllu—vll = qllu— vl
= [|Tu = Toll < qllu —of].

Satz 27.4 (Satz von Scorza-Dragoni)
Sei I =[a,b] CR, D:=1 xR und f € C(D,R) sei auf D beschrankt

Dann hat das Randwertproblem
y' = f(z,y)
y(a) =y(b) =0
eine Losung auf [
Beispiel
17 Yy S -1

I= [Oaﬂ-]? f(xay) -

Wir betrachten das Randwertproblem
y' = f(z,y)
y(0) =y(m) =0

Sei v € R, |af < 1 und yo(z) := asing, |ya| < 1, ya(z) = —asine = —ya(z) = f(z,ya(2))
Ya(0) = yo(m) = 0. Das heifst: Ein Randwertproblem wie in 27.4 muf$ nicht eindeutig 16sbar
eD

sein.
Beweis
Wir fithren den Beweis nur unter der zuséitzlichen Voraussetzung

L >0:|f(z,y) — flz,9)| < Lly — g V(z,9), (z,7)

Sei M > 0 so, dass |f| < M auf D
Sei s € R. Wir betrachten das Anfangswertproblem
{y” = f(z,y)

y(a) = 0,y/(a) = s
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18.3 = obiges Anfangswertproblem hat genau eine Losung ys auf I. §18 und 25.2 —
Y51 (@) — ys, (2)] < cls1 — so| Vo € 1, 51,82 € R

h(s) := ys(b) (s € R), damit h : R — R stetig. Ist so € R und h(sp) = 0, so ist y := ys, eine
Losung des Randwertproblems.

vxefwum—s:yum—ymw:/mﬂamvzjfﬂa%wMt

— @) =5+ [ St
— yulb) = 5:(6) — ws(a)
" ©0-o

s

:G+Lﬁw%@mﬁw—@

£
=sw—a%+/<ﬂt%@»ﬁw—a)

¢
= |h(s)—s(b—a)|:|/ [t ys(@)di(b —a)| < M(§ —a) < M(b—a)=:c

= —c<h(s)—sb—a)<cVseR
= s(b—a)—c<h(s)<c+slb—a)VseR
= h(s) = oo (s = o0) und h(s) - —oo (s = —0o0)

Der Zwischenwertsatz liefert nun: 3sg € R : h(sg) = 0 n

Satz 27.5
Sei A>0,0< B<n? feC(]0,1] x R,R) und es gelte

|f(z,y)| < A+ Bly| Vz € [0,1],y €R

Dann hat das Randwertproblem

eine Losung auf [0, 1]

Bemerkung: Die Schranke 72 ist optimal:

{y// — _7.[.2y + 1
y(0) =y(1) =0

ist unlosbar!
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Stichwortverzeichnis

f geniigt auf D einer Lipschitzbedingung (LB)
bagl. y :, 45, 57
0-fache Nullstelle, 83

abgeschlossen, 36

absolut konvergent, 51

alle einfach, 68

Anfangswertproblem, 20
eindeutig losbares, 20
Losung eines, 20

auf I differenzierbar, 51

auf [ stetig, 51

AWP, 20

Banachraum, 36
beschrankt, 36

charakteristisches Polynom, 49

Differentialgleichung, 19
Eulersche, 85
explizite, 20
gewOhnliche, 19
homogene, 23
inhomogene, 23
Losung einer expliziten, 20
Losung einer gewohnlichen, 19
lineare, 23
Dirichlet Randwert-Problem, 110
divergent, 51
Divergenz, 7

Figenvektor, 49

FEigenwert, 49

endeutig l6sbares Anfangswertproblem, 20
explizite Differentialgleichung, 20

Fixpunkt, 37

Flachen, 13

Folge der sukzessiven Approximation, 38
Fundamentalmatrix, 62
Fundamentalsystem, 62, 78

gewichtete Max-Norm, 111
gleichméfig beschrankt, 9
gleichstetig, 9

Greensche Funktion, 110

homogen, 59, 77

in zg stetig, 51
inhomogen, 59, 77
Integralgleichung, 41

Kette, 87
kompakt, 36
komplexe, 67
konstant, 67
kontrahierend, 37
konvergent, 51
konvex, 36
Kreuzprodukt, 7

Losung einer expliziten Differentialgleichung,
20

Losung einer gewohnlichen Differentialglei-
chung, 19

Lésung eines Anfangswertproblems, 20

Losung von (i) auf I, 41

Losungssystem, 62, 78

Losungstrichter, 94

lineare Differentialgleichung, 23

lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung,
7

lineares System, 59

Lipschitzbedingung

lokale, 46
Losungsmatrix, 62

maximales Element, 87
Maximall6sung, 93
Minimall6sung, 93
Multiplikator, 34

Norm auf X, 35
normierter Raum, 35
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Stichwortverzeichnis

obere Schranke, 87
Oberfunktion, 97
Operator, 37
Ordnungsrelation, 87

punktweise beschrankt, 9

Randwertproblem, 82, 109
Rotation, 7

Storfunktion, 23
System von Dgl. 1. Ordnung, 57

Tangentialvektor, 7
TDV, 28
Trennung der Veranderlichen, 28

Unterfunktion, 97

Variation der Konstanten, 24
vollstandig, 36

Wronskideterminante, 62, 78

zuléssig, 11

120



B. Credits fiir Analysis Ill

Abgetippt haben die folgenden Paragraphen:

§ 1: Satz von Arzela-Ascoli: Joachim Breitner

§ 2: Der Integralsatz von Gauss im R?: Joachim Breitner, Florian Mickler

§ 3: Flichen im R?: Christian Schulz

§ 4: Der Integralsatz von Stokes: Bernhard Konrad

§ 5: Der Integralsatz von Gauss im R?: Bernhard Konrad

§ 6: Differentialgleichungen: Grundbegriffe: Pascal Maillard

§ 7: Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung: Pascal Maillard, Michael Knoll

§ 8: Differentialgleichungen mit getrennten Veranderlichen: Lars Volker, Wenzel Jakob
§ 9: Einige Typen von Differentialgleichungen 1. Ordnung: Wenzel Jakob

§ 10: Exakte Differentialgleichungen: Wenzel Jakob und Joachim Breitner

§ 11: Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis: Joachim Breitner, Lars und Michael Volker
- Knoll

§ 12: Der Existenzsatz von Peano: Christian Schulz, Ferdinand Szekeresch

§ 13: Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindelof: Ferdinand Szeke-
resch und Pascal Maillard

§ 14: Matrizenwertige und vektorwertige Funktionen: Pascal Maillard, Ferdinand Sze-
keresch und Christian Schulz

§ 15: Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Dgl.Systeme 1. Ordnung: Christian Schulz
§ 16: Lineare Systeme: Wenzel Jakob, Bernhard Konrad

§ 17: Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten: Ferdinand Szekeresch und Joachim
Breitner

§ 18: Differentialgleichungen héherer Ordnung: Jonathan Picht

§ 19: Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung: Jonathan Picht und Ferdinand
Szekeresch

§ 20: Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:
Ferdinand Szekeresch

§ 22: Nicht fortsetzbare Losungen: Pascal Maillard

§ 23: Minimal- und Maximallésung: Christian Schulz

§ 24: Ober- und Unterfunktionen: Wenzel Jakob

§ 25: Stetige Abhéangigkeit: Joachim Breitner

§ 26: Zwei Eindeutigkeitssitze: Joachim Breitner, Florian Mickler

§ 27: Randwertprobleme (Einblick): Florian Mickler und Joachim Breitner
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