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I. Vorwort

I.1. Über dieses Skriptum

Dies ist ein erweiterter Mitschrieb der Vorlesung „Analysis III“ von Herrn Schmoeger im Win-
tersemester 05/06 an der Universität Karlsruhe (TH). Die Mitschriebe der Vorlesung werden
mit ausdrücklicher Genehmigung von Herrn Schmoeger hier veröffentlicht, Herr Schmoeger ist
für den Inhalt nicht verantwortlich.

I.2. Wer

Gestartet wurde das Projekt von Joachim Breitner. Beteiligt am Mitschrieb sind außer Joachim
noch Pascal Maillard, Wenzel Jakob und andere.

I.3. Wo

Alle Kapitel inklusive LATEX-Quellen können unter http://mitschriebwiki.nomeata.de abge-
rufen werden. Dort ist ein Wiki eingerichtet und von Joachim Breitner um die LATEX-Funktionen
erweitert. Das heißt, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der Entwicklung beteiligen. Auf
Wunsch ist auch ein Zugang über Subversion möglich.
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II. Vorbereitung

Definition
Seien a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) ∈ R3

a× b := (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) ∈ R3

heißt das Kreuzprodukt von a und b

Formal gilt mit e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1):

a× b = det

e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3


Beispiel
a = (1, 1, 2), b = (1, 1, 0).

a× b = det

e1 e2 e3

1 1 2
1 1 0

 = e3 + 2e2 − e3 − 2e1 = (−2, 2, 0)

Bemerkung (Regeln):

b× a = −(a× b)
(αa)× (βb) = αβ(a× b) ∀α, β ∈ R

a× a = 0

a · (a× b) = 0 = b · (a× b)

Definition
Sei ∅ 6= D ⊆ R3, D offen und F = (P,Q,R) ∈ C1(D,R3).

rotF := (Ry −Qz, Pz −Rx, Qx − Py)

heißt Rotation von F .

Formal: rotF = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z )× (P,Q,R)

Definition
Sei ∅ 6= D ⊆ Rn,D offen, f = (f1, f2, . . . , fn) ∈ C1(D,Rn)

div f :=
∂f1

∂x1
+
∂f2

∂x2
+ · · ·+ ∂fn

∂xn

heißt Divergenz von f .

Definition
Sei γ : [a, b]→ Rn ein Weg. Ist γ in t0 ∈ [a, b] differenzierbar und ist γ′(t0) 6= 0, so heißt γ′(t0)
Tangentialvektor von γ in t0.
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1. Satz von Arzelà-Ascoli

In diesem Paragraphen sei ∅ 6= A ⊆ R und F sei eine Familie (Menge) von Funktionen f : A→
R.
Definition
F heißt auf A

(1) punktweise beschränkt :⇐⇒ ∀x ∈ A ∃c = c(x) ≥ 0 :

|f(x)| ≤ c ∀f ∈ F

(2) gleichmäßig beschränkt :⇐⇒ ∃γ ≥ 0 :

|f(x)| ≤ γ ∀x ∈ A ∀f ∈ F

(3) gleichstetig :⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0:

|f(x)− f(y)| < ε ∀x, y ∈ A mit |x− y| < δ und ∀f ∈ F

Satz (Satz von Arzelà-Ascoli)
A sei beschränkt und abgeschlossen, F sei punktweise beschränkt und gleichstetig auf A und
(fn) sei eine Folge in F .

Dann enthält (fn) eine Teilfolge, welche auf A gleichmäßig konvergiert.

Beweis
Analysis II, 2.3 =⇒ es existiert eine abzählbare Teilmenge B = {x1, x2, . . .} ⊆ A mit B = A.

(fn(x1)) ist beschränkt Analysis I
======⇒ (fn) enthält eine Teilfolge (f1,n) mit (f1,n(x1)) konvergent.

(f1,n(x2)) ist beschränkt Analysis I
======⇒ (f1,n) enthält eine Teilfolge (f2,n) mit (f2,n(x2)) konvergent.

Wir erhalten Funktionenfolgen

(f1,n) = (f1,1, f1,2, f1,3, . . .)

(f2,n) = (f2,1, f2,2, f2,3, . . .)

(f3,n) = (f3,1, f3,2, f3,3, . . .)

...

(fk+1,n) ist eine Teilfolge von (fk,n) und (fk,n(xk))
∞
n=1 konvergiert (k ∈ N).

gj := fj,j (j ∈ N); (gj) ist eine Teilfolge von (fn).

(gk, gk+1, gk+2, . . .) ist eine Teilfolge von (fk,n) =⇒ (gj(xk))
∞
j=1 ist konvergent (k = 1, 2, . . .).
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1. Satz von Arzelà-Ascoli

Sei ε > 0. Wir zeigen:

(∗) ∃j0 ∈ N : |gj(x)− gν(x)| < 3ε ∀j, ν ≥ j0 ∀x ∈ A

(woraus die gleichmäßige Konvergenz von (gj) folgt)

F gleichstetig =⇒

(i) ∃δ > 0 : |gj(x)− gj(y)| < ε ∀x, y ∈ A und |x− y| < δ ∀j ∈ N

A ⊆
⋃
x∈A U δ

2
(x). Analysis II, 2.3 =⇒ ∃y1, . . . , yp ∈ A4:

(ii) A ⊆
p⋃
j=1

U δ
2
(yj)

B = A =⇒ ∀q ∈ {1, . . . , p} ∃zq ∈ B : zq ∈ U δ
2
(yq) (gj)(zq))

∞
j=1 ist konvergent für alle

q ∈ {1, . . . , p} =⇒ ∃j0 ∈ N:

(iii) |gj(zq)− gν(zq)| < ε ∀j, ν ≥ j0 (q = 1, . . . , p) �

Seien j, ν ≥ j0 und x ∈ A (ii)
==⇒ ∃q ∈ {1, . . . , p} : x ∈ U δ

2
(yq) =⇒ |x− zq| = |x−yq +yq− zq| ≤

|x− yq|+ |yq − zq| < δ
2 + δ

2 = δ
(i)
=⇒ |gj(x)− gj(zq)| < ε, |gν(x)− gν(zq)| < ε (iv)

=⇒ |gj(x)− gν(x)| = |gj(x)− gj(zq) + gj(zq)− gν(zq) + gν(zq)− gν(x)|
≤ |gj(x)− gj(zq)|︸ ︷︷ ︸

<ε (iv)

+ |gj(zq)− gν(zq)|︸ ︷︷ ︸
<ε (iii)

+ |gν(zq)− gν(x)|︸ ︷︷ ︸
<ε (iv)

< 3ε =⇒ (∗)
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2. Der Integralsatz von Gauss im R2

Stets in diesem Paragraphen: (x0, y0) ∈ R2 sei fest, R : [0, 2π]→ (0,∞) sei stetig und stückweise
stetig differenzierbar, R(0) = R(2π).

γ(t) := (x0 +R(t) cos t, y0 +R(t) sin t) (t ∈ [0, 2π])

γ ist stückweise stetig differenzierbar, also rektifizierbar, γ(0) = γ(2π)

B := {(x0 + r cos t, y0 + r sin t) : t ∈ [0, 2π], 0 ≤ r ≤ R(t)}

Sind γ und B wie oben, so heißt B zulässig. B ist beschränkt und abgeschlossen, ∂B = Γγ =
γ([0, 2π]). Analysis II, 17.1 =⇒ B ist messbar.

Beispiel
R(t) = 1 =⇒ γ(t) = (x0 + cos t, y0 + sin t). B = U1(x0, y0)

Satz 2.1 (Integralsatz von Gauss im R2)
B und γ = (γ1, γ2) seien wie oben, B also zulässig und ∂B = Γγ . Weiter sei D ⊆ R2 offen,
D ⊇ B und f = (u, v) ∈ C1(D,R2). Dann:

(1)
∫
B ux(x, y)d(x, y) =

∫
γ u(x, y)dy

(2)
∫
B vy(x, y)d(x, y) = −

∫
γ v(x, y)dx

(3)
∫
B divf(x, y)d(x, y) =

∫
γ(udy − vdx)

Anwendung 2.2
B und γ seien wie in 2.1. Mit f(x, y) = (x, y) folgt

λ2(B) =

∫
γ
xdy = −

∫
γ
ydx =

1

2

∫
γ
(xdy − ydx)

Beweis
(nach Lemmert)
Wir zeigen nur (1). ((2) zeigt man Analog, (3) folgt aus (1) und (2).)
OBdA: (x0, y0) = (0, 0) und γ stetig db. Also: γ(t) = (R(t) cos t, R(t) sin t) mit R(t) stetig db.
A :=

∫
B ux(x, y)d(x, y). Z.z.: A =

∫ 2π
0 u(γ(t))γ′2(t)dt

Polarkoordinaten, Substitution, Fubini =⇒ A =
∫ 2π

0 (
∫ R(t)

0 ux(r cos t, r sin t)rdr)dt.
β(r, t) := u(r cos t, r sin t). Nachrechnen: ux(r cos t, r sin t)r = rβr(r, t) cos t − βt(r, t) sin t =⇒
A =

∫ 2π
0 (
∫ R(t)

0 (rβr(r, t) cos t− βt(r, t) sin t)dr)dt
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2. Der Integralsatz von Gauss im R2

∫ R(t)
0 rβr(r, t)dr = rβ(r, t)|r=R(t)

r=0︸ ︷︷ ︸
=R(t)β(R(t),t)=R(t)u(γ(t))

−
∫ R(t)

0
β(r, t)dr︸ ︷︷ ︸

=:α(t)

AII,21.3 =⇒ α ist stetig db und α′(t) = R′(t)β(R(t), t) +
∫ R(t)

0 βt(r, t)dr

=⇒
∫ R(t)

0 βt(r, t)dr = α′(t)−R′(t)u(γ(t))

=⇒ A =
∫ 2π

0 (R(t)u(γ(t)) cos t− α(t) cos t− α′(t) sin t+R′(t)u(γ(t)) sin t)dt

=
∫ 2π

0 u(γ(t))(R(t) sin t)′︸ ︷︷ ︸
γ′2(t)

dt−
∫ 2π

0
(α(t) sin t)′dt︸ ︷︷ ︸

=α(t) sin t|2π0 =0

�
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3. Flächen im R3

Definition
Sei ∅ 6= B ⊆ R2, B sei beschränkt und abgeschlossen, D ⊆ R2 sei offen, B ⊆ D und es sei
φ(u, v) = (φ1, φ2, φ3) ∈ C1(D,R3). Die Einschränkung φ|B von φ auf B heißt eine Fläche,
S := φ(B) heißt Flächenstück, B heißt Parameterbereich.

φ′ =


∂φ1
∂u
∂φ2
∂u
∂φ3
∂u︸ ︷︷ ︸

=:φu

∂φ1
∂v
∂φ2
∂v
∂φ3
∂v︸ ︷︷ ︸

=:φv


Sei weiterhin (u0, v0) ∈ B. Dann ist N(u0, v0) := φu(u0, v0)× φv(u0, v0) der Normalenvektor
von φ in (u0, v0). I(φ) :=

∫
B ||N(u, v)||d(u, v) wird als Flächeninhalt von φ bezeichnet.

Beispiele:
(1) B := [0, 2π]× [−π

2 ,
π
2 ]

φ(u, v) := (cos(u) · cos(v), sin(u) · cos(v), sin(v)) (D = R2)
S = φ(B) = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1} = ∂U1(0)
N(u, v) = φu(u, v)× φv(u, v) = cos(v) · φ(u, v)
||N(u, v)|| = | cos(v)| · ||φ(u, v)||︸ ︷︷ ︸

=1

= | cos(v)|

=⇒ I(φ) =
∫
B | cos(v)|d(u, v) = 4π

Beachte λ3(S) = 0! (siehe: Analysis II 17.6)

(2) Explizite Parameterdarstellung
B und D seien wie oben. Es sei f ∈ C1(D,R) und φ(u, v) := (u, v, f(u, v))
Dann ist S = φ(B) = Graph von f|B und φu = (1, 0, fu) φv = (0, 1, fv) =⇒ N(u, v) =

φu × φv = (−fu,−fv, 1) =⇒ I(φ) =
∫
B(f2

u + f2
v + 1)

1
2d(u, v)

Beachte wieder λ3(S) = 0!!

(3) Sei B = {(u, v) ∈ R2|u2 + v2 ≤ 1} und f(u, v) := u2 + v2, sowie φ(u, v) = (u, v, f(u, v)) =
(u, v, u2 + v2). S = φ(B) ist ein Paraboloid. Weiter ist fu = 2u und fv = 2v =⇒ I(φ) =∫
B(4u2 + 4v2 + 1)

1
2d(u, v).

Substitution mit u = r · cos(ϕ), v = r · sin(ϕ) und Fubini =⇒ I(φ) =
∫ 2π

0 (
∫ 1

0 (4r2 + 1)
1
2 ·

rdr)dϕ = 2π
∫ 1

0 (4r2 + 1)
1
2 · rdr = π

6 · ((
√

5)3 − 1)
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4. Der Integralsatz von Stokes

Definition
Sei Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) eine Fläche mit ParameterbereichB ⊆ R2, D ⊆ R2 offen,B ⊆ D,Φ ∈ C1 (D, R3)
und S = Φ(B).
Für f : S → R stetig und F : S → R3 stetig:

∫
Φ f dσ :=

∫
B f (Φ(u, v)) · ‖N(u, v)‖ d(u, v)∫

Φ F · n dσ :=
∫
B F (Φ(u, v)) ·N(u, v) d(u, v)

}
Oberflächenintegrale

Beispiele 4.1
(1) Für f ≡ 1 :

∫
Φ 1 dσ =:

∫
Φ dσ = I(Φ)

(2) Sei B := {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1}, Φ(u, v) := (u, v, u2 + v2), F (x, y, z) = (x, y, z)
Bekannt: N(u, v) = (−2u,−2v, 1), F (Φ(u, v)) = (u, v, u2 + v2) ⇒

∫
Φ F · n dσ =∫

B(u, v, u2+v2)·(−2u,−2v, 1)d(u, v) = −
∫
B(u2+v2)d(u, v)

u=r cosϕ,v=r sinϕ
= −

∫ 2π
0 (
∫ 1

0 r
3dr)dϕ = − π

2

Satz 4.2 (Integralsatz von Stokes)
B,D,Φ seien wie oben. B sei zulässig, ∂B = Γγ, wobei γ = (γ1, γ2) wie in §2. Es sei
Φ ∈ C2(D,R3), G ⊆ R3 sei offen, F ⊆ G und F = (F1, F2, F3) ∈ C1(G,R3). Dann:∫

Φ
rotF · n dσ︸ ︷︷ ︸

Oberflächenintegral

=

∫
Φ◦γ

F (x, y, z) d(x, y, z)︸ ︷︷ ︸
Wegintegral

Beweis
ϕ := Φ ◦ γ, ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), also: ϕj = Φj ◦ γ (j = 1, 2, 3)

Zu zeigen:
∫

Φ rotF · n dσ =
∫ 2π

0 F (ϕ(t)) · ϕ′(t)dt =
∑3

j=1

∫ 2π
0 Fj(ϕ(t)) · ϕ′j(t)dt

Es ist
∫

Φ rotF · n dσ =
∫
B (rotF )(Φ(x, y)) · (Φx(x, y)× Φy(x, y))︸ ︷︷ ︸

=:g(x,y)

d(x, y)

Für j = 1, 2, 3 : gj(x, y) := (Fj(Φ(x, y))
∂Φj

∂y
(x, y)︸ ︷︷ ︸

=:uj(x,y)

,−Fj(Φ(x, y))
∂Φj

∂x
(x, y)︸ ︷︷ ︸

=:vj(x,y)

), (x, y) ∈ D

F ∈ C1,Φ ∈ C2 ⇒ gj ∈ C1(D,R2)
Nachrechnen: g = div g1 + div g2 + div g3 ⇒

∫
Φ rotF · n dσ =

∑3
j=1

∫
B div gj(x, y)d(x, y)∫

B div gj(x, y)d(x, y)
2.1
=
∫
γ(ujdy − vjdx) =

∫ 2π
0 ( uj (γ (t) ) · γ′2(t) − vj( γ(t)) · γ′1(t)) dt =∫ 2π

0 (Fj(ϕ(t))
∂Φj
∂y γ(t)γ′2(t) +Fj(ϕ(t))

∂Φj
∂x γ(t)γ′1(t))dt =

∫ 2π
0 Fj(ϕ(t)) ·ϕ′j(t)dt⇒

∫
Φ rotF ·ndσ =∑3

j=1

∫
B div gj(x, y)d(x, y) =

∑3
j=1

∫ 2π
0 Fj(ϕ(t)) · ϕ′j(t)dt �
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4. Der Integralsatz von Stokes

Beispiel
B,Φ, F seien wie in Beispiel 4.1.(2). γ(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π]. Verifiziere 4.2
Hier: rotF = 0, also

∫
Φ rotF ·ndσ = 0. (Φ ◦γ)(t) = (cos t, sin t, 1)⇒

∫
Φ◦γ F (x, y, z) d(x, y, z) =∫ 2π

0 (cos t, sin t, 1) · (− sin t, cos t, 0) dt = 0
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5. Der Integralsatz von Stokes

Definition
Sei Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) eine Fläche mit ParameterbereichB ⊆ R2, D ⊆ R2 offen,B ⊆ D,Φ ∈ C1 (D, R3)
und S = Φ(B).
Für f : S → R stetig und F : S → R3 stetig:

∫
Φ f dσ :=

∫
B f (Φ(u, v)) · ‖N(u, v)‖ d(u, v)∫

Φ F · n dσ :=
∫
B F (Φ(u, v)) ·N(u, v) d(u, v)

}
Oberflächenintegrale

Beispiele 5.1
(1) Für f ≡ 1 :

∫
Φ 1 dσ =:

∫
Φ dσ = I(Φ)

(2) Sei B := {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1}, Φ(u, v) := (u, v, u2 + v2), F (x, y, z) = (x, y, z)
Bekannt: N(u, v) = (−2u,−2v, 1), F (Φ(u, v)) = (u, v, u2 + v2) ⇒

∫
Φ F · n dσ =∫

B(u, v, u2+v2)·(−2u,−2v, 1)d(u, v) = −
∫
B(u2+v2)d(u, v)

u=r cosϕ,v=r sinϕ
= −

∫ 2π
0 (
∫ 1

0 r
3dr)dϕ = − π

2

Satz 5.2 (Integralsatz von Stokes)
B,D,Φ seien wie oben. B sei zulässig, ∂B = Γγ, wobei γ = (γ1, γ2) wie in §2. Es sei
Φ ∈ C2(D,R3), G ⊆ R3 sei offen, F ⊆ G und F = (F1, F2, F3) ∈ C1(G,R3). Dann:∫

Φ
rotF · n dσ︸ ︷︷ ︸

Oberflächenintegral

=

∫
Φ◦γ

F (x, y, z) d(x, y, z)︸ ︷︷ ︸
Wegintegral

Beweis
ϕ := Φ ◦ γ, ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), also: ϕj = Φj ◦ γ (j = 1, 2, 3)

Zu zeigen:
∫

Φ rotF · n dσ =
∫ 2π

0 F (ϕ(t)) · ϕ′(t)dt =
∑3

j=1

∫ 2π
0 Fj(ϕ(t)) · ϕ′j(t)dt

Es ist
∫

Φ rotF · n dσ =
∫
B (rotF )(Φ(x, y)) · (Φx(x, y)× Φy(x, y))︸ ︷︷ ︸

=:g(x,y)

d(x, y)

Für j = 1, 2, 3 : gj(x, y) := (Fj(Φ(x, y))
∂Φj

∂y
(x, y)︸ ︷︷ ︸

=:uj(x,y)

,−Fj(Φ(x, y))
∂Φj

∂x
(x, y)︸ ︷︷ ︸

=:vj(x,y)

), (x, y) ∈ D

F ∈ C1,Φ ∈ C2 ⇒ gj ∈ C1(D,R2)
Nachrechnen: g = div g1 + div g2 + div g3 ⇒

∫
Φ rotF · n dσ =

∑3
j=1

∫
B div gj(x, y)d(x, y)∫

B div gj(x, y)d(x, y)
2.1
=
∫
γ(ujdy − vjdx) =

∫ 2π
0 ( uj (γ (t) ) · γ′2(t) − vj( γ(t)) · γ′1(t)) dt =∫ 2π

0 (Fj(ϕ(t))
∂Φj
∂y γ(t)γ′2(t) +Fj(ϕ(t))

∂Φj
∂x γ(t)γ′1(t))dt =

∫ 2π
0 Fj(ϕ(t)) ·ϕ′j(t)dt⇒

∫
Φ rotF ·ndσ =∑3

j=1

∫
B div gj(x, y)d(x, y) =

∑3
j=1

∫ 2π
0 Fj(ϕ(t)) · ϕ′j(t)dt �
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5. Der Integralsatz von Stokes

Beispiel
B,Φ, F seien wie in Beispiel 4.1.(2). γ(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π]. Verifiziere 4.2
Hier: rotF = 0, also

∫
Φ rotF ·ndσ = 0. (Φ ◦γ)(t) = (cos t, sin t, 1)⇒

∫
Φ◦γ F (x, y, z) d(x, y, z) =∫ 2π

0 (cos t, sin t, 1) · (− sin t, cos t, 0) dt = 0

18



6. Differentialgleichungen: Grundbegriffe

In diesem Paragraphen sei I stets ein Intervall in R.

Erinnerung: Sei p ∈ N und y : I → Rp, y = (y1, . . . , yp). y heißt auf I k-mal (stetig) db auf
I ⇐⇒ yj ist auf I k-mal (stetig) db (j = 1, . . . , p).

In diesem Fall gilt:
y(j) = (y

(j)
1 , . . . , y(j)

p ) (j = 0, . . . , k)

Definition
Seien n, p ∈ N und D ⊆ R× Rp × . . .× Rp︸ ︷︷ ︸

n+1 Faktoren

und F : D → Rp eine Funktion.

Eine Gleichung der Form
(i) F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0

heißt eine (gewöhnliche) Differentialgleichung (Dgl) n-ter Ordnung.

Eine Funktion y : I → Rp heißt eine Lösung von (i), gdw. gilt:

• y ist auf I n-mal db,

• ∀x ∈ I : (x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) ∈ D und

• ∀x ∈ I : F (x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) = 0.

Beispiele:
(1) n = p = 1, F (x, y, z) = y2 + z2 − 1, D = R3.

Dgl: y2 + y′2 − 1 = 0.

y : R→ R, y(x) = 1 ist eine Lösung,
ȳ : R→ R, ȳ(x) = sinx ist eine weitere Lösung.

(2) n = p = 1, F (x, y, z) = z + y
x , D = {(x, y, z) ∈ R3 : x 6= 0}.

Dgl: y′ + y
x = 0.

y : (0,∞)→ R, y(x) = 1
x ist eine Lösung,

ȳ : (−∞, 0)→ R, ȳ(x) = 17
x ist eine weitere Lösung.

(3) n = 1, p = 2. Mit y = (y1, y2) :

y′ =

(
y′1
y′2

)
=

(
−y2

y1

)

y : R→ R2, y(x) = (cosx, sinx) ist eine Lösung.
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6. Differentialgleichungen: Grundbegriffe

Definition
Seien n, p ∈ N, D ⊆ R× Rp × . . .× Rp︸ ︷︷ ︸

n Faktoren

und f : D → Rp.

Eine Gleichung der Form
(ii) y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1))

heißt explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Ist (x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ D (fest), so heißt das Gleichungssystem

(iii)

{
y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1))

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(n−1)(x0) = yn−1

ein Anfangswertproblem (AWP)

y : I → Rp heißt eine Lösung von (ii), gdw. gilt:

• y ist auf I n-mal db,

• ∀x ∈ I : (x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)) ∈ D und

• ∀x ∈ I : y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)).

y : I → Rp heißt eine Lösung von (iii), gdw. gilt:

• y ist eine Lösung von (ii),

• x0 ∈ I und

• y(j)(x0) = yj (j = 0, . . . , n− 1)

Das AWP (iii) heißt eine eindeutig lösbar, gdw. gilt:

• (iii) hat eine Lösung und

• für je zwei Lösungen y1 : I1 → Rp, y2 : I2 → Rp von (iii) (I1, I2 Intervalle in R) gilt:
y1 ≡ y2 auf I1 ∩ I2

Beispiele:
(1)

AWP:

{
y′ = 2

√
|y|

y(0) = 0
(n = 1, p = 1)

y : R→ R, y(x) = 0 ist eine Lösung des AWPs,
ȳ : [0,∞)→ R, ȳ(x) = x2 ist eine weitere Lösung.

(2)

AWP:

{
y′ = 2y

y(0) = 1
(n = 1, p = 1)

y : R→ R, y(x) = e2x ist eine Lösung des AWPs.

Sei ȳ : I → R eine Lösung des AWPs. Wir definieren

g(x) :=
ȳ(x)

e2x
(x ∈ I)

20



.

Nachrechnen: g′(x) = 0 ∀x ∈ I =⇒ ∃c ∈ R : g(x) = c ∀x ∈ I =⇒ ȳ(x) = ce2x (x ∈ I).

1 = ȳ(0) = c =⇒ ȳ(x) = e2x ∀x ∈ I.

Das AWP ist also eindeutig lösbar.
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7. Lineare Differentialgleichungen 1.
Ordnung

Stets in diesem Paragraphen: n = p = 1, I ⊆ R sei ein Intervall und a, s : I → R stetig. Die
Differentialgleichung

y′ = a(x)y + s(x)

heißt eine lineare Differentialgleichung (1. Ordnung), sie heißt homogen, falls s ≡ 0,
anderenfalls inhomogen, s heißt Störfunktion.

Wir betrachten zunächst die zu obiger Gleichung gehörende homogene Gleichung

(H) y′ = a(x)y

Wegen Ana I, 23.14 besitzt a auf I eine Stammfunktion A.

Satz 7.1 (Lösung einer linearen Dgl 1. Ordnung)
Sei J ⊆ I ein Intervall und y : J → R eine Funktion. y ist eine Lösung von (H) auf
J ⇐⇒ ∃c ∈ R : y(x) = ceA(x)

Beweis
„⇐=“: y′(x) = ceA(x)A′(x) = a(x)y(x) ∀x ∈ J =⇒ y löst (H).

„=⇒“: g(x) := y(x)

eA(x) (x ∈ J). Nachrechnen: g′(x) = 0 ∀x ∈ J =⇒ ∃c ∈ R : g(x) = c ∀x ∈ J =⇒
y(x) = ceA(x) (x ∈ J). �

Satz 7.2 (Eindeutige Lösbarkeit eines linearen AWPs 1. Ordnung)
Seien x0 ∈ I und y0 ∈ R. Dann hat das

AWP:

{
y′ = a(x)y

y(x0) = y0

auf I genau eine Lösung.

Beweis
Sei c ∈ R und y(x) := ceA(x) (x ∈ I).

y0 = y(x0) ⇐⇒ y0 = ceA(x) ⇐⇒ c = y0e
−A(x0). �
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7. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel

AWP:

{
y′ = (sinx)y

y(0) = 1
(I = R)

a(x) = sinx, A(x) = − cosx; allgemeine Lösung der Dgl: y(x) = ce− cosx (c ∈ R)

1 = y(0) = ce− cos 0 = ce−1 =⇒ c = e.

Lösung des AWPs: y(x) = ee− cosx = e1−cosx (x ∈ R).

Wir betrachten jetzt die inhomogene Gleichung

(IH) y′ = a(x)y + s(x).

Für eine spezielle Lösung ys von (IH) auf I macht man folgenden Ansatz: ys(x) = c(x)eA(x),
wobei c : I → R db. Dieses Verfahren heißt Variation der Konstanten.

ys ist eine Lösung von (IH) auf I
⇐⇒ y′s(x) = a(x)ys(x) + s(x)
⇐⇒ c′(x)eA(x) + c(x)eA(x)a(x) = a(x)ys(x) + s(x)
⇐⇒ c′(x)eA(x) + a(x)ys(x) = a(x)ys(x) + s(x)
⇐⇒ c′(x)eA(x) = s(x)
⇐⇒ c′(x) = e−A(x)s(x)
⇐⇒ c ist eine Stammfunktion von e−As auf I.

Nach Ana I, 23.14 besitzt e−As eine Stammfunktion auf I.

Fazit: Die Gleichung (IH) besitzt Lösungen auf I.

Aus 7.1 folgt
LH = {y : I → R : y löst (H) auf I}

LIH := {y : I → R : y löst (IH) auf I}

Bekannt:
LIH 6= ∅

Satz 7.3 (Spezielle Lösungen bei AWPs)
J ⊆ I sei ein Intervall, ys ∈ LIH , x0 ∈ I, y0 ∈ R

(1) Ist y : J → R eine Lösung von (IH) auf J ⇒ ∃y1 ∈ LH : y = y1 + ys auf J .

(2) y ∈ LIH ⇔ y = y1 + ys mit y1 ∈ LH

(3) Das AWP y′ = a(x)y + s(x), y(x0) = y0, ist auf I eindeutig lösbar

Beweis
(1) y1 := y−ys auf J ⇒ y′1 = y′−y′s = a(x)y+s(x)−(a(x)ys+s(x))+s(x)) = a(x)(y−ys) =

a(x)y1 ⇒ y1 löst (H) auf J ⇒ ∃c ∈ R : y1(x) = ceA(x) ⇒ y(x) = ceA(x) + ys(x)∀x ∈ J
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(2) „⇒“: folgt aus (1) mit J = I
„⇐“: y = y1 + ys ⇒ y′ = y′1 + y′s = a(x)y1 + y(x)ys + s(x) = a(x)(y1 + ys) + s(x) =
a(x)y + s(x)⇒ y ∈ LH

(3) Sei c ∈ R und y(x) = ceA(x) + ys(x)
(2)⇒ y ∈ LIH ; y0 = y(x0) ⇔ ceA(x0) + ys(x0) = y0 ⇔

c = (y0 − ys(x0))e−A(x0)
�

Beispiel
(1) Bestimme die allgemeine Lösung von y′ = 2xy + x auf R

1. Schritt: homogene Gleichung: y′ = 2xy; allgemeine Lösung:
y(x) = cex

2
(c ∈ R)

2. Schritt: Ansatz für eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung:
ys(x) = c(x)ex

2 .
y′s = c′(x)ex

2
+ c(x)2xex

2 !
= 2xys(x) + x = 2xc(x)ex

2
+ x

⇒ c′(x) = xe−x
2 ⇒ c(x) = −1

2e
−x2

⇒ ys(x) = −1
2e
−x2ex

2
= −1

2
Allgemeine Lösung von y′ = 2xy + x:
y(x) = cex

2 − 1
2(c ∈ R)

(2) Löse das AWP: y′ = 2y + ex, y(0) = 1
1. Schritt: homogene Gleichung y′ = 2y,
allgemeine Lösung y(x) = ce2x(c ∈ R
2. Schritt: Ansatz für eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung:
ys(x) = c(x)e2x

y′s(x) = c′(x)e2x + c(x)2e2x !
= 2ys(x) + ex

= 2c(x)e2x + ex

⇒ c′(x)e2x = ex ⇒ c′(x) = e−x ⇒ c(x) = −e−x ⇒ ys(x) = −ex
Allgemein Lösung von y′ = 2y + ex : y(x) = ce2x − ex
3. Schritt: 1 = y(0) = c− 1⇒ c = 2
Lösung des AWP: y(x) = 2e2x − ex
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8. Differentialgleichungen mit getrennten
Veränderlichen

Stets in diesem Paragraphen: I, J seien Intervalle in R, f : I → R, g : J → R stetig, x0 ∈
I, y0 ∈ J .

Wir betrachten: (i) y′ = g(y)f(x),Differentialgleichung mit getrennten Veränderlichen

und das zugehörige AWP (ii)

{
y′ = g(y)f(x)

y(x0) = y0

Satz 8.1 (AWP mit getrennten Veränderlichen)
Sei y0 ∈ J0 und g(y) 6= 0 ∀y ∈ J . Dann esistiert ein Intervall Ix0 ∈ I und x0 ∈ Ix0 und es
gilt:

(1) Das AWP (ii) hat eine Lösung y : Ix0 → R

(2) Die Lösung aus (1) erhält man durch Auflösen der Gl∫ y(x)

y0

dt

g(t)
=

∫ x

x0

f(t)dt nach y(x)

(3) Ist U ⊆ I ein Intervall und u : U → R eine Lösung des AWPs, x0 ∈ U , =⇒ U ⊆ Ix0
und u = y auf U .

(4) Das AWP (ii) ist eindeutig lösbar.

Beweis
(4) folgt aus (3)

• Definiere G : J → R durch G(y) :=
∫ y
y0

dt
g(t) , G ist stetig db, G′ = 1

g auf J und G(y0) = 0.
g stetig, g(y) 6= 0 ∀y ∈ J =⇒ G′ > 0 auf J oder G′ < 0 auf J =⇒ ∃G−1 : G(J) →
J, K := G(J), K ist ein Intervall, 0 ∈ K, y0 ∈ J0 =⇒ 0 ∈ K0 =⇒ ∃ε > 0 : (−ε, ε) ⊆ K
Definiere F : I → R durch F (x) :=

∫ x
x0
f(t)dt; F ist stetig db, F ′ = f , F (x0) = 0. F stetig

in x0 =⇒ ∃δ > 0 : |F (x)− F (x0)| = |F (x)| < ε ∀x ∈ Uδ(x0) ∩ I︸ ︷︷ ︸
=:M0

M0 ist ein Intervall, x0 ∈M0, M0 ⊆ I, F (M0) ⊆ K
M := {M ⊆ I : M ist ein Intervall, x0 ∈ M, F (M) ⊆ K}, M0 ∈ M 6= ∅; Ix0 :=
∪M∈MM =⇒ Ix0 ∈M
Definiere y : Ix0 → R durch y(x) := G−1(F (x)). y ist stetig db auf Ix0 , y(x0) =
G−1(F (x0)) = G−1(0) = y0; ∀x ∈ Ix0 : G(y(x)) = F (x) =⇒ (2) und (Diff):G′(y(x))︸ ︷︷ ︸

= 1
g(y(x))

y′(x) =
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8. Differentialgleichungen mit getrennten Veränderlichen

F ′(x) = f(x) =⇒ y′(x) = g(y(x))f(x) ∀x ∈ Ix0 =⇒ (1)

(3) Sei u : U → R eine Lösung des AWPs, U ⊆ I. u(x0) = y0 und u′(t) = g(u(t))f(t) ∀t ∈
U =⇒ f(t) = u′(t)

g(u(t)) ∀t ∈ U, u(U) ⊆ J

∀x ∈ U : F (X) =
∫ x
x0
f(t)dt =

∫ x
x0

u′(t)
g(u(t))dt =

Subst:
s = u(t)
ds = u′(t)dt

=
∫ u(x)
y0

ds
g(s) = G(u(x)) Also:

F (x) = G(u(x)) ∀x ∈ U). x ∈ U =⇒ u(x) ∈ J =⇒ G(u(x)) ∈ G(J) = K =⇒ F (x) ∈
K =⇒ F (U) ⊆ K =⇒ U ∈M =⇒ U ⊆ Ix0 .
F (x) = G(u(x)) ∀x ∈ U =⇒ u(x) = G−1(F (x)) = y(x) ∀x ∈ U

Der Fall G(y0) = 0. y(x) = y0 ist eine Lösung des AWPs. �

Beispiel
Untersuchung des AWPs:

AWP :

{
y′ =

√
|y|

y(0) = 0
(I = J = R)

y1(x) = 0 ist eine Lösung des AWPs
y2(x) = x2

4 ist eine Lösung des AWPs auf [0,∞)

y3(x) =

{
x2

4 x > 0
0 x ≤ 0

ist eine Lösung des AWPs auf R. Mehrdeutige Lösbarkeit, da nicht gilt: g(y) 6= 0 auf J .

Verfahren für die Praxis: Trennung der Veränderlichen (TDV): Schreibe (i) in der Form:
dy
dx = f(x)g(y). TDV: dy

g(y) = f(x)dx =⇒ (iii)
∫ dy
g(y) =

∫
f(x)dx+ c (c ∈ R)

Die allgemeine Lösung von (i) erhält man durch Auflösen von (iii) in der Form y = y(x; c).
Die Lösung von (ii) erhält man, indem man c der Bedingung y(x0) = y0 anpasst.

Beispiele:
(1) y′ = −2xy2 (∗) (g(y) = y2). dy

dx = −2xy2

TDV: dy
y2

= −2xdx =⇒
∫ dy
y2

=
∫

(−2x)dx + c =⇒ − 1
y = −x2 + c =⇒ y = 1

−c+x2 .
Allgemeine Lösung von (∗) y(x) = 1

x2−c (c ∈ R)

(1.1)

AWP:

{
(∗)
y(0) = −1

−1 = y(0) = −1
c =⇒ c = 1 =⇒ Lösung des AWPs: y(x) = 1

x2−1
auf (−1, 1) (= Ix0)

(1.2)

AWP:

{
(∗)
y(0) = 1

1 = y(0) = −1
c =⇒ c = −1 =⇒ Lösung des AWPs: y(x) = 1

x2+1
auf R (= Ix0)
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(1.3)

AWP:

{
(∗)
y(0) = 0

0 = y(0) = −1
c =⇒ AWP hat die Lösung y ≡ 0, allerdings ist das Verfahren hier nicht

anwendbar.

(2)

Dgl: y′ =
x2

1− x
· 1 + y

y2

dy
dx = x2

1−x ·
1+y
y2

=⇒ y2

1+ydy = x2

1−x =⇒
∫ y2

1+ydy =
∫

x2

1−xdx+ c

Nachrechnen: y
2

2 −y+log(1 + y) = −x2

2 −x− log(1− x)+c (Lösungen in impliziter Form).
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9. Einige Typen von Differentialgleichungen
1. Ordnung

(I): y′ = f( yx). Setze u := y
x . Dies führt auf eine Differentialgleichung mit getrennten Verän-

derlichen für u.

Beispiel

AWP:

{
y′ = y

x −
x2

y2

y(1) = 1

u :=
y

x
=⇒ y = xu

y′ = u+ xu′ =⇒ u+ xu′ = u− 1

u2

=⇒ u′ = − 1

xu2

=⇒ du

dx
= − 1

xu2

=⇒ u2du = −1

x
dx

=⇒ 1

3
u3 = − log x+ c

=⇒ u3 = −3 log x+ 3c (c ∈ R)

u(1) =
y(1)

1
= 1 =⇒ 1 = u3(1) = 3c

=⇒ c =
1

3

u3 = 1− 3 log x =⇒ y(x) = x 3
√

1− 3 log x auf (0, 3
√
e) (Lösung des AWPs)

(II) Bernoullische Differentialgleichung: y′ + p(x)y + q(x)yα = 0, wobei p und q stetig
sind und 0 6= α 6= 1. Dividiere durch yα und setze u := y1−α. Dies führt auf eine lineare
Differentialgleichung für u.

Beispiel
(∗) y′ − xy + 3xy2 = 0 (α = 2). Dann: y′

y2
− x

y + 3x = 0; u := 1
y =⇒ u′ = − y′

y2
=⇒

−u′−xu+ 3x = 0 =⇒ u′ = −xu+ 3x. Allgemeine Lösung hiervon: u(x) = ce−
1
2
x2 + 3 (c ∈ R).

Allgemeine Lösung von (∗): y(x) = 1

ce−
1
2x

3
+3

(c ∈ R)

(III) Riccatische Differentialgleichung: (∗) y′ + g(x)y + h(x)y2 = k(x), wobei g, h, k stetig
sind. Sei y1 eine bekannte Lösung von (∗); setze z := 1

y−y1 . Nachrechnen: (∗∗) z′ = (g(x) +
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9. Einige Typen von Differentialgleichungen 1. Ordnung

2y1(x)h(x))z + h(x) (lin. Dgl für z). Die allgemeine Lösung von (∗) lautet: y(x) = y1(x) + 1
z(x)

wobei z die allgemeinen Lösungen von (∗∗) durchläuft.
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10. Exakte Differentialgleichungen

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei D ⊆ R2 stets ein Gebiet, P,Q ∈ C(D,R) und
(x0, y0) ∈ D

Wir betrachten die Gleichung P (x, y) + Q(x, y)y′ = 0. Diese Gleichung schreibt man in der
Form:

(i) P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. Weiter betrachten wir das AWP:

(ii)

{
P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

y(x0) = y0

Erinnerung: Analysis 2, Paragraph 14

(1) Eine Funktion F ∈ C1(D,R) heißt eine Stammfunktion von (P,Q) :⇐⇒ Fx = P, Fy = Q.

(2) Ist D sternförmig und sind P,Q ∈ C1(D,R), so gilt: (P,Q) hat auf D eine Stammfunktion
⇐⇒ Py = Qx auf D.

Definition
Die Gleichung (i) heißt auf D exakt :⇐⇒ (P,Q) besitzt auf D eine Stammfunktion.

Satz
Die Gleichung (i) sei auf D exakt und F sei eine Stammfunktion (P,Q) auf D.

(1) Sei I ⊆ R ein Intervall, y : I → R differenzierbar und (x, y(x)) ∈ D ∀x ∈ I. y ist eine
Lösung von (i) auf I ⇐⇒ ∃c ∈ R : F (x, y(x)) = c ∀x ∈ I.

(2) Ist Q(x0, y0) 6= 0, so existiert eine Umgebung U von x0: das AWP (ii) hat auf U genau
eine Lösung.

Beweis
(1) g(x) := F (x, y(x)) (x ∈ I); g ist differenzierbar auf I und g′(x) = Fx(x, y(x)) · 1 +

Fy(x, y(x))y′(x) = P (x, y(x)) + Q(x, y(x))y′(x). y ist eine Lösung von (i) ⇐⇒ g′(x) =
0 ∀x ∈ I ⇐⇒ ∃c ∈ R : g(x) = c ∀x ∈ I ⇐⇒ ∃c ∈ R : F (x, y(x)) = c ∀x ∈ I.

(2) f(x, y) := F (x, y) − F (x0, y0) ((x, y) ∈ D). f(x0, y0) = 0, fy(x0, y0) = Fy(x0, y0) =
Q(x0, y0) 6= 0. Analysis 2, Paragraph 10 =⇒ ∃ Umgebung U von x0, V von y0 und
genau eine differenzierbare Funktion y : U → V mit: U × V ⊆ D, y(x0) = y0 und

f(x, y(x)) = 0 ∀x ∈ U =⇒ F (x, y(x)) = F (x0, y0) ∀x ∈ U (1)
=⇒ Behauptung. �

Beispiele:
(1)

AWP:

{
xdx+ ydy = 0

y(0) = 1, (D = R2, P = x,Q = y)
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10. Exakte Differentialgleichungen

Py = Qx =⇒ die Dgl. ist auf D exakt. F (x, y) = 1
2(x2 + y2) ist eine Stammfunktion

von (P,Q) auf D. 1
2(x2 + y2) = c ⇐⇒ y2 = 2c − x2 ⇐⇒ y(x) = ±

√
2c− x2 (c ∈ R)

allgemeine Lösung der Dgl. 1 = y(0)2 − 2c =⇒ c = 1
2 . Lösung des AWPs: y(x) =

+
√

1− x2 auf (−1, 1).

(2)

AWP:

{
xdx+ ydy = 0

y(0) = 0

0 = y(0)2 = 2c =⇒ c = 0 =⇒ y2 = −x2, Widerspruch! Das AWP ist nicht lösbar.

(3)

AWP:

{
xdx− ydy = 0

y(0) = 0

F (x, y) = 1
2(x2−y2) ist eine Stammfunktion von (P,Q) auf R2. 1

2(x2−y2) = c ⇐⇒ y2 =

x2 − 2c; also: y(x) = ±
√
x2 − 2c. 0 = y(0)2 = −2c =⇒ c = 0. y(x) = x und y(x) = −x

sind Lösungen des AWPs auf R.

(4) D = (0,∞)× (0,∞); (∗) 1

y
dx︸︷︷︸

=P

+
1

x
dy︸︷︷︸

=Q

= 0. Py = − 1
y2
, Qx = − 1

x2
=⇒ (∗) ist auf D nicht

exakt. Multiplikation von (∗) mit xy︸︷︷︸
6=0

=⇒ (∗∗) xdx+ ydy = 0.

Definition
Sei µ ∈ C(D,R) und µ(x, y) 6= 0 ∀(x, y) ∈ D.
µ heißt ein Multiplikator von (i) auf D :⇐⇒ (iii) (µP )dx+ (µQ)dy = 0 ist auf D exakt.

Bemerkung: Es sei µ ∈ C(D,R) und µ(x, y) 6= 0 ∀(x, y) ∈ D

(1) Ist I ⊆ R ein Intervall, y(I) → R eine Funktion und (x, y(x)) ∈ D ∀x ∈ I, so gilt: y ist
Lösung von (i) auf I ⇐⇒ y ist Lösung von (iii) auf I.

(2) Ist D sternförmig und sind P,Q, µ ∈ C1(D,R), so gilt: µ ist Multiplikator von (i) auf D
⇐⇒ (µP )y = (µQ)x auf D.

(3) Hängt f := 1
Q(Py −Qx) nur von x ab, so ist µ(x) = e

∫
f(x)dx ein Multiplikator.

Hängt f := 1
P (Py −Qx) nur von y ab, so ist µ(x) = e−

∫
f(y)dy ein Multiplikator.

Beispiel

(∗) (2x2y + 2xy3 + y)︸ ︷︷ ︸
=P

dx+ (3y2 + x)︸ ︷︷ ︸
=Q

dy = 0

Py = 2x2 + 6xy2 + 1; Qx = 1 =⇒ (∗) ist nicht exakt. Py−QxQ = 2x =⇒ µ(x) = ex
2 ist

ein Multiplikator. Lösung von (∗) in impliziter Form: (xy(x) + y(x)3)ex
2

= c (c ∈ R).
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11. Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

In diesem Paragraphen sei X stets ein Vektorraum (VR) über K, wobei K = R oder K = C.
Definition
Eine Abbildung ‖ · ‖ : X → R heißt eine Norm auf X :⇐⇒

(i) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ X; ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

(ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖ ∀α ∈ R, x ∈ X

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Dreiecks-Ungleichung)

In diesem Fall heißt (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum (NR). Meist schreibt man nur X statt
(X, ‖ · ‖).
Beispiele:
(1) X = Kn, für x = (x1, . . . , xn): ‖x‖ =

(∑n
j=1 |xj |2

) 1
2 . Analysis II =⇒ (X, ‖ · ‖) ist ein

normierter Raum.

(2) A ⊆ Rn sei beschränkt und abgeschlossen. X = C(A,Rn);
‖f‖∞ = max{‖f(x)‖, x ∈ A} (f ∈ X). Dann ist (X, ‖ · ‖∞) ein normierter Raum.

(3) X = L(Rn). Für f ∈ L(R): ‖f‖1 :=
∫
Rn |f(x)|dx; ‖f‖2 :=

(∫
Rn |f(x)|2dx

) 1
2 ; Analysis II

16.1 =⇒ ‖·‖1 hat die Eigenschaft (ii) und (iii) einer Norm, ‖f‖1 ≥ 0 aber ‖f‖1 = 0 ⇐⇒
f = 0 fast überall auf Rn.
Es ist üblich, zwei Funktionen f, g ∈ L(Rn) als gleich zu betrachten, wenn f = g fast
überall. In diesem Sinne: (L(R), ‖ · ‖1) ist ein normierter Raum.

Für den Rest des Paragraphen sei (X, ‖ · ‖) stets ein normierter Raum. Wie in Analysis II zeigt
man:

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ X
‖x− y‖ heißt Abstand von x und y.
Definition
Sei (xn) eine Folge in X

(1) (xn) heißt konvergent :⇐⇒ ∃x ∈ X : ‖xn − x‖ = 0 (n→∞)
In diesem Fall ist x eindeutig bestimmt (Beweis wie in Rn) und heißt der Grenzwert (GW)
oder Limes von (xn). Man schreibt:

xn → x (x→∞) oder xn →∞ oder lim
n→∞

xn = x

(2)
∑∞

n=1 xn bedeutet die Folge (sn) wobei sn := x1 + · · ·+ xn (n ∈ N)∑∞
n=1 xn heißt konvergent :⇐⇒ (sn) ist konvergent.∑∞
n=1 xn heißt divergent :⇐⇒ (sn) ist divergent.

Im Konvergenzfall:
∑∞

n=1 xn := limn→∞ sn
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11. Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

Wie üblich zeigt man: Aus xn → x und yn → y folgt:

xn + yn = x+ y

αxn → αx (α ∈ K)

‖xn‖ → ‖x‖

Definition
Sei (xn) eine Folge in X und A ⊆ X

(1) A heißt konvex :⇐⇒ aus x, y ∈ A und t ∈ [0, 1] folgt stets: x+ t(y − x) ∈ A

(2) A heißt beschränkt :⇐⇒ ∃c ≥ 0 : ‖x‖ ≤ c ∀x ∈ A

(3) A heißt abgeschlossen : ⇐⇒ der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus A gehört zu
A

(4) A heißt kompakt :⇐⇒ jede Folge in A enthält eine konvergente Teilfolge, deren Grenz-
wert zu A gehört.

(5) (xn) heißt eine Cauchyfolge (CF) in X :⇐⇒
∀ε > 0 ∃n0 ∈ R : ‖xn − xm‖ < ε ∀n,m ≥ n0

Bemerkung: (1) Wie in Analysis II: (xn) konvergiert =⇒ (xn) ist eine Cauchyfolge in X

(2) Ist A ⊆ Rn: A ist kompakt :⇐⇒ A ist beschränkt und abgeschlossen (Analysis II, 2.2)

(3) A kompakt =⇒ A abgeschlossen

(4) X = C[a, b] mit ‖ · ‖∞. Sei (fn) eine Folge in X und f ∈ X. Dann (fn) → f bezüglich
‖ · ‖∞ ⇐⇒ (fn) konvergiert auf [a, b] gleichmäßig gegen f (Analysis I, Übungsblatt 10,
Aufgabe 37)

Beispiel
X = C[−1, 1] mit ‖ · ‖2 =

(∫ 1
−1 |f(x)|2dx

) 1
2 .

fn =


−1, 1 ≤ x ≤ − 1

n

nx, − 1
n ≤ x ≤

1
n

1, 1
n ≤ x ≤ 1

In der Übung: (fn) ist eine Cauchyfolge in X, aber es existiert kein f ∈ X : fn → f (bezüglich
‖ · ‖2)

Definition
Ein normierter RaumX heißt vollständig oder einBanachraum (BR) :⇐⇒ jede Cauchyfolge
in X ist konvergent.

Beispiele:
(1) Sei X und ‖ · ‖2 wie im obigen Beispiel. Dann ist X kein Banachraum.

(2) Rn ist mit der üblichen Norm ein Banachraum (Siehe Analysis II)

(3) C[a, b] ist mit ‖ · ‖∞ ein Banachraum (Analysis I, Übungsblatt 10, Aufgabe 37)

(4) L(Rn) ist mit ‖ · ‖1 ein Banachraum (Analysis II, 18.1)

36



Definition
X sei ein normierter Raum, x0 ∈ X und ε > 0.

(1) Uε(x0) := {x ∈ X : ‖x− x0‖ < ε} heißt ε - Umgebung von U

(2) D ⊆ X heißt offen :⇔ ∀x ∈ D ∃ε = ε(x) > 0 : Uε(x) ⊆ D

Wie in Analysis 2 zeigt man:

Satz 11.1 (Verweis auf Analysis 2.3(3))
(1) D ist offen :⇔ X \D ist abgeschlossen.

(2) Ist A ⊆ X kompakt, so gilt die Aussage des Satzes 2.3(3) aus Analysis 2 wörtlich

Definition (Operator)
X sei ein normierter Raum, A ⊆ X und T : A→ X eine Abbildung. T heißt auch ein Operator
auf A, man schreibt meist Tx statt T (x) (x ∈ A).

(1) x∗ heißt ein Fixpunkt von T :⇔ Tx∗ = x∗.

(2) T heißt in x0 ∈ A stetig :⇔ für jede Folge (xn) in A. mit xn → x0 : Txn → Tx0 .
(Übung: ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ‖Tx − T0‖ < ε ∀x ∈ Uδ(x0) ∩A)

(3) T heißt stetig auf A :⇔ T ist stetig in jedem x ∈ A.

(4) T heißt auf A kontrahierend :⇔ ∃ L ∈ [0, 1) : ‖Tx − Ty‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ A

Beispiel (Wichtig!)
x = C[a, b] ist mit ‖ · ‖∞ ein Banachraum. Definiere T : X → X durch (Ty)(x) = y0 +∫ x
x0
f(t, y(t))dt (x ∈ [a, b]) wobei x0 ∈ [a, b], y0 ∈ R und f : [a, b]×R→ R stetig. (Ty ∈ C1[a, b])

Behauptung: T ist stetig auf X.

Beweis
Sei z0 ∈ X. Sei z ∈ X mit ‖z − z0‖ ≤ 1. ∀t ∈ [a, b] : |z(t)| ≤ ‖z‖∞ = ‖z − z0 + z0‖∞ ≤
‖z − z0‖∞ + ‖z0‖∞ ≤ 1 + ‖z0‖∞ =: γ

R := [a, b]× [−γ, γ]. D.h. (t, z(t)) ∈ R ∀t ∈ [a, b] ∀z ∈ X mit ‖z − z0‖∞ ≤ 1.

f ist glm. stetig auf R (da R kompakt). Sei ε > 0. ∃ δ > 0 : |f(α) − f(β)| < ε ∀α, β ∈ R mit
‖α− β‖ < δ und δ ≤ 1.

Sei z ∈ X mit ‖z − z0‖∞ < δ ≤ 1. Dann: ‖(t, z(t)) − (t, z0(t))‖ = ‖(0, z(t) − z0(t))‖ =
|z(t)− z0(t)| ≤ ‖z − z0‖∞ < δ ∀ t ∈ [a, b]

=⇒ |f(t, z(t))− f(t, z0(t))| < ε ∀ t ∈ [a, b]

=⇒ |(Tz)(x)− (Tz0)(x)| = |
∫ x
x0

(f(t, z(t)))− (f(t, z0(t)))dt| ≤ ε|x− x0| ≤ (b− a) ∀ x ∈ [a, b]

=⇒ ‖Tz − Tz0‖∞ ≤ ε(b− a) =⇒ T ist stetig in z0. �
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11. Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

Satz 11.2 (Fixpunktsatz von Banach)
X sei ein Banachraum. A ⊆ X sei abgeschlossen, T : A → X sei kontrahierend, also
∃ L ∈ [0, 1) : ‖Tx − Ty‖ ≤ L‖x − y‖ ∀x, y ∈ A und es sei T (A) ⊆ A. Dann hat T genau
einen Fixpunkt x∗ ∈ A.

Sei x0 ∈ A beliebig und xn+1 := Txn(n ≥ 0). Dann:

(i) xn ∈ A ∀n ∈ N0

(ii) xn → x∗

(iii) ‖xn − x∗‖ ≤ Ln

1−L‖x0 − x1‖ ∀n ∈ N0.

(xn) heißt Folge der sukzessiven Approximation.

Beweis
Sei x0 ∈ A. Definiere xn+1 := Txn(n ≥ 0) =⇒ (i).

‖xk+1 − xk‖ = ‖Txk − Txk−1
‖ ≤ L‖xk − xk−1‖(∀k ≥ 1)

Induktiv: ‖xk+1 − xk‖ ≤ Lk‖xk − x0‖ ∀k ≥ 0

Seien m,n ∈ N,m > n. ‖xm − xn‖ = ‖xm − xm−1 + xm−1 − xm−2 + · · · + xn+1 − xn‖ ≤
‖xm − xm−1‖ + ‖xm−1 − xm−2‖ + · · · + ‖xn+1 − xn‖ ≤ (Lm

1
+ Lm−2 + · · · + Ln)‖x1 − x0‖ =

Ln (1 + L+ · · ·+ Lm−1−n)︸ ︷︷ ︸
≤
∑∞
i=0 L

j= 1
1−L

‖x1 − x0‖ ≤ Ln

1−L‖x1 − x0‖(∗)

(∗) =⇒ (xn) ist eine Cauchy-Folge in X. X Banachraum =⇒ ∃x∗ ∈ X : xn → x∗. (iii) folgt
aus (∗) mit m→∞

A abgeschlossen =⇒ x∗ ∈ A

‖Tx∗−x∗‖ = ‖Txj−xn+1+xn+1−x∗‖ ≤ ‖Tx∗−xn+1︸ ︷︷ ︸
=Txn

‖+‖xn+1−x∗‖ ≤ L‖x∗ − xn‖+ ‖xn+1 − x∗‖︸ ︷︷ ︸
→0(n→∞)

=⇒

‖Tx∗ − x∗‖ = 0 =⇒ Tx∗ = x∗

Sei z ∈ A und Tz = z. ‖x∗ − z‖ = ‖Tx∗ − Tz‖ ≤ L‖x∗ − z‖; wäre ‖x∗ − z‖ 6= 0 =⇒ L ≥ 1,
Wid., also x∗ = z. �

Ohne Beweis:

Satz 11.3 (Fixpunktsatz von Schauder)
X sei ein normierter Raum, A ⊆ X sei konvex und kompakt und T : A→ X sei stetig und
T (A) ⊆ A. Dann hat T einen Fixpunkt (in A).
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Satz 11.4 (Konvergente Teilfolgen von Funktionen)
Sei I = [a, b] ⊆ R, x0 ∈ I, y0 ∈ R, M ≥ 0 und (yn) eine Folge in C(I) mit: yn(x0) =
y0 ∀n ∈ N und |yn(x) − yn(x)| ≤ M |x − x| ∀n ∈ N ∀x, x ∈ I Dann enthält (yn) eine auf I
gleichmäßig konvergente Teilfolge.

Beweis
F := {yn : n ∈ N}. F ist auf I gleichstetig. ∀n ∈ N ∀x ∈ I : |yn(x)| = |yn(x) − y0 + y0| ≤
|yn(x) − y0| + |y0| = |yn(x) − yn(x0)| + |y0| ≤ M |x − x0| + |y0| ≤ M(b − a) · |y0| =⇒ F ist
gleichmäßig beschränkt. 1 =⇒ Behauptung. �

Satz 11.5 (Konvexe und Kompakte Teilmenge)
I = [a, b] ⊆ R, x0 ∈ I, y0 ∈ R, M ≥ 0,
A := {y ∈ C(I) : y(x0) = y0 und |y(x)− y(x)| ≤M |x− x| ∀x, x ∈ I}
Dann ist A eine nicht leere, konvexe und kompakte Teilmenge des Banachrau-
mes (C(I), ‖ · ‖∞).

Beweis

A 6= ∅ (y(x) ≡ y0 =⇒ y ∈ A)

Übung: A ist konvex.

Sei (yn) ein Folge in A. 11.4 =⇒ (yn) enthält eine auf I gleichmäßig konvergente Teilfolge
(ynk), y(x) := limn→∞ ynk(x) (x ∈ I)

A I
=⇒ y ∈ C(I)

z.zg: y ∈ A. y(x0) = limn→∞ynk(x0) = y0

∀k ∈ N ∀x, x ∈ I : |ynk(x)− ynk(x)| ≤M |x− x| k→∞
===⇒ |y(x)− y(x)| ≤M |x− x|. Also: y ∈ A�
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12. Der Existenzsatz von Peano

Definition
Sei D ⊆ R2, f : D → R eine Funktion und (x0, y0) ∈ D und I ⊆ R ein Intervall. Die Gleichung:

(i) y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t))dt (x ∈ I)

heißt eine Integralgleichung. y ∈ C(I) heißt eine Lösung von (i) auf I :⇐⇒ (t, y(t)) ∈ D
∀t ∈ I und es gilt (i) ∀x ∈ I.
Wir betrachten auch noch das AWP

(ii)

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

Satz 12.1 (Zusammenhang Integral- und Differenzialgleichung)
D, f, (x0, y0) und I seien wie oben und y ∈ C(I). Es sei f ∈ C(D,R).

(1) y ist eine Lösung von (i) auf I ⇐⇒ y ist eine Lösung von (ii) auf I

(2) Sei I = [a, b] und D = I × R. Ist T : C(I) → C(I) def. durch (Ty)(x) := y0 +∫ x
x0
f(t, y(t))dt, x ∈ I, so gilt: y ist eine Lösung von (ii) auf I ⇐⇒ Ty = y

Beweis
(1) " =⇒ ": y(x0) = y0; Durch Differentation: y′(x) = f(x, y(x)) ∀x ∈ I

"⇐": y′(x) = f(t, y(t)) ∀t ∈ I und y(x0) = y0 =⇒
∫ x
x0
f(t, y(t))dt =

∫ x
x0
y′(t)dt =

y(x)− y(x0) = y(x)− y0 ∀x ∈ I

(2) Ty = y ⇐⇒ y löst (i) auf I ⇐⇒ y löst (ii) auf I. �

Satz 12.2 (Lösungen auf Teilintervallen)
Sei D ⊆ R2, f : D → R eine Funktion und Γ 6= ∅ (Γ ist Indexmenge). Für jedes γ ∈ Γ sei
yγ : Iγ → R (wobei Iγ ⊆ R ein Intervall) eine Lösung der Dgl.:

(+) y′(x) = f(x, y)

auf Iγ .
Weiter sei

⋂
γ∈Γ Iγ 6= ∅ und für je zwei Lösungen yγ1 : Iγ1 → R, yγ2 : Iγ2 → R von (+) gelte

yγ1 = yγ2 auf Iγ1 ∩ Iγ2 .
Setzt man I :=

⋃
γ∈Γ Iγ und y(x) := yγ(x), falls x ∈ Iγ , so ist I ein Intervall und y eine

Lösung von (+) auf I.
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Beweis
Übung. �

Folgerung 12.3
Sei I = [a, b], S := I × R, f : S → R eine Funktion, x0 ∈ (a, b), y0 ∈ R, I1 := [a, x0], I2 := [x0, b]
und y1 : I1 → R, y2 : I2 → R seien Lösungen des AWPs{

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

auf I1 bzw I2. Definiert man y : I → R durch

y(x) :=

{
y1(x), falls x ∈ I1

y2(x), falls x ∈ I2

so ist y eine Lösung des AWPs auf I.

Satz 12.4 (Der Existenzsatz von Peano (Version I))
I und S seien wie in 12.3, x0 ∈ I, y0 ∈ R und f ∈ C(S,R) sei beschränkt. Dann hat das
AWP: {

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

eine Lösung auf I.

Wir führen zwei Beweise. In beiden sei M := sup{|f(x, y)| : (x, y) ∈ S} und T : C(I) → C(I)
sei definiert durch (Ty)(x) := y0 +

∫ x
x0
f(t, y(t)) (x ∈ I)

Beweis (mit 11.3)
Sei A ⊆ C(I) sei wie in 11.5 (mit obigen M). 11.5 =⇒ A 6= ∅, A ist konvex und kompakt.
T : A → C(I) ist stetig. Wegen 11.3 und 12.1(2) ist nur noch zu zeigen: T (A) ⊆ A. Sei y ∈ A.
Dann (Ty)(x0) = y0. Weiter gilt
∀x, x ∈ I : |(Ty)(x)− (Ty)(x)| = |

∫ x
x f(t, y(t))︸ ︷︷ ︸

≤M

dt| ≤M · |x−x|. Also: Ty ∈ A. Somit: T (A) ⊆ A�

Beweis (Nr.2)
Wir unterscheiden 3. Fälle: x0 = a, x0 = b und x0 ∈ (a, b). Wir führen den Beweis nur für den
Fall x0 = a (den Fall x0 = b zeigt man analog; der Fall x0 ∈ (a, b) folgt aus 12.3 und den ersten
beiden Fällen).
Sei also x0 = a. o.B.d.A. x0 + 1

n = a+ 1
n ∈ I ∀n ∈ I.

Für n ∈ N definieren wir zn : (−∞, b]→ R durch

zn(x) :=

{
y0, falls x ≤ x0 = a

y0 +
∫ x
x0
f(t, zn(t− 1

n)dt, falls x ∈ I
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Beh.: zn ist auf I wohldefiniert.
Sei x ∈ [x0, x0 + 1

n ] und t ∈ [x0, x] =⇒ t− 1
n ≤ x−

1
n ≤ x0 =⇒ zn(t− 1

n) = y0 =⇒ zn(x) =
y0 +

∫ x
x0
f(t, y0)dt, also zn(x) ist wohldef.

Sei x ∈ [x0 + 1
n , x0 + 2

n ] und t ∈ [x0, x] =⇒ t− 1
n ≤ x−

1
n ∈ [x0, x0 + 1

n ] =⇒ zn(t− 1
n) wohldef.

=⇒ zn(x) ist wohldefiniert, etc...

Übung: zn ∈ C(−∞, b].

Insbesondere: zn ∈ C(I). Es ist zn(x0) = y0. Für x, x ∈ I : |zn(x) − zn(x)| = |
∫ x
x f(t, zn(t −

1
n))dt| ≤ M · |x − x|. 11.4 =⇒ (zn) enthält eine auf I gleichmäßige konvergente Teilfolge.
o.B.d.A.: (zn) konvergiert auf I glm.
y(x) := limn→∞ zn(x) (x ∈ I). AI =⇒ y ∈ C(I). Also zn → y bzgl. ‖·‖∞. (‖zn − y‖∞ → 0
(n→∞));

gn(t) := zn(t− 1
n) (t ∈ I). ∀t ∈ I : |gn(t)−y(t)| = |gn(t)−zn(t)+zn(t)−y(t)| ≤ | zn(t− 1

n
)− zn(t)︸ ︷︷ ︸

≤M
n

|+

| zn(t)− y(t)︸ ︷︷ ︸
≤‖zn−y‖∞

|

=⇒ ‖gn(t)− y(t)‖∞ ≤
M
n + ‖zn − y‖∞ ∀n ∈ N =⇒ gn → y bzgl. ‖·‖∞ (glm. konv.)

T : C(I)→ C(I) ist stetig =⇒ Tgn → Ty bzgl. ‖·‖∞
(Tgn)(x) = y0 +

∫ x
x0
f(t, zn(t− 1

n))dt = zn(x)∀x ∈ I =⇒ Tgn = zn auf I.
Also Ty = y und damit folgt, y löst das AWP auf I. �

Satz 12.5 (Der Existenzsatz von Peano (Version II))
Es sei I = [a, b] ⊆ R, x0 ∈ I, y0 ∈ R, s > 0 und R := I × [y0 − s, y0 + s]
Es sei f ∈ C(R,R),M := max{|f(x, y)| : (x, y) ∈ R} und
J := I ∩ [x0 − s

M , x0 + s
M ]. Dann hat das AWP:{

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

eine Lösung auf J .

Beweis
S := I × R. Def. g : S → R durch:

g(x, y) =

{
f(x, y), (x, y) ∈ R
f
(
x, y0 + s y−y0|y−y0|

)
, x ∈ I, |y − y0| ≥ s

Dann: g = f auf R , |g| ≤M auf S und g ∈ C(S,R)
Betrachte das AWP

(+)

{
y′ = g(x, y)

y(x0) = y0
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12. Der Existenzsatz von Peano

12.4 =⇒ (+) hat eine Lösung y auf I. 12.1 =⇒

(∗) y(x) = y0 +

∫ x

x0

g(t, y(t))dt ∀x ∈ I

Sei x ∈ J. Sei y := y|J . Dann: |y(x)− y0| = |y(x)− y0|
(∗)
= |

∫ x
x0
g(t, y(t))dt| ≤M |x− x0| ≤M · sM = s =⇒ (x, y(x)) ∈ R

=⇒ (t, y(t)) ∈ R für t zwischen x und x0.
=⇒ y(x) = y0 +

∫ x
x0
f(t, g(t))dt ∀x ∈ J

12.1
==⇒ y löst das AWP auf J �

Satz 12.6 (Der Existenzsatz von Peano (Version III))
Sei D ∈ R2 offen, (x0, y0) ∈ D und f ∈ C(D,R). Dann ex. δ > 0 : das AWP{

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

hat eine Lösung y : K → R, wobei K = [x0 − δ, x0 + δ] (also x0 ∈ K0)

Beweis
D offen =⇒ ∃ r, s > 0 : R := [x0 − r, x0 + r]× [y0 − s, y0 + s] ⊆ D
M := max{|f(x, y)| : (x, y) ∈ R}
δ := max{r, sM },K := [x0 − δ, x0 + δ] 12.5 =⇒ Beh. �
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13. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz
von Picard - Lindelöf

EuE = Existenz und Eindeutigkeit

Definition
Sei D ⊆ R2 und f : D → R eine Funktion.
f genügt auf D einer Lipschitzbedingung (LB) bzgl. y : ⇐⇒
∃ γ ≥ 0 : |f(x, y)− f(x, y)| ≤ γ|y − y| ∀(x, y), (x, y) ∈ D (*)

Vorbetrachtungen: Sei I = [a, b], x0 ∈ I, y0 ∈ R, S := I × R und f ∈ C(S,R) genüge
auf S einer LB bzgl. y mit γ ≥ 0 wie in (*), T : C(I) → C(I) sei def. durch Ty(x) =
y0 +

∫ x
x0
f(t, y(t))dt (x ∈ I)

Aus 12.1 folgt: das AWP

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

hat auf I genau eine Lösung ⇐⇒ T hat genau einen Fixpunkt.
Frage: ist T bzgl. ‖·‖∞ kontrahierend?
Seien u, v ∈ C(I), x ∈ I : |Tu(x)− Tv(x)| = |

∫ x
x0
f(t, u(t))− f(t, v(t))dt|

≤ γ|
∫ x0
x |u(t)− v(t)|︸ ︷︷ ︸

≤‖u−v‖∞

dt ≤ γ ‖u− v‖∞ |
∫ x
x0
dt| = γ|x− x0| ‖u− v‖∞

≤ γ(b− a) ‖u− v‖∞
=⇒ ‖Tu − Tv‖ ist nur dann kontrahierend, wenn γ(b− a) < 1.

Sei ϕ(x) := e−2γ|x−x0| (x ∈ I) Auf C(I) def. die folgende Norm:
‖y‖ := max{ϕ(x)|y(x)| : x ∈ I}(= ‖ϕy‖∞)
α := min{ϕ(x) : x ∈ I} =⇒ 0 < α < ϕ < 1 auf I
=⇒ α‖y‖∞ ≤ ‖y‖ ≤ ‖y‖∞ ∀ y ∈ C(I)
Sei (yn) eine Folge in C(I) und y ∈ C(I)
α‖yn − y‖∞ ≤ ‖yn − y‖ ≤ ‖yn − y‖∞

Fazit: Konvergenz bzgl. ‖·‖ = Konvergenz bzgl ‖·‖∞ = gleichmäßige Konvergenz auf I.
(yn) ist CF bzgl. ‖·‖ ⇐⇒ (yn) ist CF bzgl. ‖·‖∞
(C(I), ‖·‖) ist ein Banachraum.

Behauptung
T ist bzgl. ‖·‖ kontrahierend. Seien u, v ∈ C(I), x ∈ I.
|Tu(x)− Tv(x)|

s.o.
≤ γ|

∫ x
x0
|u(t)− v(t)|dt| = γ|

∫ x
x0
|u(t)− v(t)|ϕ(t)︸ ︷︷ ︸

≤‖u−v‖

1
ϕ(t)dt|

≤ γ‖u− v‖ |
∫ x
x0
e−2γ|t−x0|dt| = γ‖u− v‖ 1

2γ (e−2γ|x−x0|− 1) ≤ 1
2‖u− v‖

1
ϕ(x) =⇒ ϕ(x)|(Tu)(x)−

(Tv)(x)| ≤ 1
2‖u− v‖ ∀x ∈ I
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13. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindelöf

=⇒ ‖Tu − Tv‖ ≤ 1
2‖u− v‖

Aus 11.2 und 12.1 folgt: 13.1

Satz 13.1 (EuE - Satz von Picard - Lindelöf (Version I))
I, x0, y0, S und f seien wie in der Vorbetrachtung und f genüge auf S einer LB bzgl. y.
Dann hat das AWP: {

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

auf I genau eine Lösung. Sei z0 ∈ C(I) beliebig und zn+1(x) := y0+
∫ x
x0
f(t, zn(t))dt (x ∈ I),

(also zn+1 = Tzn ,) dann konvergiert die Folge der sukzessiven Approximationen (zn) auf I
gleichmäßig gegen die Lösung des AWPs.

Beispiel

Zeige (mit 13.1): das AWP:

{
y′ = 2x(1 + y)

y(0) = 0
hat auf R genau eine Lösung. Berechne diese.

f(x, y) = 2x(1 + y) Sei a > 0 und I = [−a, a] Für (x, y), (x, y) ∈ I × R :
|f(x, y)− f(x, y)| = |2x| |y − y| ≤ 2a|y − y|
13.1 =⇒ das AWP hat auf I genau eine Lösung y. Sei z0(x) = 0.
z1(x) =

∫ x
0 2tdt = x2 ; z2(x) =

∫ x
0 2t(1 + t2)dt = x2 + 1

2x
4 ;

z3(x) = x2 + 1
2x

4 + 1
6x

6

Induktiv: zn(x) = x2 + 1
2!x

4 + 1
3!x

6 + . . .+ 1
n!x

2n

Analysis I =⇒ (zn) konvergiert auf I gleichmäßig gegen ex2 − 1
13.1 =⇒ y(x) = ex

2 − 1 auf I
a > 0 beliebig =⇒ y(x) = ex

2 − 1 ist die Lösung des AWPs auf R.

Satz 13.2 (Der EuE-Satz von Picard-Lindelöf (Version II))
Sei I = [a, b] ⊆ R, x0 ∈ I, y0 ∈ R, s > 0, R := I × [y0 − s, y0 + s] und f ∈ C(R,R). M :=
max{|f(x, y)| : (x, y) ∈ R}. f genüge auf R einer LB bzgl. y. Dann hat das AWP{

y′ = f(x.y)

y(x0) = y0

genau eine Lösung auf J := I ∩ [x0 − s
M , x0 + s

M ]. Diese Lösung kann iterativ gewonnen
werden (vgl. 13.1).

Beweis
Ähnlich wie 12.5 aus 12.4 gewonnen wurde. �

Definition
Sei D ⊆ R2 offen und f : D → R eine Funktion. f genügt auf D einer lokalen LB bzgl.
y : ⇐⇒ ∀(x0, y0) ∈ D ∃ Umgebung U von (x0, y0) mit: U ⊆ D und f genügt auf U einer LB
bzgl. y.
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Satz 13.3 (Partielle Differenzierbarkeit und lokale Lipschitzbedingung)
D und f seien wie in obiger Definition. Ist f auf D partiell db nach y und ist fy ∈
C(D,R) =⇒ f genügt auf D einer lokalen LB bzgl. y.

Beweis
Sei (x0, y0) ∈ D. D offen =⇒ ∃ε > 0 : U := Uε(x0, y0) ⊆ D. fy ist stetig =⇒ ∃γ :=
max{|fy(x, y)| : (x, y) ∈ U}.

Seien (x, y), (x, y) ∈ U : |f(x, y) − f(x, y)| MWS
= |fy(x, ξ)|︸ ︷︷ ︸

≤γ

|(y − y)| ≤ γ|y − y| mit ξ zwischen y

und y ( =⇒ (x, ξ) ∈ U). �

Bemerkung: Ist I = [a, b] und R := I × [c, d] (S := I × R) und f : R→ R (f : S → R) stetig
und partiell db nach y auf R (S) und fy ist beschränkt auf R (S). Wie im Beweis von 13.3
zeigen wir: f genügt auf R (S) einer LB bzgl. y.

Beispiel
R := [0, 1] × [−1, 1], f(x, y) = ex+y2 . Zeige: das AWP y′ = f(x, y), y(0) = 0 hat auf [0, 1

e2
]

genau eine Lösung.

Beweis
|f(x, y)| = exey

2 ≤ e · e = e2, f(1, 1) = e2 =⇒ M = max{|f(x, y)| : (x, y) ∈ R} = e2.

|fy(x, y)| = |2yex+y2 | = 2|y|ex+y2 ≤ 2e2 ∀(x, y) ∈ R =⇒ f genügt auf R einer LB bzgl. y.

13.2 =⇒ das AWP hat auf J = [0, 1] ∩ [− s
M ,

s
M ]

s=1
= [0, 1] ∩ [− 1

e2
, 1
e2

] = [0, 1
e2

] genau eine
Lösung. �

Satz 13.4 (Der EuE-Satz von Picard-Lindelöf (Version III))
Es sei D ⊆ R2 offen, (x0, y0) ∈ D und f ∈ C(D,R) genüge auf D einer lokalen LB bzgl. y.
Dann ist das AWP {

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

eindeutig lösbar. (zur Erinnerung d.h.: das AWP hat eine Lösung. y : I → R (I ein Intervall)
und für je zwei Lösungen y1 : I1 → R, y2 : I2 → R (I1, I2 Intervalle) gilt: y1 ≡ y2 auf I1∩I2).

Beweis
12.6 =⇒ das AWP hat eine Lösung. Seien y1 : I1 → R und y2 : I2 → R Lösungen des AWPs
(I1, I2 Intervalle).

Annahme: ∃x1 ∈ I1∩I2 : y1(x1) 6= y2(x1). Dann: x1 6= x0, etwa x1 > x0, dann: [x0, x1] ⊆ I1∩I2.

M := {x ∈ [x0, x1] : y1(x) = y2(x)} ⊆ [x0, x1], x0 ∈M. ξ0 := supM, y1, y2 stetig =⇒ y1(ξ0) =
y2(ξ0) =: η0.

47



13. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindelöf

Es gilt: y1(x) 6= y2(x) ∀x ∈ (ξ0, x1] (∗)

Wähle r, s > 0, dass ξ0 + r < x1, R := [ξ0, ξ0 + r] × [η0 − s, η0 + s] ⊆ D und f genügt auf R
einer LB bzgl. y.

Aus 13.2 folgt: ∃α ∈ (0, r) : das AWP (+)

{
y′ = f(x, y)

y(ξ0) = η0

hat auf [ξ0, ξ0 + α] genau eine

Lösung. y1 und y2 sind Lösungen von (+) auf [ξ0, ξ0 + α] =⇒ y1 ≡ y2 auf [ξ0, ξ0 + α],
Widerspruch zu (*). �
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14. Matrizenwertige und vektorwertige
Funktionen

Sei m ∈ N. Mm sei der Vektorraum aller (m×m)-Matrizen

A = (ajk) =

a11 · · · a1m
...

...
am1 · · · amm


über K (wobei K = R oder K = C). dimMm = m2

Sei A = (ajk) ∈Mm, mit a(k) bez. wir die k-te Spalte von A, also A = (a(1), . . . , a(m)).

E sei die Einheitsmatrix in Mm, also

E =

1 0
. . .

0 1

 = (e1, . . . , em), ek := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T .

Für A = (ajk) ∈Mm : Ā := (ajk) (also: A = Ā ⇐⇒ ajk ∈ R (j, k = 1, . . . ,m))

ReA := (Re ajk), ImA := (Im ajk). Dann: A = ReA+ i ImA.

ReA = 1
2(A+ Ā), ImA = 1

2i(A− Ā). Für B ∈Mm : AB = ĀB̄.

Sei A ∈ Mm. λ ∈ K heißt ein Eigenwert (EW) von A : ⇐⇒ ∃x ∈ Km : x 6= 0 und Ax = λx.
In diesem Fall heißt x ein Eigenvektor (EV) von A zum EW λ.

Ist A ∈ Mm, λ ∈ K, x ∈ Km und Ax = λx, so gilt, falls A = Ā : Ax = λx, wobei x =
(x1, . . . , xm), wenn x = (x1, . . . , xm).

p(λ) := det(A− λE) heißt das charakteristische Polynom von A. λ0 ∈ K ist ein EW von
A ⇐⇒ p(λ0) = 0. Ist λ0 eine q-fache Nullstelle von p, so heißt q die (algebraische) Vielfachheit
von λ0.

Sind λ1, . . . , λk EWe von A mit λj 6= λν (j 6= ν) und x(j) ein zu λj gehörender EV (j = 1, . . . , k),
so sind x(1), . . . , x(k) linear unabhängig im Km.

Bekannt aus der Linearen Algebra:

Satz 14.1 (Existenz der Jordan-Normalform)
Sei A ∈Mm, λ1, . . . , λk seien die verschiedenen EWe von A mit den Vielfachheiten q1, . . . , qk
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14. Matrizenwertige und vektorwertige Funktionen

(also: λj 6= λν (j 6= ν)) und q1 + . . . + qk = m). Es ex. eine invertierbare Matrix C =
(c(1), . . . , c(m)) ∈Mm mit:

C−1AC = diag(A1, . . . , Ak) :=


A1 0

A2

. . .
0 Ak


mit

Aj =


λj 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λj

 ∈Mqj

Ist speziell A = Ā, so kann man die EWe wie folgt anordnen:

λ1, . . . , λl ∈ C\R, λl+1 = λ1, . . . , λ2l = λl (∈ C\R), λ2l+1, . . . , λk ∈ R

Dann: Al+1 = Ā1, . . . , A2l = Āl; A2l+1, . . . , Ak sind reell.

q := q1 + · · ·+ ql. c
(q+1) = c(1), . . . , c(2q) = c(q), c(2q+1), . . . , c(m) ∈ Rm.

Definition
Sei z = x + iy ∈ C (x, y ∈ R), |z| = (x2 + y2)

1
2 (= ‖(x, y)‖). Sei (zn) eine Folge in C zn → z

bzgl. | · | ⇐⇒ Re zn → x, Im zn → y

Definition
Sei A = (ajk) ∈Mm, ‖A‖ := (

∑m
j,k=1 |ajk|2)

1
2 .

(Mm, ‖ · ‖) ist ein NR. Sei (An) = ((a
(n)
jk )) eine Folge in Mm

An → A bzgl. ‖ · ‖ ⇐⇒ ajk(n)→ ajk für j, k = 1, . . . ,m.
Insbesondere: (Mm, ‖ · ‖) ist ein BR. Analysis II, §1:
‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ ∀A,B ∈Mm, ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ ∀A ∈Mm, x ∈ Km

Erinnerung (Analysis II, §12): Sei y = (y1, . . . , ym) : [a, b]→ Rm. Es gelte: yj ∈ R[a, b] (j =

1, . . . ,m).
∫ b
a y(x)dx = (

∫ b
a y1(x)dx, . . . ,

∫ b
a ym(x)dx)(∈ Rm)

‖
∫ b
a y(x)dx‖ ≤

∫ b
a ‖y(x)‖dx

Definition
Sei ϕ ∈ C([a, b]) und ϕ > 0 auf [a, b].
Für y ∈ C([a, b],Rm) : ‖y‖ := max{ϕ(x)‖y(x)‖ : x ∈ [a, b]} Wie in §13: (C([a, b],Rm), ‖ · ‖) ist
ein BR. Und Konvergenz bzgl. ‖ · ‖ = glm. Konvergenz auf [a, b].
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Satz 14.2 (Konvex und Kompakt)
Sei I = [a, b] ⊆ R, x0 ∈ I, y0 ∈ Rm und M ≥ 0.
A := {y ∈ C(I,Rm) : y(x0) = y0, ‖y(x)− y(x)‖ ≤M |x− x| ∀x, x ∈ I}
Dann ist A eine konvexe und kompakte Teilmenge des Banachraumes (C(I,Rm), ‖ · ‖).

Beweis
Wie in 11.5 �

Definition
Sei I ⊆ R ein Intervall, [a, b] ⊆ I, A : I →M sei eine Matrixwertige Funktion.

A(x) = (ajk(x)) =

a11(x) · · · a1m(x)
...

...
am1(x) · · · amm(x)

 mit ajk : I → R.

A heißt in x0 stetig ⇐⇒ alle ajk sind in x0 stetig.
A heißt auf I stetig ⇐⇒ alle ajk sind auf I stetig.
A heißt auf I differenzierbar ⇐⇒ alle ajk sind auf I differenzierbar.
etc. . . .

Sind alle ajk ∈ R[a, b] :
∫ b
a A(x)dx := (

∫ b
a ajk(x)dx)

Übung: ‖
∫ b
a A(x)dx‖ ≤

∫ b
a ‖A(x)‖dx

Ist B : I → M eine weitere Funktion und y : I → Rm eine Funktion, A, B und y seien auf I
differenzierbar:
(AB)′ = A′B +AB′ (Reihenfolge beachten!), (Ay)′ = A′y +Ay′

(detA)′ =
∑m

k=1 det
(
a(1), . . . , a(k−1), (a(k))′, a(k+1), . . . , a(m)

)
wobei A = (a(1), . . . , a(m)) (Beweis: Übung)

Jetzt sei z = (z1, . . . , zm) : I → Cm eine Funktion und W = (wjk) : I → M eine Funktion
und wjk : I → C.
Sei z = u+ iv mit u, v : I → Rm. U := Re W und V := Im W .
Dann: W = U + iV, U, V : I →M (reellwertig)
Konvergenz, Stetigkeit, Ableitung, Integral, . . . werden über Real- und Imaginärteil definiert.
z.B.: W ′(x) = U ′(x) + iV ′(x), z′(x) = u′(x) + iv′(x),∫ b
a W (x)dx =

∫ b
a U(x)dx+ i

∫ b
a V (x)dx

Sei (An)∞n=0 = ((a
(n)
jk )) eine Folge in M. Sn := A0 +A1 + . . .+An.∑∞

n=0An heißt konvergent : ⇐⇒ (Sn) ist konvergent ⇐⇒ alle
∑∞

n=0 a
(n)
jk sind konvergent.∑∞

n=0An heißt divergent : ⇐⇒ (Sn) ist divergent ⇐⇒ ein
∑∞

n=0 a
(n)
jk ist divergent.

Im Konvergenzfall:
∑∞

n=0An = limn→∞ Sn = (
∑∞

n=0 a
(n)
jk )∑∞

n=0An heißt absolut konvergent : ⇐⇒
∑∞

n=0 ‖An‖ ist konvergent.

Wie in Ana 1 zeigt man:

51



14. Matrizenwertige und vektorwertige Funktionen

Satz 14.3 (Rechenregeln für Matrixreihen und -folgen)
(An), (Bn) seien Folgen in Mm, A,B ∈Mm.

(1)
∑∞

n=0An konvergiert absolut ⇐⇒ alle
∑∞

n=0 a
(n)
jk konvergieren absolut. In diesem

Fall ist
∑∞

n=0An konvergent und
‖
∑∞

n=0An‖ <
∑∞

n=0 ‖An‖

(2)
∑∞

n=0An,
∑∞

n=0Bn seien absolut konvergent.
Cn := A0Bn + A1Bn−1 + . . . + AmB0 (n ∈ N0) Dann konvergiert

∑∞
n=0Cn absolut

und
∑∞

n=0Cn = (
∑∞

n=0An)(
∑∞

n=0Bn)

(3) Aus An → A,Bn → B folgt: AnBn → AB

Definition
A0 := E(A ∈M)

Satz 14.4 (Absolute Konvergenz von Matrixreihen)
Sei

∑∞
n=0 anx

n eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0
(r =∞ ist zugelassen)
f(x) :=

∑∞
n=0 anx

n für x ∈ (−r, r). Sei A ∈ Mm und ‖A‖ < r. Dann ist
∑∞

n=0 anA
n

absolut konvergent.

f(A) :=

∞∑
n=0

anA
n

Beweis
‖A2‖ ≤ ‖A‖2, allgemein (induktiv): ‖An‖ ≤ ‖A‖n, ∀n ≥ 1
=⇒ ‖anAn‖ ≤ ‖an‖‖A‖n = |an|cn, c := ‖A‖ < r

Analysis I =⇒
∑∞

n=0 |an|cn ist konvergent Majorantenkrit.
=========⇒

∑∞
n=0 ‖anAn‖ ist konvergent =⇒

Beh. �

Beispiele 14.5
(1)

∑∞
n=0

xn

n! (= ex); eA :=
∑∞

n=0
An

n! (A ∈M)

Spezialfall: m = 1 Dann: ez =
∑∞

n=0
zn

n! für z ∈ C

(2)
∑∞

n=0 x
n (r = 1). Sei A ∈M, dann konvergiert

∑∞
n=0A

n absolut, falls ‖A‖ < 1.

Behauptung
(E −A) ist invertierbar und

∑∞
n=0A

n = (E −A)−1

Beweis
B :=

∑∞
n=0A

n, Sn :=
∑n

k=0A
k = E +A+ . . .+An

Sn(E−A) = (E−A) ·Sn = Sn−ASn = E+A+ . . .+An− (A+A2 + . . .+An+An+1) =
E −An+1
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‖An+1‖ ≤ ‖A‖n+1 → 0(n→∞) =⇒ An+1 → 0
=⇒ (E −A)Sn︸ ︷︷ ︸

→(E−A)B

= Sn(E −A)︸ ︷︷ ︸
→B(E−A)

→ E

=⇒ (E −A)B = B(E −A) = E =⇒ (E −A) ist invertierbar und
(E −A)−1 = B �

Satz 14.6 (Matrixexponentialrechnung)
Seien A,B ∈Mm.

(1) e0 = E, eαA = eαE (α ∈ K)

(2) eA = eA

(3) Ist A = diag(A1, ..., Ak), dann eA = diag(eA1 , ..., eAk)

(4) Ist C ∈Mm invertierbar =⇒ eC
−1AC = C−1eAC

(5) Ist AB = BA =⇒ eA+B = eAeB = eBeA

(6) eA ist invertierbar und (eA)−1 = e−A

Beweis
(1),(2) klar
(3) An = diag(An1 , ..., A

n
k) ∀n ∈ N =⇒ Beh.

(4) (C−1AC)2 = C−1ACC−1AC = C−1A2C. Induktiv: (C−1AC)n = C−1AnC =⇒ Beh.
(5) (A+B)n =

∑n
k=0

(
n
k

)
AkBn−k (da AB=BA). Rest: wie in AI (13.5), beachte Cauchyprodukt

(14.3(2))
(6) eA · e−A = e−A · eA = eA−A = e0 = E �

Folgerung 14.7
(1) eit = cos(t) + i · sin(t) (∀t ∈ R), |eit = 1|

(2) ez1+z2 = ez1 · ez2 (∀z1, z2 ∈ C

(3) cos(nt) + i · sin(nt) = (cos(t) + i · sin(t))n ∀n ∈ N∀t ∈ R

(4) Ist z = x + iy (x, y ∈ R) =⇒ ez = ex+iy = ex · eiy = ex · (cos(y) + i cot sin(y)). Und
|ez| = ex

Beweis
(1) z := it (t ∈ R). z2 = −t2, z3 = −it3, z4 = t4, ....
Einsetzen in Potenzreihe und Aufspalten in geraden Exponententeil und ungerade Exponenten-
teil =⇒ Beh., |eit| = |cos(t) + i · sin(t)| = cos2(t) + sin2(t) = 1.
(2) folgt aus 14.5(5)
(3) cos(nt) + i · sin(nt) = eint = (eit)n = (cos(t) + i · sin(t))n

(4) folgt aus (2) und (1). �
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14. Matrizenwertige und vektorwertige Funktionen

Satz 14.8 (Ableitung der Matrixexponentfunktion)
Sei A ∈Mm und φ(x) := exA für x aus R. φ ist auf R db und φ′(x) = AexA = exAA.

Beweis
Sei An = (a

(n)
jk )(n ∈ N0). Dann: φ(x) = (

∞∑
n=0

xn

n!
a

(n)
jk )︸ ︷︷ ︸

fjk(x)

= (fjk(x)). fjk ist eine Potenzreihe

mit KR = ∞ =⇒ fjk ist auf R db und f ′jk(x) =
∑∞

n=1
xn−1

(n−1)!a
(n)
jk =⇒ φ db auf R und

φ′(x) = (fjk(x)) = (
∑∞

n=0
xn

n! a
(n+1)
jk ) =

∑∞
n=0

xn

n! A
n+1 = AexA �

Beispiel (für exA)
Sei q ∈ N, λ ∈ K und A =

λ ∗
. . .

0 λ

 ∈Mq.

Dann A− λE =

0 ∗
. . .

0 0

,

(A− λE)2 = Aj =


0 0 ∗

. . . . . .
. . . 0

0 0

,

...

(A− λE)q−1 =

0 . . . ∗
. . .

...
0 0


(A− λE)n = 0 ∀n ≥ q
exA = eλxE+x(A−λE) = eλxEex(A−λE) = eλxex(A−λE) = eλx

∑∞
n=0

xn

n! (A−λE)n = eλx
∑q−1

n=0
xn

n! (A−
λE)n

= eλx(E + x(A− λE) +
x2

2
(A− λE)2 + ...+

xq−1

(q − 1)!
(A− λE)q−1)︸ ︷︷ ︸

=:B(x)

Dann: B(x) ∈Mq und in der k-ten Spalte von B(x) stehen Polynome in x vom Grad ≤ k − 1.

Z.B. (q = 3, λ = 2), A =

2 1 −1
0 2 −1
0 0 2

 ∈ Mq. Dann A − 2E =

0 1 −1
0 0 −1
0 0 0

, (A − 2E)2 =0 0 −1
0 0 0
0 0 0

 , (A− 2E)n = 0(∀n ≥ 3)

=⇒ exA = e2x(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ x ·

0 1 −1
0 0 −1
0 0 0

+ x2

2

0 0 −1
0 0 0
0 0 0

)

Aus obiger Betrachtung und 14.5(3) folgt:
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Satz 14.9 (Exponierung von Matrizen entlang der Diagonalen)
Seien q1, . . . , qk ∈ N, m = q1 + · · ·+ qk, A ∈Mm, A = diag(A1, . . . , Ak) mit

Aj =

λj ∗
. . .

0 λj

 ∈Mqj (j = 1..k) ,

wobei λ1, . . . , λk ∈ K (vgl. 14.1).
Dann: exA = diag(eλ1xB1(x), . . . , eλkxBk(x)), wobei Bj(x) ∈ Mqj und in der ν-ten Spalte
von Bj(x) stehen Polynome in x vom Grad ≤ ν − 1 (j = 1..k).
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15. Existenz- und Eindeutigkeitssätze für
Dgl.Systeme 1. Ordnung

Stets in diesem Paragraphen: D ⊆ Rm+1, (x0, y0) ∈ D und x0 ∈ R, y0 ∈ Rm und f =
(f1, ..., fm) : D → Rm eine Funktion.
Ein System von Dgl. 1. Ordnung hat die Form:
y′1 = f1(x, y1, ..., ym)

y′2 = f2(x, y1, ..., ym)
...
y′m = fm(x, y1, ..., ym)

Setzt man y = (y1, ..., ym), so schreibt sich das System in der Form y′ = f(x, y). Wir betrachten

auch noch das AWP (A)

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

Wir übertragen die Sätze aus den Paragraphen 12 und 13 auf Systeme. Die Beweise dort lassen
sich fast wörtlich für Systeme wiederholen. (beachte 14.2) (‖ · ‖ anstatt | · |).

Satz 15.1 (Peano)
(1) Sei D = I×Rm und I = [a, b] ⊆ R, x0 ∈ I, y0 ∈ Rm und f ∈ C(D,Rm) sei beschränkt.

Dann hat das AWP (A) eine Lösung auf I.

(2) Es sei I = [a, b] ⊆ R, x0 ∈ I, y0 ∈ Rm, s > 0 und D := {(x, y) ∈ Rm+1|||y − y0|| < s}.
Es sei f ∈ C(D,Rm),M := max{||f(x, y)|| : (x, y) ∈ D} und J := I∩[x0− s

M , x0+ s
M ].

Dann hat das AWP (A) eine Lösung auf J.

(3) Sei D offen, (x0, y0) ∈ D und f ∈ C(D,Rm). Dann ex. eine Lösung y : K → Rm von
(A) mit x0 ∈ K und K ⊆ R ein Intervall.

Definition
(1) f genügt auf D einer Lipschitzbedingung (LB) bzgl. y : ⇐⇒
∃ γ ≥ 0 : ||f(x, y)− f(x, y)|| ≤ γ||y − y|| ∀(x, y), (x, y) ∈ D (*)

(2) SeiD offen. f genügt auf D einer lokalen LB bzgl. y :⇐⇒ ∀(x0, y0) ∈ D ∃ Umgebung
U von (x0, y0) mit: U ⊆ D und f genügt auf U einer LB bzgl. y.

Satz 15.2 (Picard-Lindelöf)
(1) I, x0, y0, D seien wie in 15.1(1) und f ∈ C(D,Rm) genüge auf D einer LB bzgl. y.

Dann hat das AWP (A) auf I genau eine Lösung. Ist y[0] ∈ C(I,Rm) beliebig und
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15. Existenz- und Eindeutigkeitssätze für Dgl.Systeme 1. Ordnung

setzt man y[n+1](x) := y0 +
∫ x
x0
f(t, y[n](t))dt (x ∈ I, n ∈ N). Dann konvergiert (y[n])

auf I glm. gegen die Lösung von (A).

(2) I, x0, y0, D, s,M und J seien wie in 15.1(2) und f ∈ C(D,Rm) genüge auf D eine LB
bzgl. y. Dann hat (A) auf J genau eine Lsg.

(3) Es sei D offen, f genüge auf D einer lokalen LB bzgl. y. Dann ist das AWP (A)
eindeutig lösbar.
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16. Lineare Systeme

Vereinbarung: I ⊆ R sei ein Intervall, m ∈ N, x0 ∈ I, y0 ∈ Rm. D := I×Rm, ajk, bj : I → R
seien auf I stetig.

Das Dgl.-System

y′1 = a11(x)y1 + . . .+ a1m(x)ym + b1(x)

...
y′m = am1(x)y1 + . . .+ amm(x)ym + bm(x)

heißt ein lineares System. MitA(x) := (ajk(x)), b(x) := (b1(x), . . . , bm(x)) und y := (y1, . . . , ym)
schreibt sich obiges System in der Form

(S) y′ = A(x)y + b(x)

Ist b ≡ 0, so heißt (S) homogen, anderenfalls inhomogen. (Der Fallm = 1: §7). Wir betrachten
noch das AWP

(A)

{
y′ = A(x)y + b(x)

y(x0) = y0

und die zu (S) gehörende homogene Gleichung

(H) y′ = A(x)y

Satz 16.1 (Lösungen linearer Systeme)
(1) (A) hat auf I genau eine Lösung.

(2) (S) hat eine Lösung auf I.

(3) Ist J ⊆ I ein Intervall und ŷ : J → Rm eine Lösung von (S) auf J, dann existiert eine
Lösung y : I → Rm von (S) auf I mit: ŷ = y|J

(4) Sei ys eine spezielle Lösung von (S) auf I und ist y : I → Rm eine Funktion, so gilt:
y ist eine Lösung von (S) auf I ⇐⇒ ∃yh : I → Rm mit: yh löst (H) auf I und
y = yh + ys.

Bemerkung 16.2
Wegen 16.1(3) können wir immer annehmen, daß Lösungen von (S) auf ganz I definiert sind.

Beweis (von 16.1)
(2) folgt aus (1)
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16. Lineare Systeme

(4) wie in §7

(1) Fall 1: I = [a, b]. f(x, y) := A(x)y + b(x), γ := max{‖A(x)‖ : x ∈ I}.
Für (x, y), (x, ỹ) ∈ D : ‖f(x, y)− f(x, ỹ)‖ = ‖A(x)(y− ỹ)‖ ≤ ‖A(x)‖‖y− ỹ‖ ≤ γ‖y− ỹ‖.
15.2 =⇒ Beh.

Fall 2: I beliebig.

M := {K : K ist ein kompaktes Intervall, K ⊆ I, x0 ∈ K}

=⇒ I =
⋃

K∈M
K.

Fall 1 =⇒ ∀ K ∈ M existiert genau eine Lösung yK : K → Rm von (A) auf K. Def:
y : I → Rm durch y(x) := yk(x), falls x ∈ K ∈M.
y ist wohldefiniert. Sei x ∈ K1 ∩K2 (K1,K2 ∈M). z.z: yK1(x) = yK2(x).

O.B.d.A: x 6= x0, etwa x > x0, K3 := [x0, x] ⊆ K1 ∩K2. K3 ∈M.

Fall 1 =⇒ (A) hat auf K3 genau eine Lösung. yK1 und yK2 sind Lösungen von (A) auf
K3 =⇒ yK1 = yK2 auf K3 =⇒ yK1(x) = yK2(x). Klar: y löst (A) auf I. Sei ỹ eine
weitere Lösung von (A) auf I Fall 1

=⇒ y = ỹ auf K ∀ K ∈M. =⇒ y = ŷ auf I.

(3) Sei ξ ∈ J, η := ŷ(ξ). (1) =⇒ das AWP

(+)

{
y′ = A(x)y + b(x)

y(ξ) = η

hat auf I genau eine Lösung y. Sei x ∈ J . Z.z: ŷ(x) = y(x). O.B.d.A: x 6= ξ, etwa
x > ξ. (+) hat auf [ξ, x] genau eine Lösung (wegen (1)), ŷ, y sind Lösungen von (+) auf
[ξ, x] =⇒ y(x) = ŷ(x) �

Wir betrachten jetzt die homogene Gleichung (H) y′ = A(x)y.

L := {y : I → Rm : y löst (H) auf I}

Satz 16.3 (Vektorraum der Lösungen)
(1) L ist ein reeller Vektorraum.

(2) Seien y(1), . . . , y(k) ∈ L. Dann sind äquivalent:

(i) y(1), . . . , y(k) sind linear unabhänging in L.

(ii) ∀x ∈ I: y(1)(x), . . . , y(k)(x) sind linear unabhänging im Rm.

(iii) ∃ξ ∈ I : y(1)(ξ), . . . , y(k)(ξ) sind linear unabhängig im Rm.

(3) dimL = m.
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Beweis
(1) Nachrechnen!

(2) (i) =⇒ (ii): Sei x1 ∈ I, α1, . . . , αk ∈ R und 0 = α1y
(1)(x1) + · · · + αky

(k)(x1). y :=
α1y

(1) + · · ·+ αky
(k) =⇒ y ∈ L und y löst das AWP{

y′ = A(x)y

y(x1) = 0

Die Funktion 0 löst dieses AWP ebenfalls 16.1
=⇒ y ≡ 0

Vor.
=⇒ α1 = . . . = αk = 0.

(ii) =⇒ (iii): Klar

(iii) =⇒ (i): Seien α1, . . . , αk ∈ R und 0 = α1y
(1) + · · · + αky

(k) =⇒ 0 = α1y
(1)(ξ) +

· · ·+ αky
(k)(ξ)

Vor.
=⇒ α1 = . . . = αk = 0.

(3) Aus (2): dimL ≤ m. Für j = 1, . . . ,m sei y(j) die Lösung des AWPs{
y′ = A(x)y

y(x0) = ej

(2) =⇒ y(1), . . . , y(m) sind linear unabhängig in L =⇒ dimL ≥ m. �

Ist also y(1), . . . , y(m) eine Basis von L, so lautet die allgemeine Lösung von (H): y = c1y
(1) +

· · ·+ cmy
(m) (c1, c2, . . . , cm ∈ R).

Ein Spezialfall: Es sei m = 2 und A(x) habe die Gestalt

A(x) =

(
a1(x) −a2(x)
a2(x) a1(x)

)
a1, a2 : I → R stetig. Sei y = (y1, y2) eine Lösung von

(R) y′ = A(x)y

z := y1 +iy2, a := a1 +ia2;
∫
a(x)dx :=

∫
a1(x)dx+i

∫
a2(x)dx. Nachrechnen: z ist eine Lösung

der komplexen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung

(C) z′ = a(x)z

Ist umgekehrt z eine Lösung von (C), so setze y1 := Re z, y2 := Im z, y := (y1, y2). Nachrechnen:
y löst (R). Wie in §7: die allgemeine Lösung von (C) lautet:

z(x) = ce
∫
a(x)dx (c ∈ C)

z0 := e
∫
a(x)dx; y1 := Re z0, y2 := Im z0, y

(1) := (y1, y2). y(1) ist eine Lösung von (R).

z1(x) = ie
∫
a(x)dx = iz0(x) = i(y1 + iy2) = −y2 + iy1 =⇒ y(2) := (−y2, y1) ist eine Lösung von

(R).

det

(
y1(x) −y2(x)
y2(x) y − 1(x)

)
= y1(x)2 + y2(x)2

= |z0(x)|2 = |e
∫
a(x)dx|2

=
(
e
∫
a1(x)dx

)2
6= 0 ∀x ∈ I
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16. Lineare Systeme

16.3
==⇒ y(1), y(2) sind in L linear unabhängig (dimL = 2).

Beispiele:
(1) Beh.: ∃ genau ein Paar von Funktionen (y1, y2) mit: y1, y2 ∈ C1(R,R), y′1 = y2, y

′
2 =

−y1, y1(0) = 0, y2(0) = 1 nämlich y1(x) = sinx, y2(x) = cosx

Beweis: I = R;A :=
(

0 1
−1 0

)
, mit y = (y1, y2) :

y′ = Ay ⇐⇒ y′1 = y2, y
′
2 = −y1

AWP:

{
y′ = Ay

y(0) = (0, 1)

16.1 =⇒ Beh.

a1(x) ≡ 0, a2(x) ≡ −1, a(x) = −i, z0(x) = e−ix = (cosx,− sinx),

y(1)(x) = (cosx,− sinx), y(2)(x) = (sinx, cosx). Die allgemeine Lösung von y′ =
(

0 1
−1 0

)
y :

y(x) = c1

(
cosx
− sinx

)
+ c2

(
sinx
cosx

)
(c1, c2 ∈ R)

(2) I = (0,∞), A(x) =

(
1
x −2x

2x 1
x

)
. a1(x) = 1

x , a2(x) = 2x

=⇒ a(x) = 1
x + i2x =⇒

∫
a(x)dx = log x + ix2 =⇒ z0(x) = elog x+ix2 = elog xeix

2
=

x(cosx2 + i sinx2). =⇒

y(1)(x) = (x cosx2, x sinx2)

y(2)(x) = (−x sinx2, x cosx2)

Die allgemeine Lösung von y′ = A(x)y :

y(x) = c1

(
x cosx2

x sinx2

)
+ c2

(
−x sinx2

+x cosx2

)
Definition
(1) Seien y(1), . . . , y(m) ∈ L. Dann heißt y(1), . . . , y(m) ein Lösungssystem

(2) Y (x) :=
(
y(1)(x), . . . , y(m)(x)

)
(∈Mm) heißt dann eine Lösungsmatrix (LM) von (H)

(3) W (x) := detY (x) (x ∈ I) heißt Wronskideterminante.

(4) Sind y(1), . . . , y(m) linear unabhängig in L, so heißt y(1), . . . , y(m) ein Fundamentalsys-
tem (FS) von (H) und Y heißt eine Fundamentalmatrix (FM) von (H).

Satz 16.4 (Lösungssyteme und -matrizen)
Seien y(1), . . . , y(m), Y und W wie oben.

(1) Y ′(x) = A(x)Y (x) ∀x ∈ I.
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(2) {Y c : c ∈ Rm} ⊆ L

(3) y(1), . . . , y(m) ist eine FS von (H) ⇐⇒ Y (x) ist invertierbar ∀x ∈ I ⇔W (x) 6= 0∀x ∈
I ⇔W (ξ) 6= 0 für ein ξ ∈ I.

(4) Sei Y eine FM von (H) und Z : I → Mm eine Funktion. Z eine FM von (H) ⇐⇒
∃C ∈Mm : C ist invertierbar, C = C und Z(x) = Y (x)C ∀x ∈ I.

(5) Für ξ ∈ I : W (x) = W (ξ)e
∫ x
ξ SpurA(t)dt ∀x ∈ I.

Beweis
(1) klar.

(2) Sei c = (c1, . . . , cm) ∈ Rm : Y c = c1y
(1) + · · ·+ cmy

(m)

(3) folgt aus 16.3

(4) „ =⇒ “: Sei Z(x) = (z(1)(x), . . . , z(1)(x)) (2) ⇒ ∀j ∈ {1, . . . ,m}∃c(j) ∈ Rm : z(j) =
Y c(j)C := (c(1), . . . , c(m)) ∈Mm ⇒ C = C und Z = Y C, 0 6= detZ(x) = detY (x) detC ⇒
detC 6= 0.

„⇐“: Z ′(x) = Y ′(x)C
1
= A(x)Y (x)C = A(x)Z(x) ⇒ Z ist eine LM von (H). detZ(x) =

detY (x) detC 6= 0⇒ Z ist eine FM von (H).

(5) Wegen (3): O.B.d.A.:W (x) 6= 0∀x ∈ I.
(3)⇒ Y ist eine FM von (H). Sei x0 ∈ I, z(j)die

Lösung des AWPs {
y′ = A(x)y

y(x0) = ej (j = 1, . . . ,m)

16.3 ⇒ Z(x) = (z(1)(x), . . . , z(m)(x)) ist eine FM von (H) (4) ⇒ ∃C ∈ M : C = C,C
ist invertierbar und Y (x) = Z(x)C ⇒ Y (x0) = Z(x0)︸ ︷︷ ︸

E

C = C ⇒ Y (x) = Z(x)Y (x0) ⇒

W (x) = detZ(x)︸ ︷︷ ︸
=:ϕ(x)

W (x0)⇒W ′(x) = ϕ′(x)W (x0) ∀x ∈ E (∗)

ϕ(x)
14
=
∑m

k=1 det
(
z(1)(x), . . . , z(k−1)(x), (z(k)(x))′, z(k+1)(x), . . . , z(m)(x)

)
(z(k)(x))′ = A(x)z(k)(x) =

(z(k)(x))′|x=x0
= A(x0)z(k)(x0) = A(x0)ek = k-te Spalte von A(x0).

ϕ′(x0) =

m∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0 a1k(x0) 0 · · · · · · 0

0 1
. . .

...
...

...
...

...
. . . . . . 0

...
...

...
...

. . . 1
...

...
...

... 0 akk(x0) 0
...

...
...

... 1
. . .

...
...

...
... 0

. . . . . .
...

...
...

...
...

. . . 1 0
0 · · · · · · 0 amk(x0) 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
akk(x0)

= SpurA(x0)
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16. Lineare Systeme

(∗),x=x0⇒ W ′(x0) = (SpurA(x0)W (x0)
x0bel.⇒ W ′ = (SpurA(x))Wauf I. Sei ξ ∈ I. Dann ist∫ x

ξ SpurA(t)dt eine Stammfunktion von SpurA
7⇒ ∃c ∈ R : W (x) = ce

∫ x
ξ SpurA(t)dt x=ξ⇒

c = W (ξ)⇒ Beh. �

Wir betrachten jetzt die inhomogene GL (IH) y′ = A(x)y + b(x)
Motivation: Sei m = 1. I.d.Fall ist y(x) = e

∫
A(x)dx ein FS von (H). Für eine spezielle Lösung

von (IH) machten wir den Ansatz: ys(x) = y(x)c(x) und erhielten c(x) =
∫
e−
∫
A(x)dx︸ ︷︷ ︸
1

y(x)

b(x)dx

also ys(x) = y(x)
∫

1
y(x)b(x)dx.

Satz 16.5 (Spezielle Lösung per Cramerscher Regel)
Sei Y = (y(1), . . . , y(m)) eine FM von (H) und ys(x) := Y (x)

∫
(Y (x))−1b(x)dx (x ∈

I). Dann ist ys eine spezielle Lösung des (IH). Für k = 1, . . . ,m sei Wk(x) :=
det(y(1)(x), . . . , y(k−1)(x), b(x), y(k+1)(x), . . . , y(m)(x)). Dann:

ys(x) =
m∑
k=1

(∫
Wk(x)

W (x)
dx

)
· y(k)(x)

Beweis
y′s(x) = Y ′(x) ·

∫
(Y (x))−1b(x)dx + y(x)Y (x)−1b(x) = A(x)Y (x)

∫
Y (x)−1b(x)dx︸ ︷︷ ︸
ys(x)

+b(x) =

A(x)ys(x) + b(x)
Für x ∈ I betrachte das LGS Y (x)v = b(x), dann v = (v1, . . . , vm) = Y (x)−1b(x). Cramersche
Regel ⇒ vj =

Wj(x)
W (x) ⇒ Y (x)−1b(x) =

(
W1(x)
W (x) , . . . ,

Wm(x)
W (x)

)
⇒ Beh. �

Beispiel
A =

(
0 1
−1 0

)
; Bestimme die allgemeine Lösung von y′ = Ay +

(
sinx
cosx

)
(m = 2)

Bekannt: FS von y′ = Ay : y(1)(x) = (sinx, cosx), y(2)(x) = (cosx,− sinx).W (x) =

∣∣∣∣ sinx cosx
cosx − sinx

∣∣∣∣ =

−1 = W1(x),W2(x) =

∣∣∣∣ sinx sinx
cosx cosx

∣∣∣∣ = 0⇒ ys(x) = x ·
(

sinx
cosx

)
Allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung: y(x) = c1

(
sinx
cosx

)
+c2

(
cosx
− sinx

)
+x

(
sinx
cosx

)
, c1, c2 ∈

R, Y (x) =

(
sinx cosx
cosx − sinx

)
FM von y′ = Ay. Dann Y (x)TY (x) = E. Sei y = (y1, y2) eine Lö-

sung von y′ = Ay ⇒ y1 = c1 sinx+c2 cosx, y2 = c1 cosx−c2 sinx. Nachrechnen: y2
1+y2

2 = c2
1+c2

2

Satz 16.6 (Schiefsymmetrische Systeme)
Sei A(x)T = −A(x) ∀x ∈ I, Y sei eine FM von (H) y′ = A(x)y.

(1) Y (x)TY (x) ist auf I konstant.

(2) Ist y = (y1, . . . , ym) eine Lösung von (H) ⇒ y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
m ist konstant auf I.
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Beweis
(1) (Y TY )′ = (Y T )′Y +Y TY ′ = (Y ′)TY +Y TY ′ = (AY )TY +Y TAY = Y T AT︸︷︷︸

−A

Y +Y TAY =

0 auf I ⇒ Beh.

(2) O.B.d.A: y 6≡ 0, y(1) := y. Dann ist y(1) l.u. in L. Dann existieren y(2), . . . , y(m) ∈ L mit:

y(1), . . . , y(m) ist ein FS von (H). Y := (y(1), . . . , y(m)), Z(x) := Y (x)TY (x)
(1)⇒ Z ist auf I

konstant. Sei Z(x) = (zjk). Dann y2
1 + · · ·+ y2

m = z11 �
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17. Lineare Systeme mit konstanten
Koeffizienten

Wir betrachten Systeme der Form:

(S) y′ = Ay + b(x)

wobei A = (ajk) ∈ Mm und die ajk konstant sind. Die Lösung solcher Systeme lässt sich auf
Eigenwerte von A zurückführen. Ist A reell, so kann A komplexe Eigenwerte haben.
Also stets in diesem Paragraphen: m ∈ N, A = (ajk) ∈ Mm, ajk ∈ C, I ⊆ R ein Intervall,
x0 ∈ I, y0 ∈ Cm und b : I → Cm stetig.
Erweiterter Lösungsbegriff: Sei y : I → Cm differenzierbar. y heißt eine Lösung von (S) auf
I :⇐⇒ y′(x) = Ay + b(x) ∀x ∈ I.

y heißt eine Lösung des AWPs (A)

{
y′ = Ay + b(x)

y(x0) = y0

auf I : ⇐⇒ y ist eine Lösung von (S)

auf I und y(x0) = y0

Satz 17.1
(A) hat auf I genau eine Lösung.

Beweis
U := ReA, V := ImA, g := Re b, h := Im b, γ0 := Re y0, δ := Im y0,

b̃ := (g, h) : I → R2m, ỹ0 := (γ0, δ0) ∈ R2m

B :=

(
U −V
V U

)
∈M2m (B = B)

Betrachte das AWP (Ã)

{
z′ = Bz + b̃(x)

z(y0) = ỹ0

Sei y : I → Cm eine Funktion, z := (Re y, Im y) : I → R2m Dann: y ist eine Lösung von (A) auf
I ⇐⇒ z ist eine Lösung von (Ã) auf I. 16.1 =⇒ Beh. �

Wir betrachten das homogene System

(H) y′ = Ay

Folgerung 17.2
Alle Definitionen und die Sätze 16.3, 16.4 und 16.5 des §16 bleiben im komplexen Fall gültig.
Der Raum L ist ein komplexer VR, dimL = m. In 16.4 schreibe c ∈ Cm und C ∈Mm komplex.
Ist y ∈ L und A reell Bew. ü. 17.1

=======⇒ Re y, Im y ∈ L
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17. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Satz 17.3
exA ist eine Fundamentalmatrix von (H).

Beweis
Y (x) := exA; 14.5 =⇒ exA ist invertierbar. =⇒ detY (x) 6= 0

Y ′(x)
14.5
= AexA = AY (x) =⇒ Y ist eine LM von (H) �

Beispiel (m=2)

A =

(
1 0
1 1

)
, A2 =

(
1 0
2 1

)
, induktiv: An =

(
1 0
n 1

)
∀n ∈ N0

=⇒ exA =

∞∑
n=0

xn

n!
An =

(∑∞
n=0

xn

n! o∑∞
n=0

nxn

n!

∑∞
n=0

xn

n!

)
∞∑
n=0

nxn

n!
=

∞∑
n=1

xn

(n− 1)!
= x

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
= xex

=⇒ exA =

(
ex 0
xex ex

)
Fundamentalsystem von y′ = Ay :

y(1)(x) = ex
(

1
x

)
y(2)(x) = ex

(
0
1

)
Motivation: Sei λ ein Eigenwert von A, c ∈ Cm \ {0} und Ac = λc
y(x) := eλxc
y′(x) = λeλxc = eλx(λc) = eλx(Ac) = A(eλxc) = Ay(x)

Satz 17.4
Die Eigenwerte von A seien alle einfach, d.h. A habe die Eigenwerte λ1, . . . , λm (λj 6= λk
für j 6= k). c(j) sei ein Eigenvektor zu λj(j = 1, . . . ,m). Es sei y(j)(x) := eλjxc(j).

Dann ist (∗) y(1), . . . , y(m) ein (komplexes) FS von (H)

Sei A reell: Wir können mit einem l ∈ N annehmen:
λ1, . . . , λl ∈ C \ R; (λl+1 = λ1), . . . , (λ2l = λl); λ2l+1, . . . , λm ∈ R

Dann ist (+) Re y(1), . . . ,Re y(l), Im y(1), . . . , Im y(l), y(2l+1), . . . , y(m)

ein reelles FS von (H).
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Beweis
Obige Motivation =⇒ y(1), . . . , y(m) ∈ L.
Seien α1, . . . , αm ∈ C und 0 = α1y

(1) + . . .+ αmy
(m)

=⇒ 0 = α1y
(1)(0) + . . .+ αmy

(m)(0) =⇒ 0 = α1c
(1) + . . .+ αmc

(m)

=⇒ α1 = . . . = αm = 0 =⇒ y(1), . . . , y(m) ist ein FS von (H). Sei A reell: 17.2 =⇒ in (+)
stehen Lösungen von (H).
Übung: diese Lösungen sind linear unabhängig. �

Beispiele:
(1) Bestimme ein komplexes FS von

y′ =

 i 0 2
1 1 + i 0

1− i 1 + i 1 + 2


︸ ︷︷ ︸

=A

y

det(A− λE) = (λ− 1)(λ− i)(1 + i− λ); Eigenwerte: λ1 = i, λ2 = 1 + i, λ3 = 1
EV zu λ1 : (1,−1, i), EV zu λ2 : (2, 2i, 1 + i), EV zu λ3 : (0, 1, 0)

FS: y(1)(x) = eix

 1
−1
i

, y(2)(x) = e(1+i)x

 2
2i

1 + i

, y(3)(x) = ex

0
1
0


(2) Bestimme ein reelles FS von

y′ =

 1 0 1
0 1 1
−3 1 −1


︸ ︷︷ ︸

=A

y

det(A− λE) = (λ− i)(λ+ i)(1− λ)
λ1 = i, λ2 = λ1, λ3 = 1
EV zu λ1 : (1, 1, 1− i) , EV zu λ3 : (1, 3, 0)

y(x) : = eix

 1
1

1− i

 = (cosx+ i sinx)

 1
1

1− i


=

 cosx+ i sinx
cosx+ i sinx

cosx+ sinx+ i(sinx− cosx)


=

 cosx
cosx

cosx+ sinx


︸ ︷︷ ︸

=:y(1)(x)

+i

 sinx
sinx

sinx− cosx


︸ ︷︷ ︸

=:y(2)(x)

y(3)(x) = ex

1
3
0


Fundamentalsystem: y(1), y(2), y(3)

Hilfssatz (1)
Sei λ ein q-facher Eigenwert von A und c(1), . . . , c(ν) seien linear unabhängig in Kern(A−λE)q.
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17. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Für j = 1, . . . , ν:

y(j)(x) := eλx

(
c(j) + x(A− λE)c(j) +

x2

2!
(A− λE)2c(j) + · · ·+ x(q−1)

(q − 1)!
(A− λE)q−1c(j)

)

Dann sind y(1), . . . , y(ν) linear unabhängige Lösungen von (H).

Beweis
1. Schreibe c statt c(j) und y statt y(j). Also:

y(x) = eλx
q−1∑
k=0

xk

k!
(A− λE)kc

y′(x) = λy(x) + eλx
q−1∑
k=1

xk−1

(k − 1)!
(A− λE)kc

= λy(x) + eλx
q∑

k=1

xk−1

(k − 1)!
(A− λE)kc

= λy(x) + eλx
q−1∑
k=0

xk

k!
(A− λE)k+1c

= λy(x) + (A− λE)

(
eλx

q−1∑
k=0

xk

k!
(A− λE)kc

)
︸ ︷︷ ︸

=y(x)

= λy(x) + (A− λE)y(x) = Ay(x)

2. y(j)(0) = c(j) 16.3
==⇒ y(1), . . . , y(ν) sind linear unabhängig in L �

Hilfssatz (2)
Seien λ1, . . . , λk die paarweisen verschienden Eigenwerte von A und q1, . . . , qk deren Vielfach-
heiten (also: k ≤ m, q1 + · · ·+ qk = m).

Vj := Kern(A− λjE)qj (j = 1, . . . , k) .

Dann:
Cm = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk

Beweis
Siehe lineare Algebra �

Konstruktion für die Praxis: Bezeichnungen wie im Hilfssatz 2. Sei j ∈ {i, . . . , k}. Dann:

Kern(A− λjE) ⊆ Kern(A− λjE)2 ⊆ Kern(A− λjE)3 ⊆ · · · ⊆ Vj

Bestimme eine Basis von Vj wie folgt:

Bestimme eine Basis von Kern(A− λjE). Erweitere diese zu einer Basis von Kern(A− λjE)2,
. . .

Aus den Hilfssätzen (1) und (2) und obiger Konstrutktion folgt:
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Satz 17.5
λ1, . . . , λk und q1, . . . , qk seien wie im Hilfssatz (2). Zu λj gibt es qj linear unabhängige
Lösungen von (H) der Form:

(∗∗) eλjxp
(j)
0 (x), eλjxp

(j)
1 (x), . . . , eλjxp

(j)
qj−1(x)

wobei im Vektor p(j)
ν (x) Polynome vom Grad kleiner oder gleich ν stehen.

Führt man diese Konstruktion für jedes λj durch, so erhält man ein (komplexes) Funda-
mentalsystem von (H).

Ist also A reell, so kann man mit einem l ∈ N annehmen:

λ1, . . . , λl ∈ C \ R, λl+1 = λ1, . . . , λ2l = λl, λ2l+1, . . . , λk ∈ R

und
p

(j)
0 (x), . . . , p

(j)
q−1(x) ∈ Rm (j = 2l + 1, . . . , k)

Ein reelles Fundamentalsystem von (H) erhält man wie folgt:

1. Für λ1, . . . , λl zerlege die Lösungen in (∗∗) in Real- und Imaginärteil (und lasse die
Lösungen für λk+1, . . . , λ2l unberücksichtigt).

2. Für λ2l+1, . . . , λk übernehme die Lösungen aus (∗∗).

Bezeichnung: Für a(1), . . . , a(ν) ∈ Cm sei [a(1), . . . , a(ν)] die lineare Hülle von a(1), . . . , a(ν)

Beispiele:
(1)

y′ =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 −2 0


︸ ︷︷ ︸

=A

y

λ1 = i ist ein 2-facher Eigenwert von A, λ2 = λ1 = −i ist ein 2-facher Eigenwert von A.

Kern(A− iE) = [


1
i
−1
−i

] ⊆ [


1
i
−1
−i

 ,


0
1
2i
−3

] = Kern(A− iE)2
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17. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

y(1)(x) = eix


1
i
−1
−i



y(2)(x) = eix




0
1
2i
−3

+ x(A− iE)


0
1
2i
−3


 = eix


x

1 + ix
−x+ 2i
3− ix


Dann ist Re y(1), Im y(1),Re y(2), Im y(3) ein reelles FS.

y(1)(x) =


cosx+ i sinx
− sinx+ i cosx
− cosx− i sinx
sinx− i cosx

 =


cosx
− sinx
− cosx
sinx

+ i


sinx
cosx
− sinx
− cosx


(2)

y′ =

 0 1 −1
−2 3 −1
−1 1 1


︸ ︷︷ ︸

=A

y

det(A− λE) = −(λ− 1)(λ− 1)2; λ1 = 1, q1 = 2, λ2 = 2, q2 = 1;

Kern(A− E) = [

1
1
0

] ⊆ [

1
1
9

 ,

 0
0
−1

] = Kern(A− E)2

y(1)(x) = ex

1
1
0


y(2)(x) = ex

 0
0
−1

+ x(A− E)

 0
0
−1


= ex

 0
0
−1

+ x

1
1
0


= ex

 x
x
−1


Kern(A− 2E) = [

0
1
1

]

y(3)(x) = e2x

0
1
1


Das Fundamentalsystem ist y(1), y(2), y(3).
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(3)

y′ =

1 −2 1
0 −1 1
0 −4 3


︸ ︷︷ ︸

=A

y

det(A− λE) = −(λ− 1)3; λ1 = 1, q1 = 3

Kern(A− E) = [

1
0
0

]

⊆ [

1
0
0

 ,

 0
1
−2

] = Kern(A− E)2

⊆ [

1
0
0

 ,

 0
1
−2

 ,

0
0
1

] = Kern(A− E)3

y(1)(x) = ex

1
0
0


y(2)(x) = ex

 0
1
−2

+ x(A− E)

 0
1
−2)


= ex

0
1
2

+ x

−4
0
0


= ex

−4x
1
−2


y(3)(x) = ex

0
0
1

+ x(A− E)

0
0
1

+
x2

2
(A− E)2

0
0
1


= ex

x− 2x2

−x
1 + 2x


Das Fundamentalsystem ist y(1), y(2), y(3).

Zum inhomogenen System (IH) Ay + b(x). Sei y(1), . . . , y(m) ein Fundamentalsystem von
(H). Für eine spezielle Lösung ys von (IH) macht man den Ansatz

ys(x) = c1(x)y(1) + · · ·+ cm(x)y(m)

und gehe damit in (IH) ein.
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18. Differentialgleichungen höherer
Ordnung

In diesem Paragraphen: m ∈ N, ∅ 6= D ⊆ Rm, f : D → R eine Funktion, x0, y0, . . . , ym−1 ∈ R
mit (x0, y0, . . . , ym−1) ∈ D.

Wir betrachten die Differentialgleichung

(D) y(m) = f(x, y, y′, . . . , y(m−1))

und das Anfangswertproblem

(A1)

{
(D)

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(m−1)(x0) = ym−1

(Lösungsbegriff für (D) und (A1) → § 6)

Für z = (z1, . . . , zm) betrachten wir das System

(S)



z′1 = z2

z′2 = z3

...
z′n−1 = zn

z′n = f(x, z1, . . . zm)

Satz 18.1
Sei I ⊆ R ein Intervall.

(1) Ist y : I → R eine Lösung von (D) auf I =⇒ z := (y, y′, . . . , y(m−1)) ist eine Lösung
von (S) auf I.

(2) Ist z = (z1, . . . , zm) : I → Rm eine Lösung von (S) auf I =⇒ y := z1 ist eine Lösung
von (D).

Beweis
Nachrechnen. �
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18. Differentialgleichungen höherer Ordnung

Satz 18.2
Sei h : D → Rm definiert durch h(x, y) := (y2, . . . , ym, f(x, y)), wobei (x, y) ∈ D und
x ∈ R, y ∈ Rm.

(1) h ∈ C(D,Rm) ⇐⇒ f ∈ C(D,R)

(2) f genügt auf D einer (lokalen) Lipschitzbedingung bezüglich y ⇐⇒ h genügt auf D
einer (lokalen) Lipschitzbedingung bezüglich y.

Beweis
(1) Klar.

(2) Nachrechnen. �

Aus 18.1, 18.2 und 15.3 folgt:

Satz 18.3
Sei I = [a, b] ⊆ R, D := I × Rm, f ∈ C(D,R) und genüge auf D einer Lipschitzbedingung
bezüglich y. Dann hat (A1) auf I genau eine Lösung.

Bemerkung: Die weiteren Sätze aus § 15 lassen sich ebenfalls auf Differentialgleichungenm-ter
Ordnung übertragen.
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19. Lineare Differentialgleichungen m-ter
Ordnung

In diesem Paragraphen: I ⊆ R ein Intervall, a0, a1, . . . , am−1, b ∈ C(I,R), x0, y0, . . . , ym−1 ∈ R.
Die Differentialgleichung y(m) +am−1(x)y(m−1) +. . .+a1(x)y′+a0(x)y = b(x) heißt eine lineare
Differentialgleichung m-ter Ordnung.

Setze Ly := y(m) + am−1(x)y(m−1) + . . .+ a1(x)y′+ a0(x)y. Dann schreibt sich obige Gleichung
in der Form

Ly = b(x)

.

Diese Gleichung heißt homogen, falls b ≡ 0, anderenfalls inhomogen. Das zur Gleichung
Ly = b gehörende System (S) aus § 18 lautet

z′ = A(x)z + b0(x)

mit b0(x) = (0, . . . 0, b(x)) und A(x) =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 0
...

...
. . . 0

0 0 0 1
−a0(x) . . . . . . . . . −am−1(x)


Die Beweise der folgenden Sätze 19.1 bis 19.4 folgen aus den Paragraphen 16 und 18.

Satz 19.1
Das Anfangswertproblem

{
Ly = b(x)

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(m−1)(x0) = ym−1

hat auf I ge-

nau eine Lösung.

Wie in § 16: Ist J ⊆ I ein Intervall und ŷ : J → R eine Lösung von Ly = b auf J , so existiert
eine Lösung y : I → R der Gleichung Ly = b auf I mit ŷ = y|J .

Daher betrachten wir immer Lösungen y : I → R.

Die zu Ly = b gehörende homogene Gleichung lautet: (H) Ly = 0.

Satz 19.2
Sei ys eine spezielle Lösung der Gleichung Ly = b und y : I → R eine Funktion.
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19. Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung

Dann: y ist eine Lösung von Ly = b ⇐⇒ ∃ y0 : I → R : y0 ist eine Lösung von (H) und
y = y0 + ys.

L := {y : I → R : y löst (H) auf I}.

Satz 19.3
(1) L ist ein reeller Vektorraum, dimL = m.

(2) Für y1, . . . , yk ∈ L sind äquivalent:

(i) y1, . . . , yk sind linear unabhängig in L;

(ii) ∀x ∈ I sind (yj(x), y′j(x), . . . , y
(m−1)
j (x)) (j = 1, . . . k) linear unabhängig in Rm;

(iii) ∃x ∈ I : (yj(x), y′j(x), . . . , y
(m−1)
j (x)) (j = 1, . . . , k) sind linear unabhängig in

Rm.

Definition
Seien y1, . . . , ym ∈ L. y1, . . . , ym heißt ein Lösungssystem (LS) von (H) und

W (x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) . . . ym(x)
y′1(x) . . . y′m(x)

...
...

y
(m−1)
1 (x) . . . y

(m−1)
m (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
heißt Wronskideterminante.

Sind y1, . . . , ym linear unabhängig in L, so heißt y1, . . . , ym ein Fundamentalsystem (FS) von
(H).

Satz 19.4
Sei y1, . . . ym ein Lösungssystem von (H).

(1) W (x) = W (ξ)e−
∫ x
ξ am−1(t)dt (x, ξ ∈ I)

(2) y1, . . . ym ist ein Fundamentalsystem von (H) ⇐⇒ W (x) 6= 0 ∀x ∈ I ⇐⇒ ∃ξ ∈ I :
W (ξ) 6= 0

Satz 19.5 (Reduktionsverfahren von d’Alembert (m = 2))
Sei y1 eine Lösung von (∗) y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = 0 und y1(x) 6= 0∀x ∈ I. Sei z eine
Lösung von z′ = −(a1(x) +

2y′1(x)
y1(x) )z, z 6= 0 und y2(x) := y1(x)

∫
z(x)dx.
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Dann ist y1, y2 ein Fundamentalsystem von (*).

Beweis
Nachrechnen: y2 löst (*). W (x) =

∣∣∣∣ y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ y1 y1

∫
zdx

y′1 y′1
∫
zdx+ y1z

∣∣∣∣ =

y1y
′
1

∫
zdx+ y2

1z − y1y
′
1

∫
zdx = y2

1︸︷︷︸
>0

z
19.4
==⇒ y1, y2 sind linear unabhängig in L.

Beispiel
(∗∗) y′′ + 2x

1−x2 y
′ − 2

1−x2 y = 0 (I = (1,∞)); y1(x) = x

z′ = −( 2x
1−x2 + 2

x)z = −2x2+2(1−x2)
x(1−x2)

z = 2
x(x2−1)

z (∗ ∗ ∗)∫
2

x(x2−1)
dx = log

(
1− 1

x2

)
§ 7 =⇒ allgemeine Lösung von (***): z(x) = ce

log
(

1− 1
x2

)
= c(1− 1

x2)
(c ∈ R)

z(x) = 1− 1
x2

=⇒
∫
z(x)dx = x+ 1

x =⇒ y2(x) = x(x+ 1
x) = 1 + x2

Fundamentalsystem: y1, y2. Allgemeine Lösung von (**): y(x) = c1x+ c2(1 + x2) (c1, c2 ∈ R)

Satz 19.6
Sei y1, . . . , ym ein FS von (H). W sei die Wronskideterminante von y1, . . . , ym und für
k = 1, . . . ,m sei Wk(x) die Determinante, die aus W (x) entsteht, indem man in W (x) die
k-te Spalte ersetzt durch (0, . . . , 0, b(x))T . Dann ist

ys :=

m∑
k=1

yk

∫
Wk

W
dx

eine spezielle Lösung von Ly = b(x).

Beweis
§16, §18 �

Beispiel
y′′ + 2x

1−x2 y
′ − 2

1−x2 y = x2 − 1

FS der homogenen Gleichung: x, x2 + 1

W (x) =

∣∣∣∣ x x2 + 1
1 2x

∣∣∣∣ = 2x2 − (x2 + 1) = x2 − 1

W1(x) =

∣∣∣∣ 0 x2 + 1
x2 − 1 2x

∣∣∣∣ = −(x2 + 1)(x2 − 1) =⇒ W1(x)
W (x) = −(x2 + 1)

=⇒
∫
W1
W dx = −1

3x
3 − x

W2(x) =

∣∣∣∣ x 0
1 x2 − 1

∣∣∣∣ = x(x2 − 1) =⇒ W2(x)
W (x) = x =⇒

∫
W2
W dx = 1

2x
2
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19. Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung

=⇒ ys(x) = −1
3x

4 − x2 + (x2 + 1)1
2x

2 = 1
6x

4 − 1
2x

2.

Allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung:
y(x) = c1x+ c2(x2 + 1) + 1

6x
4 + 1

2x
2(c1, c2 ∈ R)
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20. Lineare Differentialgleichungen m-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir gehen wie in §17 den Weg über das Komplexe:
I ⊆ R sei ein Intervall, a0, a1, . . . , am−1 ∈ C, b : I → C sei stetig;x0 ∈ I, y0, . . . , ym−1 ∈ C
Wir betrachten die DGL:

Ly := y(m) + am−1y
(m−1) + . . .+ a1y

′ + a0y = b(x)

§18/19 obiger Gleichung entspricht das folgende System

z′ =


0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 1
−a0 −a1 · · · · · · −am−1

 z +


0
...
...
0
b(x)


Aus §17 folgt:

Satz 20.1
(1)

das AWP

{
Ly = b(x)

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(m−1)(x0) = ym−1

hat auf I genau eine Lösung.

(2) Die Definitionen und Sätze des §en 19 gelten auch im Komplexen. L ist ein komplexer
VR, dimL = m.
Wir betrachten zunächst die homogene Gleichung (H) Ly = 0
p(λ) := λm+am−1λ

m−1 + . . .+a1λ+a0 heißt das charakteristische Polynom von (H).
Beachte: p(λ) = det(λE −A).

Satz 20.2 (ohne Beweis)
Sie p das char. Polynom von (H)

(1) λ0 sei eine q-fache Nullstelle von p. Dann sind eλ0x, xeλ0x, . . . , xq−1eλ0x linear unab-
hängige Lösungen von (H).
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20. Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

(2) Führt man (1) für jede Nullstelle von p durch, so erhält man ein (komplexes) FS von
(H).

(3) Es seien a0, a1, . . . , am−1 ∈ R. Dann erhält man ein reelles FS von (H) wie folgt:
Sei λ eine Nullstelle von p.

(i) Ist λ0 ∈ R, so übernehme die Lösungen aus (1).

(ii) Ist λ0 /∈ R, und y eine Lösung aus (1), so bilde die reellen Lösungen Re y und
Im y und streiche die zu λ0 gehörenden Lösungen.

Beispiele:
(1) y(6) − 6y(5) + 9y(4) = 0

p(λ) = λ6 − 6λ5 + 9λ4 = λ4(λ2 − 6λ+ 9) = λ4(λ− 3)2

λ1 = 0 : 1, x, x2, x3

λ2 = 3 : e3x, xe3x

}
FS obiger Gleichung

Allgemeine Lösung: y(x) = c1 + c2x+ c3x
2 + c4x

3 + c5e
3x + c6xe

3x

(2) y′′′ − 2y′′ + y′ − 2y = 0
p(λ) = λ3 − 2λ2 + λ− 2 = (λ− 2)(λ2 + 1) = (λ− 2)(λ− i)(λ+ i)
λ1 = i : komplexe Lösung eix = cosx+ i sinx
λ2 = 2 : e2x

FS : e2x, cosx, sinx
Allgemeine Lösung : y(x) = c1e

2x + c2 cosx+ c3 sinx (c1, c2, c3 ∈ R)

(3) Löse das AWP: {
y′′′ − 2y′′ + y′ − 2y = 0

y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 0

Allgemeine Lösung der DGL: y(x) = c1e
2x + c2 cosx+ c3 sinx

0 = y(0) = c1 + c2 c1 = −c2

1 = y′(0) = 2c1e
2·0 − c2 sin 0 + c3 cos 0 = 2c1 + c3

y′′(x) = 4c1e
2x − c2 cosx− c3 sinx =⇒ 0 = 4c1 − c2

=⇒ c1 = c2 = 0, c3 = 1 Lösung des AWPs: y(x) = sinx

(4) y′′ − 2y′ + 5y = 0
p(λ) = λ2 − 2λ+ 5 = (λ− (1 + 2i))(λ− (1− 2i))
λ = 1 + 2i : komplexe Lösung e1+2ix = exe2ix = ex(cos 2x+ i sin 2x)
FS: ex cos(2x), ex sin(2x)

(5) Löse das Randwertproblem (RWP):
y′′ + y = 0, y(0) = 1, y(π2 ) = 1
p(λ) = λ2 + 1 = (λ− i)(λ+ i). FS: cosx, sinx
Allgemeine Lösung der DGL: y(x) = c1 cosx+ c2 sinx
1 = y(0) = c1, 1 = y(π2 ) = c2 Lösung des RWPs: y(x) = cosx+ sinx

(6) Löse das RWP: y′′ + π2y = 0, y(0) = y(1) = 0
p(λ) = λ2 + π2 = (λ− iπ)(λ+ iπ)
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Allgemeine Lösung der DGL y(x) = c1 cos(πx) + c2 sin(πx)
0 = y(0) = c1, 0 = y(1) = c2 sinπ
Lösungen des RWPs: y(x) = c · sin(πx) c ∈ R

Wir betrachten nun den inhomogenen Fall:

(IH)Ly = b(x)

Um eine spezielle Lösung des inhomogenen Problems zu finden, kann man 19.6 anwenden (Lö-
sung eines inhomogenen Systems).

Sei dazu p das charakteristische Polynom von (H).

Definition (0-fache Nullstelle)
µ ∈ C ist eine 0-fache Nullstelle von p :⇔ p(µ) 6= 0

Satz 20.3 (Regel - ohne Beweis)
Seien α, β ∈ R, n, q ∈ N0 und b sei von der Form:

b(x) = (b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n) · eαx · cosβx bzw.

b(x) = (b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n) · eαx · sinβx

Ist α + iβ eine q-fache Nullstelle von p, so gibt es eine spezielle Lösung ys von (IH) der
Form

ys(x) = xq · eαx((A0 +A1x+ · · ·+Anx
n) cosβx+ (B0 +B1x+ · · ·+Bnx

n) sinβx)

Beispiel
(1) y′′′ − y′ = x− 1

Erster Schritt: Lösung der homogenen Gleichung y′′′−y′ = 0. Charakteristisches Polynom:
p(λ) = λ3 − λ = λ(λ2 − 1) = λ(λ+ 1)(λ− 1)
Fundamentalsystem: 1, ex, e−x

Zweiter Schritt: Spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung. System ist von obiger Form
mit α = β = 0; α+ iβ = 0 ist 1-fache Nullstelle von p. Ansatz: Für eine spezielle Lösung
der inhomogenen Gleichung:

ys(x) = x(A0 +A1x) = A0x+A1x
2

y′s(x) = A0 + 2xA1

y′′′s (x) = 0

x− 1
!

= y′′′s − y′s = −A0 − 2xA1 ⇒ A0 = 1;A1 = −1
2

Allgemeine Lösung der Differentialgleichung:

y(x) = c1 + c2e
x + c3e

−x + x− 1
2x

2 (c1, c2, c3 ∈ R)
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20. Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

(2) y′′ − y = xex

1. Schritt: Lösung der homogenen Gleichung y′′ − y = 0. Charakteristisches Polynom
p(λ) = λ2 − 1 = (λ− 1)(λ+ 1)

Fundamentalsystem: ex, e−x

2. Schritt: Spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung. System ist von obiger Form mit
α = 1, β = 0; α+ iβ = 1 ist einfach Nullstelle von p. Ansatz für eine spezielle Lösung:

ys(x) = x(A0 +A1x)ex

Nachrechnen: y′′s (x)− ys(x) = (2A0 + 2A1 + 4A1x)ex
!

= xex ⇔ 2A0 + 2A1 + 4A1x = x⇒
A1 = 1

4 , A0 = −1
4

ys(x) = 1
4x(x− 1)ex

Allgemeine Lösung der Differentialgleichung:

y(x) = c1e
x + c2e

−x + 1
4x(x− 1)ex (c1, c2 ∈ R)
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21. Die Eulersche Differentialgleichung

Darunter versteht man eine Differentialgleichung der Form

(i) xmy(m) + am−1x
m−1y(m−1) + · · ·+ a1xy

′ + a0y = 0 mit a0, . . . , am−1 ∈ R

Wir suche Lösungen von (i) auf (0,∞). Beachte: Ist y : (0,∞) → R eine Lösung von (i) auf
(0,∞)⇒ z(x) := y(−x) ist eine Lösung von (i) auf (−∞, 0).

Satz 21.1 (Lösungsansatz)
Sei also x > 0. Substituiere x = et und setze u(t) := y(et) = y(x), also y(x) = u(log x)
Dann:

u′(t) = y′(et)et = y′(x) · x = x · y′(x)

u′′(t) = y′′(et)(e2t) + ety′(et) = y′′(x) · x2 + x · y′(x) = x2 · y′′ + x · y′

etc.

Dies führt auf eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten für u:

Übung: Ist y : (0,∞)→ R eine Funktion und u(t) := y(et), t ∈ R, so gilt: y ist eine Lösung
von (i) auf (0,∞)⇔ u ist eine Lösung von (ii) auf R.

Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung:

(iii) xmy(m) + am−1x
m−1y(m−1) + · · ·+ a1xy

′ + a0y = b(x)

Diese Gleichung heißt ebenfalls Eulersche Differentialgleichung.

Die allgemeine Lösung von (iii) erhält man wie folgt:

Setze x = et und bestimme die allg. Lösung von u(m) +bm−1u
(m−1) + · · ·+b1u′+b0u = b(et).

Setze in der allgemeinen Lösung dieser Gleichung t = log x.

Beispiel
(1) x2y′′ − 3xy′ + 7y = 0(∗)

Setze x = et, u(t) = y(et)

Dann (s.o.):

u′(t) = xy′(x)

u′′(t) = x2y′′(x) + xy′(x) = x2y′′(x) + u′(t)
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21. Die Eulersche Differentialgleichung

⇒ x2y′′(x) = u′′(t)− u′(t)

⇒ u′′ − u′ − 3u′ + 7u = u′′ − 4u′ + 7u = 0

Charakteristisches Polynom: p(λ) = λ2 − 4λ+ 7 = (λ− (2 + i
√

3))(λ− (2− i
√

3))

Allgemeine Lösung: y(x) = c1 ·x2 cos
(√

3 log x
)
+c2 ·x2 sin

(√
3 log x

)
für x > 0, (c1, c2 ∈ R)

(2) x2y′′ − 7xy′ + 15y = x(∗∗)

Setze x = et, u(t) = y(et)⇒ u′′ − 8u′ + 15u = ex

Diese Gleichung hat die allgemeine Lösung: u(t) = c1e
3t + c2e

5t + 1
8e
t

Die allgemeine Lösung von (∗∗): y(x) = c1x
3 + c2x

5 + 1
8x (x > 0; c1, c2 ∈ R)
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22. Einschub: Das Zornsche Lemma

Es sei ∅ 6= L eine Menge und / eine Ordnungsrelation auf L, d.h. für a, b, c ∈ L gilt:

(1) a / a

(2) aus a / b und b / a =⇒ a = b

(3) aus a / b und b / c =⇒ a / c

Es sei ∅ 6= K ⊆ L. K heißt eine Kette : ⇐⇒ aus a, b ∈ K folgt stets: a / b oder b / a. Sei
M⊆ L und a ∈ L. a heißt eine obere Schranke vonM :⇐⇒ x / a ∀x ∈M. v ∈ L heißt ein
maximales Element von L :⇐⇒ aus a ∈ L und v / a folgt: v = a

Lemma 22.1 (Das Zornsche Lemma)
L und / seien wie oben. Besitzt jede Kette in L eine obere Schranke in L, so enthält L ein
maximales Element.
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22. Nicht fortsetzbare Lösungen

In diesem Paragraphen: ∅ 6= D ⊆ R2, f : D → R, (x0, y0) ∈ D und I, J,K, . . . seien Intervalle
in R.

Wir betrachten das AWP

(A)

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

Bemerkung: Die Definitionen und Sätze dieses Paragraphen gelten allgemeiner für Systeme,
also D ⊆ Rm+1, f : D → Rm, (x0, y0) ∈ D, x0 ∈ R, y0 ∈ Rm (vgl. Paragraph 15).

Definitionen und Bezeichnungen

(1) L(A) := Menge aller Lösungen von (A).

(2) Für y ∈ L(A) bezeichne Iy das Definitionsintervall von y.

(3) Seien u, v ∈ L(A). v heißt eine Fortsetzung von u, gdw. Iu ⊆ Iv und u = v auf Iu. I.d.
Fall schreiben wir u4 v.

(4) v ∈ L(A) heißt nicht fortsetzbar (nf), gdw. aus y ∈ L(A) und v 4 y folgt Iv = Iy (also
y = v).

Erinnerung: (A) ist eindeutig lösbar ⇐⇒ aus y1, y2 ∈ L(A) folgt: y1 = y2 auf Iy1 ∩ Iy2 .

Satz 22.1
Sei u ∈ L(A). Dann existiert ein v ∈ L(A) : v ist eine nicht fortsetzbare Fortsetzung von u
(„Maximale Fortsetzung von u“).

Beweis
L := {y ∈ L(A) : u4 y}, L 6= ∅, denn u ∈ L. 4 ist eine Ordnungsrelation auf L. Weiter gilt für
v ∈ L : v ist ein maximales Element in L ⇐⇒ v ist nicht fortsetzbar. Wegen des Zornschen
Lemmas ist z.z.: jede Kette in L hat eine obere Schranke in L. Sei also ∅ 6= K ⊆ L eine Kette
in L. I :=

⋃
y∈K Iy. Wegen x0 ∈ Iy ∀y ∈ K : I ist ein Intervall.

Definiere z : I → R wie folgt: Ist x ∈ I =⇒ ∃y ∈ K : x ∈ Iy. z(x) := y(x). Gilt auch noch
x ∈ Iỹ, ỹ ∈ K, K Kette =⇒ y 4 ỹ oder ỹ 4 y. Etwa: y 4 ỹ. D.h.: Iy ⊆ Iỹ und y = ỹ auf
Iy =⇒ y(x) = ỹ(x).

z ist wohldefiniert. Klar: z(x0) = y0. 12.2 =⇒ z ∈ L(A) Nach Konstruktion: y 4 z ∀y ∈ K.
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22. Nicht fortsetzbare Lösungen

Sei y ∈ K =⇒ u4 y und y4 z =⇒ u4 z =⇒ z ∈ L. z ist also eine obere Schranke von K in
L. �

Satz 22.2
Sei D offen und f ∈ C(D,R).

(1) ∃y ∈ L(A) : x0 ∈ I◦y

(2) Ist y ∈ L(A), so existiert eine nicht fortsetzbare Fortsetzung ŷ ∈ L(A) von y mit Iŷ ist
offen.

(3) Ist (A) eindeutig lösbar, so hat (A) eine eindeutig bestimmte, nicht fortsetzbare Lösung
y : (ω−, ω+) → R, wobei ω− < ω+, ω− ∈ R ∪ {−∞}, ω+ ∈ R ∪ {∞} („die“ Lösung
des AWPs).

Beweis
(1) 12.6 (Peano, III)

(2) Wegen 22.1 ist nur zu zeigen: Iŷ ist offen.

Annahme: Iŷ ist nicht offen. Dann existiert max Iŷ oder min Iŷ. Etwa: ∃b := max Iŷ.

x1 := b, y1 := ŷ(b). AWP (B)

{
y′ = f(x, y)

y(x1) = y1

Wende (1) auf (B) an. Dann existiert eine Lösung ỹ : K → R von (B) mit x1 = b ∈ K◦ =⇒

∃ε > 0 : [b, b+ε) ⊆ K. Definiere z : Iŷ∪[b, b+ε)→ R durch z(x) :=

{
ŷ(x), x ∈ Iŷ
ỹ(x), x ∈ [b, b+ ε)

.

Klar: z(x0) = ŷ(x0) = y0. 12.3 =⇒ z ∈ L(A).

Weiter: Iŷ $ Iz = Iŷ∪[b, b+ε) und ŷ = z auf Iŷ. Widerspruch, denn ŷ ist nicht fortsetzbar.

(3) folgt aus (2). �

Folgerung 22.3
Es sei D ⊆ R2 offen, f ∈ C(D,R), f sei auf D partiell differenzierbar nach y und fy ∈ C(D,R).
Dann hat (A) eine eindeutig bestimmte nicht fortsetzbare Lösung y : (ω−, ω+)→ R.

Beweis
13.3, 13.4, 22.2 �

Beispiele:
(1) D = R2, f(x, y) = 1 + y2, AWP

{
y′ = 1 + y2

y(0) = 0

Voraussetzungen obiger Folgerung sind erfüllt.

dy
dx = 1 + y2 =⇒

∫ dy
1+y2

=
∫

dx+ c =⇒ arctan y = x+ c =⇒ y(x) = tan(x+ c), 0 =

y(0) = tan c =⇒ c = 0.

Die eindeutig bestimmte, nicht fortsetzbare Lösung des AWPs lautet: y(x) = tanx, x ∈
(ω−, ω+), ω− = −π/2, ω+ = π/2 (also: ω+ = −ω−).
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(2) f erfülle die Voraussetzungen obiger Folgerung und es gelte D = R2 und

(∗) f(x, y) = f(−x, y) = f(−x,−y) = f(x,−y) ∀(x, y) ∈ R2.

Dann gilt für die eindeutig bestimmte, nicht fortsetzbare Lösung y : (ω−, ω+) → R des

AWPs

{
y′ = f(x, y)

y(0) = 0
: ω+ = −ω−.

Beweis
Klar: ω− < 0 < ω+. Wir zeigen ω+ ≥ −ω− (analog: ω+ ≤ ω−). Annahme: ω+ < −ω−.

Sei x ∈ [0,−ω−) =⇒ −x ∈ (ω−, 0] ⊆ (ω−, ω+). Definiere z : [0,−ω−) → R durch
z(x) := −y(−x).

z(0) = −y(0) = 0, z′(x) = −y′(−x)(−1) = y′(−x) = f(−x, y(−x))
(∗)
= f(x, y(−x))

(∗)
=

f(x,−y(−x)) = f(x, z(x)). Also: z löst das AWP auf [0,−ω−). Eindeutige Lösbarkeit

=⇒ y = z auf [0, ω+). Definiere u : (ω−,−ω−)→ R durch u(x) :=

{
y(x), x ∈ (ω−, 0]

z(x), x ∈ [0,−ω−)
.

u(0) = y(0) = 0, 12.3 =⇒ u löst das AWP auf (ω−,−ω−). �

Ohne Beweis:

Satz 22.4
Sei I = [a, b] ⊆ R, D := I × R und f ∈ C(D,R) sei auf D beschränkt. (12.4 =⇒ ∃u ∈
L(A) : Iu = I).

Ist y ∈ L(A), so existiert ein ỹ ∈ L(A) : Iỹ = I und y = ỹ auf Iy.
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23. Minimal- und Maximallösung

Stets in diesem Paragraphen: ∅ 6= D ⊆ R2, f : D → R eine Funktion, (x0, y0) ∈ D. Wieder
betrachten wir das AWP

(A)

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

L(A) und Iy für y ∈ L(A) seien wie in Paragraph 22 definiert.

Definition
y∗ ∈ L(A) heißt eine Maximallösung von (A) :⇐⇒ y ≤ y∗ auf Iy ∩ Iy∗∀y ∈ L(A).
y∗ ∈ L(A) heißt eine Minimallösung von (A) :⇐⇒ y ≥ y∗ auf Iy ∩ Iy∗∀y ∈ L(A)

Beispiel
D = R2, f(x, y) =

√
|y|, AWP

(A)

{
y′ =

√
|y|

y(0) = 0

Für α ≥ 0 : yα(x) :=

{
0 , x ≤ α
(x−α)2

4 , x ≥ α

Es gilt weiterhin ỹα(x) := −yα(−x).
Nachrechnen: yα(x), ỹα(x) lösen das AWP auf R.

Für α, β ≥ 0 : yα,β :=


yα(x) , x ≥ α
0 ,−β ≤ x ≤ α
ỹβ(x) , x ≤ −β

Übung: Sei y : I → R eine Funktion, I ⊆ R ein Intervall und 0 ∈ I. y löst das AWP auf I
⇐⇒ y = 0 auf I oder ∃α ≥ 0 : y = (yα)|I oder ∃α ≥ 0 : y = (ỹα)|I oder ∃α, β ≥ 0 : y = (ỹα,β)|I .

Damit ist y0 eine Maximallösung und ỹ0 eine Minimallösung. Ab jetzt sei I = [a, b] ⊆ R, D :=
I × R, f ∈ C(D,R) sei beschränkt, x0 ∈ I, y0 ∈ R,M := sup{|f(x, y)| : (x, y) ∈ D}.

Vorbemerkungen:

(1) Das AWP (A) hat Lösungen auf I (12.4, Peano)

(2) X := C(I,R) mit ||.||∞ ist ein BR.

(3) T : X → X sei definiert durch (Ty)(x) := y0 +
∫ x
x0
f(t, y(t))dt (y ∈ X , x ∈ I), T ist stetig;

Für y ∈ X gilt: y löst das AWP auf I ⇐⇒ Ty = y.

(4) Sei y ∈ X eine Lösung von (A) auf I: für x, x̃ ∈ I: |y(x) − y(x̃)| = |y′(ξ)||x − x̃| =
|f(ξ, y(ξ))||x− x̃| ≤M |x− x̃|
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23. Minimal- und Maximallösung

Satz 23.1
Das AWP (A) hat eine Maximallösung y∗ : I → R und eine Minimallösung y∗ : I → R.

Beweis
Wir zeigen nur die Existenz von y∗ : I → R. L := {y ∈ L(A) : Iy = I}. 12.4 =⇒ L 6= ∅. Sei
y ∈ L, x ∈ I : |y(x)| = |y0 +

∫ x
x0
f(t, y(t))dt| ≤ |y0| + |

∫ x
x0
f(t, y(t))dt| ≤ |y0| + M |x − x0| ≤

|y0|+M |b− a|︸ ︷︷ ︸
c

.

Also: y(x) ≤ c ∀y ∈ L ∀x ∈ I. Es existiert also y∗(x) := sup{y(x) : y ∈ L}(x ∈ I). Sei y ∈ L
(also Iy = I). Dann y ≤ y∗ auf I. Sei y ∈ L(A) (also Iy ⊆ I).

22.3 =⇒ ∃ŷ ∈ L : y = ŷ|Iy =⇒ y ≤ ŷ ≤ y∗ auf Iy.

Noch zu zeigen: y∗ ∈ L.

Sei I ∩Q = {x1, x2, x3, . . . }

Seien j, k ∈ N. Dann ex. ein yjk ∈ L : yjk(xj) ≥ y∗(xj)− 1
k .

Für k ∈ N und x ∈ I : yk(x) := max{y1k(x), y2k(x), . . . , ykk(x)}.
Übung: yk ∈ L ∀k ∈ N. Für k, j ∈ N, j ≤ k : yk(xj) ≥ yjk(xj) > y∗(xj)− 1

k .

Vorbemerkung (4) und 11.4 =⇒ (yk) enthält eine auf I gleichmäßig konvergente Teilfolge.
o.B.d.A (yk) konvergiert gleichmäßig auf I. ŷ(x) := limk→∞ yk(x)(x ∈ I). Tyk = yk ∀k ∈
N, T stetig =⇒ T ŷ = ŷ =⇒ ŷ ∈ L.

Es ist ŷ ≤ y∗ auf I. Sei xj ∈ I ∩Q. ŷ(xj) = limk→∞ yk(xj) ≥ limk→∞(y∗(xj)− 1
k ) = y∗(xj) =⇒

ŷ = y∗ auf I ∩Q.

Annahme: ∃ξ ∈ I : ŷ(ξ) < y∗(ξ) =⇒ ∃u ∈ L : ŷ(ξ) < u(ξ). Für xµ ∈ I ∩ Q hinreichend nahe
bei ξ : ŷ(xµ) < u(xµ) ≤ y∗(xµ), Widerspruch.

D.h. ŷ ≥ y∗ auf I. Also y∗ = ŷ auf I, somit gilt y∗ ∈ L. �

Definition
T := {(x, y) ∈ R2 : x ∈ I, y∗(x) ≤ y ≤ y∗(x)} heißt Lösungstrichter von (A).

Satz 23.2
Sei (σ, τ) ∈ T . Dann existiert eine Lösung v : I → R von (A) auf I mit v(σ) = τ .

Beweis
Betrachte das AWP (B)

{
y′ = f(x, y)

y(σ) = τ
. 12.4 (Peano) =⇒ (B) hat eine Lösung w : I → R

auf I. Ist σ = x0 =⇒ τ = y0 =⇒ v := w leistet das Verlangte. Sei also σ 6= x0, etwa
x0 < σ. Ist w(x0) = y0 =⇒ v := w leistet das Verlangte. Sei also w(x0) 6= y0. Es ist
y∗(σ) ≤ τ = w(σ) ≤ y∗(σ).
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Fall 1: w(x0) > y0 = y∗(x0) =⇒ w(x0)− y∗(x0) > 0 und w(σ)− y∗(σ) ≤ 0. Zwischenwertsatz
=⇒ ∃ξ ∈ [x0, σ] : w(ξ) = y∗(ξ)

Definiere: v : I → R durch v(x) :=

{
y∗(x), x ∈ [a, ξ]

w(x), x ∈ [ξ, b]
v(x0) = y∗(x0) = y0, v(σ) = w(σ) = τ.

12.3 =⇒ v löst das AWP (A) auf I.

Fall 2: w(x0) < y0 = y∗(x0) =⇒ w(x0)− y∗(x0) < 0 und w(σ)− y∗(σ) ≥ 0. Zwischenwertsatz
=⇒ ∃ξ ∈ [x0, σ] : w(ξ) = y∗(ξ)

Definiere: v : I ∈ R durch v(x) :=

{
y∗(x), x ∈ [a, ξ]

w(x), x ∈ [ξ, b]
v(x0) = y∗(x0) = y0, v(σ) = w(σ) = τ.

12.3 =⇒ v löst das AWP (A) auf I �

95





24. Ober- und Unterfunktionen

Vereinbarung: I.d. Paragraphen: x0, y0 ∈ R, a > 0, I := [x0, x0 + a], I0 := (x0, x0 + a], D :=
I × R und f : D → R eine Funktion.

Wir betrachten das AWP

(A)

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

Definition
v, w : I → R seien differenzierbar auf I.

v heißt eine Unterfunktion (UF) bzgl. (A) :⇐⇒

v′(x) < f(x, v(x)) ∀x ∈ I und v(x0) ≤ y0

w heißt eine Oberfunktion (OF) bzgl. (A) :⇐⇒

w′(x) > f(x,w(x)) ∀x ∈ I und w(x0) ≥ y0

Hilfssatz 24.1
φ, ψ : I0 → R seien differenzierbar auf I0. Es sei ε > 0, ε < a und es gelte: φ < ψ auf (x0, x0 +ε).
Weiter sei

φ′(x)− f(x, φ(x)) < ψ′(x)− f(x, ψ(x)) ∀x ∈ I0

Dann: φ < ψ auf I0.

Beweis
Anname: ∃x1 ∈ I0 : φ(x1) ≥ ψ(x1). Zwischenwertsatz =⇒ M := {x ∈ I0 : φ(x) = ψ(x)} 6= ∅.

ξ := inf M ; φ, ψ stetig =⇒ φ(ξ) = ψ(ξ) =⇒ ξ = minM und φ < ψ auf (x0, ξ). Sei h > 0 so,
daß ξ − h > x0 =⇒ φ(ξ − h) < ψ(ξ − h)

=⇒ φ(ξ − h)− φ(ξ)

h
<
ψ(ξ − h)− ψ(ξ)

h

=⇒ φ(ξ − h)− φ(ξ)

−h
>
ψ(ξ − h)− ψ(ξ)

−h

h→0
=⇒ φ′(ξ) ≥ ψ′(ξ) Aber: φ′(ξ) − f(ξ, φ(ξ)) < ψ′(ξ) − f(ξ, ψ(ξ)︸︷︷︸

=φ(ξ)

) =⇒ φ′(ξ) < ψ′(ξ), Wider-

spruch! �

Satz 24.2 (Abschätzung von Lösungen mittels Ober- und Unterfunktionen)
Gegeben: v, w, y : I → R. v sei eine Unterfunktion bezüglich (A), w sei eine Oberfunktion
bezüglich (A) und y sei eine Lösung des AWPs (A) auf I. Dann: v < y < w auf I0.
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24. Ober- und Unterfunktionen

Beweis
Wir zeigen nur v < y auf I0.

∀x ∈ I : v′(x)− f(x, v(x)) < 0 = y′(x)− f(x, y(x)).

Wegen 24.1 genügt es z.z:

(∗) ∃ε ∈ (0, a) : v < y auf (x0, x0 + ε)

Fall 1: v(x0) < y0 = y(x0); v, y stetig =⇒ es gilt (*).

Fall 2: v(x0) = y0 = y(x0); h := y − v; dann: h(x0) = 0 und

v′(x0)− f(x0, v(x0)) < 0 = y′(x0)− f(x, y(x0)︸ ︷︷ ︸
=v(x0)

)

=⇒ v′(x0) < y′(x0), also h′(x0) > 0. Annahme: (∗) gilt nicht. Dann existiert zu jedem n ∈ N
ein xn ∈ (x0, x0 + 1

n): h(xn) ≤ 0

=⇒ h(xn)

xn − x0
=
h(xn)− h(x0)

xn − x0
≤ 0 ∀n ∈ N n→∞

=⇒ h′(x0) ≤ 0

Widerspruch! �

Bemerkung: Man kann auch folgende Situation betrachten:

x0, y0 ∈ R, a > 0, J := [x0 − a, x0], D := J × R, f : D → R

AWP

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

Dann lauten die Bedingungen für eine

Unterfunktion: v′(x) > f(x, v(x)) ∀x ∈ I, v(x0) ≤ y0

Oberfunktion: w′(x) < f(x,w(x)) ∀x ∈ I, w(x0) ≥ y0

(→ Walter: Gewöhnliche Differentialgleichungen).

Anwendung von 24.2, schwer klausurrelevant! :-) : f(x, y) = x2+1
2 + y2.

AWP (+)

{
y′ = f(x, y)

y(0) = 1

f ∈ C(R2,R), f ist partiell differenzierbar nach y und fy ∈ C(R2,R) Paragraph 22 =⇒ (+)
hat eine eindeutig bestimmte, nicht fortsetzbare Lösung y : (ω−, ω+)→ R. (ω− < 0 < ω+). Wir
untersuchen diese Lösung für x ≥ 0.

Behauptung:

(1) w+ ∈ [π4 , 1]

(2) 1
1−x < y(x) ∀x ∈ (0, ω+)

(3) 1
1−x < y(x) < tan

(
x+ π

4

)
∀x ∈ (0, π4 )
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Beweis
f1(x, y) = y2 =⇒ f1 < f auf R2. Das

AWP

{
v′ = v2 = f1(x, v)

v(0) = 1

hat die Lösung v(x) = 1
1−x auf (−∞, 1) (TDV!). �

Sei a ∈ (0, 1), a < ω+. Für x ∈ [0, a]:

v′(x) = f1(x, v(x)) < f(x, v(x)), v(0) = 1

v ist eine Unterfunktion bezüglich (+) auf [0, a]. 24.2 =⇒ v < y auf (0, a] (i).

Annahme: ω+ > 1 =⇒ (i) gilt ∀a ∈ (0, 1) =⇒ v < y auf (0, 1). =⇒ lim
x→1−

y(x) =∞. Aber: 1

∈ (ω−, ω+) =⇒ y(x)→ y(1) (x→ 1−), Widerspruch! (also: ω+ ≤ 1).

Weiter: (i) gilt ∀a ∈ (0, ω+) =⇒ v < y auf (0, ω+). f2(x, y) := 1 + y2, dann: f2 > f auf
[0, 1)× R. Das

AWP

{
w′ = 1 + w2

w(0) = 1

hat die Lösung w(x) = tan
(
x+ π

4

)
auf (−3

4π,
1
4π) (TDV!). Sei a ∈ (0, ω+), a< π

4 ; für x ∈ [0, a] :
w′(x) = f2(x,w(x)) > f(x,w(x)), w(0) = 1 =⇒ w ist eine Oberfunktion bzgl (+) auf [0, a].
24.2 =⇒ y < w auf (0, a] (ii).

Annahme: ω+ < π
4 =⇒ (ii) gilt ∀a ∈ (0, ω+) =⇒ y < w auf (0, ω+). y′(x) = x2+1

2 + y(x)2 >
0 =⇒ y ist streng wachsend. y ist nach oben beschränkt auf [0, ω+) =⇒ ∃β := lim

x→ω+−
y(x)

und β ∈ R.

z(x) :=

{
y(x), x ∈ (ω−, ω+)

β, x = ω+

( =⇒ z ∈ C(ω−, ω+))

lim
x→ω+−

z(x)− z(ω+)

x− ω+
= lim

x→ω+−

y(x)− β
x− ω+

l’Hosp.
= lim

x→ω+−
y′(x)

= lim
x→ω+−

f(x, y(x)) = f(ω+, β)

=⇒ z ist in ω+ differenzierbar und z′(ω+) = f(ω+, β) = f(ω+, z(ω+)) =⇒ z löst das AWP
(+) auf (ω−, ω+], Widerspruch!, denn y ist nicht fortsetzbar. Also: ω+ ≥ π

4 . Dann gilt (ii)
∀a ∈ (0, π4 ) =⇒ y < w auf (0, π4 ).
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25. Stetige Abhängigkeit

In diesem Paragraphen: I = [a, b] ⊆ R, D := I × R, f ∈ C(D,R).

Satz 25.1
Sei (fn) eine Folge in C(D,R), (xn) eine Folge in I, (ηn) eine Folge in R und M ≥ 0. Es
gelte:

(a) |fn(x, y)| ≤M , |ηn| ≤M ∀n ∈ N ∀(x, y) ∈ D

(b) (fn) konvergiere auf R := I × [−(b− a+ 1)M, (b− a+ 1)M ] gleichmäßig gegen f .

(c) Zu jedem n ∈ N sei yn : I → R eine Lösung des Anfangswertproblems:{
y′ = fn(x, y)

y(xn) = ηn

auf I.

Dann gilt:

(1) (yn) enthält eine auf I gleichmäßig konvergente Teilfolge (ynk) und y(x) :=
limk→∞ ynk(x) (x ∈ I) so gilt: y′(x) = f(x, y(x)) ∀x ∈ I

(2) Gilt xn → x0 (∈ I) und ηn → y0 und hat das Anfangswertproblem{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

auf I genau eine Lösung y : I → R, so konvergiert (yn) auf I gleichmäßig gegen y.

Beweis
(1) 12.1 =⇒ yn(x) = ηn +

∫ x
xn
fn(t, yn(t))dt ∀x ∈ I ∀n ∈ N (∗).

Für x, x̃ ∈ I, n ∈ N: |yn(x)| ≤ |ηn| + |
∫ x
xn
|fn(t, yn(t))|dt| ≤ M + M |x − xn| ≤ M + (b −

a)M = (b− a+ 1)M =⇒ (x, yn(x)) ∈ R ∀n ∈ N ∀x ∈ I (∗∗)

|yn(x)− yn(x̃)| MWS
= |y′n(ξn)||x− x̃| = |fn(ξn, yn(ξn))||x− x̃| ≤M |x− x̃|

§1 =⇒ (yn) enthält eine auf I gleichmäßig konvergente Teilfolge. o.B.d.A.: (yn) konver-
giert auf I gleichmäßig.

y(x) := limn→∞ yn(x) (x ∈ I); Analysis I =⇒ y ∈ C(I,R). (∗∗) =⇒ (x, y(x)) ∈
R ∀x ∈ I. g(t); = f(t, y(t)), gn(t); = fn(t, yn(t)) (t ∈ I). Übung: (gn) konvergiert auf I
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25. Stetige Abhängigkeit

gleichmäßig gegen g. o.B.d.A: (xn) konvergent, (ηn) konvergent, etwa xn → x0, ηn → y0.
(Bolzano-Weierstraß!).

(∗) =⇒ yn(x) = ηn +

∫ x

xn

gn(t)dt ∀n ∈ N ∀x ∈ I

n→∞
===⇒ y(x) = y0 +

∫ x

x0

g(t)dt ∀x ∈ I

=⇒ y(x0) = y0 und y′(x) = g(x) = f(x, y(x)) ∀x ∈ I

(2) an; = ‖y − yn‖∞. Zu zeigen ist: an → 0.

Annahme: an 9 0 =⇒ ∃ε0 > 0 und eine Teilfolge (ank) : ank ≥ ε0 ∀k ∈ N.

(1) =⇒ (ynk) enhält eine auf I gleichmäßig konvergente Teilfolge ynkl ; z(x) := liml→∞ ynkl (x ∈
I)

(1) + Beweis von (1) =⇒ z löst das Anfangswertproblem y′ = f(x, y); y(x0) = y0. Die
eindeutige Lösbarkeit liefert z = y auf I =⇒ ankl = ‖y − ynkl‖∞ = ‖z − ynkl‖∞ → 0
(l→∞), Widerspruch denn ankl ≥ ε0 ∀l ∈ N. �

Satz 25.2
Es sei x0 ∈ I, η1, η2 ∈ R, L ≥ 0 und es gelte:

|f(x, y)− f(x, ỹ)| ≤ L(y − ỹ) ∀(x, y), (x, ỹ) ∈ D .

Für i = 1, 2 sei yi : I → R die (nach 13.1) eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswert-
problems: {

y′ = f(x, y)

y(x0) = ηi

Dann gilt:

|y1(x)− y2(x)| ≤ eL(b−a)|η1 − η2| ∀x ∈ I .

Beweis
α := ‖y1 − y2‖∞ = max{|y1(x)− y2(x)| : x ∈ I}. Für x ∈ I:

|y1(x)− y2(x)| =
∣∣∣∣η1 +

∫ x

x0

f(t, y1(t))dt− (η2 +

∫ x

x0

f(t, y2(t))dt)

∣∣∣∣
≤ |η1 − η2|+

∣∣∣∣∣∣∣
∫ x

x0

|f(t, y1(t))− f(t, y2(t))|︸ ︷︷ ︸
L|y1(t)−y2(t)|≤Lα

dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ |η1 − η2|+ Lα|x− x0|

Allgemein gilt: ≤ Ln+1

(n+ 1)!
α|x− x0|n+1︸ ︷︷ ︸

=:αn(x)

+|η1 − η2|
n∑
k=0

Lk|x− x0|k

k!︸ ︷︷ ︸
=:βn(x)
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βn(x) → eL|x−x0| (n → ∞), αn(x) → 0 (n → ∞) =⇒ |y1(x) − y2(x)| ≤ eL|x−x0||η1 − η2| ≤
eL(b−a)|η1 − η2| �
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26. Zwei Eindeutigkeitssätze

Stets in diesem Paragraphen: I = [a, b] ⊆ R, x0 ∈ I, y0 ∈ R und f ∈ C(D,R). Wir betrachten
das Anfangswertproblem:

(A)

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

Satz 26.1 (Satz von Nagumo)
Es gelte

|f(x, y)− f(x, ỹ)| ≤ |y − ỹ|
|x− x0|

∀(x, y), (x, ỹ) ∈ D mit x 6= x0 .

Dann hat (A) höchstens eine Lösung auf I.

Beweis
Seien y1, y2 : I → R Lösungen von (A) auf I, y := y1 − y2. ( =⇒ y(x0) = 0)

limx→x0
y(x)
x−x0 = limx→x0

y(x)−y(x0)
x−x0 = y′(x0) = y′1(x0)− y′2(x0) = f(x0, y1(x0))− f(x0, y2(x0)) =

0.

Definiere h : i → R durch h(x) :=

{ |y(x)|
|x−x0| , x ∈ I \ {x0}
0, x = x0

=⇒ h ∈ C(I,R). Voraussetzung

=⇒ |f(t, y1(t))− f(t, y2(t))| ≤ h(t) ∀t ∈ I.

∀x ∈ I : |y(x)| = |y1(x)− y2(x)|
12.1
=

∣∣∣∣∫ x

x0

(f(t, y1(t))− f(t, y2(t)))dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ x

x0

|f(t, y1(t))− f(t, y2(t))|dt
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ x

x0

h(t)dt

∣∣∣∣
Annahme: ∃x1 ∈ I : y(x1) 6= 0. Dann: x1 6= x0, etwa x0 < x1; h(x1) > 0, h(x0) = 0.
∃ξ ∈ [x0, x1] : h(t) ≤ h(ξ) ∀t ∈ [x0, x1]. Dann: h(ξ) > 0 =⇒ ξ 6= x0, also x0 < ξ.

Dann: h(ξ) =
|y(ξ)|
|ξ − x0|

=
|y(ξ)|
ξ − x0

≤ 1

ξ − x0

∣∣∣∣∫ ξ

x0

h(t)dt

∣∣∣∣
=

1

ξ − x0

∫ ξ

x0

h(t)dt <
1

ξ − x0

∫ ξ

x0

h(ξ)dt = h(ξ), Widerspruch. �
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26. Zwei Eindeutigkeitssätze

Satz 26.2 (Satz von Osgood)
Es sei φ : (0,∞) → R stetig und > 0 auf (0,∞), t0 > 1 und das uneigentliche Integral∫ t0

0
du
φ(u) sei divergent.

Weiter gelte

|f(x, y)− f(x, ỹ)| ≤ φ(|y − ỹ|)∀(x, y), (x, ỹ) ∈ D mit y 6= ỹ.

Dann hat (A) auf I höchstens eine Lösung.

Bemerkung: f genüge auf D einer LB bzgl. y mit der Lipschitz-Konstanten L: φ(u) := Lu

Beweis
o.B.d.A: x0 = a.

∫ t0
0

du
φ(u) div. =⇒

∫ t0
1
k

du
φ(u) →∞(k →∞).

Daher: o.B.d.A:
∫ t0

1
k

du
φ(u) > 2(b− a)∀k ∈ N.

(I): Sei k ∈ N. Definiere gk : [ 1
k ,∞)→ R durch gk(t) :=

∫ t
1
k

du
φ(u)

Dann: gk ∈ C1([ 1
k ,∞), g′k = 1

φ > 0, gk ist streng wachsend, gk( 1
k ) = 0, gk(t0) > 2(b− a)

ZWS =⇒ [0, 2(b− a)] ⊆ gk([ 1
k ,∞))

Für x ∈ I = [a, b] : 2(x− a) ∈ [0, 2(b− a)].
Definiere Ψk : I → R durch Ψk(x) := g−1

k (2(x− a)).
=⇒ (i) : 2(x− a) = gk(Ψk(x)) =

∫ Ψk(x)
1
k

du
φ(u)∀x ∈ I.

gk streng wachsend =⇒ g−1
k streng wachsend =⇒ Ψk streng wachsend.

Ψk(a) = Ψk(x0) = g−1
k (0) = 1

k , Ψk(x) > 1
k∀x ∈ (a, b].

gk ist stetig db =⇒ g−1
k stetig db =⇒ Ψk stetig db.

Aus (i): 2 = g′k(Ψk(x))Ψ′k(x) = 1
φ(Ψk(x))Ψ′k(x)∀x ∈ I

=⇒ (ii): Ψ′k = 2φ(Ψk(x)) > 0∀x ∈ I.

(II): Behauptung: Ψk(x)→ 0(k →∞)∀x ∈ I.
Beweis: Sei x ∈ I. Annahme: Ψk(x) 6→ 0(k →∞).
Dann ∃ε0 > 0 und eine TF (Ψkj (x)) von (Ψk(x)) mit:
ε0 ≥ 0Ψkj (x)∀j ∈ N.
cj :=

∫ ε0
1
kj

du
φ(u)(j ∈ N). Vorraussetzung =⇒ cj →∞(j →∞).

Aber: cj =
∫ ε0

1
kj

du
φ(u) ≤

∫ Ψkj (x)

1
kj

du
φ(u)

(1)
= 2(x− a)∀j ∈ N.

Widerspruch zu cj →∞!

(III): Sei y1, y2 : I → R Lösungen von (A) auf I. y := y1 − y2.
Wir zeigen: |y(x)| ≤ Ψk(x)∀k ∈ N∀x ∈ I. (Mit (II) folgt dann: y == 0 auf I.)
Sei k ∈ N.
Annahme: M := x ∈ I : |y(x)| > Ψk(x) 6= ∅.
y(a) = y(x0) = y1(x0)− y2(x0) = 0 =⇒ a 6∈M.ξ := inf M
y,Ψk stetig =⇒ |y(ξ)| ≥ Ψk(ξ) =⇒ ξ > a und |y(x)| ≤ Ψk(x)∀x ∈ [a, ξ) (iii)
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x→ξ−
===⇒ |y(ξ)| ≤ Ψk(ξ). Also: |y(ξ)| = Ψk(ξ). D.h.: + − y(ξ) = Ψk(ξ). o.B.d.A: y(ξ) = Ψk(ξ).
(sonst betrachte y2 − y1 = −y).
Aus (iii) folgt: ∃α > 0 so, dass ξ − α ≥ a und 0 < y ≤ Ψk auf [ξ − a, ξ].
Sei x ∈ (ξ − α, ξ) =⇒ y(x) ≤ Ψk(x) =⇒ y(x)− y(ξ) ≤ Ψk(x)−Ψk(ξ)

=⇒ y(x)−y(ξ)
x−ξ ≥ Ψk(x)−Ψk(ξ)

x−ξ
x→ξ−
===⇒ y′(ξ) ≥ Ψ′k(ξ) =⇒ Ψ′k(ξ) ≤ y′(ξ) = y′1(ξ)− y′2(ξ)

= f(ξ, y1(ξ))− f(ξ, y2(ξ))
(ii)
= 1

2Ψ′k(ξ) =⇒ Ψ′k(ξ) ≤ 0, Widersruch zu (ii)!.
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27. Randwertprobleme (Einblick)

Sei D ⊆ R2, I = [a, b] ⊆ R, f : IxD → R eine Funktion.
Wir betrachten das Randwertproblem (RWP):{

y′′ = f(x, y, y′)

α1y(a) + α2y
′′(a) = γa, β1y(b) + β2y

′′(b) = γb

mit α1,α2,β1,β2,γa,γb ∈ R.

Beispiel
Die Dgl y′′ = −π2y hat die allg. Lösung y(x) = c1 cos(πx) + c2 sin(πx)
Die Dgl y′′ = −π2y + 1 hat die allg. Lösung y(x) = c1 cos(πx) + c2 sin(πx) + 1

π2

RWP (1)

{
y′′ = −π2y

y(0) = y(1) = 0
(I = [0, 1])

0 = y(0) = c1 cos(π0) + c2sin(π0) = c1

0 = y(1) = c2 sin(π0) = 0. D.h.: das RWP hat unendlich viele Lösungen: y(x) = c sin(πx)(c ∈
R).

RWP (2)

{
y′′ = −π2y + 1

y(0) = y(1) = 0
(I = [0, 1])

0 = y(0) = c1 cos(π0) + c2sin(π0) + 1
π2 = c1 + 1

π2 =⇒ c1 = − 1
π2

0 = y(1) = − 1
π2 cos(π) + c2 sin(π) + 1

π2 = 2
π2 . D.h.: das RWP ist unlösbar.

RWP (3)

{
y′′ = −π2y

y(0) = y′(1) = 0
(I = [0, 1])

0 = y(0) =⇒ c1 = 0 =⇒ y(x) = c2 sin(πx)

y′(x) = c2π cos(πx)
x=1
==⇒ c2π cos(π) = −c2π =⇒ c2 = 0

=⇒ y = 0 ist die eindeutig bestimmte Lösung des RWPs.

Beachte für später:
In Bsp(1) und (3): f(x, y) = −π2y
In Bsp(2): f(x, y) = −π2y + 1
In allen 3 Bsp’en: |f(x, y)−f(x, ỹ)| = π2︸︷︷︸

L

|y− ỹ|. ( =⇒ ∃ kein L ∈ [0, π2) : |f(x, y)−f(x, ỹ)| ≤

L|y − ỹ| )

Definition: Die Funktion G : [0, 1]× [0, 1]→ R sei definiert durch:

G(x, t) :=

{
t(x− 1), falls 0 ≤ t ≤ x.
x(t− 1), falls 0 ≤ x ≤ t.
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27. Randwertprobleme (Einblick)

Klar: G ≤ 0;G(0, t) = G(1, t) = 0 ∀t ∈ [0, 1]. Übung: G ist stetig auf [0, 1]× [0, 1].

Hilfssatz 27.1
Gegeben: h : [0, 1]→ R stetig. φ : [0, 1]→ R sei definiert durch

φ(x) :=

∫ 1

0
G(x, t)h(t)dt.

Dann: φ(0) = φ(1) = 0, φ ∈ C2([0, 1] und φ′′ = h auf [0, 1].

Beweis
φ(0) =

∫ 1
0 G(0, t)︸ ︷︷ ︸

=0

h(t)dt = 0;φ(1) =
∫ 1

0 G(1, t)︸ ︷︷ ︸
=0

h(t)dt = 0

∀x ∈ [0, 1] : φ(x) =
∫ x

0 G(x, t)h(t)dt+
∫ 1
x G(x, t)h(t)dt =

∫ x
0 (tx− t)h(t)dt+

∫ 1
x (xt− x)h(t)dt

= x
∫ x

0 th(t)dt−
∫ x

0 th(t)dt+ x
∫ 1
x th(t)dt− x

∫ 1
x h(t)dt

= x
∫ 1

0 th(t)dt−
∫ x

0 th(t)dt+ x
∫ x

1 h(t)dt

=⇒ φ ist db auf [0, 1] und φ′(x) =
∫ 1

0 th(t)dt− xh(x) +
∫ x

1 h(t)dt+ xh(x)

=
∫ 1

0 th(t)dt+
∫ x

1 h(t)dt. =⇒ φ ist auf [0, 1] 2 mal db und φ′′(x) = h(t). �

Beispiel∫ 1
0 G(x, t)dt =

∫ 1

0
G(x, t)1dt︸ ︷︷ ︸
=:φ(x)

27.1
==⇒ φ′′(x) = 1 = φ′(x) = x+ c1

=⇒ φ(x) = 1
2x

2 + c1x+ c2

0 = φ(0) = c2

0 = φ(1) = 1
2 + c1 =⇒ c1 = −1

2

=⇒
∫ 1

0 G(x, t)dt = 1
2x

2 − 1
2x ∀x ∈ [0, 1].

Definition
f : [0, 1]× R→ R sei stetig. Das RWP

(R)

{
y′′ = f(x, y)

y(0) = y(1) = 0

heisst Dirichlet Randwert-Problem und obige Funktion G heisst die zu (R) gehörende
Greensche Funktion.

Im Folgenden sei X := C([0, 1],R) und der Operator T : X → X definiert durch

(Ty)(x) :=

∫ 1

0
G(x, t)f(t, y(t))dt(y ∈ X,x ∈ [0, 1])

Aus 27.1: (Ty)(0) = (Ty)(1) = 0, Ty ∈ C2[0, 1] und (Ty)
′′(x) = f(x, y(x)) ∀y ∈ X ∀x ∈ [0, 1].

Satz 27.2
Sei y ∈ X.

y löst (R) auf [0, 1] ⇐⇒ Ty = y
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Beweis
" =⇒ ":
∀x ∈ I : y′′(x) = f(x, y(x))

s.o.
= (Ty)

′′(x); Ψ(x) := y(x)− (Ty)(x)
=⇒ Ψ′′ = 0 auf [0, 1] =⇒ Ψ′(x) = c1 =⇒ Ψ(x) = c1x+ c2

Ψ(0) = y(0)− (Ty)(0) = 0 =⇒ c2 = 0.
Ψ(1) = y(1)− (Ty)(1) = 0 =⇒ c1 = 0.
"⇐":
Sei y = Ty

27.1
==⇒ y ∈ C2([0, 1]) und y′′(x) = (Ty)

′′(x) = f(x, y(x)) ∀x ∈ [0, 1]

y(0) = (Ty)(0)
s.o.
= 0

y(1) = (Ty)(1)
s.o.
= 0. �

Vorbetrachtung:
Sei 0 < c < π, φ(x) := cos c(x− 1

2)(x ∈ [0, 1]).
φ ∈ C([0, 1],R). x ∈ [0, 1] =⇒ c(x− 1

2) ∈ [− c
2 ,

c
2 ] ( [−π

2 ,
π
2 ]

=⇒ φ(x) > c
2 > 0 ∀x ∈ [0, 1]

Satz 27.3 (Satz von Lettenmeyer)
f : [0, 1]× R→ R sei stetig. Es sei L ≥ 0 und es gelte:
|f(x, y)− f(x, ỹ)| ≤ L|y − ỹ| ∀(x, y), (x, ỹ) ∈ [0, 1]× R.
Ist L < π2, so hat (R) auf [0, 1] genau eine Lösung.

Bemerkung:

(1) Die Beispiele am Anfang des Paragrafen zeigen, dass die Schranke π2 optimal ist.

(2) Allgemein kann man das RWP {
y′′ = f(x, y)

y(a) = y(b) = 0

(mit f : [a, b]× R→ R stetig) betrachten. Dann ist π2 durch π2

(a−b)2 zu ersetzen.

Beweis
Sei c := ( c+π

2

2 )
1
2 . Dann: L < c2 < π2, q = L

c2
, also q < 1.

Sei φ wie in der Vorbetrachtung. Wir versehen nun X mit folgender Norm:

||u|| := max{u(x)

φ(x)
: 0 ≤ x ≤ 1} (u ∈ X) gewichtete Max-Norm

Bekannt: (X, || · ||) ist ein BR (Par. 13). Wir werden zeigen:
||Tu − Tv|| ≤ q||u− v|| ∀u, v ∈ X.
Aus 11.2 folgt dann: T hat genau einen Fixpunkt. Aus 27.2 folgt dann die Behauptung.
Seien u, v ∈ X und x ∈ [0, 1]. |(Tu)(x) − (Tv)(x)| = |

∫ 1
0 G(x, t)(f(t, u(t)) − f(t, v(t))dt| ≤∫ 1

0 |G(x, t)|L|u(t)− v(t)|dt

= L
∫ 1

0 |G(x, t)| |u(t)− v(t)|
φ(t)︸ ︷︷ ︸
≤||u−v||

φ(t)dt ≤ L||u− v||
∫ 1

0 |G(x, t)|φ(t)dt
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27. Randwertprobleme (Einblick)

G≤0
= L||u− v||(−

∫ 1

0
G(x, y)φ(t)dt︸ ︷︷ ︸

=:g(x)

)

27.1 =⇒ g(0) = g(1) = 0,g ∈ C2([0, 1]) und g′′ = φ. Dann: g′(x) = 1
c sin c(x− 1

2) + c1

=⇒ g(x) = − 1
c2

cos c(x− 1
2) + c1x+ c2 = − 1

c2
φ(x) + c1x+ c2.

0 = g(0) = − 1
c2
φ(0) + c2 =⇒ c2 = 1

c2
cos c2 0 = g(1) = − 1

c2
φ(1) + 1

c2
cos c2 =⇒ c1 = 0

=⇒ g(x) = − 1
c2
φ(x) + 1

c2
cos c2

=⇒ |(Tu)(x)−(Tv)(x)| ≤ L||u−v|| 1
c2

(φ(x)−cos c2) = L
c2
||u−v||(φ(x)−cos c2) =⇒ |(Tu)(x)− (Tv)(x)|︸ ︷︷ ︸

=φ(x)

≤

L
c2
||u− v||(1− cos c

2
φ(x) ) ≤ L

c2
||u− v|| = q||u− v||

=⇒ ||Tu − Tv|| ≤ q||u− v||. �

Satz 27.4 (Satz von Scorza-Dragoni)
Sei I = [a, b] ⊆ R, D := I × R und f ∈ C(D,R) sei auf D beschränkt.

Dann hat das Randwertproblem {
y′′ = f(x, y)

y(a) = y(b) = 0

eine Lösung auf I.

Beispiel

I = [0, π], f(x, y) =


1, y ≤ −1

−y, |y| ≤ 1

−1, y ≥ 1

Wir betrachten das Randwertproblem{
y′′ = f(x, y)

y(0) = y(π) = 0

Sei α ∈ R, |α| ≤ 1 und yα(x) := α sinx, |yα| ≤ 1, y′′α(x) = −α sinx = −yα(x) = f(x, yα(x)),
yα(0) = yα(π) = 0. Das heißt: Ein Randwertproblem wie in 27.4 muß nicht eindeutig lösbar
sein.

Beweis
Wir führen den Beweis nur unter der zusätzlichen Voraussetzung:

∃L ≥ 0 : |f(x, y)− f(x, ỹ)| ≤ L|y − ỹ| ∀(x, y), (x, ỹ) ∈ D

Sei M ≥ 0 so, dass |f | ≤M auf D.

Sei s ∈ R. Wir betrachten das Anfangswertproblem:{
y′′ = f(x, y)

y(a) = 0, y′(a) = s
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18.3 =⇒ obiges Anfangswertproblem hat genau eine Lösung ys auf I. §18 und 25.2 =⇒
|ys1(x)− ys2(x)| ≤ c|s1 − s2| ∀x ∈ I, s1, s2 ∈ R.

h(s) := ys(b) (s ∈ R), damit h : R → R stetig. Ist s0 ∈ R und h(s0) = 0, so ist y := ys0 eine
Lösung des Randwertproblems.

∀x ∈ I : y′s(x)− s = y′s(x)− y′s(a) =

∫ x

a
y′′s (t)dt =

∫ x

a
f(t, ys(t))dt

=⇒ y′s(x) = s+

∫ x

a
f(t, ys(t))dt

=⇒ ys(b) = ys(b)− ys(a)

MWS
= y′s(ξ)(b− a)

=

(
s+

∫ ξ

a
f(t, ys(t))dt

)
(b− a)

= s(b− a) +

∫ ξ

a
f(t, ys(t))dt(b− a)

=⇒ |h(s)− s(b− a)| = |
∫ ξ

a
f(t, ys(t))dt(b− a)| ≤M(ξ − a) ≤M(b− a) =: c

=⇒ −c ≤ h(s)− s(b− a) ≤ c ∀s ∈ R
=⇒ s(b− a)− c ≤ h(s) ≤ c+ s(b− a) ∀s ∈ R
=⇒ h(s)→∞ (s→∞) und h(s)→ −∞ (s→ −∞)

Der Zwischenwertsatz liefert nun: ∃s0 ∈ R : h(s0) = 0 �

Satz 27.5
Sei A > 0, 0 < B < π2, f ∈ C([0, 1]× R,R) und es gelte

|f(x, y)| ≤ A+B|y| ∀x ∈ [0, 1], y ∈ R

Dann hat das Randwertproblem {
y′′ = f(x, y)

y(0) = y(1) = 0

eine Lösung auf [0, 1]

Bemerkung: Die Schranke π2 ist optimal:{
y′′ = −π2y + 1

y(0) = y(1) = 0

ist unlösbar!
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